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A minimum teszt kérdéseinek megolddsai

A m&sodrendii tenzoron (tag értelemben) a hdrommeéretii tér egy 6nmagdra torténd homo-
gén linedris leképezését értjiik. Kartéziuszi koordindtarendszerben az e,, e, és e, vektorok
W, Wy és W, képei egyértelmiien meghatérozzak a leképezést (a tenzort).

A

W =w,oe,+wyoe,+w,o0e,
mdsodrendii tenzor transzpondltjat a

w’ =e,o0W,; +€e,0W, +e,ow,

kifejezés értelmezi. A transzpondlt tenzor matrixa a tenzor méatrixdnak transzponailtja.
Szimmetrikus az W tenzort, ha

W =w7,
ferdeszimmetrikus az W' tenzor, ha

W=-wT.
Szimmetrikus tenzor métrixa szimmetrikus:

wg =wy L=y, 2
ferdeszimmetrikus tenzor métrixa pedig ferdeszimmetrikus:
Wgl — — Wik l,k:x,y,z.
A
W =w,o0e,+wyoe,+w,oe,

mésodrend{i tenzor vektorinvaridnsat a
Wa =3 (We X €+ Wy Xe,+wW, Xe;)

Osszefiiggés értelmezi. Ha a vektorinvaridans zérus, akkor a tenzor szimmetrikus.
Barmely W tenzor felbonthaté egy szimmetrikus és egy ferdeszimmetrikus tenzor ssze-
gére

W =W, + Wi,
ahol

WaSZ:%(W—WT) s We=-(W+WT).

N =

Fenndll tovdbba, hogy
Wes: D=Wg, Xn.

Terhelés hatdsédra a vizsgdlat targyat képezo szilard test pontjai egymaéshoz képest elmoz-
dulnak és a test anyagi, geometriai alakzatai (anyagi vonalak hosszai, anyagi vonalak altal
bezért szogek, etc.) megvaltoznak. Ezt a jelenséget alakvaltozdasnak nevezziik.
Rugalmas alakviltozdsrdl beszéliink, ha a terhelés megsziintetése utdn a terhelés hatdsara
alakvéltozdst szenvedd test maradéktalanul visszanyeri eredeti, terhelés elotti alakjat.
Képlékeny alakvaltozédsrol beszéliink, ha a terhelés megsziintetése utdn a terhelés hatdséara
alakvdltozott test nem nyeri vissza eredeti, terhelés elotti alakjat.

Kis elmozduldsok esetén a szildrd test pontjainak maximaélis elmozduldsa is nagysig-
rendekkel kisebb mint a test legkisebb geometriai mérete.

Ha a test alakvéltozdsara jellemz6 mennyiségek (fajlagos nytldsok, szogtorzuldsok) abszo-
lut értékének maximuma nagysdgrendekkel kisebb mint az egység, akkor az alakviltozdsok
kicsik.



11. Két, ugyanazon testre haté egymadssal statikailag egyenértékii erérendszert szildrdsdg-
tanilag 1s egyenértékinek neveziink, ha azok mindegyike — eltekintve az erdrendszerek
gyakorlatilag egybeesd terhelési tartoméanyéatél — lényegében ugyanazt az alakviltozdsi
allapotot hozza létre.

12. A derivélt tenzort a

U=uoV

médon szamitjuk ha ismeretes az elmozduldsi vektormezo.
13. A P pont elemi kornyezetében

u=up+ Up- (I' — I'p) +(....)
alaki az elmozduldsmez6, ahol up a P pont eltolédédsa, U p a derivélt tenzor a P pontban,
|Ar| = |r —rp| sokkal kisebb, mint egy alkalmas hosszegység, az r a futépont, az rp pedig
a P pont helyvektora. A derivilt tenzor Up = Wp + Ap alaki felbontdsaval

u=up+¥Yp-Ar+ Ap-Ar

ahol Wp-Ar a merevtestszerii forgds hatdsdra létrejovd mozgds, az up + ¥p - Ar Osszeg
pedig a P pont kérnyezetének merevtestszerii mozgdsa (eltolédas + forgds).
14. Az U derivélt tenzor az

1 1
U=5(U- UT)+§(U+ uT)

1 A
médon bonthaté fel, ahol ¥ a forgaté tenzor, az A pedig az alakvaltozasi tenzor. (T a
transzpondlds jele.)
15. Az alakviltozasi tenzor az

A:%(Vou—i—UOV)

moédon szdmithato.
16. Fajlagos nyilds az n irdnyban:
Jelolése: e,; El6jelszabdly: €, > 0 megnyiilds; €, < 0 rovidiilés
Fajlagos szdgtorzulds az egymdsra mer6leges n és m irdnyok kozott:
Jelolése: vmn; El6jelszabaly: {vmn > 0}[vmn < 0] az eredetileg 90° -os szdg {csokken}
[novekszik].
17. A tenzor diddikus alakban és métrixdval is megadhato:

A=o;0e, +ayoe,+a,o0e,,

1 1
€x §’ny %’sz
1
A= ?W’ym €y E'sz
1
5'72:1: 5721} €2

18. Az alakvéltozdsi tenzort az elemi triéderen, az xyz koordindtarendszerben az dbra szem-
lélteti:
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24.

25.

Ex YVyx/2 Vg2

Legyen az n és m egységvektor és m_1n (azaz m - n = 0). Ekkor
€n =n-An, Ymn = 2m-A-n

a fajlagos nyilds az n irdnyban, illetve a fajlagos szogtorzulds az m és n irdnyok ko-
z6tt. (Az n, m — n # m — rendre felveheti az z,y és z értéket. Ekkor n és m helyett
értelemszerfien e, e, és e, 4ll.)

Az n és m egységvektor. Ha «, = €,n azaz minden mln -re fenndll, hogy vnm =
2m- oy, = 0, akkor az n irdny alakviltozési féirdany (az dltala kijelolt n tengely pedig
alakvéltozasi fétengely), mig €, a vonatkozé fénytilés.

Az xyz kartéziuszi koordinatarendszerben

e, = Qo e, = e, = %=

xi({)x’ x78y7 Z*az7

_ O Dy _ 9wy | Ous _ O |
oy = oy  Ox Tz = T, oy’ T2 = oy T o,

ahol €., €, ¢és €, fajlagos nyulds, vzy, Vy- €5 V2, pedig fajlagos szogtorzulds (ug, uy és u,
a hdrom elmozduldskoordinéta).
Az n normaélisi lapon
Pn = 0pl + Ty
a fesziiltségvektor. Itt o, = n- p, a normélfesziiltség, mig 7, = m- p, és 7, =1 pn a ™,
csusztatofesziiltség két dsszetevdje vagy koordindtdja (m L n,n 1 1és1 1 m; az n, m és
1 egységvektorok).
A fesziiltségi tenzort az elemi kockdn, az xyz kartéziuszi koordindtarendszerben az dbra
szemlélteti:
z
-

L,
2 i Tyz
’CZ
Yy
Tzx (e} y
TXy Y
TyX
(e}
X
x/

Az n és m egységvektor. Ha p, = o,n azaz minden mln -re fenndll, hogy 7, =
m -p, = 0, akkor az n irdny fesziiltségi foirdny (az altala kijelolt n tengely pedig fesziiltségi
fétengely), mig o, a vonatkozo féfesziiltség.
Az energia tétel az

Ey—FE1 =Wy =Wg+Wpg
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30.

31.

32.

33.

alakban irhaté fel ahol F a kinetikai energia, az 1 és 2 indexek a terhelés kezdetét és végét
azonositjik, Wi a kiilsé er6k munkdja, Wp pedig a belsé er6k munkdja. Szildrdsdgtanban
Ey = E3 = 0 mivel a vizsgalt test (tartd) tartés nyugalomban van. Kovetkezésképp

Wis =Wk +Wp=0,

azaz

W =-Wp=U+Wp,
ahol Wp a disszipélt (elnyelt) alakvéltozasi energia, U pedig a bels6 energia. Rugalmas
testre Wp = 0 és igy

Wrg=U.

A prizmatikus rid tengelyvonala (stlyponti szdla) egyenes, a keresztmetszete pedig &l-
landé.
Egytengelyi fesziiltségi dllapotrdl beszéliink, ha csak egy féfesziiltség kiilonbozik zérustol
(a masik kett6 zérus).
Linedrisan rugalmas, homogén, izotrép testrél beszéliink, ha linedris a T = T(A) fiigg-
vénykapcsolat (linedrisan rugalmas az anyag), az anyagjellemzék (anyagi tulajdonsdgok)
minden pontban azonosak (homogén a test) és az anyagjellemzék (anyagi tulajdonsdgok)
nem fiiggenek irdnytol (izotrép az anyag).
Huzasra (nyomadsra)

o, = Fe,
€ = —VE,

az egyszerit Hooke torvény, ahol az E rugalmassdagi modulus és a v Poisson szdm anyag-
jellemzok.
Huzott (nyomott) ridra

a fesziiltségi tenzor és a normaélfesziiltség. N a ruderd, A a keresztmetszet teriilete.
Ha N = éllandd, akkor
1 N2l
- 2AFE
a hizott (nyomott) ridban tdrolt rugalmas energia (N a ruderd, [ a rud hossza, F a
rugalmassdagi modulus, A a rudkeresztmetszet teriilete).
Kor— és korgytirti keresztmetszetil ridra a polaris mésodrend{i nyomaték

@—/mm
(4)
képletébdl kor keresztmetszetre az
d4
=22,
32
korgyliri keresztmetszetre pedig az
I - (D* — dYw
P 32

eredmény kovetkezik.
Kor— és korgylirti keresztmetszeti prizmatikus rid csavardsakor poldrkoordindta rend-
szerben

0

0 0
M
T=|0 0 7, |, TW:—ICR
0 7o O p



a fesziiltségi tenzor és a csusztato fesziiltség. (M. a csavarényomaték, I, a poldris mésod-
rend{i nyomaték, R a vizsgalt ponthoz tartozé sugdr).

34. Kor— és korgytirli keresztmetszetii riddra az aldbbi két dbra szemlélteti a csisztaté fesziilt-
ségek eloszldsat polarkoordindta rendszerben:

A y A y

X BN

> (]

v x

35. Ha M, = éllandé, akkor
U 1 M2
2IpG
a csavart kor—, korgy{iri keresztmetszetii ridban térolt rugalmas energia (M. a csavaré-
nyomaték, [ a rdd hossza, Ip a poldris méasodrendii nyomaték, G a nyirdsi rugalmassagi
modulus).

36. Tiszta hajlitdsrdl beszéliink ha a vizsgdlt ridszakaszon csak hajlitds az igénybevétel.

37. A Bernoulli hipotézis szerint tiszta hajlitds esetén a rid deformalt keresztmetszetei sikok
maradnak, a keresztmetszetek sikjidban nincs szogtorzulds és a keresztmetszetek a de-
formécié utén is merdlegesek a rid deformdlt kozépvonaldra (tengelyvonaldra, silyponti
széldra).

38. Egyenes hajlitdsrol beszéliink, ha az Mg hajlitényomaték vektor parhuzamos a kereszt-
metszet valamelyik sulyponti tehetetlenségi fétengelyével.

39. Egyenes, tiszta hajlitdsra

_Mhm

) Oz

a fesziiltségi tenzor és a normélfesziiltség. (M}, a hajlitényomaték, I, a silyponti z
tengelyre — a hajlitds tengelyére — vett masodrendii nyomaték, y a vizsgdlt pont koordi-
natdja).

40. A vézolt rudkeresztmetszetre az aldbbi dbra szemlélteti a o, (2) fesziiltségeloszlast

y y
S M hx < o,
41. Egyenes, tiszta hajlitdsra
o 1 . th
p I.E

a gorbiilet (p a gorbiileti sugdr, Mp, a hajlitényomaték, I, a silyponti x tengelyre — a
hajlitds tengelyére — vett mdsodrendii nyomaték, E a rugalmassagi modulus).
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45.

46.

Ha ismert az M}, = Mp,(z) hajlitényomaték, akkor

1 [M?
U=~ |24
QXQEZ

a ridban tdrolt tdrolt rugalmas energia, ha elhanyagoljuk a nyirdsbdl adédé rugalmas
energiarészt (Mp, a hajlitényomaték, I, a silyponti = tengelyre — a hajlitds tengelyére
— vett mésodrendii nyomaték, E a rugalmassdgi modulus, [ a rid kozépvonaldnak mint
egyméreti tartomanynak a jelolése).

Legyen x és y az A keresztmetszet O pontjéhoz kotott egymésra kolcsondsen merdleges
tengelypér (Kartéziuszi koordindtarendszer O origéval). Az z, y tengelyekre szdmitott
mdsodrend{i nyomatékot az

I, = /deA és I, = /J}2dA

(4) (4)

képletek, az xy tengelypdrra szdamitott masodrendii nyomatékot pedig az

Iy = /xydA

(A)
Osszefiiggés értelmezi. Az

@:/ﬂmz/ﬁhw%ng+@
(4) (4)
integrél az O pontra széamitott masodrend{i nyomaték.

Legyen £ és n az A keresztmetszet S silypontjéhoz kotott kartéziuszi koordindtarendszer.
A &n koordindtarendszerben
_| I g
lS — |: 177

—Ine
a sulyponti tehetetlenségi tenzor mdtrixa, ahol I¢, I, és I;¢ a vonatkozé mdsodrendii

nyomatékok:
Q:/ﬁm, %:/ém, %:/@M.
(4) (4)

(4)

Legyen R a feliiletelem S stilypontra vonatkoztatott helyvektora és jelolje E az egység-
tenzort. Az Ig tenzor invaridns alakjat a

kwﬁi/RxmeﬁM, 1g=/fﬁE—ROMdA
(4) (4)

Osszefiiggések értelmezik.

Legyen £ és n az A keresztmetszet S sulypontjdhoz kotott kartéziuszi koordindtarendszer.
Legyen tovabba = és y az A keresztmetszet O pontjahoz kotott kartéziuszi koordindta-
rendszer. Feltételezziik, hogy S # O és hogy a két koordindtarendszer megfelelé koordi-
nédtatengelyei parhuzamosak. A két koordindtarendszerben rendre I¢, I, és I, illetve I,
1, és Iy a masodrend{i nyomatékok. A

Lo =Ly | _ | I e | |y Vo —TSOYSO
—Iye I, _Iné I —Yso Tso JB%O

I, Is Ios
egyenlet a Steiner tétel métrix alakja. Skaldris alakban:

I, = I+ Aydo I, = I, + Az%o Ly = Iy + Azs0Yso -



47. Legyen T a fesziiltségi tenzor a szilard test egy belsé P pontjaban. Legyen tovabba n

48.

49.

egy a P pontra illeszkedd bels6é sik normadlisa. A sik P pontjdban a sikon ébredd p,
fesziiltségvektor Cauchy tétele szerint a

pn="T n

modon szamithaté.
Legyen q a térfogaton megoszlé erérendszer siirtiségvektora, T pedig a fesziiltségi tenzor.
Az erbegyensilyt vektoridlis alakban a

T-V+q=0

egyenlet fejezi ki. Az ekvivalens skaldregyenleteket az xyz kartéziuszi koordindtarend-
szerben az aldbbiak részletezik:
0oy  OTpy  OTy

:v:O>
ox 8y+8z ta

0Ty  Ooy = O7y,
dr oy | 0-
OTop  OTay n Jo,
ox oy 0z

Itt 04, 0y, 0, normélfesziiltség, Try, Tezy Tye, Tyzs Tow, Ty Dyiréfesziltség. A nyomatéki
egyensilyt a

+Qy:O,

+QZ:O‘

Tey = Tyx 5 Tyz = Tzy, Tzx = Txz

egyenletek fejezik ki, azaz a fesziiltségi tenzor szimmetrikus.
A k,m,n irdnyok az z, ¥, z irdnyokkal egyeznek meg, de a sorrend azonos és eltérd is lehet.
Feltevés, hogy a k irdny ismert foirdny. A

Oy Tuy O

T=| 714 o, O O >0, >0> 0y

0 0 o,

esetben pl. k=2, x=m, y =n.

Tn

A szerkesztés lépéseit az aldbbiak részletezik. (a) Megrajzoljuk a K [oy; 0] (most Z [o;0])
pontot. (b) Megszerkesztjiik az M [0y; |Tnm|] (most X [0 |7yz|]) és az N [on; [Tmn|] (most
Y [02; |Tayl]) pontokat. (c) Az M N szakasz (most XY szakasz) felez6 mer6legese kimetszi
az egyik felkor kozéppontjat (most az O1 pontot). (d) A megszerkesztett kdzéppont koriil
R sugarui kort rajzolunk. (e) Az R sugard kor és a o, tengely metszéspontjai valamint a
K (most Z) altal meghatarozott szakaszok mint atmérdk folé két félkort szerkesztiink.
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o7.

Az sltaldnos Hooke torvény izotrép testre az
1 v
A=—|T- TrE
2G < 1+ 7 )
v
1-2v

T =2G <A + A1E>

alakban irhaté fel, ahol A az alakvéltozdsi tenzor, T a fesziiltségi tenzor, G a nyirasi
rugalmassagi modulus, v a Poisson széam, E az egységtenzor, 17 és Aj rendre a fesziiltségi
és alakviltozdsi tenzor els6 skaldrinvaridnsa.

Az xyz kartéziuszi koordindtarendszerben a szokdsos jelolésekkel

1 1
u:QT"A:§(Pm'ax+py'ay+pZ'az)

= 5(0'3361 + Oy€y + 0z€; + Toy Yoy T TyzVyz + TZI’VZI)

a fajlagos rugalmas energia (az egységnyi térfogatban térolt rugalmas energia).
A Mohr szerint redukalt fesziiltséget a
Ored Mohr — 01 — 03

képlet értelmezi (a o1 — o3 kiilonbség a legnagyobb kér dtmérdje a teljes Mohr féle kordiag-
rammon).
A Huber—Mises—Hencky féle redukalt fesziiltséget a fétengelyek koordindtarendszerében a

1
Ored HMH = \/5 [(01 = 02)? + (02 — 03)2 + (03 — 01)?]
osszefiiggés, az xyz koordindtarendszerben pedig a
1
Ored HMH = \/E (02— 0y)? + (0y — 0.)2 + (02 — 02)% + 6(72, + 72, + 72,)]

képlet értelmezi. (A képletek felirdsandl a szokdsos jeloléseket alkalmaztuk.)
Ha a keresztmetszeten a veszélyes pontban a normalfesziiltség és csusztatéfesziiltség nem
zérus — ezeket rendre o és 7 jeloli —, akkor

4 ha a Mohr elmélet
— /52 2 _ -
Tred = Vo + 7% ahol = { 3 haa HMH elmélet O 'O

Ferde hajlitdsrél beszéliink, ha az Mg nyomatékvektor nem pdrhuzamos a rud A kereszt-
metszetének egyik silyponti tehetetlenségi fétengelyével sem.

A zérusvonal (ferde hajlitds) azon pontok mértani helye, ahol a o, normalfesziiltség zérus,
azaz

M, M,
_ h:ry + ﬂ x
I, I,
(Mpy s My, az x és y stlyponti fétengelyekre vett hajlitényomaték, I, és I, az x és
y silyponti tengelyekre szamitott masodrend{i nyomaték, = és y pontkoordindtdk az A
keresztmetszeten). Az értelmezd egyenlet y —ra torténd felolddsdval

Mhy Ix
=— —
My, 1,

o, =0

a zérusvonal egyenlete.
Egyenes prizmatikus rid tiszta ferde hajlitdsa esetén a szokdsos xyz koordindtarend-
szerben
00 0
M, M,
T=[00 0 = ke T
0 0 o,
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99.

60.
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62.

a T fesziiltségi tenzor és a o, normélfesziiltség (M, és My, az x és y irdnyd haj-
litényomatek, I, és I, az = és y sulyponti fétengelyekre szdmitott masodrendii nyomaték,
x és y pontkoordindtdk az A keresztmetszeten).

Egyenes, zomok, prizmatikus rid excentrikus hizdsa (nyomdsa) estén a szokdsos zyz
koordinatarendszerben

0
F F F
T= 0 _ Ul 3

o O o
o O o

Oz

a T fesziiltségi tenzor és a o, normalfesziiltség [F' a hizé (> 0) illetve nyoméerd (< 0),
n és & az erd tdmaddspontjdnak koordinatai, I, és I, az x és y stlyponti fétengelyekre
szamitott mésodrend{i nyomaték, = és y pontkoordindtak az A kereszmetszeten).

A zérusvonal [egyenes, zomok, prizmatikus rid excentrikus hiizdsa (nyomdsa)| azon pon-
tok mértani helye ahol a o, normélfesziiltség zérus. Az elézd kérdésre adott vdlasz alapjdn
az

F  Fn Fe
=—4 — —x=0
o, A+Ixy+lyx

egyenlet értelmezi a zérusvonalat. Az F'/A hdnyadossal valé dtosztds utdn az

i2=ILJ/A s ii=1I/A
jelolések bevezetésével a fenti értelmezd egyenletbdl két 1épésben kapjuk meg a zérusvonal
egyenletét:

0=1+—+

§z
72
y
2

_fL"

Y
72
I

_ g,

Zn 7

A vizsgélt kor, vagy korgylirii keresztmetszet{i ridnak hajlitds és csavards az igénybevé-

tele. Az osszetevket My, My, és M, jeloli. A redukalt nyomatékot az

I 2 2 * 2
Mrea = \/Mh’” * Mhy + M 3 3 HMH elmélet szerint

3 { 1  Mohr elmélete szerint
=19 3
4

képlet értelmezi. A hajlitds azonban egyenes és My, = ,/ M, ,fx + M ,%y a vonatkozé hajlito-
nyomaték.
A veszélyes keresztmetszetben ismert az M,.q — ennek értelmezését illetéen az el6z6 vé-
laszra utalunk — és adott a 0p,eg. Ha a rid megfelel akkor fenndll a
Mred
K,
reldcié ahol K, a keresztmetszeti tényezd. Tervezéskor K, az ismeretlen és a reldcié
egyenléség. Ellendrzéskor K, is ismert és a reldcié fenndllasat vizsgdljuk.

< Omeg

Hajlitott, nyirt prizmatikus rdd esetén
0 0 7y
T = 0 0 7y

Tzx Tzy Oz

a fesziiltségi tenzor métrixa az xyz koordindtarendszerben, ahol a o, normaélfesziiltség
az egyenes hajlitdsra vonatkozé képletbdl, a 7. pedig a nyiréfesziiltséget adé képletbol

szamithato:
Mha: T S ( )

0z = I, Y, Tyz = — I CL()
Itt My, és T, a hajlitényomaték és nyiréerd, az y pontkoordindta illetve a jelzdvonal
ordindtéja, S;(y) a jelzévonal feletti (y > 0) [jelz6vonal alatti (y < 0)] keresztmetszetrész




statikai nyomatéka az x tengelyre, a(y) pedig a keresztmetszet vastagsdga a jelz6vonalon.
A 7., pedig a 7, fesziiltségvektor irdnyaval kapcsolatos feltételbdl szamithato.
63. Az

hx T

dbra jeloléseit is felhaszndlva

2
3 T,
Tyz = _ETk’i)'z 1- (%) Thoz = CL_Z

a nyiréfesziiltség értéke.

64. A nyirasi kozéppont a nyirdsbol ad6dé 7, és 7, fesziiltségeloszldsok ered6inek metszéspont-
ja.

65. A redukilt I, masodrend{i nyomatékot a

£0 2
I =/ A
" APOJH??7

Osszefiiggés értelmezi. A képletben pg a sikgorbe rid silyponti szaldnak gorbiileti sugara,
az 1 pontkoordindta az A keresztmetszeten a sulyponthoz kotott € = x, n koordindtarend-
szerben, ahol £ merdleges a rud sikjdara. A gorbiileti kbzéppontnak n = —pg a koordinétéja.

66. Legyen pg az alakviltozds elott a silyponti szédl gorbiileti sugara. Jeldlje p a hajlitds utdni
gorbiileti sugarat. A gorbiiletvaltozast az

11 M,

P £0 B I,E

képlet adja, ahol Mj, a hajlitényomaték, I, a redukdlt m&dsodrendii nyomaték és E a

rugalmassdgi modulus.
67. Sikgorbe rid esetén a hiizds és hajlitds hatdsara kialakulé normélfesziiltségek a
g — N M, My po

A poA L po+n
képletbdl szamithaték, ahol N és My a riderd és hajlitonyomaték, A a keresztmetszet
teriilete, I a redukdlt médsodrendii nyomaték, pg a silyponti szél gorbiileti sugara. A
képletet olyan esetekben kell alkalmazni, amikor fenndll a
Po

€max

<8~ 10.

egyenl6tlenség. (Az emax a keresztmetszet S silypontja és a széls6 szdlak kozotti tavolsdg
maximuma, az 17 pontkoordindtat a 68 szdmu valasz értelmezi.)
68. A sikgorbe ridban felhalmozédé U alakviltozési energiat, ha csak a hajlitdst vessziik

figyelembe, az
1 [ M}
U= L
ZALES
képlet adja, ahol az integralt a sulypontvonal teljes hosszdn kell venni. M}y a hajli-
tényomaték, I, a redukdlt mésodrendii nyomaték és E a rugalmassagi modulus.
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A vizsgdlt szerkezeten két erdrendszer miikodik, elnevezés szerint a egyes és kettes erd-
rendszer. Jelolje Wio az egyes erdrendszer munkdjit a kettes erérendszer okozta elmoz-
duldsokon és forgdsokon. A bevezetett jeloléssel dsszhangban Wap a kettes erérendszer
munkdja az egyes erérendszer okozta elmozduldsokon és forgasokon. Betti tétele szerint

Wi = Way .
A vizsgalt szerkezetet a P; tdamaddsponti
F, = Fie;; F; >0, e e =1, 1=1,...,ny
erék és a P; tdmaddsponti
M, = Mjej; M; >0, ej-ej =1, 7=1....ny

eréparok terhelik. Legyen u; és v; rendre a P; illetve a P; pont elmozduldsa és szogelfor-
duldsa. Az alakvaltozasi energidt U jeloli. Castigliano tétele szerint

oU , oU

Ismeretesek a szerkezetre haté terhelések. Ha az ismeretlen kiilsé er6k (tdmasztéerdk és
nyomatékok) nem hatarozhaték meg statikai médszerekkel (egyenstilyi egyenletek segit-
ségével), akkor a vizsgélt ridszerkezetet statikailag kiilséleg hatdrozatlannak nevezziik.
Ismeretesek a szerkezetre haté kiilsé er6k. Ha a bels6 erdk nem hatdrozhaték meg statikai
modszerekkel (egyenstilyi egyenletek segitségével) akkor a vizsgalt ridszerkezetet statika-
ilag belsbleg hatdrozatlannak nevezziik.

A torzstarté egy statikailag hatdrozottd tett eredetileg statikailag hatdrozatlan tarté. A
hatdrozottd tétel sordn annyi tdmaszt hagyunk el, hogy a torzstarté mind statikailag
mind pedig kinematikailag hatdrozott legyen (azaz egyensilyi moédszerekkel tisztdzhaté
az erbjaték és maga a tarté mozgasképtelen).

Egyenes rid tengelyvonaldn a ridkeresztmetszetek silypontjain dthaladé egyenest értjiik.
Szokds a tengelyvonalat silyponti szdlnak is nevezni. A rugalmas vonal a rdad terhelés
hatdsara deformalédott tengelyvonala.

A kozépvonalon megoszlé hajlitényomatékokbdl a

A

képlettel fiktiv (képzelt) terhelést képeziink (I referenica masodrendii nyomaték) majd a
kozépvonal pontjaiban a merevtestszerii mozgdson tili, tehdt a rugalmas alakvéltozdsbdl
szdrmazo szogelforduldst és elmozduldsokat a képzelt terhelésb6l szamitjuk mint képzelt
belso erét és képzelt hajlité nyomatékot.
Aldbbiakban felhaszndljuk az el6z6 kérdésekre adott vdlaszok jeloléseit. Legyen

fy=Fo=F =20,

xT

a tart6 kozépvonaldn mitkodé fiktiv (képzelt) y és z irdnyu megoszl6 terhelés. Jelolje a fenti
terhelésekhez tartozé fiktiv belsd er6ket rendre By, és B,. A tarté egy keresztmetszetének
szogelforduldsa — feltéve, hogy nincs a tartén kozbiilsé csuklé — a

Va(s) = VA + By(s) .
~— ——
A pontbeli forgds  rugalmas forgas

képletbdl szamithaté. Vegytik észre, hogy a mdsodik tag az fy (vagy ami ugyanaz az f,)
fiktiv teherhez tartozé fiktiv B, (vagy ami ugyanaz a B.) bels6 er6 (z kozépvonald rid
esetén fiktiv nyiréerd), amely statikai médszerekkel szamithato.
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A szokott jelolésekkel

P
Dp= U4 — (2p—24)0a —/ (zp — 2) fy(s)ds

JA

~~

merevtestszerii mozgas -
rugalmas mozgas

a fiiggbleges elmozdulds. Vegyiik észre, hogy a merevtestszer{i mozgds a kezdéponti ¥4
fiiggbleges eltolédasbal és a kezddpont 14 merevtestszerii forgasabdl adédik. A rugalmas
mozgds pedig a tartéra miitkodod fy fiktiv teherbdl adédé hajlitényomaték, amely statikai
médszerekkel szamithato.

A szokott jelolésekkel

B P
Bp = @A+ (yp—ya)Pa + /A (yp — ) Fa(s)ds

merevtestszerti mozgas ~~ -
rugalmas mozgds

a vizszintes elmozdulds. Vegyiik észre, hogy a merevtestszerii mozgds a kezd6éponti wa
vizszintes eltolédasbél és a kezdépont ¢4 merevtestszerii forgasabol adédik. A rugalmas
mozgas pedig a tartéra mitkodd f. fiktiv teherbdl adédé hajlitényomaték, amely statikai
modszerekkel szamithato.

Stabilis a karcsi nyomott rdd tekintett egyensilyi helyzete ha az egyensilyi helyzet
megzavardsat kovetden (a zavards megsziinése utén) a rid visszatér a zavards elotti egyen-
stlyi helyzetébe.

Kihajlds léphet fel, ha a karcsi ridra miitkodé F' nyomdéerd nagyobb vagy egyenld mint
az els6 (a legkisebb) kritikus erd az Fj,.;;. Ekkor az egyenes alak ugyan egyensilyi, de
nem stabilis (vagyis a rud a legkisebb megzavards hatdséra is elveszti egyenes egyensulyi
alakjat és kihajlas lép fel).

A kihajlas azért veszélyes mivel a kihajlds soran fellépd hajlitds tetemesen megnéveli a
normélfesziiltségek abszolut értékének maximumadt. (Nyoméds helyett hajlitds plusz nyo-
mas az igénybevétel.)

Karcsi, nyomott prizmatikus rid esetén

oF — UF)\;UE/\ ha 0 < XA < Ag (Tetmajer egyenes)
Ofr = E
7r2£ ha Ag < A (Euler hiperbola)

a kritikus fesziiltség. Itt op a folydshatdr, op az ardnyossdgi hatdr, A a rid karcsusagi
tényezdje, Ag a hatdrkarcsisigi tényezo.
A o (N) fiiggvényt az dbra szemlélteti.

A Gkr
Tetmajer egyenes
GF
Euler hiperbola
cSE
Ay 2




