MUSZAKI MECHANIKA II — SZILARDSAGTAN
A legfontosabb fogalmak jegyzéke — a fogalmak felsoroldsa (2009/2010)

Miiszaki Mechanika I1 Pontszam
1. A mésodrendii tenzor értelmezése (2)
2. A mésodrendi tenzor transzponaltjanak értelmezése (2)
3. Szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzor értelmezése (3)
4. A vektorinvarians értelmezése (3)
5. A felbontési tétel (2)
6. Az alakvaltozas fogalmanak értelmezése altalaban (2)
7. A rugalmas alakvaltozas értelmezése (1)
8. A képlékeny alakvaltozas értelmezése (1)
9. A kis elmozdulés definicioja (1)

10. A kis alakvaltozas definicioja (1)

11. Két erérendszer szilardsagtani egyenértékiiségének értelmezése (2)

12. A derivalt tenzormezd és az elmozdulasi vektormezs kapcsolata (az egyenlet tenzorialis

alakja) (1)

13. Elmozdulasmez§ linearizalasa a szilard test egy P pontjanak kornyezetében a derivalt

tenzor felhasznalasaval (4)
14. A derivalt tenzor felbontasa szimmetrikus és ferdeszimmetrikus részekre és a részek kine-
matikai tartalma (2)
15. Az alakvaltozasi tenzormezé és elmozdulasi vektormezé kapcesolata (az egyenlet tenzorialis
alakja) (3)
16. Az alakvaltozasi jellemzdk (és elGjeliik jelentése) (3)
17. Az alakvaltozasi tenzor megadésa diddokkal és matrixokkal derékszogt descartes-i koor-
dinata rendszerben (3)

18. Az alakvaltozasi tenzor szemléltetése az elemi triéderen (2)

19. Fajlagos nyulasok, fajlagos szogtorzulasok szamitasa az alakvaltozasi tenzorbol (2)

20. Alakvaltozasi fétengelyek, fénytulasok értelmezése (2)

21. Alakvaltozasi jellemzsk szamitasa az elmozdulasokbol 4)

22. A p,, fesziiltségvektor felbontasa az n normalisa elemi feliileten (2)

23. A fesziiltségi tenzor szemléltetése az elemi kockan (2)

24. Fesziiltségi f6tengelyek, féfesziiltségek értelmezése (2)

25. Az egytengelyti fesziiltségi allapot fogalma (2)

26. A két-, és haromtengelyti fesziiltségi allapot fogalma (2)

27. Az energia tétel és alkalmazasa rugalmas testek szilardsigtani feladataira (4)

28. A prizmatikus rud fogalma (1)

29. A lineérisan rugalmas, homogén, izotrop test fogalma (3)

30. Az egyszerii Hooke torvény hizéasra (nyomésra) (2)

31. A fesziiltségi tenzor és a normalfesziiltség értéke hiuzott-nyomott rudak esetén (2)

32. Az alakvaltozasi energia szamitasa htizott-nyomott rid esetén (2)

33. Az I, polaris masodrendi nyomaték értelmezése és kiszamitasa kor— és korgytri kereszt-

metszetre (3)

34. Fesziiltségi tenzor kor— és korgytird keresztmetszetd rudak csavarasara polarkoordinéta

rendszerben (2)
35. A 7, = Ty (R) fesziiltségeloszlas szemléltetése kor— és korgytirt keresztmetszetti rudak
csavardsa esetén (2)
36. Az alakvaltozasi energia szamitésa kor— és korgytirt keresztmetszetd rudak csavarasa ese-
tén (2)

37. A teljes fesziiltségi Mohr kor szerkesztése, ha egy f6fesziiltség ismert (4)

38. Prizmatikus rad tiszta hajlitdsanak értelmezése (1)

39. A Bernoulli hipotézis (2)
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Az (egyenes) [ferde| hajlitas értelmezése (2)
A fesziiltségi tenzor matrixa prizmatikus rad tiszta, egyenes hajlitasa esetén (2)
A o, = 0,(y) fesziiltségeloszlas szemléltetése egyenes hajlitas esetén (2)
A gorbiilet és hajlitonyomaték kapcsolata prizmatikus rad tiszta hajlitdsara (2)

Az alakvaltozasi energia szamitasa prizmatikus rid egyenes hajlitdsara a nyiras hatdsanak
elhanyagolasaval (2)
Tengelyre, tengelyparra és pontra szamitott masodrendii nyomaték értelmezése (3)
Az A keresztmetszet silyponti tehetetlenségi tenzora és a tenzor elemei — értelmezések
koordinatarendszerhez kototten (4)
Az A keresztmetszet silyponti tehetetlenségi tenzoranak invaridns azaz KR fiiggetlen alak-
ja (2

A Steiner-tétel tenzorialis és skalaris egyenletei

Cauchy tétele (fesziiltség szamitasa az n normalist feliileten)

Az egyenstlyi egyenlet szilard testre (vektorialis és skalaris alakok)

Az altalanos Hooke-torvény izotrop testre

Mennyi a fiiggetlen anyagallanddk szama izotrop test esetén?

A fajlagos alakvaltozési energia értelmezése altalanos esetben

A fajlagos alakvaltozasi energia felbontésa torzitéas és tiszta térfogatvaltozasi részekre.
A Mohr szerinti redukalt fesziiltség értelmezése

A Huber-Mises-Hencky szerinti redukalt fesziiltség értelmezése

A redukalt fesziiltségek szamitasa ha egy normalfesziiltség és vele azonos sikon egy csisz-
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tato fesziiltség nem zérus (2)
A zérusvonal értelmezése és egyenlete ferde hajlitas esetén (3)
A fesziiltségi tenzor méatrixa és a fesziiltségek szamitasa prizmatikus rudak tiszta, ferde
hajlitasa esetén (3)
A fesziiltségi tenzor matrixa és a fesziiltségek szamitasa zomok rudak excentrikus hiizasa,
nyoméasa esetén (3)
A zérusvonal egyenlete zomok rudak excentrikus hizasa, nyomésa esetén (3)
A redukalt masodrendd nyomaték értelmezése (2)
Hajlitott és csavart kor és korgytirt keresztmetszetii egyenes rudak ellenérzése és mérete-
zése fesziiltségestcsra (2)

A fesziiltségi tenzor méatrixa és a fesziiltségek szamitésa hajlitott nyirt prizmatikus rad
esetén

A nyiréfesziiltségek szamitasa téglalapkeresztmetszetd rudra

A nyirasi kézéppont definicidja

A Betti tétel

A Castigliano tétel

Mikor mondjuk, hogy a vizsgalt szerkezet kiils6leg statikailag hatarozatlan
Mikor mondjuk, hogy a vizsgélt szerkezet bels6leg statikailag hatarozatlan
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A torzstarto fogalma 2
Az egyensulyi alak stabilitdsa karcst nyomott radra 2
Mikor 1éphet fel kihajlas és miért jelent veszélyt 3
A kihajlasi hatargorbe (kritikus fesziiltség) egyenlete (Euler hiperbola, Tetmajer egyenes
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és dbrazolasa
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MUSZAKI MECHANIKA II — SZILARDSAGTAN
A legfontosabb fogalmak jegyzéke — a fogalmak definicidja (2009/2010)

A masodrendii tenzoron (tag értelemben) a harommeéret( tér egy 6nmagara térténd homo-
gén lineéris leképezését értjiik. Kartéziuszi koordinatarendszerben az e,, e, és e, vektorok
Wy, Wy és W, képei egyértelmtien meghatarozzak a leképezést (a tenzort).

A
W =w,o0e, +wyoe, +w,oe,
masodrendt tenzor transzponéltjat a
T
W' =e,ow, +e,owy +e,ow,

kifejezés értelmezi. A transzponalt tenzor métrixa a tenzor métrixanak transzponaltja.
Szimmetrikus az W tenzort, ha

w=wT7,
ferdeszimmetrikus az W' tenzor, ha
W=-wT.
Szimmetrikus tenzor métrixa szimmetrikus:
wp =wy Lk =z,y,z;
ferdeszimmetrikus tenzor matrixa pedig ferdeszimmetrikus:
W] = — Wik Lk=xvy,z2.

A
W =w,o0e, +wyoe, +w,oe,

mésodrendi tenzor vektorinvaridnsat a
1
W, = —i(wm X ey + Wy X e, +w, Xe,)

Osszefliggés értelmezi. Ha a vektorinvarians zérus, akkor a tenzor szimmetrikus.
Barmely W tenzor felbonthat6 egy szimmetrikus és egy ferdeszimmetrikus tenzor Gssze-
gére

W =W, + W,

ahol

1 , 1
Waszzi(W—WT) és wszzi(wquT) :

Fennall tovabba, hogy
Wiyesz =W, X1.

Terhelés hatéséira a vizsgalat targyat képezd szilard test pontjai egyméshoz képest elmoz-
dulnak és a test anyagi, geometriai alakzatai (anyagi vonalak hosszai, anyagi vonalak altal
bezart szogek, etc.) megvaltoznak. Ezt a jelenséget alakvéltozasnak nevezzik.

Rugalmas alakvaltozasrol beszéliink, ha a terhelés megsziintetése utén a terhelés hatasara
alakvaltozast szenvedd test maradéktalanul visszanyeri eredeti, terhelés elGtti alakjat.
Képlékeny alakvéltozasrol beszéliink, ha a terhelés megsziintetése utan a terhelés hatasara
alakvaltozott test nem nyeri vissza eredeti, terhelés elGtti alakjat.

Kis elmozdulasok esetén a szilérd test pontjainak maximélis elmozdulésa is nagysagrendek-
kel kisebb mint a test legkisebb geometriai mérete.

Ha a test alakvaltozéasara jellemz6 mennyiségek (fajlagos nyulasok, szogtorzulasok) abszo-
lut értékének maximuma nagysigrendekkel kisebb mint az egység, akkor az alakvaltozasok
kicsik.



11. Két, ugyanazon testre haté egymaéssal statikailag egyenértékd erérendszert szildrdsdg-
tanilag 1s egyenértékinek neveziink, ha azok mindegyike — eltekintve az erérendszerek
gyakorlatilag egybeesd terhelési tartomanyatol — lényegében ugyanazt az alakvaltozasi al-
lapotot hozza létre.

12. A derivalt tenzort a

U=uoV

modon szamitjuk ha ismeretes az elmozdulasi vektormezd.
13. A P pont elemi kérnyezetében

u=up+Up-(r—rp)+(....)
alakt az elmozdulasmezd, ahol up a P pont eltolodésa, U p a derivalt tenzor a P pontban,
|Ar| = |r — rp| sokkal kisseb mint egy alkalmas hosszegység, az r a futopont, az rp pedig
a P pont helyvektora. A derivalt tenzor Up = ¥p + Ap alaka felbontasaval
u=up+¥p-Ar+ Ap- - Ar
ahol W p-Ar a merevtestszerd forgas hatasara létrejove mozgés, az up + Wp - Ar Osszeg

pedig a P pont kornyezetének merevtestszerti mozgésa (eltolodas + forgas).
14. Az U derivalt tenzor az

1 1
U= 5(U—UT)+§(U+UT)

v A
moédon bonthato6 fel, ahol ¥ a forgaté tenzor, az A pedig az alakvaltozasi tenzor. (7
transzponélés jele.)
15. Az alakvéltozasi tenzor az

a

A:%(Vou—l—ro)

modon szamithato.
16. Fajlagos nyilds az n irdnyban:
Jelolése: e,; ElGjelszabély: €, > 0 megnytlas; €, < 0 rovidiilés
Fajlagos szégtorzulds az egymasra mer6leges n és m iranyok kozott:
Jelolése: vyn; ElGjelszabély: {vmn > 0} Ymn < 0] az eredetileg 90° -os sz0g {csokken}
[novekszik].
17. A tenzor diadikus alakban és métrixaval is megadhato:

A=o0z0e,+ayoe,+a,0e,,

1 1
€z §7zy ?’Y;tz
1
A= %77;1: €y §’sz
1
iyzx 5’723/ €2

18. Az alakvaltozasi tenzort az elemi triéderen, az xyz koordindtarendszerben az abra szem-
lélteti:
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24.

25.

€x Yox/2 Yy /2

Legyen az n és m egységvektor és m1n (azaz m -n = 0). Ekkor
€, =n-An, Ymn = 2m-A-n

a fajlagos nyulas az n iranyban, illetve a fajlagos szogtorzulas az m és n iranyok kozott. (Az
n, m —n # m — rendre felveheti az z,y és z értéket. Ekkor n és m helyett értelemszertien
e, ey és e, all.)

Az n és m egységvektor. Ha a;, = €,n azaz minden m | n -re fenall, hogy v, = 2m- o, =
0, akkor az n irany alakvaltozési f6irany (az altala kijelolt n tengely pedig alakvaltozési
f6tengely), mig €, a vonatkozo fényulas.

Az xyz kartéziuszi koordinatarendszerben

. Ouy . Ouy . Ou,
"= "=y =
Ouy ~ Ouy Ouy ~ Ou, Ou,  Ouy
=24+t =2+ -

Tay = oy  Or T g, Ay’ T2 = o T8
ahol €, €, és €, fajlagos nyulas, v,y, Vy- €s V.. pedig fajlagos szogtorzulas (uy, u, és u,
a harom elmozdulaskoordinata).
Az n normélisu lapon

Pp =0+ Ty

a fesziiltségvektor. Itt o, = n- p,, a normalfesziiltség, mig 7, = m-p, és 7, =1l p, a7,
csusztatofesziiltség két Osszetevije vagy koordinataja (m L n,n 1 1és1 L m; az n, m és
1 egységvektorok).
A fesziiltségi tenzort az elemi kockan, az xyz kartéziuszi koordinatarendszerben az abra

szemlélteti:
Z

Y n Ty
Tzx Tzy Oy
Tyx b ’
o,
s

Az n és m egységvektor. Ha p, = o,n azaz minden mln -re fennall, hogy 7,,, =
m -p,, = 0, akkor az n irany fesziiltségi f6irany (az altala kijelolt n tengely pedig fesziiltségi
f6tengely), mig o, a vonatkozo féfesziiltség.

Egytengelyd fesziiltségi allapotrol beszéliink, ha egy féfesziiltség kiilonbozik zérustol a
maésik ketts pedig zérus értékd.
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Kéttengelyd a fesziiltségi allapot, ha két féfesziiltség nem zérus a harmadik pedig zérus
értékd. Haromtengelyd a fesziiltségi allapot, ha egy f6fesziiltség sem zérus.
Az energia tétel az

Ey —E1 =Wia =Wk +Wp

alakban irhaté fel ahol E a kinetikai energia, az 1 és 2 indexek a terhelés kezdetét és végét
azonositjak, Wi a kiils6 er6k munkaja, Wp pedig a bels6 er6k munkaja. Szildrdsdgtanban
Ey = Ey = 0 mivel a vizsgalt test (tart6) tartés nyugalomban van. Kovetkezésképp

Wi =Wk +Wp=0,

aZaZ
Wk =-Wp=U+Wp,

ahol Wp a disszipalt (elnyelt) alakvéltozasi energia, U pedig a bels6 energia. Rugalmas
testre Wp = 0 és igy

Wi =U.
A prizmatikus rid tengelyvonala (stlyponti szala) egyenes, a keresztmetszete pedig allan-
do.
Lineérisan rugalmas, homogén, izotrép testrsl beszéliink, ha linearis a T' = T'(A) fiigg-
vénykapcsolat (linedrisan rugalmas az anyag), az anyagjellemz8k (anyagi tulajdonsagok)
minden pontban azonosak (homogén a test) és az anyagjellemz8k (anyagi tulajdonsagok)
nem fliggenek iranytol (izotrép az anyag).
Huzasra (nyomaésra)

o, = Fe,,

€ = —VE,

az egyszerii Hooke torvény, ahol az E rugalmassagi modulus és a v Poisson szdm anyag-
jellemzdék.
Huzott (nyomott) radra

a fesziiltségi tenzor és a normaélfesziiltség. N a ruderd, A a keresztmetszet teriilete.
Ha N = allandd, akkor
_1NZ
T 2AE
a hizott (nyomott) radban tarolt rugalmas energia (N a ruderd, [ a rad hossza, E a
rugalmasségi modulus, A a rudkeresztmetszet tertilete).
Kor— és korgyiird keresztmetszetd riudra a polaris méasodrendd nyomaték

I _/R%zA

(A)
képletébdl kor keresztmetszetre az
d4
="
32
korgyiir keresztmetszetre pedig az
(D* —dYr
Iy = ——F——
32

eredmény kovetkezik.
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Kor— és korgytird keresztmetszetd prizmatikus rad csavarasakor polarkoordinata rend-
szerben

0 O 0

M
T=|0 0 7, |, T“"Z:Tc
0 7o O P

a fesziiltségi tenzor és a cstsztato fesziiltség. (M. a csavaronyomaték, I, a polaris masod-
rendd nyomaték, R a vizsgalt ponthoz tartozo sugar).

Kor— és korgytirt keresztmetszetd rudra az alabbi két dbra szemlélteti a csiisztato fesziilt-
ségek eloszlasat polarkoordinata rendszerben:

Ay Ay

e¢\ e¢\

Tz er Toz M€y

: a

v X

/

u, .

1 M2l
- 21pG
a csavart kor—, korgytri keresztmetszet radban tarolt rugalmas energia (M, a csavaro-
nyomaték, [ a rad hossza, Ip a polaris masodrendi nyomaték, G a nyirasi rugalmassagi
modulus).
A k,m,n irdnyok az x,y, z iranyokkal egyeznek meg, de a sorrend azonos és eltérd is lehet.
Feltevés, hogy a k irany ismert fGirany. A

Ha M, = allandd, akkor

Opr Tzy O
T=|Tp o5 0 Op >0, > 0> 0y
0 0 o,

esetben pl. k=2, x =m, y =n.

A szerkesztés lépéseit az alabbiak részletezik. (a) Megrajzoljuk a K [oy; 0] (most Z [o;0])
pontot. (b) Megszerkesztjiik az M [op; |Trm|] (most X [04; |Tyz|]) és az N [on; [Tmn|] (most
Y [02; |Tay|]) pontokat. (c) Az M N szakasz (most XY szakasz) felez merclegese kimetszi
az egyik félkor kozéppontjat (most az Oy pontot). (d) A megszerkesztett kozéppont koriil
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R sugartu kort rajzolunk. (e) Az R sugara kor és a o, tengely metszéspontjai valamint a
K (most Z) altal meghatarozott szakaszok mint atmérck folé két félkort szerkesztiink.
Tiszta hajlitasrol beszéliink ha a vizsgélt radszakaszon csak hajlitds az igénybevétel.

A Bernoulli hipotézis szerint tiszta hajlitds esetén a rud deformélt keresztmetszetei sikok
maradnak, a keresztmetszetek sikjidban nincs szogtorzulas és a keresztmetszetek a de-
formacio utan is merglegesek a rud deformalt kozépvonalara (tengelyvonalara, stulyponti
széalara).

(Egyenes) [Ferde| hajlitasrol beszéliink, ha az Mg hajlitonyomaték vektor (parhuzamos)
[nem parhuzamos| a keresztmetszet egy sulyponti tehetetlenségi f6tengelyével [sem].
Egyenes, tiszta hajlitasra

8 _ Mha:

T =
B pr

) Oz

o OO
o OO

Oz

a fesziiltségi tenzor és a normaélfesziiltség. (Mp, a hajlitonyomaték, I, a stlyponti x ten-
gelyre — a hajlitas tengelyére — vett méasodrendd nyomaték, y a vizsgalt pont koordinataja).
A vazolt radkeresztmetszetre az alabbi abra szemlélteti a oy (z) fesziiltségeloszlast

y y
S M nx x c,
Egyenes, tiszta hajlitasra
1 . th
- p ILE

a gorbiilet (p a gorbiileti sugar, Mp, a hajlitonyomaték, I, a sulyponti = tengelyre — a
hajlitas tengelyére — vett masodrendii nyomaték, E a rugalmassagi modulus).
Ha ismert az M}, = My, (z) hajlitonyomaték, akkor

1 [ M?
U=_ |24
2%5EZ

a ridban tarolt tarolt rugalmas energia, ha elhanyagoljuk a nyirdsbél ad6dé rugalmas
energiarészt (Mp, a hajlitonyomaték, I, a sulyponti = tengelyre — a hajlitas tengelyére
— vett mésodrendd nyomaték, E a rugalmassigi modulus, [ a rad koézépvonalanak mint
egymérti tartomanynak a jelolése).

Legyen x és y az A keresztmetszet O pontjahoz kotott egymésra kdlesondsen merdleges
tengelypar (Kartéziuszi koordinatarendszer O origoval). Az z, y tengelyekre szamitott
mésodrend nyomatékot az

Q_/fm és I_/ﬁm

(4) (4)

képletek, az zy tengelyparra szamitott masodrendd nyomatékot pedig az

Iy = /xydA
(A)
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Osszefiiggés értelmezi. Az

Iy = / r’dA = /(:g2 +yH)dA =TI, + 1,
(4) (4)

integral az O pontra szamitott masodrendd nyomaték.
Legyen £ és i az A keresztmetszet S silypontjahoz kotott kartéziuszi koordindtarendszer.

A &n koordindtaredszerben
I = [ I —Ig ]
B —lye Iy

a stlyponti tehetetlenségi tenzor maétrixa, ahol I¢, I, és I,¢ a vonatkoz6 méasodrendd

nyomatékok:
IgZ/n2dA, In:/§2dA, Isn:/fndA.
(4)

(4) (A)

Legyen R a feliiletelem S stlypontra vonatkoztatott helyvektora és jelolje E az egység-
tenzort. Az Ig tenzor invarians alakjat a

Ig-n:/Rx(an)dA, IS:/[R2E—ROR] dA
(4) (A)

Osszefiiggések értelmezik.

Legyen £ és n az A keresztmetszet S stulypontjahoz kotott kartéziuszi koordinatarendszer.
Legyen tovabba x és y az A keresztmetszet O pontjahoz kotott kartéziuszi koordinéta-
rendszer. Feltételezziik, hogy S # O és hogy a két koordindtarendszer megfelels koordi-
natatengelyei parhuzamosak. A két koordinatarendszerben rendre I¢, I, és I, illetve I,
I, és Iy a masodrendi nyomatékok. A

I —Iyy _ I —Ig + A yg*o —ZS0 YSso
_Iyw Iy _Iné In —Yso Tso JU%O

Io Is Ios

egyenlet a Steiner tétel matrix alakja. Skalaris alakban:
I = I + Ay3o Iy = I, + Azgo Ly = Iey + Azs0Yso0 -

Legyen T a fesziiltségi tenzor a szilard test egy bels6 P pontjaban. Legyen tovibba n
egy a P pontra illeszked6 belsé sik normalisa. A sik P pontjaban a sikon ébreds p,,
fesziiltségvektor Cauchy tétele szerint a

pn:T'n

modon szamithato.
Legyen q a térfogaton megoszlé erérendszer strtiségvektora, T pedig a fesziiltségi tenzor.
Az erdegyensilyt vektorilis alakban a
T -V4+q=0

egyenlet fejezi ki. Az ekvivalens skalaregyenleteket az xyz kartéziuszi koordindtarend-
szerben az alabbiak részletezik:

do or, or.

T Ty + Tz g = 0,

Jdx oy dz

0Ty  Ooy  O7y.

Jdx oy dz

0Ty 0Ty 00,

Jdx oy + dz

+Qy:07

+q,=0.
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Itt 04, oy, 0, normélfesziiltség, 7oy, Tozs Tya, Tyz, Tea, Toy Dyirofesziiltség. A nyomatéki
egyensulyt a
Tey = Tyx » Tyz = Tzy, Tze = Txz
egyenletek fejezik ki, azaz a fesziiltségi tenzor szimmetrikus.
Az altalanos Hooke torvény izotrép testre az

1 v
A_2G<T_1+VTIE)
v

T =2G <A + AIE)

1-2v
alakban irhato fel, ahol A az alakvaltozési tenzor, T a fesziiltségi tenzor, G a nyirési
rugalmassagi modulus, v a Poisson szam, E az egységtenzor, 17 és Aj rendre a fesziiltségi
és alakvaltozasi tenzor els§ skalarinvariansa.

Homogén és izotrop test esetén a E rugalmassagi modulus, a G nyirasi rugalmassagi
modulus és a v Poisson a harom anyagalland6. Ezek koziil barmelyik ketts fiiggetlen, a
harmadik pedig kifejezhetd a masik kettével.

Az xyz kartéziuszi koordinatarendszerben a szokésos jelolésekkel

1
U = §(pxaw+pyay+pzaz)
1
= §(O-x€x + oyey + 0262 + TayVay + Ty2VYyz + sz'Yz:):)
a fajlagos rugalmas energia (az egységnyi térfogatban tarolt rugalmas energia).
A fajlagos alakvaltozasi energianak
1

T 12G

2

(0p — Uy)2 + (oy —02)" + (02 — U:v)2 +6 (Tny + TyQZ + Tgx)} =

a torzitasi és

1 1-2v
T12G 14 v
a tiszta térfogatvaltozasi része.

A Mohr szerint redukéalt fesziiltséget a

uy (02 + 0y + 02)2

Ored Mohr — 01 — 03

képlet értelmezi (a o1 — o3 kiilonbség a legnagyobb kor atmérdje a teljes Mohr féle kordiag-
rammon).
A Huber—Mises—Hencky féle redukalt fesziiltséget a f6tengelyek koordinatarendszerében a

1
Ored HMH = \/2 [(01 = 02)? + (02 — 03)2 + (03 — 01)?]
Osszefiiggés, az xryz koordinatarendszerben pedig a
1
Ored HMH — \/2 [(Um - Oy)z + (Uy - 02)2 + (UZ - U:E)Q + 6(7-:%3/ + Tg?z + 7-,22:1:)]

képlet értelmezi. (A képletek felirasanal a szokasos jeloléseket alkalmaztuk.)
Ha a keresztmetszeten a veszélyes pontban a normélfesziiltség és csusztatofesziiltségnek
nem zérus — ezeket rendre o és 7 jeloli —, akkor

S E— 4  ha a Mohr elmélet , ,
Treq= Vol +Br% ahol f= { 3 haa HMH elméley  FVERves:
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A zérusvonal (ferde hajlitas) azon pontok mértani helye, ahol a o, normalfesziiltség zérus,
azaz
luh:}: fwh
=0 = Y
7z A

(Mpy és My, az x és y stulyponti f6tengelyekre vett hajlitonyomaték, I, és I, az x és
y sulyponti tengelyekre szdmitott masodrendid nyomaték, z és y pontkoordinatdk az A
keresztmetszeten). Az értelmezd egyenlet y —ra torténd feloldaséaval

_ My éx
My, I,

y:

a zérusvonal egyenlete.

Egyenes prizmatikus rid tiszta ferde hajlitasa esetén a szokasos zyz koordindtarendszerben
00 O
M, M,
T=|00 0|, o,= I’“’y+l—’%
0 0 o, z Y

a T fesziiltségi tenzor és a o, normalfesziiltség (Mp, és My, az x és y irdanyt haj-
litonyomaték, I, és I, az x és y stulyponti f6tengelyekre szadmitott masodrendii nyomaték,
x és y pontkoordinaték az A keresztmetszeten).

Egyenes, zomok, prizmatikus rad excentrikus huzasa (nyomasa) estén a szokéasos xyz ko-
ordinatarendszerben

8 F Fn F¢

0
T=|0 . Ga=— Y+ a
0

o OO

Oz

a T fesziiltségi tenzor és a o, normélfesziiltség [F a hazo (> 0) illetve nyomoers (< 0),

n és £ az erd tamadaspontjanak koordinatai, I, és I, az x és y sulyponti fétengelyekre

szamitott masodrendii nyomaték, = és y pontkoordinatak az A kereszmetszeten).

A zérusvonal [egyenes, zOmok, prizmatikus rad excentrikus hizéasa (nyomésa)| azon pontok

mértani helye ahol a o, normélfesziiltség zérus. Az el6z8 kérdésre adott valasz alapjan az
F  Fn F¢

= — + — —x =0
o A—i-Ixy—i-Iyx

egyenlet értelmezi a zérusvonalat. Az F'/A hanyadossal valo atosztas utan az
i2=I0LJ/A & i=1I,/A

jelolések bevezetésével a fenti értelmezs egyenletbdl két 1épésben kapjuk meg a zérusvonal
egyenletét:

xr

x Y
ip€ i3
— 5T = .
iZnn

A vizsgélt kor, vagy korgytird keresztmetszetd rudnak hajlitas és csavaras az igénybevétele.
Az 6sszetevsket My, My, és M. jeloli. A redukalt nyomatékot az

N 1 Mohr elmélete szerint
Mieq = \/M}%$+M}%y+ﬁ*MC2 B = {

- % a HMH elmélet szerint

képlet értelmezi. A hajlitas azonban egyenes és My = /M, ,%z + M, ,%y a vonatkozo6 hajlito-
nyomaték.



63.

64.

65.

66.

67.

A veszélyes keresztmetszetben ismert az M..q — ennek értelmezését illetGen az el6z6 va-
laszra utalunk — és adott a omee. Ha a rid megfelel akkor fennall a

Mred

K, < Omeg

relaci6 ahol K, a keresztmetszeti tényezs. Tervezéskor K, az ismeretlen és a relacid
egyenlGség. Ellendrzéskor K, is ismert és a relacié fennallasat vizsgaljuk.

Hajlitott, nyirt prizmatikus rid esetén
0 0 7z
T = 0 0 7y

Tex Tzy Oz

a fesziiltségi tenzor maétrixa az xyz koordinatarendszerben, ahol a o, normélfesziiltség
az egyenes hajlitdsra vonatkozo képletbdl, a 7,. pedig a nyiréfesziiltséget ad6 képletbdl

szamithato:

i th . Ty Sx(y)

= Y, Tyz = — 5 .
I, I a(y)
Itt My, és T, a hajlitobnyomaték és nyiréers, az y pontkoordinata illetve a jelzévonal
ordinataja, Sy (y) a jelz6vonal feletti (y > 0) [jelz6vonal alatti (y < 0)] keresztmetszetrész
statikai nyomatéka az x tengelyre, a(y) pedig a keresztmetszet vastagsaga a jelz6vonalon.

A 7., pedig a 7, fesziiltségvektor iranyaval kapcsolatos feltételbdl szamithato.
Az

Oz

abra jeloléseit is felhasznalva

2
3 T
Ty = 5Tz |1 = (i{) Tkéz = _cTZ
2

a nyiréfesziiltség értéke.

A vizsgalt szerkezeten két erdrendszer miikodik, elnevezés szerint a egyes és kettes erd-
rendszer. Jelolje Wia az egyes erérendszer munkajat a kettes erdrendszer okozta elmoz-
dulésokon és forgasokon. A bevezetett jeloléssel Gsszhangban Ws; a kettes erdrendszer
munkéja az egyes erérendszer okozta elmozdulasokon és forgésokon. Betti tétele szerint

Wig = Woy .

A vizsgalt szerkezetet a P; tAmadasponta

F, = Fie;; F; >0, e e =1, i=1,...,nf
erdk és a P; tamadéasponti
Mj:Mjej; Mj>0, ej-ejzl, i=1 ... ny

er6parok terhelik. Legyen u; és 1; rendre a P; illetve a Pj pont elmozdulasa és szogelfor-
dulésa. Az alakvéltozési energiat U jeloli. Castigliano tétele szerint

ou , ou

8Fi:ui-e¢:ui €S —6Mj:1pj-ej:¢)j.
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Ismeretesek a szerkezetre hato terhelések. Ha az ismeretlen kiilss ersk (tamasztoerdsk és
nyomatékok) nem hatarozhatok meg statikai modszerekkel (egyensilyi egyenletek segitsé-
gével), akkor a vizsgalt rudszerkezetet statikailag kiils6leg hatarozatlannak nevezziik.
Ismeretesek a szerkezetre hato kiils§ er6k. Ha a bels§ erék nem hatarozhatok meg statikai
modszerekkel (egyenstlyi egyenletek segitségével) akkor a vizsgalt radszerkezetet statika-
ilag bels6leg hatarozatlannak nevezziik.

A torzstarto egy statikailag hatérozotté tett eredetileg statikailag hatarozatlan tarto. A
hatarozotta tétel soran annyi tamaszt hagyunk el, hogy a torzstarté mind statikailag
mind pedig kinematikailag hatarozott legyen (azaz egyensulyi modszerekkel tisztazhato az
erGjaték és maga a tartd mozgéasképtelen).

Stabilis a karcsti nyomott rud tekintett egyensiilyi helyzete ha az egyensilyi helyzet megzava-
rasat kovetGen (a zavards megsziinése utan) a rad visszatér a zavaras el6tti egyensulyi
helyzetébe.

Kihajlas 1éphet fel, ha a karcsd ridra miikods F nyomoéerd nagyobb vagy egyenlS, mint
az els6 (a legkisebb) kritikus er6 az Fy,.;;. Ekkor az egyenes alak ugyan egyensilyi, de
nem stabilis (vagyis a rud a legkisebb megzavaras hataséra is elveszti egyenes egyensulyi
alakjat és kihajlas lép fel).

A kihajlas azért veszélyes mivel a kihajlas soran felléps hajlitas tetemesen megnoveli a nor-
malfesziiltségek abszolut értékének maximumat. (Nyomés helyett hajlitds plusz nyomas
az igénybevétel.)

Karcst, nyomott prizmatikus rad esetén

oF — UF)\;JE)\ ha 0 < XA < Ag (Tetmajer egyenes)
Okr = E
WQ% ha Ag < A (Euler hiperbola)

a kritikus fesziiltség. Itt o a folydshatar, op az aranyossagi hatar, A a rad karcsusigi
tényezGje, Ag a hatarkarcsisagi tényezd.
A oy, (M) fiiggvényt az abra szemlélteti.

A le’

Tetmajer egyenes

Euler hiperbola




