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Geometriai alakzatok (térfogati tartoméany, feliilet és gorbe) origora vett statikai

nyomatékanak értelmezése

A statika fGtétele, a tartos nyugalom sziikséges feltétele

A tartés nyugalom elégséges feltétele

A statika alapfeladata

A statikailag hatarozott és statikailag hatérozatlan szerkezet fogalma
Milyen feltételek esetén érvényes a Coulomb-féle sturlodasi torvény?

A Coulomb-féle surlodasi torvény. (Magyarazo abrat is készitsen.)

Az egyszerd szerkezet definicidja

Az 6sszetett szerkezet definicidja

A rad definicidja

A rad koézépvonalanak értelmezése

A rudszerkezet definicidja

A racsos tarté definicidja

Az igénybevételek értelmezése

Az igénybevételek elGjelszabalya sikbeli abrakon torténd szemléltetéssel
Az igénybevételek elGjelszabalya térbeli abrakon torténd szemléltetéssel
Sikbeli terhelésti egyenes rud egyensiilyi egyenletei differencialis alakban
Sikbeli terhelést egyenes rud egyenstilyi egyenletei integral alakban
Térgorbe rud egyensilyi egyenletei

Az idealis kotél

Kotélers szamitasa korhengeren cstiszo kotél esetén
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10.

STATIKA

A minimum teszt statika kérdéseinek megolddsai

A modell olyan idealizalt test — vagy testekbdl all6 rendszer — melyre nézve
csak a vizsgalat szempontjabol lényeges tulajdonsagokat tartjuk meg, a vizsga-
lat szemszogébdl nem lényeges tulajdonsagokat pedig elhagyjuk.
A szilard test barmely anyagi pontjara igaz, hogy a tekintett anyagi pont és a
koérnyezetében 1évé tobbi anyagi pontok egyméshoz viszonyitott elrendezettsége
(eltérve a folyadékoktol és gazoktol) valtozatlan marad a test mozgasa soran. A
test alakvaltozasra képes.
A merev test olyan szilard test melyben barmely két pont tavolsaga éllandé marad
a test mozgasa soran.
Az anyagi pont olyan test melynek méretei a vizsgalat szemszogébdl elhanyagol-
hatoak. Mozgasa egyetlen pontjanak mozgésaval jellemezhetd.
Az er6 két test kolcsonhatasa. A mitiszaki mechanikdban a kdlcsonhatas tébbnyire
feliileti érintkezéssel jon létre.
Legyen P az F koncentralt eré tamadaspontja. Az F eré A pontra vett nyomatékat
(P#A) az

M A=Tup X F

Osszefliggés értelmezi. Itt ry az A pont, rp a P pont, ryp = rp — r4 pedig az eré
P tamadaspontjanak A pontra vonatkoztatott helyvektora.
Legyen P az F koncentralt er§ tdmadaspontja. Jeldlje A a tengely egy pontjat.
Legyen M 4 az eré nyomatéka az A pontra. Legyen tovabbé a az a tengely iranyvek-
tora. Az F er§ a tengelyre szamitott nyomatékat az

ma:MA'i:MA'ea

al

Osszefiiggés értelmezi.
Legyen M4 és Mp az F koncentralt erd [vagy adott erérendszer (ennek ereddjét
ugyancsak F jeloli)| nyomatéka az egymastol kiillonbozé A és B pontokra. Az
rap a B pont A pontra vonatkoztatott, rga = —rap pedig az A pont B pontra
vonatkoztatott helyvektora. Az

Mp=M4+F xXryp
egyenlet a két pontra szamitott nyomatékok kozotti Osszefiiggés. Az Osszefliggés
Mp=M,4+rps xF

alakja szavakban is megfogalmazhato. Eszerint a B pontra vett nyomaték egyenld
az A pontra vett nyomaték plusz az A pontba dthelyezett erd (eredd) nyomatéka a
B pontra.
Jelolje a a tengely iranyvektorat. Legyen P, a tengely egy rogzitett pontja. A
tengely egy tetszdleges pontjanak (a P futépontnak) r, a Py pontnak pedig r; a
helvektora. Az egyenes vektor egyenlete az

axr+b=0
alakban irhato fel, ahol b = r; x a az iranyvektor nyomatéka az origora.
A P; pontokban (i = 1,2, ...,n) miikods F; er6k és M; nyomatékok — egyikiik zérus
is lehet — Osszessége az erdrendszer fogalmanak egy altalanositasa. A P, pont A

pontra vonatkoztatott helyvektora rap;. Az igy értelmezett erérendszer redukalt
vektorkettGsét (erckettdsét) a

[F(A), M
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modon jeloljiik. Itt
F(A)=F =) F,
i=1

az erérendszer eredd vektora (az erérendszer eredgje),

n

M, = Z (M; +rap; x Fy)

i=1

pedig az erérendszer A pontra szamitott nyomatéka (ereds nyomaték).
Két erérendszer akkor egyenértéki, ha a nyomatéki vektortereik azonosak.
Egyenértékiiségi kritériumok.
Az {els6} [méasodik| erérendszerrel kapcsolatos mennyiségeket {egy vesszs} |kettd
vesszd| jeloli. Harom kritériumrendszer hasznalatos:
I. Kritérium:
Legyen az A tetszGleges de rogzitett pont. Ha fennallnak az

F'(A)=F'(4), M, = M,
egyenletek, azaz ha megegyezik az A pontban a két erérendszer redukalt vektor-
kettdse, akkor a két erérendszer egyenértékii.
I1. Kritérium:
Legyen az A, B és C a tér harom, nem egy egyenesre esé (nem kollinearis) pontja.
Ha fennéllnak az

M,=M,, Mpz=M,,  M,=M,
egyenletek, azaz ha megegyezik a két erérendszer A, B és C' pontokra szamitott
nyomatéka, akkor a két erérendszer egyenértéki.
III. Kritérium:

Jelolje i (i = 1,2,....,6) a tér tetszoleges hat linearisan fiiggetlen tengelyét. Ha
fennallnak az

m,=m;  (i=1,2,..,6)

egyenletek, azaz ha megegyezik a két er6rendszer hat linearisan fiiggetlen tengelyre
szamitott nyomatéka, akkor a két erérendszer egyenértékii.

Egyensilyi az er6rendszer, ha zérus nyomatéki vektorteret hoz létre.

Kritériumok az erérendszer erérendszer egyensilyi voltara.

Harom kritériumrendszer hasznélatos:

I. Kritérium:

Legyen az A tetszéleges de rogzitett pont. Ha fennallnak az

F(A) =0, M, = 0

egyenletek, azaz ha zérus az erérendszer redukélt vektorkettGse az A pontban,
akkor az erérendszer egyensiilyi.

II. Kritérium:

Legyen az A, B és C' a tér harom, nem egy egyenesre esé (nem kollinearis) pontja.
Ha fennallnak az

Ms=0, Mp=0, Mc=0

egyenletek, azaz ha zérus az erérendszer A, B és C pontokra szamitott nyomatéka,
akkor az erérendszer egyensulyi
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III. Kritérium:
Jelolje i (1 = 1,2,....,6) a tér tetsz6leges hat linearisan fiiggetlen tengelyét. Ha
fennéllnak az

m; =0 (1=1,2,...,6)

egyenletek, azaz ha zérus az erérendszer hat linearisan fiiggetlen tengelyre szami-
tott nyomatéka, akkor az erérendszer egyensulyi.

1. Definicio:

A centralis egyenes azon pontok mértani helye, ahol az erérendszer eredd erévek-
tora és eredd nyomatékvektora egymassal parhuzamos.

2. Definicio:

A centralis egyenes azon pontok mértani helye, ahol zérus az erérendszer eredd
nyomatékanak az eredd erévektorra merdleges 6sszetevdje.

Legyen P a centralis egyenes futopontja és jelolje r = rpp a futopont origéra vonat-
koz6 helyvektorat. Az erérendszer ereddjét F, origora szamitott nyomatékat M,
jeloli. A centralis egyenes egyenlete:

F2
Legyen F az erérendszer eredGje, és jelolje My az erérendszer origéra szamitott

nyomatékat. A centrélis egyenes origbhoz legkozelebb fekvs C' pontjanak

FXMO
foe =

1
FXr‘I—MOL:O (MOL:—FX<M0XF))

a helyvektora.
Erérendszerek osztalyozasa redukélt vektorkettdsiik alapjan:

la. [ F=0| My =0 Egyensilyi ER

1.b. | F=0|M4#0 Er6par

2a. | FAO0|F-My,=0 Egyetlen erével egyenértéki ER
2b. |F#0 | M4 #0¢és F-My # 0| Er6esavar

Legyen r,; az F; = Fje erévektor tamadaspontjanak helyvektora. (i = 1,2,...,n;
e az er6k kozos iranyvektora.) A parhuzamos erérendszer vektorkézéppontjat az

E ro; [
i=1
> 5
i=1

egyenlet értelmezi. Vegyiik észre, hogy rox fiiggetlen e-t6l. Ha a vektorkdzéppont

Tog =

létezik, azaz Y F; # 0 akkor a vektorkozéppontban az erérendszer az eredgjével
i=1

helyettesithets.

A silypont a silyerérendszer, mint parhuzamos erérendszer vektorkézéppontja.

Aza;xr+b; =0 (i=1,2,...,6) tengelyek linearisan fiiggetlenek, ha az a; és b,

vektorokbol osszeallitott determinénsra nézve fennall, hogy

A1z A2z A3g A4y G5 Geg
A1y G2y A3y A4y A5y Aoy
Ay, A2z a3z QA4 a5, (g 75 0

blac anc b3z b4ac b5:c b6z '
bly b2y b3y b4y b5y b6y
blz b2z b3z b4z b52 bﬁz
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Héarom nem parhuzamos erd egyensilyi erérendszert alkot (egyensulyban van), ha

— a harom er6é mint vektor zart haromszoget alkot,

— a haromszogben folytonos az erévektorok nyilfolyama és

— az erdk hatasvonalai egy pontban metszik egymast.
Két erd egyenstlyi erérendszert alkot (egyenstlyban van), ha

— k6z0s a hatasvonaluk,

— azonos az abszolut értékiik és

— ellentétes az iranyuk.
Legyen V a vizsgélt test altal kitoltott térfogati tartoméany. Jelolje q a V' térfogaton
megoszld erérendszer strtségvektorat. A q stirtségvektor a hely, azaz az origora
vonatkoztatott r helyvektor fiiggvénye. A térfogaton megoszl6 erérendszer origbba
redukalt eredd vektorkettGse az

F:/q(r)dV, Moz/rxq(r)dV

V) V)

képletekbdl szamithato.

Legyen A egy kétmérti tartomény (felilet). Jelolje p az A feliileten megoszlo
erérendszer strtségvektorat. A p strtségvektor a hely, azaz az origora vonatkoz-
tatott r helyvektor fiiggvénye. A feliileten megoszl6 erérendszer origoba redukalt
eredd vektorkettGse az

F:/p(r)dA, Moz/rxp(r)dA

(A) (A)

képletekbdl szamithato.

Legyen £ egymértii tartomény (gorbe vagy egyenes vonal). Jelolje f az £ gorbén
(vonalon) megoszl6 erérendszer stirtiségvektorat. Az f striiségvektor a hely, azaz
az origora vonatkoztatott r helyvektor fiiggvénye. A gorbén (vonalon) megoszld
erérendszer origoba redukalt ereds vektorkettése az

F:/f(r)ds, Moz/rxf(r)ds
(£) (£)

képletekbdl szamithato.
Az abra jeloléseivel

O |C fT z
] L/2
5 L

F, = Lf az ered és a centralis egyenes a zc = L/2 pontban metszi a z tengelyt.
Az abra jeloléseivel



Q C 7

2L/3
L

-y .

F, = Lf/2 az ered és a centralis egyenes a zc = 2L /3 pontban metszi a = tengelyt.
29. Az abra jeloléseivel

y A
F,
f
0, C z
3L/4
- L -

F, = Lf/3 az ered§ és a centrélis egyenes a zc = 3L/4 pontban metszi a z tengelyt.
30. Az abra jeloléseivel

v Ar
N

f

g C 7
3L/8
L

- o
-t -

F, = 2Lf/3 az eredS és a centralis egyenes a zc = 3L/8 pontban metszi a z
tengelyt.

31. Legyen V a vizsgalt m tomeg( test altal kitoltott térfogati tartomany. Jelolje p a
test stirtiségét. A p stirtiség altalanos esetben a hely, azaz az origéra vonatkoztatott
r helyvektor fiiggvénye. Az origora szamitott statikai nyomatékot az

Soz/rdm:/rpdv
(m) PV (W)

képlet értelmezi.
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Felhasznalva az el6z6 kérdésre adott valaszt az yz, zx és xy koordinata sikokra
szamitott statikai nyomatékokat az

Sy =So -e; = /xdm:/xpdv,

(m) V)
S.2 =80 -e, = /ydm: /ypdV,
(m) V)
Sxy:SO~eZ:/zdm:/zpdV
(m) V)

képletek értelmezik.

Legyen S, és Sp adott anyagi pontrendszer [m; (i = 1,...,n) az egyes anyagi
pontok tomege| vagy egy test | 2 a test altal kitoltott tartomany (ez vagy V', vagy
A, vagypedig £), p a tartoméanyra vonatkoztatott striség, d2 a tartomény elem
(ez vagy dV, vagy dA, vagypedig ds)]| statikai nyomatéka az egymastol kiillonbozs
A és B pontokra. Az r g a B pont A pontra vonatkoztatott, rgq4 = —rsp pedig
az A pont B pontra vonatkoztatott helyvektora. Az

SB = SA — MY AB

egyenlet a két pontra szamitott nyomatékok kozotti Osszefiiggés. Itt
m:Zmi vagy m:/dm:/de.
= (m) (@)

Az Osszefiiggés
Sp =S4 +mrgy

alakja szavakban is megfogalmazhato. Eszerint a B pontra vett statikai nyomaték
eqyenld az A pontra vett statikai nyomaték plusz az A pontba koncentrdlt teljes
tomeg statikai nyomatéka a B pontra.

A tomegkozéppont az a pont, amelyre a vizsgalt anyagi pontrendszernek vagy
testnek zérus a statikai nyomatéka.

Legyen Sp a vizsgalt m tomegi anyagi pontrendszer vagy test statikai nyomatéka
az origéra. A tomegkdzéppont origora vonatkoztatott helyvektorat az

So

ror =

képlet adja.
Legyen V a vizsgélt térfogati tartomény és r a helyvektor. A V tartomany origora
vett statikai nyomatékat az

SO = / rdV

V)

integral értelmezi.
Legyen A a vizsgalt kétméreti tartomény (feliilet) és r a helyvektor. Az A feliilet
origéra vett statikai nyomatékat az

SO:/I‘dA

(4)
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integral értelmezi.
Legyen £ a vizsgalt egyméretii tartomany (gorbe vagy egyenes vonal) és r a hely-
vektor. Az £ gorbe origora vett statikai nyomatékat az

SO:/rdS

()

integral értelmezi.
A statika fététele kimondja, hogy egy merev test, vagy egy merev testekbdl dllo
rendszer csak akkor lehet tartds nyugalomban, ha a red hato teljes kiilsé erérendszer
— terhelések és tamasztoerdk — egyensulyi erdrendszert alkot.
A tartés nyugalom elégséges feltétele, hogy a vizsgalt test vagy merev testekbdl
allo rendszer ugy legyen megtamasztva, hogy semilyen mozgést ne tudjon végezni,
ha erék hatnak ra.
A statika alapfeladata egyetlen merev test, vagy merev testekbdl dllo szerkezet
esetén a tamasztoerdk és nyomatékok, a tamasztoerdk és nyomatékok, valamint a
szerkezetet alkoto testek kozott fellépd belsd erdk meghatéarozasa statikai modsze-
rekkel (egyensilyi egyenletek felhasznalasaval).
A vizsgélt szerkezetet (egyetlen merev testet, vagy merev testekbdl dllo rendszert)
statikailag hatdrozottnak nevezziik, ha a statikai ismeretlenek (tdmasztoerck és
nyomatékok, tdmasztderdk és nyomatékok, valamint belsé erdk) szama megegyezik
a statikai egyenletek szamdval.
A vizsgalt szerkezetet (egyetlen merev testet, vagy merev testekbdl dllo rendszert)
statikailag hatdrozatlannak nevezzik, ha a statikai ismeretlenek (tamasztoersk- és
nyomatékok, tdmasztéerdk- és nyomatékok, valamint belsé erdk) szama nagyobb
mint a statikai egyenletek szdma.
A Coulomb féle surlodasi torvény a kovetkezo feltételek mellett érvényes:

— az érintkezd testek merevnek tekinthetdk,

— az érintkezés sik feliilet mentén jon létre,

— a testek kozott nincs kenGanyag (szaraz surlodas).
A baloldali abra az érintkezd testeket szemlélteti, a jobboldali abra az F; — u
elmozdulés diagram.

an Ft krit ! Ft

7 : mikré _|
csliszas

makré cslszas
7,

v

Az érintkezd testeket Osszeszoritd F,, erd allando. A vizszintes F; erd értékét
fokozatosan noveljiik. A tapasztalat szerint az érintkezd testek kozott nagy relativ
u elmozdulasok johetnek létre, ha az F; elér egy kritikus értéket. A kritikus F}; eré
aranyos a testeket 0sszenyomo F),, normal erével:

F;fkr = ,UOFn

A pg ardnyossagi tényezé a nyugvasbeli sturlodési tényezd. Ha a felsé test mozog,
akkor
Ft - ,U/Fn Hw S Ho
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ahol 1 a mozgéasbeli strlodési tényezs.

Egyszert szerkezetrél beszéliink, ha a szerkezet egy merev testbdl all.

Osszetett szerkezetrd] beszéliink, ha a szerkezet tobb merev testbél all.

A rad olyan merev test amelynek egy jellemz& mérete sokkal nagyobb mint a
maésik két jellemz6 mérete. A mechanikai modellalkotas soran a rudat egy vonallal
(kozépvonallal, sulyponti széllal) helyettesitjiik és a riad mechanikai viselkedésére
jellemz6 mennyiségeket ehhez a vonalhoz kotjiik.

A rad kozépvonala a rad keresztmetszeteinek silypontjait 6sszekotd vonal.

A rudszerkezet rudakbol allo Gsszetett szerkezet.

A récsos tartdé modellje olyan rudszerkezet melyben az egyes rudak végpontjai
csukloval kapcsolodnak egymashoz és a szerkezetre csak a csuklopontokban hatnak
kiils6 erdk.

A rad adott keresztmetszetének igénybevételei alatt a keresztmetszeten megoszlo
bels6 erérendszer keresztmetszet S sulypontjaba redukalt eredd vektorkett&sének
komponenseit értjiikk adott elGjelszaballyal véve ezeket. Pozitiv z normélisi ke-
resztmetszetben

F,=-T,e, —Tye,+ N.e,
M, = My,e, — My,e, + Me,

a belsd erérendszer keresztmetszet S silypontjaba redukalt eredé vektorkettdse.
Itt T, T, és N, rendre az x, y irdnyd nyiréerd és a ruders, Mp,,, My, és M. rendre
az x és y iranyu hajlitonyomaték illetve a csavaronyomaték.

Az el6z6 kérdésre adott valasz alapjan a sikbeli abra az egyes igénybevételek elGjel-
szabalyat szemlélteti:

YAX yAX
@ Z
—a—»" —ETF=—>—

N> 0 M> 0

V44X ¥yaX
|——|| N C——“ Z

|__|‘ >  ——

T T> 0 M, M, > 0
¥ hy

A 46. kérdésre adott valasz alapjan a térbeli abra az egyes igénybevételek elGjel-
szabalyat szemlélteti:
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A sikbeli terhelésii egyenes rad egyensulyi egyenleteit differencialis alakban a
dT, dMp,
=5, e~ T, (2)
egyenletek alkotjak — f,(z) a megoszlo terhelés strtsége, T, (z) a nyiroerd, M, (z)
a hajlitoigénybevétel.
A sikbeli terhelésti egyenes rud egyensiilyi egyenleteit integral alakban a

z

T,(2) - Tyo = / SO, Mu(2) = Mo = — / T,(¢) d¢

20
egyenletek alkotjak — f,(2) a megoszlo terhelés stirtisége, T, (2) és T, a nyirders a
z illetve a zo pontban, M, (z) és My,o a hajlitoigénybevétel z illetve a zy pontban.
Jelolje rendre s és t a rud kézépvonala mentén mért ivkoordinatat és a kozépvo-
nal érintiranyu egységvektorat. Legyen Fg(s) és Mg(s) a rudkeresztmetszeten
megoszlo belsd erérendszer eredGje és a keresztmetszet sulypontjara vett nyoma-
téka. Legyen tovabba f(s) és m(s) a rid kézépvonalan megoszlo kilsé ers-, és
eréparrendszer. Ezekkel a jelolésekkel
dFS(S>
Is +f(s) =0,
dMs(S)

ds
az egyensilyi egyenletek.
Az ideélis kotél tokéletesen hajlékony, nytjthatatlan és csak hiizasra vehetd igénybe
(nincs ellenéllasa a nyomoerdvel szemben).
Jelolje ¢ — ¢y annak az fvnek a kozponti szogét, amelyen a kotél mozog — itt ¢ és
o rendre az v vég-, illetve kezdépontjahoz tartozo polarszég. Legyen tovabba N
és Ny a vég-, illetve kezdGpontbeli kotélers. Ezekkel a jelolésekkel

N = Noeiu(sofsoo)

ahol a névekvé polarszog iranyt mozgéshoz a -+, az ezzel ellenkez§ iranyt mozgés-
hoz a - elGjel tartozik.

+tx Fg(s)+m(s) =0



