KONTINUUMMECHNAIKAI FELADATOK

Osszeallitotta Szeidl Gyorgy
2009

A jelen dokumentum 40 kontinuummechanikai feladatot tartalmaz. A megoldasokat is kozoljiik. A
jelen (folyamatosan boviils) feladatgytjtemény kiegésziti Kozék Imre Kontinuummechanika cimd dokto-
randusz hallgatok részére irt jegyzetét. A feladatgytijtemény heti bontasban kozdl feladatokat. A szoveg
végleges formatumaban témakorok szerint lesz rendezve.



1. hét:

1. Igazolja, hogy fennall a

Vi X V3

v = 22 = 3
osszefiiggeés, ahol v* = 1/v. Ervényes marad az igazolas gondolatmenete v, és v3 esetére?
(4 pont)
Megoldas:
Helyettesitsiik vi értékét, és hasznéljuk ki a kifejtési tételt. Kapjuk, hogy

vy x vy  (vaxvy)xvy 1 . .
e P = (vs - vg)vi = (vi - v3) v

ahol vv* =1, vg-vi =1 és vy - vi = 0. Kovetkezésképp
Vi X v}
2 - 3 _ vy, .
v
Ezt kellett igazolni. Ez a gondolatmenet a mésik két esetre is érvényes.

2. Igazolja a linearisan fiiggetlen v; (i = 1,2,3) vektorokhoz tartozé v} reciprok vektorokat is
felhasznalva hogy az

I=viovi+vyovli+vzovy

tenzor az egységtenzor. (4 pont)

Megoldas:
Idézziik vissza, hogy

V=cCV]i+CVy+c3Vs, ¢ =V}

-V
A fenti képletet is figyelembevéve
I-v=(viov]) - v+ (vaovy) -v+(vzovy) -v=
VAV V) +Va(VE V) + Va(VE V) =
~—— ~— ——
C1 Cc2 c3

=C1Vi+CcVea+C3vy =V,

ami azt jelenti, hogy onmagara képezi le az I tenzor a v vektort. Vagyis ez a tenzor az
egységtenzor.

3. Igazolja az (zyz) KR-ben dolgozva, hogy barmely c-re
W.c=w, Xc,
ha
w=-wT ¢ Wa:—%(wzxem—&—wyxey—i—wz Xe,) .

(6 pont)

Megoldas:
Mivel a tenzor ferdeszimmetrikus irhatjuk, hogy

W-c:%(W—WT)-c:

1 1
:i(wwoew—l—wyoey—l—wzoez)-c—i(ewoww—i—eyowy—i—ezowz)-c:

1 1 1
= §[W:v (e;-c) —ey(Wy )]+ 5[“’1/ (ey-c) —ey(wy-c)] + 5[“’2 (e.-c)—e.(w,-c)] =

—(Wg Xez)Xc —(wy Xey)xe —(w,Xxe,)xc

1
:—i[wzxex—i-wyxey—l—wzxez}xc:waxc.

Wa

Ezt kellett igazolni.



4. Mutassa meg az (xyz) KR-ben dolgozva, hogy a fenti feladatban

0 —Weqz way
w == Waz 0 —Wqaz
~Way  Waz 0
(6 pont)
Megoldas:

Mivel a tenzor ferdeszimmetrikus fennallnak a
Wyy = Wyy = Wzz = 0, Wyy = —Wyg , Wrp = —Wgz, Wyz = —Wyz,

vagy ami ugyanaz a

Wy g w:cy Wy O *wyx Wy
W= | wy, wy, wy, |= Wy 0 —Wy
Wy wzy Wez Wy wzy 0

egyenletek. Ennek alapjan elegendd igazolni a
Way = Wzy , Way = Wgz, War = Wy

skalaregyenleteket. Az els6t tekintve irhato, hogy

waz:wmegﬁ:fi[(wmxex)~em+(wyXey)oeer(wzxez)oez]:
=—- |0+wy,-(eyxey)+W. (e, Xey)| =—5[—W.y + wy| = w.y
2 NI —_—— 2
—e. ey

A masik két esetben ugyanigy torténhet az igazolas.
2. hét:
1. Adott a w, vektorinvarians. Igazolja, hogy
Ixw,=w,xI =W

az a ferdeszimmetrikus tenzor, amelynek w, a vektorinvaridnsa. (6 pont)

Megoldas:
Az

Ixw,=(eyoe;+ey0e,+e,0e,) X (Weg€q + Way€y + Waz€;) =
=€;0 (wayez - wazey) + €, 0 (wazem - wamez) +e,o (warey - wayem) -

= (We2€y — Way€:) 0 €5 + (—Wa2€7 + Waye€s) 0 €y + (Waz€y — Weye:) O €,
—_————

W Wy W

atalakitas eredményei szerint

0 Wez  Way
w:[wr‘wy‘wz]: Waz 0 —Wazx
Way — Wag 0

ami egyben az allitdsunk igazolasat is jelenti.
A w, x I szorzat esetén ugyanigy kell eljarni.
2. Kolcsonosen egyértelmi a
r =r(r%t) =r(z°y°% 2%1)
leképezés (azaz létezik a r° = r°(r;t) = r(x,y, ;1) inverz mozgasfiiggvény), ha

ox ox ox
ox° oy° 0z°
Oy

Jy Jy
ox° oy° 0z° 7& 0.
0z ayz 0z

ox° oy° 0z°



Igazolja a fenti allitas helyességét. (4 pont)

Megoldas:
Lineéris kozelitésben fennallnak a
de ~ O dpo 4 9% gy 9% g0
- Ox° oy° L
oy dy oy
dy =~ dx® dy° dz°
4 amOIJr@yoerazOZ
0z 0z 0z
dz ~ dz® + ——dy° dz°
‘ ox° + Qy° + 920"

egyenletek. Ha kolcsondsen egyértelmi a fenti leképezés, akkor a fenti egyenletrendszernek
ismeretlennek tekintve rendre a dx?, dy® és dz° értékeket megoldhaténak kell lennie a vizsgélt
tartomany minden egyes pontjaban. Ennek a fenti determinans zérustol kiillénbozs volta a
feltétele.

3. Igazolja a
(Ixn)'=-nxI

egyenlet helyességét. (4 pont)

Megoldas:
A 2. hét els6 feladatdanak megoldéasa szerint ferdeszimmetrikus a

W=Ixn=nxI

tenzor, azaz fennall a

wh=—w
egyenlet, amelybdl azonnal kapjuk el6szor I X n-et, masodszor n x I-t irva a W helyére az
igazolni kivant egyenlGséget.

3. hét:
1. Igazolja, hogy az
R=costpI+(1—cosy)n®@n+sinyI xn, n| =1

forgastenzor * eleget tesz a
R" R=1I
egyenletnek (ortogonalis tenzor). (15 pont)

Megoldas:
A megoldas soran azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett ortogonalis az
R forgastenzor altalanositasanak tekinthetd

Q=cosI+ (Qrrr —cosy)n®@n+siny I xn,

tenzor, ahol a Qr;; egyelGre ismeretlen paraméter.
A kérdés tisztazasa a Q - QT szorzat vizsgalatat igényli.
Nyilvanval6, hogy

Q" =cosp I+ (Qrrr—cos)n®@mn, Q*:(Q*)T

a @ szimmetrikus része. Vegyiik azt is észre, visszahivatkozva a méasodik hét utolso feladatara,
hogy a I X n = n x I tenzor ferdeszimmetrikus, amelyre nézve fennall a

(Ixn)=—-nxT.
egyenlet. Kovetkezgleg
Q=Q +sinyIxn és Q" =Q" —sinynx 1T,

Az R forgastenzorral kapcsolatos ismereteket a kézzel irt el6adasvazlat 9-12 oldalai tartalmazzék.



amivel
Q- Q" =Q Q'+
+sing [(Ixn)-Q —Q*-(nxI)]—sin’¢(Ixn)-(nxI).

A végs6 eredmény elallitdsahoz sziikség lesz a fenti Osszefliggés részeinek atalakitasaval kap-
csolatos és a kovetkezGkben magyarazattal részletezett képletekre:
(a) A Q*-ot értelmez6 fenti Gsszefiiggést is felhasznalva kapjuk, hogy

(Ixn)-Q =I (nxQ)=nxQ =
=nx[costy I+ (Qrrr —cosyp)n®@n] =n x I costp .
(b) Ugyanilyen m6édon adodik, hogy:
Q" (nxI)=(Q"xn) - I=Q" xn=
=[cos I+ (Qrrr —cosp)n®@n] xn =1 xn cosp .
(¢) Tovabbi részeredmény kaphatd az alabbi atalakitassal:
(Ixn) - (nxI)=
= [(n.ey —nye;) @ e, + (—n.e; +nge,) ey + (nye, —nzey) e,l-
[(n.ey, —nye,) @ ey + (—n.e, +nze.) ey, + (nye, —ngey) Ve,| =
= —(—nle, +nyn.e.) ey, + (nyn.e, —ne.) ®e, + (—nie, + nyn.e.) ® e+
+ (ngn.e, — niez) Qe, + (—niez +ngn.ey) @ ey + (ngnye, — niey) Qe, =
= [Nang€s + Nanzey + ngn.e.] ® ey + [nynge, +nie, + nyn.e.] ® e,+
+ [nzniez +n.nyey + niez} K ey — (ni—i—ni—i—ng) e, Re;, — (ni—l—nfj—&—ni) e, e,—
— (ni—kni—!—nz) e;®e,=n@n-—1T.
(e) A Q" szimmetrikus tenzort add képlet alapjan:
Q- Q) =Q Q=
=cos? YT +2cosv (Qrrr —cosy) n@n+ (Qrrr — COS¢)2n®n =
=cos® I+ (QF;; —cos’y)) n®n .
Felhasznalva, illetve helyettesitve mostmar a fenti részeredményeket a Q - QT szorzatot ado
és a kittizott feladat altalanositasként felirt képletbe a
Q QF =cos’y I+ (Q%H —cosQw) n®n+sin®y I —sin?yYn®@n
=I+(Qj;-1)n®n
eredményt kapjuk. Akkor ortogonalis a @ tenzor, ha egységtenzort ad a Q - QT szorzat.
Azonnal latszik az utobbi Osszefiiggés alapjan, hogy ennek a
Q¥ =1, azaz a Qrr = =+1

relacié fennallésa a feltétele.
A tovabbiakban tisztazzuk a Qp;; jelentését. Tegyiik fel, hogy

n=e,.
Ez esetben
det(Q - QT) = det(Q - Q) = det(I + (Qi;;—1)n®n) =
1+Q%, -1 0 0

= 0 1 0|=Q%;.
0 0 1
A kapott képlet szerint Qr;r a Q tenzor harmadik skalarinvaridnsanak vehetd.
Osszegezve a szakasz eredményeit igazoltuk, hogy ortogonalis a kitiizott feladat altalanositésa-

ként vett @Q tenzor, ha Qrr; = +1, ahol Q7 a tenzor harmadik skalarinvariansa. Qr;;y = 1-re
Q tenzor elGallitisa megegyezik a véges forgatdas R tenzoraval. Koévetkezésképp ortogonélis



az R tenzor.

. Igazolja, hogy fennall az
det(R) =1
egyenlet is. (6 pont)

Megoldas:

Az el6z6 feladat megoldésaban all az alabbi széveg: Qr;r = l-re Q tenzor elallitasa meg-
egyezik a véges forgatas R tenzoraval. Kovetkezésképp ortogonalis az R tenzor. Ez egyben
azt is jelenti hogy az R tenzor determinansa megegyezik a Qrjr-al, azaz 1.

Az igazolas formalisan is elvégezhets. Erdemes speciélisan valasztani az n vektort, pl. n = e,
mivel ez nem sérti az altalanossagot.

. Tegyiik fel, hogy

r=cla’ —e Tty , y=ea®+ely’, z=2"

a mozgasfiiggvény. Irja fel a sebességmezdt (és a gyorsulasmezét) Lagrange illetve Euler féle
leirasmodban. (6 pont)

Megoldas:

1d6 szerinti derivalasokkal kapjuk, hogy
v2 = e'z® + ey’ vg =elx® —e Y, w2=0,
al =e'x® — e ly° ag =€z’ +e Yy, al=0.

Euler féle leirasmodra térve at
Ve =Y, Uy =T, v, =0,
Az =T, ay=1y, a2=0

az eredmény.

. Legyen ferdeszimmetrikus a W tenzor. Legyen tovabba az n tetsz6leges vektor. Mutassa
meg, hogy ekkor

n-W-n=0.
(4 pont)

Megoldas:
Jelolje w, a tenzor vektorinvaridnsat. Nyilvanvalo, hogy W - n = w, x n. Kovetkezésképp

n-W-n=n-(w,xn)=(wy,xn)-n=w,-(nxn)=0,

hiszen két parhuzamos vektornak zérus a vegyesszorzata.

. Igazolja az el6adasvazlat vonatkozo bizonyitésat felhasznalva a
(dAy =—(D—-D;I)-dA+W -dA
Osszefiiggés helyességét. (A dri = e dz, dry = e,dy valasztast alkalmazza. Legyen tovabba
e; = e,.) (8 pont)
Megoldas:
Az atalakitasok utolso lépésében felhasznaljuk, majd, hogy

dA =dr; xdr; =dzdye, .



Az alabbiak a sziikséges atalakitasokat részletezik:
(dA) = (dI‘l)' X dI'2 +dI‘1 X (drg)' = —dI‘2 X (dl‘l)' + dI‘1 X (dI'Q)' =
=drdy (—ey xL-e;,+e; xL-ey) =dedyl-(—e, xL-e,+e, xL-e,)=
=dody (e;®e; +e,Re,+e,Qe;) - (—ey xL-e;+e; xL-e,)=
:dxdy[—(ez(@ex)'ey xL-e;,—(e,®ey)-eyxL-e,—(e,;e;) e, xL e+

=0
+(es®ey) e, xL-e,+(e,0ey) e, X L-e,+(e;Re,) e, x L-e,] =

=0

:dxdy[—em(exxey)-L~ez—ez(ezxey)-L-ez—&—ey(eyXez)-L~ey+ez(ezxem)-L-ey =

=dzdy[—(esxey) - L-(e;®e,)— (e, xey)-L-(e,Qe,)+e.e,-L-e,+e.e,-L-e]=
=dzdy [e.e,-L-e,+e.e,-L-e,+e.e.-L-e.—e,-L-(e,®e,)—e.-L-(e,0e,)—e.-L-(e;®e,)]| =
=dA(e;-L-e;+e,-L-ey+e.-L-e.)—dA-L-[e;Re,+e,Re,+e.Qe,]=
=dAD;—dA - L=—-—(D—-D;I)-dA+W -dA

4. hét:

1. Mutassa meg az elGadas jeloléseivel, hogy az L tenzor els§ skalarinvariansa a
Ly=e]-L-e;+e5-L-ex+e5-L-e3

modon szamithato, ahol az e az e;-hez tartozo reciprok bazisvektor. (6 pont)
[Legyen a

A:am®e;+ay®e;+az®e’z és B=b,®e,+b,®e,+b,Re,
két masodrendd tenzor — e, = e,, m = x,y, z. Ezek energia tipusi szorzatat a
A--B=B--A=(a,-b,)(e, -e;)+ (a,-by) (e, e,) + (a.-b) (e, -e.)
kifejezés értelmezi. Valamely, mondjuk a B tenzor els§ skalarinvariansa a fenti szorzattal a
B =B--I
alakban irhato fel. Az igazolas soran a fentiekbdl induljon ki.]
Megoldas:

Legyenek az e; és e}

* (1 = 1,2,3) vektorok egymaés reciprokai. Ezeket felhasznéalva az L
sebesség gradiens az

L=L®ej+Ly®el+Ls®e;

alakban is felirhato, ahol L; rendre az e; vektorok képe: L; = L - e;. Mivel maga az egység-
tenzor

I=el®e +e;Re+e;Re;
alaku fennall a fentiek szerint, hogy

Lr=(e7-Li)(e1-ey) +(e3-Lo)(er-e;) + (e3-Ls) (e - e3) =
——— ——— ———

=1 =1 =1
=ej- L; +e5- Ly +e- Ly =ef-L-e;+e5-L-ex+es-L-e
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 -
~— ~— ~—
=L-e; =L-es =L-e3

Ezt kellett bizonyitani.

2. Legyen a B és C két masodrendd tenzor. Igazolja, hogy
det(B - C) = det(B) det(C)
(Ez a determinansok szorzastétele.) (6 pont)

Megoldas:
A jobb attekinthet&ség kedvéért éliink majd az x <= 1, y <= 2 és z <= 3 megfeleltetésekkel



Cpar = {

(szdmokat gondolunk az indexként szereplé z, y és z helyére). Abban is megallapodunk
osszhangban az el6z6 megallapodassal, hogy az indexként hasznalt latin bettk az 1,2, vagy 3
szamok béarmelyikét jelenthetik. Bevezetjiik tovabba a permutéaciés szimbolum fogalmat:

1 haa pgr szamharmas permutacidja az 1,2,3 természetes szamoknak,
0 haa pgr szamharmas nem permuticioja az 1,2,3-nak (vannak ismétlds szamok).

A fentiekkel 6sszhangban az Osszegezd szimbolum kiirdsakor csak az 6sszegez6 indexeket tiin-
tetjik fel, de az Osszegezési hatarokat nem irjuk ki, hiszen azok csak 1 és 3 lehetnek.

A permutéciés szimbolum értékkészletét figyelembevéve nem nehéz ellendrizni, hogy az A
tenzor

ai;p Q2 a3

A= an ax a3

az1 as2 ass

matrixanak
det(A) = Z Epqrliptaglss

P4,
a determinansa. Legyen az wvw szamharmas az 1,2 és 3 szamokbol sszeallitott tetszGleges
de kivalasztasa utan régzitett szamharmas. Vegyiik észre, hogy az

Z EpqrCupCuqCws
p.q,r
Osszeg értéke az wvw szamharmastol fiigg: det(C), ha a szamharmas paros permutacioja az
1,2 és 3-nak, —det(C), ha a szamhéarmas paratlan permutacioja az 1,2 és 3-nak és végiil
zérus ha a szamharmas nem permutécidja az 1,2 és 3-nak (vannak ismétlgds szamok). Ez azt
jelenti, hogy
Z EpqrCupCuqCuws = Cuvw det(g) .
D.q.T
A fentiek felhasznalasaval irhatjuk, hogy

det(A) = Z EpqrA1pa2qA3s = det(A) = Z Epqr Z bluCup Z bZUqu Z waCwT' =

p,q,r p.q,r

= Z (Z epqrcupcvchr) blub2vb3w = det(g) Z euvwbluvawa = det(B) det(g)

w, v, w \p,q,T" u,v,w
ami az igazolni kivant eredmény.

Megjegyezziik, hogy ugyanez az eredmény a vonatkoz6 determinansok részletes kiirasaval,
sokkal munkaigényesebben is megkaphato.

Igazolja, hogy a

C°=F".F
tenzor pozitiv definit szimmetrikus tenzor. (4 pont)
Megoldas:

Nyilvanval6, hogy
()" = (FT-F)T —FT. F=cC",
azaz szimmetrikus a tenzor. Mésrészrél a
dr = F - dr°
képlet szerint
ds?* = dr® -dr° = (F - dr°) - (F - dr°) =
=dr® FT . F-dr®=dr®-C°-dr° >0, |dr°] >0

barmilyen dr° esetén. A tenzor tehat pozitiv szemidefinit — a F' - dr® = 0 esetet ugyanis
még nem zartuk ki. Az utébbi egyenlet azonban homogén linearis egyenletrendszer a dr°-ra



9

nézve. Ennek a det F' = J > 0 relécio teljesiilése miatt csak trividlis megoldésa van a dr®-ra.

Kovetkezésképp ds? = dr
pozitiv definit.

©.C?-dr° = 0 csak |dr°| = 0 esetén lehetséges. A C° tehat valoban

5. hét:
1. Igazolja, hogy
V=V F'.
(6 pont)
Megoldas:
Az alabbi atalakitas vezet célhoz:
0 0 0
V= 0n% T g T g% T
0 0x° 3 oy° 0 0z° ot
ox° 895 °dr | 9z00z ) *
. 0 0z° 8 oy° . 0 0z° ot
Oz° 0 ° gy 0z°0y ) Y
n 0 833 (’9 0y° 0 0z° B
dx° 32’ °© Jz  0z° 0z €=
(0 O.8r 8 O_@+a o Or° n
"\ 0% 0z Ty 0w 0207 9x )"
n 860.81‘ 3eo‘@ aeo.aro ot
oo ™ Oy  Oye Y Oy  0z0 * Oy )
. 8e0.3r° 860'81"’ 8eo'@ o —
dxe * 9z  Oye Y 9z  0z0 * 0z ) °
or° or° or° 4
_yo. (9 or” o —ve.FL.
\Y <8x Qe+ oy ©ey+ ®ez> \Y

F—l

Ezt kellett bizonyitani.
Nyilvanvalé a fentiek alapjan, hogy

Ve=V.F

relacio6 is fennall.

2. Legyen ®(r), u(r

(r) és E(r) a kontinuum valamilyen allapotat a pillanatnyi konfiguracioban

leir6 skalar-, vektor- és tenzormezs. Igazolja, hogy fennallnak a kovetkezs Gsszefiiggések:

PV =0V’ .- F !, u@VvV=u®

1
V.-E=FTVv°. E

(4 pont)
Megoldas:

ve.F

)

E®RV=E®V°

FE

2 =T
E-V=E -F'v°.

Az el6z6 feladat allitdsanak felhasznalédsaval azonnal adodik a megoldés.

3. Igazolja a Green-Lagrange és a jobboldali Cauchy-Green alakvaltozési tenzorok invariansaival

kapcsolatos

o 1 o (e}
Elzi(cl_?’)a Efr =

Osszefiiggéseket. (4 pont)

1
1(Ch—2C7+3)

o 1
Efr = g

(Clir—Cir+C7 = 1)



Megoldas:

A fétengelyek koordinatarendszerében

3 A0 0
c°=Y Mnfen!, C'=|0 A 0
i=1 0 0 A

a jobboldali Cauchy-Green alakvaltozasi tenzor és matrixa.
A formalis szamitasokat értelemszerten a fGtengelyek KR~ében végezziik.
Figyelembe véve, hogy

M-1 0 0
(c°-1), E° == 0 M-1 o0
0 0 -1

és kihasznélva a skalaris invariansok definiciéja alapjan adodo
CP =X+ A5+ 3,
CPr = ANIA3 + ATA5 + A3)3,
Crir = A%)‘% )\§

Osszefiiggéseket irhatjuk, hogy

Bp =5 (41 + (4 -1+ (4 -1)] = 5 (4 4+ 0= 3) = 5 (7 -9
Bpo= IR0+ ) (-1 + (-1 (8- 1)] =

1 1
:5ﬂﬁ£+ﬁﬁ+x@?&@ﬁ+g+A@+ﬂ:Z@m—mx+m
tovabba, hogy
Efr = ()‘% - 1) ()‘3 - 1) (Ag - 1) =

AIAAS — (AIAS + ATAS+0303) + (A + A3 +A3) — 1] =

= 00| — 0o

= S (C—Ci+C7—1).

oo

4. Igazolja az Euler-Almansi és a Cauchy-féle alakvéltozasi tenzorok invariansaival kapcsolatos

1

1 1
Er=g (3-B7Y) ., En= 1 (3-2B;'+B;'), Eur= 3 (1-B7"+ By = Bry)

Osszefliggéseket. (4 pont)
Megoldas:

A fotengelyek koordinatarendszerében

5. ﬁ 0 0
-1 -1 1
B = Z V n;, ¥n; , B = 0 2 0
i=1 "7 0 O /\1—2
3
a Cauchy-féle alakvaltozasi tenzor és matrixa.
A formalis szamitasokat a f6tengelyek KR-ében végezziik.
Figyelembe véve, hogy
1
. . 1-— 3 0 1 0
Ezi(jfol), E:§ 0 -5 0
0 0 1-<
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és kihasznélva a skalaris invariansok definici6ja alapjan adédoé

1 1 1
Bil'l=S5+=5+3
VA VDY

1 1 1
Bl =
OV VYISV
1
-1

7 =
AIASAS
Osszefiiggéseket irhatjuk, hogy

[ () (] C ) e
2 A2 A3 M 2 YD VDY 2 I

és

130208002 () 0

1,1 1 1 1 1 1
32<++)+ + + ]32B_1+B_1
2 [ 2003 A2 M3 A3 A3M 1 ! i)

tovabba, hogy

[N SR S N GRS T W R T
=g A2 A2 )

B SV VDY a2 e ) e T

1 -1 -1 -1
:g(l_BI + Brg _BIII> :
. hét:
1. Mutassa meg, hogy a Green-Lagrange és Euler-Almansi alakvéltozasi tenzorokban valoban

nincs benne a merevtestszeri forgas hatasa, azaz csak az alakvaltozasokat tartalmazzak.
(4 pont)
Megoldas:
A polaris felbontasi tétel szerint FF = R - U°. Ezt helyettesitve a jobboldali Cauchy-Green
alakvaltozasi tenzorba kapjuk, hogy
COZFT'F:UOT'RT'R'UOZUOT'UO:(UO)2 .
—

I
Ez azt jelenti, hogy fliggetlen a C° jobboldali Cauchy-Green alakvéltozasi tenzor a merev-
testszerd forgas hatasat megjelenité R tenzortdl. Figyelembe véve ezek utan, hogy az egy-
ségtenzor minden vektort onmagéra képez le, azaz ehhez a leképezéshez sem tartozik forgas,
a Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor

E":%(CO—I)

képletébdl azonnal kovetkezik az allitds Green-Lagrange alakvaltozasi tenzorra vonatkozo ré-
sze.
Az allitds masodik részének igazolasahoz vegyiik figyelembe hogy F =V - R, amivel
B=F F'=V.R-(V.-R"=V.R-RT . vi=v.vT =v2.
—
I

Ez azt jelenti, hogy a baloldali Cauchy-Green alakvaltozési tenzor is fiiggetlen a merevtest-
szerd forgastol (az R tenzortol). Ezt figyelembevéve azonnal kovetkezik az igazolni kivant
eredmény az

_ 1 -1
B-l(-B")

Euler-Almansi alakvaltozasi tenzorra nézve is.
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2. Mutassa meg a polaris felbontéssal kapcsolatos eredmények felhasznalasaval, hogy a V' tenzor

n; (|n;| =1, ¢ =1,2,3) f6iranyai az n, = R-n? (nf az U° sajatvektora, [n?| = 1) modon
szamithatok. Mi az utobbi képlet jelentdsége? (6 pont)
Megoldas:

A polaris felbontasi tétel szerint V. = F - RT = R-U°- RT . Kovetkezésképp
V.(Rn)=R-U°-R" (R n?)=R-U° R’ R-n?=R-U°’ -n?
—

——
I )\7,1’12)
azaz
V. (R-nl)=\ R-nJ .
—— ——
Mivel az U° és V tenzornak azonosak a sajatértékei az utobbi egyenlet szerint a kapcsos

zarojelben allo kifejezés a V' tenzor sajatvektora kell, hogy legyen. Ez azt jelenti, hogy
R-n}=n,.

(A forgatas nem valtoztatja meg a vektor hosszat: n; is egységvektor.)

A kapott eredmény szerint a f6tengelyek altal alkotott triéder a pillantnyi konfiguracioban
ugy kaphaté meg kezdeti konfiguraciobeli f6tengelyek alkotta triéderbdl, hogy az utobbit
athelyezziik a pillanatnyi konfiguracioba, majd elforgatjuk az R tenzor megszabta médon.

. Igazolja, hogy

3
F = Z Ain; @ng .
i=1
az alakvaltozasi gradiens alakja, ha a f6tengelyek KR-eit hasznaljuk. (4 pont)
Megoldas:

A polaris felbontéasi tétel szerint

3 3 3
F=R-U’=R-> \n{®n{=>» A R-n@n!=)Y \n;®n{.
i=1 =1 i=1

(2212

. Igazolja, hogy

3
R:Zni®n§’.
i=1

a forgatd tenzor, ha a fétengelyek KR-eit hasznaljuk. (4 pont)
Megoldas:

Azonos atalakitasokkal kapjuk az igazolni kivant eredményt:

3 3 3
R=R-I=R-) n}®n]=) R-nj®n}=) n;®n].

. Valamely F (det(F') > 0) tenzor F =V - R baloldali polaris felbontasdban a

V=R-U-R"
modon értelmezziik a V' tenzort, ahol az R - U szorzat az F' jobboldali polaris felbontéasa.
Igazolja, hogy
(a) a V tenzor szimmetrikus és pozitiv definit,

(b) V-R=F,

(c) V2=F.F7T.
(8 pont)
Megoldas:

A megoldast részproblémak sorrendjében tekintjiik at.
(a) A V tenzor valoban szimmetrikus mivel

T
VT:(R-U-RT> ~R(RUT=RU" RF=R.U-R'=V.



13

A tenzor pozitiv definit voltanak belatasdhoz vegyiik figyelembe, hogy U pozitiv definit
volta miatt

det(V) = det(R) det(U)det(R") = det(U) > 0.
1 1

Legyen w tetszoleges nem zérus vektor. A w felhasznéalasaval irhato, hogy
w-V.-w=w-RU-R'-w=w-R-VU- VU -R" -w=
2
- (\/ﬁ~RT-W> -\/ﬁ~RT-W=(\/ﬁ-RT-W) >0,
ahol a

VU -R" - w

szorzat a feladat feltételei mellett sosem lehet zérus, ha |w| # 0, mivel
det (\/ﬁ~RT) = det (\/ﬁ) = +/det(U) >0,

ami azt jelenti, hogy a VU - RT - w = 0 homogén egyenlet rendszernek csak trivialis
megoldasa van a w-re.

Kovetkezésképp a V' tenzor valoban szimmetrikus és pozitiv definit.
(b) A V - R szorzat tekintetében az értelmezs egyenlet alapjan irhatjuk, hogy

V.R=R-U-RF-R=RU=F.
N——
I
(c) Hasonléan kapjuk V? értéket:
Vi=R-U-R" RU R'=R-U- (R-U")=F-F".
N—— —— S

I F F
7. hét:
1. Igazolja a részletszamitasok aprolékos bemutatasaval, hogy
av.
dve

a térfogatelemarany. (4 pont)
Megoldas:
A dV értelmezése alapjan irhatjuk, hogy

dV = (dr; xdry)- dI‘s
or or . or . or or ., Or or B
o [(Zat e g e ) ¢ (s Py )] (Basg Zang e Za)
or  or
- K >dx‘1’dy2 dyfdx§)+(az e )(dy dzg — dysdz?) +

ar 8r o o o o @ o @ o @ o _
+ (82 e ) (dzgdxs — dzgdxl)} (axdxg) + 8ydy3 + &deS) =

- (G
[ > 81‘] [(dr¢ x drd) - dr¢] = JdV°

(5 5) 5

ahonnan azonnal adodik az igazolni kivant Osszefliggés.

0
50 ) - 5| — aygast) o + dug (@stag - dsgast) + (dnta - dygale) dsg] =
z

2. Igazolja a dV = dA - drs és a dV° = dA° - dr§ képletek felhasznalasaval indulva ki az el6z6
feladat allitasabol, hogy
dA = JF " .dA°.
Itt F~7 = (F~HT. (5 pont)
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Megoldas:
A
dV = Jdv®°
képletbdl azonnal kovetkezik, hogy
dA - drg = JdA? - dr§
Mivel itt drz = F' - dr§ kapjuk hogy
(dA-F—JdA°)-dr§ =0
barmilyen is legyen a dr§. Kovetkezésképp
dA-F=F".dA = JdA°.
Innen az F~T-vel balrél torténé szorzas utan azonnal adodik a bizonyitani kivant
dA = JF T .dA°

egyenlGség.

. Igazolja, ez esetben a

dA = JF~ T .dA°
Osszefiiggésbdl indulva ki, hogy
dV = Jdve.
(5 pont)
Megoldas:
Visszaidézve, hogy dV = dA - drg, valamint kihasznalva a kiindulasul valasztott Osszefiiggést
irhatjuk, hogy
AV = JdA° - F~' - drz = JdA° - dr§ = JdV°.
N—— ——
drg dve
Ezt kellett igazolni.

. Tételezziik fel, hogy Euler féle leirasmodban

umzx—iy, Uy =T+ 2y, U, = —32
az elmozdulasmez. Hatarozza meg az inverz alakvaltozasi gradiens és az alakvéltozasi gra-
diens matrixait. Mutassa meg, hogy a fenti elmozdulasmezével leirt deformacio esetén zérus
a térfogatvaltozas. (5 pont)
Megoldas:
Visszaidézve, hogy
Fl'l=I-uV

kapjuk, hogy

1 00 Upy Upy Ugps 0 1 0
F'=10 10|~ w2 uyy uy. |=] -1 -1 0],
0 0 1 Uy g Uzy Uz 0 0 4
ahonnan az inverz meghatéarozasaval kovetkezik, hogy
-4 -1 0 -4 -1 0
F= 4 0 0], J=det(F)=| 4 0 0 |=1
0o o 1 0o o0 1

A fenti eredménnyel
dV = JdV° =dV°,

ami azt jelenti, hogy alland6 az elemi térfogat, azaz nincs térfogatvaltozas.
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5. Homogén deformaciérdl beszéliink, ha allandé az alakvaltozasi gradiens. Tekintsiik a
T =az’, y = —(by® + ¢z°) , z=cy’ — bz’
alakt homogén deformaciot, ahol allandbéak az a, b és ¢ paraméterek.

(o) Hatarozza meg a C° jobboldali Cauchy-Green, az E° Green-Lagrange, a B baloldali
Cauchy-Green, valamint az E Euler-Almansi alakvaltozasi tenzorok matrixait.

(8) Tegyiik fel, hogy b = —cost és ¢ = —sin®¥. Mutassa meg, hogy nincs ez esetben
alakvaltozas, ha a = 1. Magyarazza el, hogy az utobbi esetben az x tengely koriili
forgatas a szilard test mozgasa.

(6 pont)

Megoldas:
Elemi szamitassal adodik, hogy
ox ox ox

887;" %yo aazo a 0 0

— ) ) Y _

F= ox° 9 0z° - 0 -b —c ;
Jz éé Jz 0 c —b

ox° dy° 0z°
amivel rendre kapjuk az (a) kérdés megvélaszolasahoz sziikséges eredményeket:

a 0 0 a 0 0 a? 0 0
C°=F'F= 0 -b ¢ 0 b —c|=|0 b+ 0 ,
0 ¢ b 0 0 b2 + 2
1 1 a® -1 0 0
EO—5(7 =3 0 P+cf-1 0 ,
0 0 b2 +c?—1
a 0 0 a® 0 0
B=FF' = 0 =b ¢ |=|0 B2+ 0 ,
0 —c —b 0 0 b2 + 2
L0 0
B'=|0 m= 0 ,
0 0  gmr=
1
- = 0 0
o 1 —1 1 a* 1
EP=s(I-B)=5| 0 1l-@mz 0
0 0 -
Ami a (B) kérdést illeti vegyiik figyelembe, hogy ez esetben
a 0 0 1 0 0
F=|10 -b —c | =0 cos?Y sind
0 ¢ —b 0 —sind cos?d

az alakvaltozasi gradiens méatrixa. A méatrix alakjabol kovetkezik azonnal, hogy a
dr = F - dr°
leképezés az x tengely koriili véges forgatas. Ez egyben azt is jelenti, hogy nincs alakvaltozas.

Ha formalisan szamolunk, akkor pedig az a = 1 és b? + ¢? = 1 képletekre tekintettel azonnal
adodik, hogy

EOZE:

o O O
o O O
o O O

vagyis valoéban zérus az alakvaltozas.

. hét:

1. Hatarozza meg a Jacobi féle fliggvénydeterminans materialis id6 szerint vett derivaltjat. (4
pont)
Megoldas:

Vegyiik figyelembe, hogy
dV =Jdv®°
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ahonnan .
d dv
v =—D;=JDg.

T=qve = ave

. Igazolja, hogy

(dA)y =— (D —-D;I)-dA+W -dA
(A bizonyitas soran eltérGen a 3. hét 5. jeld feladatatol a
dA =JF " .dA°
képletbdl induljon ki.) (4 pont)
Megoldas:
A fenti képlet id§ szerinti derivaltjat véve kapjuk, hogy
(dA) = JF~T.dA° + JF ' . dA°

ahol
Fle—(F'.0) =—L". F!

és igy
(dA) = JFT.dA° — JLT - F~'. dA° = (DII - LT) LJF1.dA° =
- (D,I—LT) dA = [D;I— (D —W)]-dA = — (D — DI)-dA + W -dA.

Ezt kellett igazolni.

. Allapodjunk meg abban, hogy valamely C' a tenzor els6 invariansat az alabbi modokon jeldl-

juk:
Cr=(C),=tr(C) .
Legyen az A és B két masodrendd tenzor. Igazolja, hogy

(AT.B)I:tr(AT.B):A..B:B..A

(4 pont)
Megoldas:
Az (x,y,z) KR-ben

AT:e$®az+ey®ay+ez®az és B=b,®e;,+b,®e, +b,®e,
amivel
AT-B:(ax~bx) e;Re;+(a,-by)e, e, +(a,-b,)e,Re,
és igy
(AT-B)I:tr(AT-B) = (a, b,)+ (a, - b,) + (a. - b.) .

Masrészrdl pedig

A--B = (a;-by) (e;-e:)+(ay-by) (e,-e)+(a.-b.) (e.-e.) =
=1 =1 =1

- (az-bm)+(ay-by)+(az-bz):(AT-B>I:tr<AT.B)'

Végezetiil megjegyezziik, hogy az A - - B energia tipustu kommutativ, azaz A--B =B -- A.

. A U(A) skalar esetén a

O (A)
9A

derivalt egy olyan méasodrendd tenzor, amely matrixdnak

aU(A)
. m,n=1,Y,z
Otmn
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az elemei. Igazolja, hogy
0 det(A)
0A
(Vegye figyelembe, hogy det(A+dA) = det(A)det(I+ A" -dA) és hogy det(I+ A" dA) =
14+ (A ' dA); (miért ?). (12 pont, egy héttel hosszabb hatarids) (4 pont)
Megoldas:

A determinansok szorzastételét kihasznalva irhatjuk, hogy

det(A+dA) =det [A- (I+ A" -dA)] = det(A)det(I + A™" - dA),

=det(A)A™T.

Legyen a W valamilyen mésodrendt tenzor. Visszaidézve, hogy
det (W - )\I) =)\ + VV[)\2 — WA —=Wirr

tegyiik fel, hogy a jelen esetben W = A7 . dA és A\ = —1, amivel a linearis tagokat Grizve
meg kapjuk, hogy

det(I+A™'-dA) =1+ (A1 -dA);.
Ennek alapjan fennall, hogy
det(A + dA) 2 det(A) [1+ (A" - dA);] =
= det(A) + det(A)(A™ - dA); = det(A) + det(A)A™ T .. dA.
Mivel a det(A) egy skalar az is fennéll, hogy

| Ddet(A)

9A -dA.

det(A 4+ dA) = det(A)

Az utobbi két egyenlet egybevetésébdl

Odet(A) B _7
béarmilyen is legyen a dA. Koévetkezésképp kapjuk a bizonyitani kivant Gsszefliggést:
Odet(A) _r
— = A)A™ .
9A det(A)

. hét:

1. Igazolja az
nN=-VxexV

egyenlet felhasznalasaval, hogy

Nex = Ey,zz + Ezxx — Vyz,yz

1
Nzy = 5 ('—Yzz,y + Yyz,x — 717?!72),2 — Ezmy

(6 pont)
Megoldas:
Megallapodés szerint
€x 3oy %%z
E=a, Qe tay,Qe, +ay ey, 52[0‘90 Qy aZ]: %'Vyw &y 3Tyz
§’sz %’qu €z
Visszaidézve, hogy

Nex =€ -1 €y
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kapjuk, hogy
nxx:_ex~szxV-ex:(—exXV)~€-(VXex)=

— ,ge +ge e fge +2e — fge +2e ,aaz +% —
n oy © 0z Y oy = 0z Y) oy © 0z Y oy 0z )
ey ay O’e.-a, 02 e, 0%, 0%y
022 + o2 Oydz (e: -y +ey-az) = 022 oy Oydz
Az el6z6 gondolatmenetet ismételve

Ney =—€5-VXxexV-e,=(—e;xV)-e-(Vxey)=

(0 O N (D DN (D 0L (e e
N dy © 0z Y ox = 0z ) dy © 0z Y ox oz )

_ 0 (Oey N e, a, 0Oy -a, B e, o, 10 (0. Ve Oy B 0%¢,
0z 0xdy

ox dy 0z

Oz y 0z

oxdy 20z

2. Legyen a W ferdeszimmetrikus: W = —W7 . Igazolja, hogy a
W .n=An, n| =1

sajatértékfeladatnak egyetlen valos megoldasa van a A-ra, ez a A = 0 érték, a vonatkozo sa-
jatvektor pedig parhuzamos a vektorinvarianssal. (4 pont)

Megoldas:
Mivel a tenzor ferdeszimmetrikus a fenti egyenlet a
W -n=w,xn=An

alakban is felirhato, ahonnan kovetkezik, hogy a baloldal zérus, ha w,||n. A jobboldal ez
esetben csak akkor lehet zérus, ha A is zérus. Ezt kellett igazolni.

10. hét:
1. Igazolja a
A (B-C)= (BT.A> ..C = (A.CT) ..B =
azonossagokat. (6 pont)

Megoldas:
Azonos atalakitasokkal kapjuk, hogy

A--(B-C):(B.C)--Aztr[(B-C)T-A} -
:tr[cT.BT.A] :C~~(BT~A):<BT~A)~C.
Hasonlé modon adodik, hogy
A - (B-C)=(B-C)--A=AT.. (CT.BT):
—t(Aa-c”-B")=(c-AT). -B"=(a.CT) B.
2. Tgazolja, hogy a &y = D - - T feszilltségteljesitmeny a
By = ~B°.. T

J
modon is szamithato. (6 pont)

Megoldas:

Vegyiik figyelembe, hogy )
D=FT . E°.F!
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amivel
dy=D--T=F T .E°.F'..T=T. . F T E° F!=
—u[(T-FT) (B F )| =[P B FTT| =
= (EO.F—l) --(F‘l-T) - (F—T.EO) (T F—l) =
—tw (B F T F )=k (F.T-F7) =
(P T B
ha kihasznaljuk a
A--B:tr(AT-B> és tr(AT-B):tr(BT-A)
szabalyokat. Visszaidézve, hogy értelmezése szerint
T°=JF ' T -F 7"

a méasodik Piola-Kirchoff-féle fesziiltségi tenzor azonnal adédik az igazolni kivant képlet.
Az allitas az 1. feladat azonossagait felhasznalva is igazolhato.

3. Legyen a pillanatnyi konfiguracié P pontjaban n és n két egymastol kiillonbozs feliletelem
normalisa. A vonatkozo fesziiltségvektorokat rendre p,, és p; jeloli. Igazolja, hogy akkor és
csakis akkor all fenn a

n'pﬁ:ﬁ'pn

egyenldség, ha szimmetrikus a fesziiltségi tenzor. (4 pont)

Megoldas:

A fesziiltséget ado képletek helyettesitésével az
nT-A-h-Tn=n-T-h-nT da=n(T-T")a=0

eredményt kapjuk. Nyilvanvalo, hogy a kiilonbség csak akkor tiinhet el tetszGleges n és n-re,
ha T = T7T. Ezt kellett igazolni.

11. heét:
1. Legyen
592 3y> 0
T= 132 0 -z
0 —x O

a Cauchy-féle fesziiltségi tenzor méatrixa a pillanatnyi konfiguraciéban. Hatarozza meg a p,,
fesziiltségvektort az x2 + 32 + 2z = 0 feliilet P = (1/2,1/3/2, —1) pontjaban. Mekkora a térfo-
gati terhelés stirtsége? (5 pont)

Megoldas:
Nyilvanval6, hogy

r =ze, +ye, — (:v2 + y2) e,
a feliilet egyenlete és

dA = %dx X g—;dy = (e, — 2ze,) x (ey — 2Ye,)dzdy = (2zve, + 2ye, + e,) dxdy

a vektorialis feliiletelem, amivel
_dA  2ze, +2ye, +e, 2ze,+2ye, te,

dA iz idapr+1 0 Ji—42

n
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a feliileti normalis. A kérdéses pontban

V5

e; +V3e, +e,

1
V3
NG

1

- is —1.157
1 o~ 0.7826
V3 —0.17320

2. Ismeretes a Cauchy féle fesziiltségi tenzor méatrixa

ahol az o és 8 allandok, mig x = 2%’ — y°e~ ¢, y = 2%’ + y°e~

5a?

T (z,y,2t) = |ayz®

0

ayz> 0

0
Ba?

t s z = 2°. Hatarozza meg a

térfogati terhelés stirtiségét, feltéve hogy teljesiil a kontinuitasi egyenlet. (6 pont)

Megoldas:
Nyilvanval6, hogy

és hogy

J =

és

p=1p°/J

T v = (2x+az2)ew+2yey.
Nem nehéz ellenérizni, hogy emellett

ox
ox°

Oy
ox°

Jz
ox°

ox
Oy°
o
d:

dy°

Uy =Vp =T,

0z°

Oy

&
z

0z° 0

Ay = Vy =Y,

A fenti mennyiségek felhasznalaséaval

(e}

ox
et

q=pv-T vy = % (zey +yey) — (2x + azQ) e, — 2ye, .

a térfogati terhelés stirtisége.



