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Alakvaltozasi tenzorok

Mozgasfiigguény Inverz mozgdsfiigguény
xP = 2P (%, 2%, 2%3; 1) %P = 2°P(x', 2% 23 t)
oz
Jx o — > 0
) amok
ge = 8" gn g =8" " 8m

r(x°t, 292 2%% 1) = r° + u®(2°, 2%, 2% t) ro(al,2? 2% t) = r — u(z!, 22, 23 t)

Alakvdltozasi gradiens

Fzr@VO:Fpogp®g°k:GL®G°L:R-U°:V-R
k

oxP
P _ ppgrol _ p pomgyrol __ y/Ppl __ yyPI om
ch_ ppen —R?U _gﬁ@R U —VIRIOC—VIngz
F :Fio;oggz@gok: I+u®Ve
dr=F-dr°  da? = F?, dz*"
k
Inverz alakvdltozdsi gradiens
Fl=rgVv=_(F" gog =G oG
5 0xP
—1\P _
(F ) kT~ Ork
0
F!' = (F_l)p/,C g;@gk =I-u®V
dr*=F"'-dr  da? = (F")" da
Jobboldali Cauchy Green Cauchy
féle alakvdltozadsi tenzor
o 0 .0 o o — _1\T _
C°=Chg*wg’ =F'-F= (U B~ = (B), gk®gl:(F 1) F=V?
] Oz Ozt -1 -1 10; 1 0x°P Oz °
Cia = Fp;;Fp‘l’ = Dok ool I (B )Icl =(F) k (F )pl Ok ol I
dr; - dr; = dr} - C-dr dr{ - drg = dr; - B™-dr,
Lagrange Euler
féle alakvdltozdsi tenzor
1 1
EOIEZlgOk®gOl:§(CO—I) E:Eklgk®gl:§(I_Bfl)
1
E° 5[(V"@u )+ (V) +(Veeu?): (u’ e V)
1
E= 5[(V®u) +(ueV)—(Veu) (ue V)]
o 1 omn O mn
By = 5 (upy + ufy + g"""uyp ) B = B (Ukg + e — g™ Unyeting1)

E’=F".E-F E=(F') .E°.F'



Egyiittmozgé KR-ben
1

E;)(L = 5 (QKL - Q%L) = Ekr

Alakvaltozasi mértékek

Vonalelemardany
ds
Ay = y =Ve? - FT.F-e°=Ve° - Co-e° = +/1+ 2e°  E° - e°
50
ds 1 1 1
)\S = —O: = =
ds \/e-(Ffl)T-Ffl.e Ve-B-l.e +1—-2-E-e
Fajlagos nyildsok
ds — ds° 1
= =)—1=V1+2e -E°-e°—1= —1
ds® V1—2e-E-e
ds — ds° 1 €2 1
gs:—zl——:—szl— :1—\/1—2€~E-e
ds As s V1+2e E°-e°
Szogudltozdsok
Cosa:cosao—l—Qef-Eo-eg: cos a” +2e;-E - e
(L+¢e5) (1 +e3) (L+e5) (1 +e3)
7 7
ha @ =5 A=A T2 T 5 T T
1. el -E°- e
— sin = =e -E-e
2 T e (Lregy)

Térfogatelemek, térfogatelemardany

0_ o ok ol om _ D q s
av® = ey, dr{"dx’ dxs AV = gpgs dx'| dx5day

AV = L], edV®
gO
av g
A== L
Coave  \ g

kartéziuszi KR-ben

dV = J,0dV° Ay = J,,0

Feliiletelemek
dAS = efy, daSda™ dA, = epys drd dzs

dA, = \/g]mo FhdAS, =\ FdAs, — dA = %Jz,zo (F)" - dA° = )y (F7)

kartéziuszi KR-ben
dA = J,0 (F1)" - dA°



Materidlis id6 szerinti derivaltak

Tvelemvektor derivdltja és az Euler sebességgradiens felbontdsa

or  Or OxF
i — D __ o, oK
R T T TR
(dr) =L-dr L=v®V
1 1
L=D+W D=-(L+L" W=-(L-L"
+ LLn) L -1
(d:t:k)' =¥ dz® = vk;sd:l:s
1 1
lpg = dpq + Wpq dpq = B} (Vpig + Vgip) Wre = 5 (Vpig — Vgip)
Euler féle tenzormezd Lagrange féle tenzormezd
H(z!, 2% 2% 1) = hyeg? © g° HO (27, 2%, 2% 1) = h g™ © g™
dH OH dH OH
H = —| =221 HaVY)- Hey = &2 _ 222
(H) at | g, g FHEV)V M) = =%
. Oh , . dh? 0h?
(hpq) = 8—5(1 + hpgsrv (hgq) = qu = 8—5(1
Alakvdltozasi gradiens
(F) =L-F (FT).:FT-LT
(ka> = LLFS, = viL kT, <ka) = Fl L, = Fp v,
Inverz alakvdltozdsi gradiens
(F 1) =-F'.L (F )] =1 "
[(Ffl)rki| _ (Ffl)rs LSI@ — _ (Ffl) . Us;k [(Fﬁl)kr} _ _Llcs (Ffl) ST _ (Ffl)sr Uslc
Cauchy féle alakvdltozdsi tenzor Jobboldali Cauchy-Green féle alakvdlto-

2dst tenzor

(B™) = [(F”)T : F] =-L"-B'-B 'L  (C°)=(F"'F) =2F"-D-F

Euler féle alakvdltozdsi tenzor Lagrange féle alakvdltozdsi tenzor
(Ey=D-E-L-LT.E (E°) =FT.D-F

=D-E-D-D-E+wxE-Exw



Jauman féle objektiv derivdlt
H'ZH)) - (W-H-H- W) =(H) — (wxH-Hx w)
FEuler féle alakvdltozasi tenzorra
EV=(E)-(W-E-E-W)=D-E-D-D:E
Néhdny tovabbi nevezetes materidlis 1dd szerinti derivdlt

) =(1+e)e-D-e (es) =(1—es)e-D-e
dA

(Aa) = <@> =A4(Dr—n-D-n)
() = (%) —\D;

— (@) = (712) =2e;-D-ey e lesy

(1 — €V) D[

A kontinuummechanika alaptérvényei

A kontinuum bels6 erérendszere
Cauchy féle fesziiltségi tenzor

T=t"g, ®g
Elemi erd a dA feliiletelemen, fesziiltséquektor
dF =T -dA = gr tkldAl = L tleLl dA

1. Piola Kirchoff féle fesziiltségi tenzor II. Piola Kirchoff féle fesziiltségi tenzor

= L b () trr = Lo (PR ()
gO gO
S= L JT (F ) = 2. EYH. T FYH
gO gO ?

Elemi erd a pillanatnyi és kezdeti konfigurdcio feliiletelemén
dF =S -dA° dF° =T - dA°

dF = F.dF°
(itt F az alakvéltozési gradiens)

Kartéziuszi KR-ben

S =J,,.T-(F1)" T° = J, 0 (F1)-T-(F1) = (F1)-S



Az alaptorvények
A tomegmegmaradds elve, kontinuitdsi egyenlet

m = (/pdV) =0
%
p'—l—pv'ﬂ,~C =0 p+pv-V=0

A dinamika alaptétele, a mozgdsegyenletek

_oom qdV aV —n
apdV aV—n _{ T-dA az A —n

Pillanatnyi konfigurécié

pat =t + ¢* pa=T-V+q
6kl,~tkl =0 T = TT

Kezdeti konfiguracié

poaok — [(6[56 + uolc ;5) tosl] : + qolc poao _ [(I + u° ® VO) . TO] . VO + qo
e (65 +u )t =0 I+ @V -T°=[I+u®V°) T

A mechanikai energia tétel

1
T':—/UdeV PB:/t“dkldV:/T--DdV
2 14 14 14

PK:/vqudV—l—/vktklnldA:/V-qu—I—/V-T-dA
v A v A

T" = Px + Pp

tMddV =t (E7,) dV°

A termodinamika 1. fététele. Az energia egyenlet

EB:/edeV PQ:/rpdV—/hknde:/rpdV—/h-dA
14 14 A 1% A

(T+EB).:PK+PQ
ples) =tMdy+rp—n%  plep) =T--D+rp—h-V

CI)]\/[ = tkldkl ‘I)Q =Trp— hk’k
pleg) = @y + g



A termodinamika II. f6tétele Az entropia tétel

I () h*(Ou)
' — b ——E — Py 4
p@s > pr h,k‘i‘ 5 o+ =
k k
p@5._p(63)'+tkldkl_@>o @D_%>O

dp = tMdy — pl(ep) — O]
Az egyensiilyi egyenletek dltaldanos és teljes megolddsa
tlcl — €kpq€lmer;qs + gllefS + gksxl;s - Xs;sgkl Hp’r‘ — H'rp

T=-VxHxV+Vex+x®V-(x-V)I H=H"

A fesziiltségekre vonatkozé homogén megoldds szerkezete

! ! / /
t11 ="Haz g3 + Hsz 20 — Hos 23
! ! / /
tos ="Hsz3 11 + Hi1,33 — H31,31
! ! / /
ts3 = Hi1,20 + Ha211 — Hiz212

1

"ty = 5 (/H13,2 +/H23,1 —/H12,3),3 —/H33,12
1

"tog = 5 (/H21,3 +IH31,2 —/H23,1)71 —/H11,23
1

"t31 = 5 (/H32,1 +/H12,3 —/H31,2),2 —/H22,31

A Hy és Hy + %(wk;l + wy)
HésH+3(wV+Vew)

Maxwell féle eléallitds

"Hiy 0 0 Hee O 0
H] = 0 "Hye O = 0 Hy, O
Morera féle elballitds
0 /HIQ IHIB 0 sz Hmz
[H] - /H21 0 IH23 - Hym Hyz
"Ha1 "Hzz 0 H.e Hoy O

} fesziiltségfiiggvényekbél azonos a fesziiltségmezd



A virtudlis teljesitmény elv és a kiegészitd virtualis teljesitmény elv

/ Hiy, dV = / Griedv + / Tty dA + / FondA
\% A

P

/T--f)dV:/ AdV+/ v-T-ndA—i—/ p-VvdA
1% Ay Ay

/tkldkldV / q vde—i—/ vktklnldA—I—/ ﬁkvde
1% Ay A

P

/T--DdV:/q vdV+/ v-T-ndA—i—/ p-vdA
v Ay Ay
vagy

/ H Sy dV = / Grs0p dv + / P60, dA

1% 1% Ap

/T..adez/(&).évdv+/ b 6vdA
1% 1% A

P

/dklétkl dV:/ 6k6tklnl dA
\4 Ay

/D--&TdV:/ v-6T -ndA
V A’U

A virtudlis munka elv és a kiegészit6 virtudlis munka elv

L a
/ tHS Eyy dV = / Grsu dv + / F6uy dA
1% 1% Ay

L a
/T--aEdvz/(q)-(Sudv+/ b sudA
1% 1% A

P

/ enba® dV = / b n, dA
V Au

/s--éadV:/ u- 0T -ndA
v A

Egy iteracids eljaras fobb 1épései

(kJrl)uo — (lc) ° 4 A(lc

k+)ge — Mge 1 AKE

(k)Eo _ [(k)u QV°+V°® k)uo + (vo ® (k)uo) . ((k)uo ® vo)]

l\DlH



ABE [@vk VRV + V' ® (APu%)] +
_|_% {(vo®(/€)uo) . [(A(k u ) QY } + [V0® (A(k)uo)] (Ic) o®vo>}

N 1
(K)o _ = o (k)40 . (k)40 o
AVE? = 2 [v7 @ (A%u?)] - [(AM?) © V7]
(k+1)To — (lc)To _'_A(/C)TO

su’ =6 (A®u°)

SRS = 6A(’“)]§)° + 5A<k>ﬁ°

L 1
SAME = =[5 (AW?) © V° + V7 @ 5 (AW
" (e ) - [ (AY) © V7] + [0 @ 6 (A%0)] - (P 7))

SAWE {[V° @6 (APu)] - [(AVu’) @ V] + [V @ (AP?)] - [§ (AYu’) @ V] }
A virtudlis munka elv

/ [(BTe + ABT] - PR aVe = / [\ + A®N,] g-6u® dVe
Vo

- / [Aa+ AN, p-bu®dA°
43

Linearizalt alak

/ AFTO . .8 <A<k>1530) dVe + / ke . .8 (M ) dVe =
VO o
(k) L
= —/ T .6 (A(’“)EO) dve

/ ®\va-6 (APu%) dve + / BXap-6 (APu°) dA°
Ve Ag
Anyagegyenletek
Hérugalmas test

f<®= Elgl) =ep — sO
Op =t'dy — p[f — 0] = (t"kl —p° of > (Ep) — p° (S + ﬁ) O =0

Oy, 90
of of of
tok:l — 0 tkl — —_
Yo PoE, BT

Hévezetési egyenlet
o1 >f
0O0EY, 00?2

=10 | e (BR) + 5k®] o = 0



Linearizdlt egyenletek

(] _ oaf (9070) _ oaf (6070) _
p°f(©,,0)=0  p 5, 0 e 70
oan (@0?0) _ Cklpq poa2f (@0?0) _ —ﬁkl poﬁ =c

&sklﬁqu (%klﬁ@ (9@2

1
p°f (@o, €l~cl) = 5 [€klcklpq5pq - 25“&:1 (@ - @o) —C (@ - 90)2}

O_kl — Clclpquq o ﬁkl (@ o @0)
€pg = Cp_q}clo-kl + g (O — O,)

klpg—1 __ ¢kl o —1 prs
Chmo-l — gksl o =C

pgars pgrs

hk:_ kl@l

)

(“kl@»l)-k — 08" (ey) — OO = —p°r
(’fklﬁ,l)-k - @oﬁkl (ep) — O = —p°r

Egyenletek homogén és izotrép testre

R = kg g = Bg* e = B

2uv
Clclpq — )\gklgpq 4 I (glcpglq + gkqglp) — K Vglclgpq 4 I (glcpglq + gkqglp)

1-2
ol = _;gklgpq + 1 (g/fpglq + gkqglp)
pakl 200 (2p + 30) 24

_ v kl pq 1 kp lq kq lp
- +— -
L 2M(g g+ g"g")

v
O = 2UER + Ne1gr — B (© — O,) = 24 <€l~cl + T 2V8Iglcl> — BV
! A +agud = — v + agud
e =— | op — o Q =— oy — o a
Kl 2 Kl 2+ 3 I\ 19kl gkl 2% Kl 110 19kl gkl

kAY—0,0(er) — O = —p°r

Rugalmas test
(o] o (o] 1 (o] 2 O O
Ey = gklEkl By = ) [(EI) - Equpq}

ES == [-2(E))’ + 6EyE}, — ES"EXE]

=



_ o o o
€B = €B(E17 EID EHI)

tOkl — t —
OE?, P OEy,

tokl — aogokl + atl)Eok:l + a(Q)EOI;:Eosl
th = a,g™ + a  EM + agEkSESI

86 B 86 8 B
= E? EY
=" |55 + Erogh, + s
Oe B Oe B Oe B
o . _p |: - + E° . 1 al = po .
oL}, "OEY, ’ LT,
Képlékeny test
Képlékenységi feltétel

0

fle™) <0 ankl (%) <0 rugalmas alakvaltozas
0

f(e*) =0 ankz (%) >0 képlékeny alakvaltozas

Mises féle képlékenységi feltétel dsszenyomhatatlan testre

(UI)U"'(TF)Q =0

1
\/6 [(0'1—02)2+(02—03)2+(03—01)2] = TF
Lévy-Mises féle anyagtorvény
kL' TF
g = —dkl D[ =0
(%) = ==
Prandtl-Reuss egyenlet

n- 1 kN | K1y’
)] = 5 [(0*)] +2 ()
Linearis rugalmassagtan
A primdl rendszer egyenletei és peremfeltételes

Primal értelmez6 egyenlet (kinematikai egyenlet)

5kl:%(uk;l+ul;k) sz%(U@V—I—V@u) reV
Primaél konstitutiv egyenlet
o= Ctre,, o="C. ¢ reV
Primadl egyenstiilyi egyenlet
o +4¢" =0 o-V+q=0 zeV

Peremfeltételek

=1 xr e A,

u
o'n =p o-n=p r €A



Fajlagos alakvdltozdsi energia

1 1
u = u(akl) = —O'kl€kl = —STSCTSMSM
2 2
1 1
U:U(E):§U--€:§€--(4)C--E
w_ O Il
(%kl Oe

Fajlagos kiegészitd alakviltozdsi energia

1 _
e=e(oc™) =oMey —u= iale’klisars

1
e:e(a):a--s—u:ia--(‘L)C’l--a

Oe Oe

€kl = F 27 €= 7=
ool oo

Izotrop, linedrisan rugalmas test
0¥, = 2ue® + \e 67 o =2ue + Ae;l

1 1
=— (o - A o6y E=—|0— A orl
20 2+ 3 2u 21+ 33X

U[:(2u+3)\)€[

al:2G<€kl+1_V2 81(5;“) 0':2G<€+1_2 51)
1 1
e =—(o" — Y o6y e=— (o -2 or
2u 1+v 2u 1+v
1
O'[:2G +V€[:3K€[
1—-2v

Alakvdltozasi és fesziiltségi devidtor

’ or ’ €1
— o2 e =11
1
O'IZQGE/ O'[:2G +V€]
1—-2v

Alakvdltozadsi energia térfogatvdltozdsi és izotrdp része

1 1 o €
u:aa--€:§<a’+él)--<€’—|—§II):uV—|—uT
_0151_K 2 _ 1 2
w=—g =7 E)=5gl)

1 1
uTzaa’--s’:Ea’--a’:



A mechanikai energia tétel

1 1
U= [ wdV == c"epdV == [ o--edV =—-W5g
2 2
1% 1% 1%

1 1 1 1
WKZ—/u;chdV—F—/UkUklnldA:—/U'qdv‘f‘_/u'o"ndA
2 v 2 A 2 Vv 2 A
U=Wg

A Navier féle egyenlet

1

1—2v G

aQ_
51 (V@V)+G_0

A Lagrange féle varidcios elv

Au +

Teljes potencidlis energia funkcionél

1
() = 5/6klékldV—/ﬁqudV—/ aprdA
v v A,

1
) = E/V&--édV—/Vﬁ-qu—/A a-pdA

P

Mellékfeltételek
a_/cl :CleSé»,«s &:(4)Cé eV

Els6 és masodik varidcio

OTL (1) = | 6™62dV — / Sty ¢"dV — / Sty prdA
\% |4 Ap

STI (@) = &--(5édV—/6ﬁ-qu—/ 50 - pdA
1% 1% A,

1
871 (1) = = / S e dV = / 66 --6edV >0
2 1% 14

A dudl rendszer eqyenletei és peremfeltételei

Dusdl értelmezd egyenlet (dudl kinematikai egyenlet)

h

okl — gkt — 5k”qal’"squs Hpr = Hyp zeV
h T

o—-0c=-VxHxV H=-H zeV

Hxy # 0 Hap =0 {XY}U{AB} = {pr}

Duaél konstitutiv egyenlet

ew = Clo™ e=WC!. .o zreV



Duaél egyensulyi egyenlet (kompatibilitasi egyenlet)

XY _ Equngs

n Eprigs = 0

eV

nN=-VxexV=0 (harom alkalmas egyenlet) zeV

Peremfeltételek

n“bnb:() n-n=20

ExN = % (ﬁn;)\ + &)\;n)

xr €A,

x €A,

55)\;3 - 6113;/\ = <€3n - a3;n)7)\ - FZ)\ (635 - 713;5) + bK (51/5 - au;n)

Beltrami-Mitchell féle kompatibilitdsi eqyenletek

v
Aoy +

1+v

A
0'—|—1

(01);;91 + (qey + @) + :qs;sgkl =0

1
VJ[(V@V)-I—(q@V—i—V@q)-I—%q-VI:0

A Castigliano féle varidcids elv

A teljes kiegészit6 energia funkciondl

1
K(&kl) = §/aklskldV—/ ﬂkﬁklnl dA
1% Ay

1

K@) = = 6--edV— | u--ndA
2
\%4 A

P

Mellékfeltételek
"+ 4" =0 G-V+q=
Er = C&ij’“s e=@WC ..
5, = G &-n=p

eV
reV

x €A,

e A,

r e A,



Reissner féle funkciondl

1
R (akl, ur) = / {aklu(k;l) — ¢Fuy, — 50“0,;}80”} av
1%

—f-/ (ﬂk — uk) O'leLl dA — / ukﬁde
Au A,

1 1
Row= [ {a--—<u®v+V®u>—q
172 2

—1—/ (ﬁ—u)éa-ndA—/ u-pdA
Ay A,

@Wo-1..g-1 -
boR(o,u) =0 <+ { C7 o3 R VAVEU) =0

S R(o,u) =0 <+—= { o-V+ta

Hu-Washizu féle funkcional

1
H (ug, ex, 0™ Z/ [§6k10klm6rs — o

(5kl — U(k;l)) — qkuk] av
%

—/ (uk — ﬂk> aklnl dA — / ukﬁde
Au

Ap

/ Es--(‘L)C--s—a--(s—%(u@V—%V@u)) —q-u} av
14

—/ (u—ﬁ)éa-ndA—/ u-pdA
Au

Ap

ouH (u,,0) =0 <+ {o--n—f)z() z € Ay

$.-H(weo)=0 +—= o=%C

€ zeV
boH (o,u) =0 <= {s—%(u@V—i—V@u):O

eV
u—u=20

r e A,



