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1. gyakorlat

Tensorszáḿıtás elemei, ismétlés

1.1. Tenzorokról röviden

Tenzor fogalma: Homogén lineáris vektor-vektor függvény, illetve az általa léırt leképzés.
Skalár függvények esetén mit is jelent a homogén, ill. a lineáris?

y = f (x) homogén ha y (0) = f (0) = 0
y = f (x) lineáris ha y (λx) = f (λx) = λf (x)

melyet például az y = ax egyváltozós skalár függvény teljeśıt.
Tekintük a homogén lineáris vektor-vektor függvényhez tartozó T tenzort.

−→v = vx
−→e x + vy

−→e y + vz
−→e z

hom.lin.−→ −→w = wx
−→e x + wy

−→e y + wz
−→e z

−→w = T · −→v
ahol

wx = txxvx + txyvy + txzvz

wy = tyxvx + tyyvy + tzyvz

wz = tzxvx + tzyvy + tzzvz
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1.1. ábra. A T által végzett leképzés

Tenzor többféle feĺırási módja:

• vektorok seǵıtségével:
−→
t x = txx

−→e x + tyx
−→e y + tzx

−→e z

...
−→
t y és

−→
t z hasonlóan

−→w = vx
−→
t x + vy

−→
t y + vz

−→
t z

• mátrixával [
T

]
=

A tenzor mátrixának ismeretében a −→w = T · −→v
szorzatnak a lenti mátrixszorzat felel meg:




wx

wy

wz


 =




txx txy txz

tyx tyy tyz

tzx tzy tzz


 ·




vx

vy

vz
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melyből
wx = txxvx + txyvy + txzvz

A mátrix feĺırása a kartéziuszi KR egységvektoraihoz tartozó képvektorok ismeretét igényli.

• diádok seǵıtségével, amelynek két vektoron értelmezett szorzási művelet −→a ◦ −→b = D. Ez a
művelet a diádon értelmezett további műveletek révén kap gyakorlati értelmet:

(−→a ◦ −→b
)
· −→c = −→a

(−→
b · −→c

)

−→c ·
(−→a ◦ −→b

)
=
−→
b (−→c · −→a )

A diádikus szorzatnak a

[
D

]
=




ax

ay

az


 · [bx by bz

]
=




axbx axby axbz

aybx ayby aybz

azbx azby azbz




mátrixszorzat az analogonja.
A tenzor által léteśıtett leképzés a következő formában is feĺırható:
−→w =

−→
t xvx +

−→
t yvy +

−→
t yvz =

−→
t x (−→e x · −→v ) +

−→
t y (−→e y · −→v ) +

−→
t z (−→e z · −→v ) =

=
(−→

t x ◦ −→e x

)
· −→v +

(−→
t y ◦ −→e y

)
· −→v +

(−→
t z ◦ −→e z

)
· −→v =

(−→
t x ◦ −→e x +

−→
t y ◦ −→e y +

−→
t z ◦ −→e z

)
· −→v

T =
−→
t x ◦ −→e x +

−→
t y ◦ −→e y +

−→
t z ◦ −→e z

1.2. Feladatok

1.1

Írja fel annak a leképzésnek a mátrixát, amely egy helyvektorhoz

• az (xy) śıkra való tükörképét rendeli:
Megoldás:

ey

ez

x

y

z

r

w

ex

1.2. ábra. Tükrözés az xy felületre

−→v = −→r
Tekintsük a három egymásra merőleges bázisvektort, és határozzuk meg ezek képét:
−→v : −→w :−→e x → −→e x−→e y → −→e y−→e z → −−→e z

melyből a leképzést megvalóśıtó tenzor könnyedén feĺırható:

T =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1
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• az (xz) śıkra való tükörképét rendeli: hasonlóan belátható, mint az előző esetben

T =




1 0 0
0 −1 0
0 0 1




• az (yt) śıkra való tükörképét rendeli:

T =



−1 0 0
0 1 0
0 0 1




1.2

Legyen −→n , |−→n | = 1 az origón átmenő S śık normálisa. Mutassa meg, hogy az −→r rádiuszvektor
S śıkba eső −→r ⊥ összetevője az −→r ⊥ = T · −→r leképzéssel számı́tható, ahol

T =




1− nxnx −nxny −nxnz

−nynx 1− nyny −nynz

−nznx −nzny 1− nznz




Megoldás:

−→r = −→r q +−→r ⊥, −→r q = (−→r · −→n )−→n
mely alapján −→r ⊥ feĺırható

−→r ⊥ = −→r − (−→r · −→n )−→n = −→r −−→r · (−→n ◦ −→n ) = I · −→r − (−→n ◦ −→n ) · −→r =
(
I −−→n ◦ −→n ) · −→r

melyből

T =
(
I −−→n ◦ −→n )

= I −



nx

ny

nz


 · [nx ny nz

]
=




1− nxnx −nxny −nxnz

−nynx 1− nyny −nynz

−nznx −nzny 1− nznz






2. gyakorlat

Indexes jelölésmód alkalmazása I.

2.1. Indexek jelentése

Adja meg az alábbiakban felsorolt kifejezések részletesen kíırt alakját. Ha valamelyik kifejezés-
ben hibás az indexhasználat, akkor magyarázza el röviden, hogy miért.
(a.) Ai = Bi (c.) kr = br + crra

r

(b.) fi = di + hija
j (d.) ar = dl

Megoldás:

(a.)
A1 = B1 A2 = B2 A3 = B3

(b.)

f1 = d1 + h11a
1 + h12a

2 + h13a
3

f2 = d2 + h21a
1 + h22a

2 + h23a
3

f3 = d3 + h31a
1 + h32a

2 + h33a
3

(c.) A kifejezés hibás, mert ugyanaz az index alsó indexpoźıcióban csak egyszer szere-
pelhet és ı́gy a

crra
r

tag a jobboladalon rossz!

(d.) A kifejezés hibás, mert nem áll fenn az indexegyensúly. (Az indexegyensúly elve azt mondja
ki, hogy a jobb és baloldalon minden összeadandóban a szabad indexek száma, betűjele
és indexpoźıciója azonos kell, hogy legyen.) Most egy a szabadindexek száma, azonos az
indexpoźıció, de a betűjel különböző!

2.2. Álĺıtás igazolása

Mutassa meg, hogy a
λk−→gk =

−→
0

egyenletnek csak triviális megoldása van λk-ra. Ha

xi = xi
(
y1, y2, y3

)

megford́ıtható, azaz létezik az
yi = yi

(
x1, x2, x3

)

inverz leképzés. (Illetve lássuk be, hogy a −→gk vektorok lineárisan függetlenek!)
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Megoldás:

Mivel −→r = yk−→ik = y1−→i1 + y2−→i2 + y3−→i3
és ennek alapján

−→gk =
∂yl

∂xk

−→
il =

∂y1

∂xk

−→
i1 +

∂y2

∂xk

−→
i2 +

∂y3

∂xk

−→
i3

a kovariáns bázisvektorok alakja következik, hogy

∂y1

∂x1
λ1 +

∂y1

∂x2
λ2 +

∂y1

∂x3
λ3 = 0

∂y2

∂x1
λ1 +

∂y2

∂x2
λ2 +

∂y2

∂x3
λ3 = 0

∂y3

∂x1
λ1 +

∂y3

∂x2
λ2 +

∂y3

∂x3
λ3 = 0

a megoldandó egyenletrendszer. Ennek determinánsa

Jy,x =
1

Jx,y
6= 0

Szavakban: az ER homogenitása miatt és a determináns zérustól különböző volta miatt csak a
triviális megoldás létezik azaz

λ1 = λ2 = λ3 = 0

A −→gk vektorok pedig lineárisan függetlenek!

2.3. Álĺıtás igazolása

Igazoljuk, hogy ortogonális görbevonalú koordinátarendszerben

gkl = 0 k 6= l

gkl 6= 0 k = l (nincs összegzés!)

Megoldás:

A görbevonalú koordinátarendszert akkor nevezzük ortogonálisnak, ha kölcsönösen merőlegesek
egymásra az xk koordinátavonalak. Mivel a −→gk bázisvektorok az xk koordinátavonalak érintői, a−→g1 , −→g2 , −→g3 bázisvektoroknak egymásra merőlegesnek kell lenniök. A metrikus tenzor (2.9)2 alatti
értelmezése alapján ı́rható, hogy

gkl = −→gk · −→gl = 0 ha k 6= l

és
gkk = −→gk · −→gk 6= 0.

Mivel |−→gk| 6= 0, a fenti feltételek teljesülése elégséges a görbevonalú KR ortogonalitásához.
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2.4. Mintapélda

x

y

z

i

i

i

P

y=

=

=y
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1

2

3

3

2

3

1

1g

g

g
2

r

υ

Határozza meg hengerkoordinátarendszerben

1. a kovariáns bázisvektorokat

2. a metrikus tenzorokat és

3. a kontravariáns bázisvektorokat.

Megoldás:

Az ábra jelöléseivel

x1 = r

x2 = ϑ

x3 = y3 = z

A P pont −→r helyvektora

−→r = y1−→i1 + y2−→i2 + y3−→i3 =
−→
i1 x1 cos x2 +

−→
i2 x1 sin x2 +

−→
i3 x3

alakú, azaz
y1 = x1 cosx2 y2 = x1 sin x2 y3 = x3

Ezzel a Jacobi féle függvénydeterminánsra a

Jy,x =

∣∣∣∣∣∣∣

∂y1

∂x1
∂y1

∂x2
∂y1

∂x3

∂y2

∂x1
∂y2

∂x2
∂y2

∂x3

∂y3

∂x1
∂y3

∂x2
∂y3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

cosx2 −x1 sin x2 0
sin x2 x1 cos x2 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= x1

(
cos2 x2 + sin2 x2

)
= x1

eredményt kapjuk. Jól látszik, hogy x1 = R 6= 0 esetén megford́ıtható a transzformáció .
A kovariáns bázisvektorok és kovariáns metrikus tenzor számı́tást az alábbiak részletezik – vö.

(2.5)2, (2.9)2.

−→g1 =
∂−→r
∂x1

=
−→
i1 cos x2 +

−→
i2 sin x2 = −→er

−→g2 =
∂−→r
∂x2

= −−→i 1x
1 sin x2 +

−→
i2 x1 cos x2 = x1−→eϑ

−→g3 =
∂−→r
∂x3

=
−→
i3

[gkl] = [−→gk · −→gl ] =




1 0 0
0

(
x1

)2 0
0 0 1




A kontravariáns mértéktenzor a kovariáns mértéktenzor inverze:

gkl =
adj (gkl)

G0
, G0 = det (gkl)

azaz
[
gkl

]
=




1 0 0
0 1

(x1)2
0

0 0 1
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A (2.12)2 képlet felhasználásával adódik, hogy

−→g 1 = g1l−→gl = g11−→g1 = −→g1

−→g 2 = g2l−→gl = g22−→g2 =
−→g2

(x1)2

−→g 3 = g3l−→gl = g33−→g3 = −→g3 .

2.5. Szorgalmi feladat:

1. Igazolja, hogy

gmr =
1

2 (γ0)2
emklerpqg

pkgql

2. Igazolja, hogy
εpqr = εklmgkpglqgmr

(A (40)2 képletre vezető gondolatmenetet kell felhasználni.)



3. gyakorlat

Indexes jelölésmód alkalmazása II.

3.1. Számpélda az indexes jelölésrendszerben

i
1

i
2

g
3

g
2

y

y

y 3

1

2

g
1

i
3

a

A

Ismertek valamilyen görbevonalú koordináta-
rendszer A pontbeli kovariáns bázisvektorai az
y KR-ben. Ismert továbbá az −→a három kova-
riáns koordinátája.

−→g1 =
−→
i1

−→g2 =
−→
i1 +

−→
i2

−→g3 =
−→
i1 +

−→
i2 +

−→
i3

[−→a ] =




1
2
−1




Feladatok:

• Határozza meg a bázisvektorok által kifesźıtett tetraéder térfogatát! γ0 =?

• Számı́tsa ki a kovariáns és a kontravariáns metrikus tenzor elemeit! [gkl] =? illetve [gpq] =?

• Írja fel a görbevonalú koordinátarendszer kontravariáns bázisvektorait! −→g k =?

• Írja fel a fenti −→a vektort a görbevonalú koordinátarendszer kovariáns bázisvektorai seǵıtsé-
gével!

Megoldás:
A tetraéder térfogata a −→gk vektorok vegyesszorzatából számolható ki:

V−→g1
−→g2
−→g3

=
1
6
γ0 ≡ 1

6

γ0 = [−→g1
−→g2
−→g3 ] =

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
1 1 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 1
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gkl elemeinek kiszámı́tása:

[ gkl ] =




g11 g12 g13

g21 g22 23

g31 g32 g33


 =




1 1 1
1 2 2
1 2 3




Mivel gkl szimmetrikus és gkl = −→gk · −→gl ı́gy

g11 = −→g1 · −→g1 = 1
g12 = −→g1 · −→g2 = 1
g13 = −→g1 · −→g3 = 1
g22 = −→g2 · −→g2 = 2
g23 = −→g1 · −→g3 = 2
g33 = −→g3 · −→g3 = 3

gpq elemeinek kiszámı́tása előtt számı́tsuk ki a kovariáns metrikus tenzor determinánsát:

g0 = |gkl| = 1 · (2 · 3− 2 · 2)− 1 · (1 · 3− 1 · 2) + 1 · (1 · 2− 1 · 2) = 1

mely egyébként az előadás alapján is következik a g0 = (γ0)
2-ből.

[gpq] =
1
g0




G11 G12 G13

G21 G22 G23

G31 G32 G33


 =




2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1




mivel

G11 = 2 · 3− 2 · 2 = 2

G22 = 1 · 3− 1 · 1 = 2

G33 = 1 · 2− 1 · 1 = 1

G12 = − (1 · 3− 2 · 1) = −1 = G21

G13 = 1 · 2− 1 · 2 = 0 = G31

G23 = − (1 · 2− 1 · 1) = −1 = G32

Ellenőrzés képpen számı́tsuk ki a gklg
pq szorzatot, mely egységmátrixon kell hogy adjon!




1 1 1
1 2 2
1 2 3


 ·




2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1







1 0 0
0 1 0
0 0 1




Számı́tsuk ki a kontravariáns bázisvektorokat:

−→g 1 = g1l−→gl = 2 · −→i1 + (−1) ·
(−→

i1 +
−→
i2

)
+ 0 =

−→
i1 −−→i2

−→g 2 = g2l−→gl = (−1) · −→i1 + 2 ·
(−→

i1 +
−→
i2

)
+ (−1) ·

(−→
i1 +

−→
i2 +

−→
i3

)
=
−→
i2 −−→i3

−→g 3 = g3l−→gl = 0 + (−1) ·
(−→

i1 +
−→
i2

)
+ 1 ·

(−→
i1 +

−→
i2 +

−→
i3

)
=
−→
i3

Végül határozzuk meg az −→a koordinátáit a −→gk bázisban!

−→a = a1−→g1 + a2−→g2 + a3−→g3

Az ismert képletekkel a fenti előálĺıtásban lévő ai-k értéke az alábbiak szerint adódik:

a1 = g1sas = g11a1 + g12a2 + g13a3 = 2 · 1 + 2 · (−1) + 0 · (−1) = 0

a2 = g21a1 + g22a2 + g23a3 = (−1) · 1 + 2 · 2 + (−1) · (−1) = 4

a2 = g31a1 + g32a2 + g33a3 = 0 · 1 + (−1) · 2 + 1 · (−1) = −3
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3.2. Bizonýıtsa be

hogy a következő egyenlet fennáll

gmr =
1

2γ2
0

emklerpqgpkgql!

Megoldás:

gmr = −→g m · −→g r =
1

4γ2
0

emklerpq (−→gk ×−→gl ) · (−→gp ×−→gq) =
1

4γ2
0

emklerpq−→gk · [−→gl × (−→gp ×−→gq)] =

=
1

4γ2
0

emklerpq−→gk · [glq
−→gp − glp

−→gq ] =
1

4γ2
0

emklerpq (gkpglq − gkqglp)

itt
emklerpqgkqglp = −emklerpqgkpglq

Végül

gmr =
1

2γ2
0

emklerpqgpkgql

mely az adjungált!



4. gyakorlat

Indexes jelölésmód alkalmazása III.

4.1. Mutassa meg

hogy igaz a következő determinánsokra vonatkozó összefüggés:
∣∣ air

∣∣ = g0 | a r
u |

Megoldás:
A determináns defińıciója alapján:

∣∣ air
∣∣ =

1
3!

eijkersta
irajsakt =

index süllyesztés

↓ =
1
3!

eijkerstg
iua r

u gjva s
v gkwa t

w =

=
def.: ersta

r
u a s

v a t
w=euvw| a r

u |y =
1
3!

eijkeuvwgiugjvgkw | a r
u | =

=
def.: euvwgiugjvgkw=eijk| giu |

y =
1
3!

eijkeijk

︸ ︷︷ ︸
3!

∣∣ giu
∣∣

︸ ︷︷ ︸
g0

| a r
u |

azaz ∣∣ air
∣∣ = g0 | a r

u |
Hasonlóan belátható, hogy

| air | = g0 | a r
u | = g0 | au

r |

| air | = 1
3!

eijkerstairajsakt =
index emelés

↑ =
1
3!

eijkerst giu au
r gjv av

s gkw aw
t =

=
def.: erstau

rav
saw

t =euvw| au
r |y =

1
3!

eijkeuvwgiu gjv gkw | au
r | =

=
def.: euvwgiu gjv gkw=eijk| giu |y =

1
3!

eijkeijk︸ ︷︷ ︸
3!

| giu |︸ ︷︷ ︸
g0

| au
r | = g0 | au

r |

amiből az is látható, hogy
| a r

u | = | au
r |

4.2. Mutassa meg

hogy igaz a
g0 =

(
γ0

)2

egyenlet!

11
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Megoldás:
Az előadás 33. o. 5.4. szakasza alapján

−→g 1 = g1k−→gk
−→g 2 = g2l−→gl

−→g 3 = g3m−→gm

és ı́gy
γ0e123︸︷︷︸

1

= γ0 =
[−→g 1 −→g 2 −→g 3

]
= g1kg2lg3m

[−→gk
−→gl

−→gm

]
︸ ︷︷ ︸
εklm= γ0︸︷︷︸

1
γ0

eklm

azaz (
γ0

)2
= eklmg1kg2lg3m

︸ ︷︷ ︸
g0

vagyis
(
γ0

)2
= g0

4.3. Lássa be

hogy

eklmekpq =
∣∣∣∣
δ p
l δ q

l

δ p
m δ q

m

∣∣∣∣
Megoldás:
A permutációs szimbólumok szorzata alapján (előadás 17-18. o. 23. képlet):

eklmekpq = e1lme1pq + e2lme2pq + e3lme3pq

• ezen fennti kifejezés csak akkor különbözik zérustól, ha

l = p m = q l 6= m =⇒ +1

hiszen ekkor az alsó és felső indexsor egyszerre páros vagy páratlan permutáció (de csak egy
tag nem zérus)

• vagy ha
l = q m = p l 6= m =⇒ −1

hiszen ekkor az alsó és felső indexsor különböző (ha az egyik páros a másik páratlan és viszont)
permutáció (csak egy tag nem zérus a jobboldalon)

• minden más esetben zérus!

Ezen fennti kifejezés értéke az előadás alapján:

eklmekpq = δ p
l δ q

m − δ p
mδ q

l

mely nem más mint a fennti álĺıtásban szereplő determináns értéke!
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4.4. Igazolja

hogy teljesül a következő determinánsokra vonatkozó összefüggés!

∣∣ akl
∣∣ =

1
3!

eijkepqra
ipajqakr

Megoldás:
A determináns defińıciója alapján ı́rhatjuk, hogy

∣∣ akl
∣∣ = eijkai1aj2ak3 =

= a11
(
a22a33 − a32a23

)

+ a21
(
a32a13 − a12a33

)

+ a31
(
a12a23 − a22a13

)

amit tehát az első oszlop szerint fejtettünk ki.
Indexcsere által kapjuk, hogy

−
∣∣ akl

∣∣ = ej
i
i
j
ka

j

i1a
i
j2ak3 = eijkai2aj1ak3

Mely a második oszlop szerinti kifejtést jelenti.

e213︸︷︷︸
−1

∣∣ akl
∣∣ = eijkai2aj1ak3

Ebből kapjuk, hogy

epqr
∣∣ akl

∣∣ = eijkaipajqakr
∣∣∣ · epqr

epqrepqr︸ ︷︷ ︸
3!=6

∣∣ akl
∣∣ = eijkepqraipajqakr

Tehát amit igazolni kellett:
∣∣ akl

∣∣ =
1
3!

eijkepqra
ipajqakr

4.5. Szorgalmi feladatok:

• Igazolja, hogy

Air =
1
2
eijkersta

sjatk

• Igazolja, hogy

A r
i =

1
2
eijkersta j

s a k
t

• Igazolja, hogy

epqr =

∣∣∣∣∣∣

δ p
1 δ q

1 δ r
1

δ p
2 δ q

2 δ r
2

δ p
3 δ q

3 δ r
3

∣∣∣∣∣∣



5. gyakorlat

Indexes jelölésmód alkalmazása IV.

5.1. Álĺıtsa elő a projektor tenzorokat

Írja fel azokat a másodrendű tenzorokat melyek a −→v vektorhoz a vektor −→e irányú és arra
merőleges összetevőit rendelik (| −→e | = 1).

v ev

v

5.1. ábra. Vektor összetevői

Megoldás:

• az −→e irányba eső vetület:

−→vq = (−→v · −→e )−→e = −→e (−→e · −→v ) = (−→e ◦ −→e )︸ ︷︷ ︸
P q

· −→v

• az −→e irányra merőleges vetület:

−→v ⊥ = −→v −−→q =
(
I −−→e ◦ −→e )

︸ ︷︷ ︸
P⊥

· −→v

5.2. Számpélda az indexes jelölésrendszerben

i
2

g
3

g
2

i
1

y

y

y 3

1

2

g
1

i
3

a

A

x x

x3

21

Ismertek valamilyen görbevonalú koordináta-
rendszer A pontbeli kovariáns bázisvektorai az
y KR-ben. Ismert továbbá a GVK-ban az −→a
három kovariáns koordinátája.

−→g1 =
−→
i1

−→g2 =
−→
i1 +

−→
i2

−→g3 =
−→
i1 +

−→
i2 +

−→
i3

[−→a ] = [ak] =




1
2
−1




Feladatok:

• Számı́tsa ki a t l
k és τ

n
m transzformációs tenzorokat!

14
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• Transzformálja az −→a vektort az y KR-be!

• Transzformálja a gkl és grs tenzorokat az y KR-be!

Megoldás:
A 3.1 példában már meghatároztuk a reciprok bázisvektorokat:

−→g 1 =
−→
i1 −−→i2

−→g 2 =
−→
i2 −−→i3

−→g 3 =
−→
i3

Ezek alapján:

t l
k = −→gk · −→g l =

−→
ik · −→g l =




t 1
1 t 2

1 t 3
1

t 1
2 t 2

2 t 3
2

t 1
3 t 2

3 t 3
3


 =




1 0 0
−1 1 0
0 −1 1




t 1
1 =

−→
i1 · −→g 1 =

−→
i1 ·

(−→
i1 −−→i2

)
= 1 t 1

2 =
−→
i2 · −→g 1 =

−→
i2 ·

(−→
i1 −−→i2

)
= −1

t 2
1 =

−→
i1 · −→g 2 =

−→
i1 ·

(−→
i2 −−→i3

)
= 0 t 2

2 =
−→
i2 · −→g 2 =

−→
i2 ·

(−→
i2 −−→i3

)
= 1

t 3
1 =

−→
i1 · −→g 3 =

−→
i1 · −→i3 = 0 t 3

2 =
−→
i2 · −→g 3 =

−→
i2 · −→i3 = 0

t 1
3 =

−→
i3 · −→g 1 =

−→
i3 ·

(−→
i1 −−→i2

)
= 0

t 2
3 =

−→
i3 · −→g 2 =

−→
i3 ·

(−→
i2 −−→i3

)
= −1

t 3
3 =

−→
i3 · −→g 3 =

−→
i3 · −→i3 = 1

Hasonló megfontolásokkal kapjuk, hogy

τ n
m = −→gm · −→g n = −→gm · −→i n =




τ 1
1 τ 2

1 τ 3
1

τ 1
2 τ 2

2 τ 3
2

τ 1
3 τ 2

3 τ 3
3


 =




1 0 0
1 1 0
1 1 1




Mivel −→
ik =

−→
i k

ezért

τ
1

1 = −→g1 · −→i 1 =
−→
i1 · −→i 1 = 1 τ

1
2 = −→g2 · −→i 1 =

(−→
i1 +

−→
i2

)
· −→i 1 = 1

τ
2

1 = −→g1 · −→i 2 =
−→
i1 · −→i 2 = 0 τ

2
2 = −→g2 · −→i 2 =

(−→
i1 +

−→
i2

)
· −→i 2 = 1

τ
3

1 = −→g1 · −→i 3 =
−→
i1 · −→i 3 = 0 τ

3
2 = −→g2 · −→i 3 =

(−→
i1 +

−→
i2

)
· −→i 3 = 0

τ
1

3 = −→g3 · −→i 1 =
(−→

i1 +
−→
i2 +

−→
i3

)
· −→i 1 = 1

τ
2

3 = −→g3 · −→i 2 =
(−→

i1 +
−→
i2 +

−→
i3

)
· −→i 2 = 1

τ
3

3 = −→g3 · −→i 3 =
(−→

i1 +
−→
i2 +

−→
i3

)
· −→i 3 = 1

Ellenőrzésként vizsgáljuk meg, hogy vajon teljesül-e a

t l
k τ

s
l = δ

s
k
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reláció? 


1 0 0
−1 1 0
0 −1 1







1 0 0
1 1 0
1 1 1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




Transzformáljuk az −→a vektort az y KR-be!

−→a =




1
2
−1


 −→a = a1︸︷︷︸

1

−→g 1 + a2︸︷︷︸
2

−→g 2 + a3︸︷︷︸
−1

−→g 3

−→a = a1
−→
i 1 + a2

−→
i 2 + a3

−→
i 3 ai =?

A számı́tás a következő módon történik:

ak = t l
k al =




1 0 0
−1 1 0
0 −1 1







1
2
−1


 =




1
1
−3




Másrészt pedig a 3.1 példa alapján tudjuk, hogy az −→a kontravariáns koordinátái

[−→a ] =
[
ak

]
=




0
4
−3


 −→a = a1︸︷︷︸

0

−→g1 + a2︸︷︷︸
4

−→g2 + a3︸︷︷︸
−3

−→g3

ak = alτ
k

l =
[
0 4 −3

]



1 0 0
1 1 0
1 1 1


 =

[
1 1 −3

]

Végül transzformáljuk a metrikus tenzorokat az y KR-be!

A 3.1 példa alapján

[ grs ] =




1 1 1
1 2 2
1 2 3


 és [ gpq ] =




2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1




a metrikus tenzor az (x) KR-ben.
Kontravariáns metrikus tenzor az (y) KR-ben:

gk l = τ k
p τ l

q gpq =




1 0 0
1 1 0
1 1 1







2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1







1 0 0
1 1 0
1 1 1


 =




1 −1 0
1 0 −1
1 0 0




Kovariáns metrikus tenzor az (y) KR-ben:

gk l = t r
k t s

l grs =




1 0 0
−1 1 0
0 −1 1







1 1 1
1 2 2
1 2 3







1 0 0
−1 1 0
0 −1 1


 =




0 0 1
−1 0 1
0 −1 1




A két metrikus tenzor skaláris szorzata az egységtenzort kell, hogy adja:

δk
r = gk lgl r =




1 −1 0
1 0 −1
1 0 0







0 0 1
−1 0 1
0 −1 1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1
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5.3. Igazolja

hogy igaz a következő álĺıtás!
t l
k τ

s
l = δ

s
k

Megoldás:
Mivel

d−→r = dxl−→gl = dyk−→ik d−→r = dxl−→gl = dxk−→gk

ahol

dxl =
∂xl

∂yk
dyk dxl =

∂xl

∂xk
dxk

és
−→gl =

∂−→r
∂xl

=
∂−→r
∂ys

∂ys

∂xl
=

∂ys

∂xl

−→
is

−→g l =
∂−→r
∂xl

=
∂−→r
∂xs

∂xs

∂xl
=

∂xs

∂xl
−→gs

amit a d−→r fenti kifejezésébe visszáırva, majd a d yk-t illetve d xk-t mindkét oldalon elhagyva
kapjuk, hogy

∂xl

∂yk

∂ys

∂xl

−→
is =

−→
ik

∂xl

∂xk

∂xs

∂xl
−→gs = −→gk

Egyenlőség csak akkor lehetséges, ha

∂xl

∂yk

︸︷︷︸
t l
k

∂ys

∂xl︸︷︷︸
τ

s
l

= δ
s

k

∂xl

∂xk︸︷︷︸
t l
k

∂xs

∂xl︸︷︷︸
τ

s
l

= δ
s

k

azaz ha
t l
k τ

s
l = δ

s
k

Ezt kellett igazolni!



6. gyakorlat

Indexes jelölésmód alkalmazása V.

6.1. Igazolja

hogy a következő kifejezés az adjungált:

Air =
1
2
eijkerstasjatk

Megoldás
Vizsgáljuk meg a

2AIR = eIjkeRstasjatk

kifejezés értékét feltételezve, hogy az IJK és RST is páros permutáció a kiinduláskor! (Ez a feltevés
nem sérti az általánosságot):

2AIR = aSJaTK + aTKaSJ − aSKaTJ − aTJaSK = 2 (aSJaTK − aSKaTJ)

Ha
I = 3 R = 2
J = 1 S = 3
K = 2 T = 1

akkor

A32 = a31a12 − a32a11∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
Vagy általánosabban

Airarp =
1
2
eijkerstarpasjatk︸ ︷︷ ︸

| arp |epjk

=
1
2
2δi

p | arp |

Ezt kellett igazolni!

6.2. Igazolás

| akl | = 1
3!

eijkepqraipajqakr

Megoldás:

| akl | = epqra1pa2qa3r =
= a11 (a22a33 − a23a32) +
+ a12 (a23a31 − a21a33)+
+ a13 (a21a32 − a22a31)

Néma indexcserékkel kapjuk, hogy

− | akl | = eqpra1pa2qa3r = epqra2pa1qa3r

ami a determináns második oszlop szerinti kifejtést adja. Mivel e213 = −1 ı́rható, hogy

18
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e213 | akl | = epqra2pa1qa3r

vagy általános alakban (a 2 helyére i–t, az 1 helyére j–t, a 3 helyére k–t gondolva):

eijk | akl | = epqraipajqakr

∣∣∣eijk

Az eijk-val való szorzás a kivánt eredményre vezet:

eijkeijk︸ ︷︷ ︸
3!=6

| akl | = eijkepqraipajqakr

Végső alakban:

| akl | = 1
3!

eijkepqraipajqakr

6.3. Tenzor transzformációk

Írja fel igazolással, majd foglalja táblázatba az A másodrendű tenzorra vonatkozó transzformá-
ció képleteit, ha az x KR-ből az (x) KR-be történik a transzformáció!

ak l
−→g k ◦ −→g l = apq

−→g p ◦ −→g q

ak l
∂xk

∂xp

∂xl

∂xq
−→g p ◦ −→g q = apq

−→g p ◦ −→g q

a
k
l
−→gk ◦ −→g l = ap

q
−→gp ◦ −→g q

a
k
l

∂xp

∂xk

∂xl

∂xq
−→gp ◦ −→g q = ap

q
−→gp ◦ −→g q

ak l−→gk ◦ −→gl = apq−→gp ◦ −→gq

ak l ∂xp

∂xk

∂xq

∂xl
−→gp ◦ −→gq = apq−→gp ◦ −→gq

ezek alapján

apq = ak l
∂xk

∂xp

∂xl

∂xq
= ak lτ

k
p τ l

q

apq = ak l ∂xp

∂xk

∂xq

∂xl
= ak lt p

k t q
l

ap
q = a

k
l

∂xp

∂xk

∂xl

∂xq
= a

k
lt

p
k τ l

q

a q
p = a

l
k

∂xk

∂xp

∂xq

∂xl
= a

l
k τ k

p t q
l

6.4. Mutassa meg

hogy g0 skalár M = 2 súllyal.
Megoldás:

g0 = ea b cga 1gb 2gc 3 = ea b ct k
a t p

1 gkpt
l

b t q
2 glqt

m
c t r

3 gmr =

= ea b ct k
a t l

b t m
c︸ ︷︷ ︸

eklm| t k
a |

t p
1 t q

2 t r
3 gkpglqgmr = teklmgkpglqgmr︸ ︷︷ ︸

g0epqr

t p
1 t q

2 t r
3 = tg0epqrt

p
1 t q

2 t r
3︸ ︷︷ ︸

t

= t2g0

Ezt kellett bizonýıtani.
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6.5. Igazolja

hogy valódi skalár valamely két vektor skaláris szorzata!

Megoldás:

Egyszerű átalaḱıtásokkal kapjuk, hogy

apb
p = t r

p τ
p

s
︸ ︷︷ ︸

δr
s

arb
s = arb

r

6.6. Igazolja

hogy valódi vektor két valódi vektor vektoriális szorzata!

Megoldás:

cr = εp q ra
pbq =

= εklmt k
p t l

q t m
r τ

p
u τ

q
v aubv =

= εklmδ k
u δ l

v t m
r aubv =

= t m
r εklmakbl

︸ ︷︷ ︸
cm

= t m
r cm



7. gyakorlat

Indexes jelölésmód alkalmazása VI.

7.1. Lássa be

hogy helyes az előadásanyagban kiadott

spq =
√

g0




0 −s3 s2

s3 0 −s1

−s2 s1 0




képlet!

Megoldás:

Az előadásbeli (120) képlet alapján index átnevezéseket is alkalmazva ı́rhatjuk, hogy

spq = −εpqr s
(a)

r = −√g0 epqr s
(a)

r

Nyilvánvaló, hogy
s11 = s22 = s33 = 0

A többi elem

s12
21

= −√g0 e123
213

s
(a)

3 = ±√g0 s
(a)

3

s13
31

= −√g0 e132
312

s
(a)

2 = ±√g0 s
(a)

2

s23
32

= −√g0 e231
321

s
(a)

1 = ∓√g0 s
(a)

1

Ezt kellett igazolni.

7.2. Igazolja

hogy
E ..−→gk ◦ −→gl = εklr

−→g r

Az E tenzor kíırásával kapjuk, hogy

εrpq
−→g r ◦ −→g p ◦ −→g q −→gk ◦ −→gl..= εrpq

−→g rδp
kδq

l = εklr
−→g r

Ezt kellett igazolni.

7.3. Lássa be

hogy igaz az előadáson feĺırt
tr

(
D · S

)
= tr

(
S · D

)

21
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formula!

Megoldás:
Egyrészt:

D · S = d l
k s r

l → tr
(
D · S

)
= d l

k s k
l

másrészt:
S · D = s r

l d p
r → tr

(
S · D

)
= s r

l d l
r

A néma indexek alkalmas átnevezésével azonnal kapjuk, hogy a két képlet azonos.

7.4. Mutassa meg

hogy az előadáson feĺırt
tr

(
D · ST

)
= S · ·D

formula mindkét oldala ugyanazt az eredményt adja!

Megoldás:
Egyrészt

tr
(
D · S

)
= tr

(
dkl
−→g k ◦ −→g lspq−→g p ◦ −→g q.

)
= tr

(
dklspqg

lp−→g k ◦ −→g q
)

=

= tr
(
dkls

l
q
−→g k ◦ −→g q

)
= dklg

qksl
q = dq

ls
l
q

másrészt pedig:
S · ·D = skl

−→g k ◦ −→g l dpq
−→g p ◦ −→g q..= skldpqg

kpglq = s q
k dk

q

Q.u.e.d.

7.5. Sajátértékek vizsgálata

Legyen λ1 és λ2 a karakterisztikus egyenlet két különböző gyöke, azaz a sajátértékfeladat két
különböző sajátértéke. Jelölje −→n1 és −→n2 a vonatkozó egységvektorokat. Ekkor

(
A− λ1I

) · −→n1 = 0 és
(
A− λ2I

) · −→n2 = 0.

Innen, első esetben az −→n2-vel, második esetben pedig az −→n1-el történő skaláris szorzással azonnal
adódik, hogy −→n2 ·A · −→n1 = λ1

−→n2 · −→n1 és −→n1 ·A · −→n2 = λ2
−→n1 · −→n2.

A szimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos összefüggések alapján

−→n2 ·A · −→n1 = −→n1 ·A · −→n2.

Ezen utóbbi egyenlet figyelembevételével képezve az fenti egyenletek különbségét, az

(λ1 − λ2)−→n1 · −→n2 = 0 azaz az −→n1 · −→n2 = 0 tehát −→n1 ⊥ −→n2

eredményt kapjuk, ami azt jelenti, hogy a különböző sajátértékekhez tartozó főirányok merőlegesek
egymásra.

Tegyük fel, hogy komplex szám a λ1 sajátérték. Ekkor a vonatkozó főirányt adó

A · −→n1 = λ1
−→n1

egyenletnek komplex a jobboldala. A baloldal pedig A valós volta miatt csak akkor lehet komplex,
ha az −→n1 is komplex. Következésképpen az −→n1 feĺırható a

−→n1 = −→n 1 Re + i−→n 1 Im

alakban. Nyilvánvaló az is, hogy a λ2 = λ1 6= λ1 – a felülvonás a komplex konjugáltat jelöli –
ugyancsak sajátérték, a vonatkozó főirányt pedig ugyancsak konjugálással kapjuk azaz:

A · −→n1 = λ1
−→n1 vagyis A · −→n1 = λ2

−→n1
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Emellett −→n2 = −→n1 = −→n 1 Re − i−→n 1 Im.

Mivel λ1 6= λ2 fenn kell állnia az −→n1 · −→n2 = 0 egyenletnek. Ugyanakkor az −→n1 és −→n2-t adó fenti
képletek felhasználásával

−→n1 · −→n2 = (−→n 1 Re + i−→n 1 Im) · (−→n 1 Re − i−→n 1 Im) = −→n 1 Re · −→n 1 Re +−→n 1 Im · −→n 1 Im = ‖−→n1‖2 6= 0,

azaz nem zérus az −→n1 · −→n2 skalárszorzat. Az a feltevés tehát, hogy a λ1 komplex ellentmondásra
vezet. Következésképpen valósak a λk (k = 1, 2, 3) sajátértékek.

7.6. Számpélda

Határozza meg a valamely görbevonalú koordinátarendszerben egy adott pontjában az A tenzor
sajátértékeit és főirányait ha az adott pontban ortogonális egységbázisú a KR!

[akl] =




85 0 25
0 −10 0
25 0 −35




Vegyük észre, hogy a 2. koordinátavonal főirány hiszen a12 = a32 = 0. A vonatkozó sajátértéket
jelölje λ

(a)
. Ez nyilvánvalóan a második oszlop diagonális eleme: λ

(a)
= −10. A karakterisztikus

egyenlet

P3 (λ) = −det
(
A− λI

)
= −

∣∣∣∣∣∣

a11 − λg11 a12 a13

a21 a22 − λg22 a23

a31 a32 a33 − λg33

∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 a13

a21 a22 − λ a23

a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣

= λ3 −AIλ
2 + AIIλ−AIII =

(
λ− λ

(a)

) (
λ− λ

(b)

)(
λ− λ

(c)

)
= 0

Mivel nem ismerjük a karakterisztikus értékek sorrendjét azokat jelölje ezeket egyszerűen λ
(a)

, λ
(b)

és

λ
(c)

. A karakterisztikus polinom

P3 (λ) = −
∣∣∣∣∣∣

85− λ 0 25
0 −10− λ 0
25 0 −35− λ

∣∣∣∣∣∣
= λ3 − 40λ2 − 4100λ− 36000 = 0

alakú, ahol

AI = λ
(a)

+ λ
(b)

+ λ
(c)

= 40, AII = −4100, AIII = λ
(a)

λ
(b)

λ
(c)

= 36000,

Itt a főtengelyek KR-ét véve alapul és a későbbiek kedvéért kíırtuk képletszerűen is az AI és AIII

skalárinvariánsokat. Ha λ 6= λ
(a)

akkor átoszthatjuk a P3 (λ) = 0 karakterisztikus egyenletet a λ− λ
(a)

gyöktényezővel

P3 (λ)
λ− λ

(a)

=
(

λ− λ
(b)

) (
λ− λ

(c)

)
= λ2 −

(
λ
(b)

+ λ
(c)

)
λ + λ

(b)
λ
(c)

= 0 .

Nem nehéz észrevenni, hogy

λ
(b)

+ λ
(c)

= AI − λ
(a)

= 50 és λ
(b)

λ
(c)

=
AIII

λ
(a)

= −3600.

Következésképp a

λ2 −
(

AI − λ
(a)

)
λ +

AIII

λ
(a)

= λ2 − 50λ− 3600 = 0
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másodfokú egyenlet megoldása megadja a két hiányzó sajátértéket: λ
(b)

= 90, λ
(c)

= −40. Nagyság

szerint rendezve
λ
(1)

= λ
(b)

= 90, λ
(2)

= λ
(a)

= −10, λ
(3)

= λ
(c)

= −40

Nyilvánvaló mostmár az is, hogy −→g2 = −→n
(2)

. Az −→n
(1)

vektor az




a11 − λ a12 a13

a21 a22 − λ a23

a31 a32 a33 − λ







n
(1)

1

n
(1)

2

n
(1)

3


 =

∣∣∣∣∣∣

85− λ 0 25
0 −10− λ 0
25 0 −35− λ

∣∣∣∣∣∣




n
(1)

1

n
(1)

2

n
(1)

3


 =




0
0
0




ER megoldása. Független egyenletek választása után kapjuk, hogy:

−5 n
(1)

1 + 25 n
(1)

3 = 0 → n
(1)

1 = 5 n
(1)

3

−100 n
(1)

2 = 0 → n
(1)

2 = 0

25 n
(1)

1 − 125 n
(3)

3 = 0

Mivel

[gkl] =




1 0 0
0 2 0
0 0 1




a metrikus tenzor az −→n
(1)

vektor normált koordinátáit illetően

nkgkln
l =

[
5 0 1

]



1 0 0
0 2 0
0 0 1







5
0
1


 = 26

−→n
(1)

=
1√

nkgklnl
(5−→g1 +−→g3) =

1√
26

(5−→g1 +−→g3)

az eredmény. Ennek alapján az −→n
(3)

kiszámı́tása egyszerűen történhet, ha figyelembe vesszük, hogy

a sajátvektorok jobbsodratú ortogonális bázist kell, hogy alkossanak:

−→n
(3)

= −→n
(1)
×−→n

(2)
=

1√
26

(5−→g1 +−→g3)×−→g2 =
1√
26

(
5ε123

−→g 3 + ε312
−→g 1

)
=
√

go√
26

(
5−→g 3 −−→g 1

)



8. gyakorlat

Sajátérték feladat vizsgálata

8.1. Szimmetrikus tenzor mátrixai

Az (x) görbevonalú KR P pontjában ismertek a

[gkl] =




10 14 7
14 21 10
7 10 5


 [gmn] =




5 0 −7
0 1 −2
−7 −2 14




metrikus tenzorok.
A

B = bkl
−→g k ◦ −→g l [bkl] =




1 0 0
0 4 6
0 6 13




tenzor szimmetrikus.
Számı́tsuk ki a tenzor vegyes indesű és felső indexes koordinátáit!

Megoldás:

[
bk

l

]
=

[
gknbnl

]



5 0 −7
0 1 −2
−7 −2 14


 ·




1 0 0
0 4 6
0 6 13


 =




5 −42 −91
0 −8 −20
−7 76 170




︸ ︷︷ ︸
nem szimmetrikus a mátrix!

[
b l
k

]
=

[
bkmgml

]
=




1 0 0
0 4 6
0 6 13


 ·




5 0 −7
0 1 −2
−7 −2 14


 =




5 0 −7
−42 −8 76
−91 −20 170




︸ ︷︷ ︸
nem szimmetrikus a mátrix!

[
bkl

]
=


gknbnm︸ ︷︷ ︸

bk
m

gml


 =




5 −42 −91
0 −8 −20
−7 76 170


 ·




5 0 −7
0 1 −2
−7 −2 14


 =




662 140 −1225
140 32 −264
−1225 −264 2277




︸ ︷︷ ︸
szimmetrikus a mátrix!

25
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8.2. Ferdeszimmetrikus tenzor vizsgálata

Legyen
S = spq

−→g p ◦ −→g q

tenzor ferdeszimmetrikus. Határozzuk meg a tenzor skalárinvariánsait, sajátértékeit és a vonatkozó
főirányokat.

Megoldás:

Az spq tenzor karakterisztikus egyenlete a sajátvektorokkal kapcsolatos 1

(spq − λgpq)nq = gpl

(
sl

q − λδl
q

)
nq

egyenlet alapján
− |spq − λgpq| = − |gpl|

∣∣sl
q − λδl

q

∣∣ = 0.

Melyből egyrészről:

− |spq − λgpq| =
= g0λ

3−
− 1

3!
eklmepqr (skpglqgmr + gkpslqgmr + gkqglqsmr)λ2+

+
1
3!

eklmepqr (skpslqgmr + skpglqsmr + gkqslqsmr)λ−

− 1
3!

eklmepqr (skpslqsmr + skpslqsmr + skqslqsmr)
︸ ︷︷ ︸

|spq|

másrészről:
g0

(
λ3 − SIλ

2 + SIIλ− SIII

)
= 0

A fentiek egybevetése alapján ı́rható, hogy

SI =
1
g0





∣∣∣∣∣∣

s11 g12 g13

s21 g22 g23

s31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

g11 s12 g13

g21 s22 g23

g31 s32 g33

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

g11 g12 s13

g21 g22 s23

g31 g32 s33

∣∣∣∣∣∣





De hasonlóan feĺırható, hogy

SI = sk
k = gkmsmk = g11 s11︸︷︷︸

0

+ g22 s22︸︷︷︸
0

+ g33 s33︸︷︷︸
0

+

+
(
g12s21 + g21s12

)
︸ ︷︷ ︸

0

+
(
g13s31 + g31s13

)
︸ ︷︷ ︸

0

+
(
g23s23 + g32s23

)
︸ ︷︷ ︸

0

= 0

Mı́g feĺırható az

SII =
1
g0





∣∣∣∣∣∣

s11 s12 g13

s21 s22 g23

s31 s32 g33

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

g11 s12 s13

g21 s22 s23

g31 s32 s33

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

s11 g12 s13

s21 g22 s23

s31 g32 s33

∣∣∣∣∣∣





összefüggés is. Mivel SI = 0 igaz, ı́gy fennáll az is, hogy

SII = −1
2
sk

ps
p
k = −1

2
smnsnm

1 Az hogy
s11 = s22 = s33 = 0, illetve s12 = −s21, s13 = −s31, s23 = −s32

nem garantálja, hogy
s1

1 = 0 s2
2 = 0 stb.

hiszen például
s1

1 = g1ksk1 = g11 s11|{z}
=0

+ g12s21 + g13s31
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Az előjelviszonyok tisztázására tegyük fel, hogy ortogonális2 a KR. Ekkor gkl = 0 ha k 6= l és
gkk > 0. Ortogonális KR-ben

s1
1 = g1lsl1 = g11s11 + g12s21 + g13s31 = 0

illetve hasonlóan adódik, hogy
s2

2 = s3
3 = 0.

Másrészt az is fennáll, hogy

s12 = g1ls 2
l = g1lg2kslk = g11g22s12

ugyańıgy adódik, hogy
s13 = g11g33s13 s23 = g22g33s23.

Következésképpen
sik és sik

azonos előjelű. Ez azt jelenti, hogy

SII = −1
2
smnsnm =

= −1
2

[
s12s21 + s21s12 + . . .

]
=

=
1
2

[
s12s12 + s21s21 + . . .

]
> 0

SIII =
1
g0
|skl| = 1

g0

∣∣∣∣∣∣

0 s12 s13

s21 0 s23

s31 s32 0

∣∣∣∣∣∣
=

1
g0

[s12s23s31 + s21s32s13] = 0

Az invariánsokkal feĺırt karakterisztikus egyenlet

λ3 + SIIλ = 0 λ > 0

Következésképpen a λ = 0 az egyetlen valós sajátérték.
A hozzá tartozó −→n sajátvektorra nézve fennáll, hogy

(
S − λI

) · −→n =
−→
0

azaz, hogy
S · −→n =

−→
0

De mivel
S · −→n = −→sa ×−→n

mely szerint −→sa és −→n ‖. A ferdeszimmetrikus tenzor vektorinvariánsa a tenzor főiránya.

2 Ez nem sérti azz általánosságot, hiszen invariáns mennyiségről van szó.



9. gyakorlat

Példák indexes jelölésrendszerben

9.1. Sajátértékek, sajátvektorok meghatározása

Valamely görbevonalú KR egy P pontjában

−→g1 =
−→
i1 , −→g2 =

1
2
−→
i2 , −→g3 =

−→
i3 ,

−→g 1 =
−→
i 1, −→g 2 = 2

−→
i 2 , −→g 3 =

−→
i 3

a kovariáns és kontravariáns bázisvektorok következőleg

[gmn] =




1 0 0
0 1

4 0
0 0 1


 és

[
gkl

]
=




1 0 0
0 4 0
0 0 1




a metrikus tenzorok továbbá

[
τ l

n

]
=

[−→g n · −→i l
]

=




1 0 0
0 1

2 0
0 0 1


 és

[
t k
l

]
=




1 0 0
0 2 0
0 0 1




a két transzformációs tenzor. Adott a B = F · FT tenzor vegyesindexes alakjának mátrixa a
görbevonalú KR tekintett pontjában:

[
Bp

q

]
=




104 30 0
120 40 0
0 0 48




Ellenőrizze, hogy szimmetrikus-e a tenzor majd számı́tsa ki a tenzor sajátértékeit, sajátvektorait,
illetve ha pozit́ıv definit akkor a négyzetgyökét is!

Megoldás:

1. A tenzor szimmetriájának ellenőrzésére számı́tsuk ki a kontravariáns koordinátákat (összete-
vőket):

[Bmn] =
[
Bm

qg
qn

]
=




104 30 0
120 40 0
0 0 48







1 0 0
0 4 0
0 0 1


 =




104 120 0
120 160 0
0 0 48




Mivel Bmn = Bnm a tenzor szimmetrikus.

2. A karakterisztikus egyenlet az

− ∣∣Bp
q − λδp

q

∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣




104− λ 30 0
120 40− λ 0
0 0 48− λ




∣∣∣∣∣∣
= (λ− 48)

∣∣∣∣
[
104− λ 30

120 40− λ

]∣∣∣∣

= (λ− 48)
(
λ2 − 144λ + 560

)

28
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alakban ı́rható le, ahonnan

λ1 = 140 λ2 = 48 és λ3 = 4

a három sajátérték. Következőleg pozit́ıv definit a tenzor és van négyzetgyöke.

3. Nyilvánvaló, hogy a −→g3 irány második főirány

−→n
(2)

= −→g3

Az első főirányt adó −→n
(1)

= n
(1)

k−→gk

vektor a
(104− λ1) n

(1)

1 + 30 n
(1)

2 = −36 n
(1)

1 + 30 n
(1)

2 = 0

vagypedig a
120 n

(1)

1 + (40− λ1) n
(1)

2 = 120 n
(1)

1 − 100 n
(1)

2

egyenletekből számı́tható. Az eredmény

n
(1)

1 =
5
6

n
(1)

2

A főirányok merőlegessége miatt az is nyilvánvaló, hogy

n
(1)

3 = 0

A normálási feltétel szerint

n
(1)

kgkl n
(1)

l = n
(1)

1g11 n
(1)

1 + n
(1)

2g22 n
(1)

2 =
(

25
36

+
1
4

)
n
(1)

2 n
(1)

2 = 1

ahonnan
n
(1)

2 =
6√
34

és n
(1)

1 =
5√
34

Végeredményben
−→n
(1)

=
1√
34

(5−→g1 + 6−→g2) =
1√
34

(
5−→g 1 +

6
4
−→g 2

)

A harmadik főirány abból a feltételből adódik, hogy jobbsodratú kartéziusz KR-t alkotnak a
főirányok egységvektorai:

−→n
(3)

= −→n
(1)
× −→n

(2)
=

1√
34

(5−→g1 + 6−→g2)×−→g3 =
1√
34

(
5ε1325−→g 2 + 6ε231

−→g1

)
=

=
√

go√
34

(
6−→g 1 − 5−→g 2

)
=

1√
136

(
6−→g 1 − 5−→g 2

)
=

1√
136

(6−→g1 − 20−→g2) .

4. A főtengelyek KR-ében

B = λ1
−→n
(1)
◦ −→n

(1)
+ λ2

−→n
(2)
◦ −→n

(2)
+ λ3

−→n
(3)
◦ −→n

(3)
=

= 140−→n
(1)
◦ −→n

(1)
+ 48−→n

(2)
◦ −→n

(2)
+ 4−→n

(3)
◦ −→n

(3)

a B tenzor mátrixa és

V =
√

140−→n
(1)
◦ −→n

(1)
+
√

48−→n
(2)
◦ −→n

(2)
+ 2−→n

(3)
◦ −→n

(3)

a tenzor négyzetgyöke, hiszen
V 2 = B .
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5. Az (x) görbevonalú KR-re térve át ı́rhatjuk, hogy

V =
√

140
34

(5−→g 1 + 6−→g 2) ◦
(

5−→g 1 +
6
4
−→g 2

)
+
√

48−→g3 ◦ −→g 3 +
1
68

(6−→g1 − 20−→g2) ◦ (
6−→g 1 − 5−→g 2

)
=

=

{√
140
34

(25−→g1 + 30−→g2) +
1
68

(36−→g1 − 120−→g2)

}
◦ −→g 1+

+

{
3
√

140
68

(5−→g1 + 6−→g2)− 5
68

(6−→g1 − 20−→g2)

}
◦ −→g 2 +

√
48−→g3 ◦ −→g 3

azaz, hogy

V =

{
50
√

140 + 36
68

−→g1 +
60
√

140− 120
68

−→g2

}
◦ −→g 1+

+

{
15
√

140− 30
68

−→g1 +
18
√

140 + 100
68

−→g2

}
◦ −→g 1 +

√
48−→g3 ◦ −→g 3

Következésképp

[
V m

q

]
=




50
√

140+36
68

15
√

140−30
68 0

60
√

140−120
68

18
√

140+100
68 0

0 0
√

48




és amint az némi számolással ellenőrzésként adódik:

[
V m

qV
q
n

]
=




50
√

140+36
68

15
√

140−30
68 0

60
√

140−120
68

18
√

140+100
68 0

0 0 +
√

48







50
√

140+36
68

15
√

140−30
68 0

60
√

140−120
68

18
√

140+100
68 0

0 0 +
√

48


 =

=




104 30 0
120 40 0
0 0 48


 = [Bm

n] .

9.2. Határozzuk meg

hogy mi az összefüggés
akl a l

k amn am
l

determinánsai között!

Megoldás:
A determinánsok szorzástételét felhasználva

|akl| = |gkmam
l | = g0 |am

l |
= |gkmamngnl| = g2

0 |amn|
= |a n

k gnl| = |a n
k | g0

Következőleg
|a n

k | = |am
l |

Ugyańıgy ı́rhatjuk, hogy
∣∣akl

∣∣ =
∣∣gkma l

m

∣∣ = g0
∣∣a l

m

∣∣

=
∣∣gkmamngnl

∣∣ =
(
g0

)2 |amn|
=

∣∣ak
ngnl

∣∣ =
∣∣ak

n

∣∣ g0
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9.3. Poláris felbontás képzése

Valamely görbevonalú KR egy P pontjában

−→g1 =
−→
i1 , −→g2 =

1
2
−→
i2 , −→g3 =

−→
i3 ,

−→g 1 =
−→
i 1, −→g 2 = 2

−→
i 2 , −→g 3 =

−→
i 3

a kovariáns és kontravariáns bázisvektorok következőleg

[gmn] =




1 0 0
0 1

4 0
0 0 1


 és

[
gkl

]
=




1 0 0
0 4 0
0 0 1




a metrikus tenzorok továbbá

[
τ l

n

]
=

[−→gn · −→i l
]

=




1 0 0
0 1

2 0
0 0 1


 és

[
t k
l

]
=




1 0 0
0 2 0
0 0 1




a két transzformációs tenzor. Adottak az F tenzor kontravariáns-kovariáns és kovariáns
kontravariáns koordinátái az (x) görbevonalú KR-ben:

[
Fn

q

]
=




0 −0.8 −1.2
2 0 0
0 0.6 3.4


 [F r

m ] =




0 −3.2 −1.2
0.5 0 0
0 2.4 3.4




Határozza meg a tenzor poláris felbontásait!

Megoldás:

1. Első lépésben a C = Ck
l
−→g k ◦ −→g l = FT · F tenzort számı́tjuk ki:

[Ck
l] = [(FT )k

sF
s
l] =




0 0.5 0
−3.2 0 2.4
−1.2 0 3.4







0 −0.8 −1.2
2 0 0
0 0.6 3.4


 =




1 0 0
0 4 12
0 3 13




2. A karakterisztikus egyenlet mostmár a

−
∣∣Cp

q − λCp
q

∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣




1− λ 0 0
0 4− λ 12
0 3 13− λ




∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)

∣∣∣∣
[
4− λ 12

3 13− λ

]∣∣∣∣ =

= (λ− 1)
(
λ2 − 17λ + 16

)

alakban ı́rható fel, ahonnan

λ1 = 16 és λ2 = λ3 = 1

a három sajátérték. Következőleg pozit́ıv definit a tenzor és van négyzetgyöke.

3. Nyilvánvaló, hogy a −→g1 irány a mondjuk második főirány

−→n
(2)

= −→g1

Az első főirányt adó −→n
(1)

= n
(1)

k−→gk

vektor a
(4− λ1) n

(1)

2 + 12 n
(1)

3 = −12 n
(1)

2 + 12 n
(1)

3 = 0
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vagypedig a
3 n
(1)

2 + (13− λ1) n
(1)

3 = 3 n
(1)

2 − 3 n
(1)

3

egyenletekből számı́tható. Az eredmény

n
(1)

2 = n
(1)

3

A főirányok merőlegessége miatt az is nyilvánvaló, hogy

n
(1)

1 = 0

A normálási feltétel szerint

n
(1)

kgkl n
(1)

l = n
(1)

2g22 n
(1)

2 + n
(1)

3g22 n
(1)

3 = (g22 + g33) n
(1)

2 n
(1)

2 =

=
(

1
4

+ 1
)

n
(1)

2 n
(1)

2 = 1

ahonnan
n
(1)

2 = n
(1)

3 =
2√
5

Végeredményben
−→n
(1)

=
2√
5

(−→g2 +−→g3) =
2√
5

(
1
4
−→g 2 +−→g 3

)

A harmadik főirány abból a feltételből adódik, hogy jobbsodratú kartéziusz KR-t alkotnak a
főirányok egységvektorai:

−→n
(3)

= −→n
(1)
× −→n

(2)
=

2√
5

(−→g 2 +−→g3)×−→g1 =
2√
5

(
ε213

−→g 3 + ε312
−→g 2

)
=

=
2
√

g0√
5

(−→g 2 −−→g 3
)

=
1√
5

(−→g 2 −−→g 3
)

=
1√
5

(4−→g2 −−→g3)

4. A főtengelyek KR-ében

C = λ1
−→n
(1)
◦ −→n

(1)
+ λ2

−→n
(2)
◦ −→n

(2)
+ λ3

−→n
(3)
◦ −→n

(3)
=

= 16−→n
(1)
◦ −→n

(1)
+ −→n

(2)
◦ −→n

(2)
+−→n

(3)
◦ −→n

(3)

a C tenzor diádikus alakja és

U = 4−→n
(1)
◦ −→n

(1)
+ −→n

(2)
◦ −→n

(2)
+ −→n

(3)
◦ −→n

(3)

a tenzor négyzetgyöke, hiszen
U2 = C .

5. Az is nyilvánvaló, hogy

U−1 =
1
4
−→n
(1)
◦ −→n

(1)
+ −→n

(2)
◦ −→n

(2)
+ −→n

(3)
◦ −→n

(3)

6. Az (x) görbevonalú KR-re áttérve ı́rhatjuk, hogy

U =
16
5

(−→g2 +−→g3) ◦
(

1
4
−→g 2 +−→g 3

)
+−→g1 ◦ −→g 1 +

1
5

(4−→g2 −−→g3) ◦ (−→g 2 −−→g 3
)

=

= −→g1 ◦ −→g 1 +
{

4
5

(−→g2 +−→g3) +
1
5

(4−→g2 −−→g3)
}
◦ −→g 2+

+
{

16
5

(−→g2 +−→g3)− 1
5

(4−→g2 −−→g3)
}
◦ −→g 3
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azaz, hogy

U = −→g1 ◦ −→g 1 +
{

8
5
−→g2 +

3
5
−→g3

}
◦ −→g 2 +

{
12
5
−→g2 +

17
5
−→g3

}
◦ −→g 3

Következésképp

[
Um

q

]
=



1 0 0
0 8

5
12
5

0 3
5

17
5




és amint az némi számolással ellenőrzésként adódik:

[
Um

qU
q
n

]
=




1 0 0
0 8

5
12
5

0 3
5

17
5







1 0 0
0 8

5
12
5

0 3
5

17
5


 =




1 0 0
0 4 12
0 3 13


 = [Cm

n] .

Az is adódik, némi számolással, hogy

U−1 =
1
5

(−→g2 +−→g3) ◦
(

1
4
−→g 2 +−→g 3

)
+−→g1 ◦ −→g 1 +

1
5

(4−→g2 −−→g3) ◦ (−→g 2 −−→g 3
)

=

= −→g1 ◦ −→g 1 +
{

1
20

(−→g2 +−→g3) +
1
5

(4−→g2 −−→g3)
}
◦ −→g 2+

+
{

1
5

(−→g2 +−→g3)− 1
5

(4−→g2 −−→g3)
}
◦ −→g 3

U−1 = −→g1 ◦ −→g 1 +
{

17
20
−→g2 − 3

5
−→g3

}
◦ −→g 2 +

{
−3

5
−→g2 +

2
5
−→g3

}
◦ −→g 3

[(
U−1

)
m
q

]
=




1 0 0
0 17

20 − 3
5

0 − 3
20

2
5


 .

Valóban
[
Uk

s

(
U−1

)
s
l

]
=




1 0 0
0 8

5
12
5

0 3
5

17
5







1 0 0
0 17

20 − 3
5

0 − 3
20

2
5


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




7. A forgató tenzor különböző alakjai pedig az alábbiak szerint adódnak:

[
Rk

l

]
=

[
F k

s

(
U−1

)
s
l

]
=




0 −0.8 −1.2
2 0 0
0 0.6 3.4







1 0 0
0 17

20 − 3
5

0 − 3
20

2
5


 =




0 −0.5 0
2 0 0
0 0 1




[Rnm] =
[
gnkRk

m

]
=




1 0 0
0 1

4 0
0 0 1







0 −0.5 0
2 0 0
0 0 1


 =




0 −0.5 0
0.5 0 0
0 0 1




[R m
n ] = [Rnsg

sm] =




0 −0.5 0
0.5 0 0
0 0 1







1 0 0
0 4 0
0 0 1


 =




0 −2 0
0.5 0 0
0 0 1




[Rnm] =
[
gnpR m

p

]
=




1 0 0
0 4 0
0 0 1







0 −2 0
0.5 0 0
0 0 1


 =




0 −2 0
2 0 0
0 0 1




Ellenőrzésként számı́tsuk ki az R ·RT szorzatot:

[
Qk

r(Q
T )r

p

]
=

[
Qk

rQ
r

p

]
=




0 −0.5 0
2 0 0
0 0 1







0 0.5 0
−2 0 0
0 0 1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




Az (y) KR-ben

[
Rp q

]
=

[
t n
p Rnmt m

q

]
=




1 0 0
0 2 0
0 0 1







0 −0.5 0
0.5 0 0
0 0 1







1 0 0
0 2 0
0 0 1


 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 1




a forgató tenzor.
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8. Végezetül a V = F ·RT képlet alapján kapjuk, hogy

[
V k

l

]
=

[
F k

s(R
T )s

l

]
=

[
F k

sR
s

l

]
=




0 −0.8 −1.2
2 0 0
0 0.6 3.4







0 0.5 0
−2 0 0
0 0 1


 =




1.6 0 −1.2
0 1 0

−1.2 0 3.4




amivel
[
V k

lV
l
s

]
=




1.6 0 −1.2
0 1 0

−1.2 0 3.4







1.6 0 −1.2
0 1 0

−1.2 0 3.4


 =




4 0 −6
0 1 0
−6 0 13




Másrészről, mivel V 2 = F · FT mód van az ellenőrzésre is:

[
F k

s(F
T )s

l

]
=

[
F k

sF
s

l

]
=




0 −0.8 −1.2
2 0 0
0 0.6 3.4







0 0.5 0
−3.2 0 2.4
−1.2 0 3.4


 =




4 0 −6
0 1 0
−6 0 13




Ezzel a feladatot megoldottuk.

9.4. Álĺıtsunk elő ortogonális tenzort!

Az előálĺıtott geomatriai kép alapján a det
(
Qk

s

)
= 1 esetben a Q ortogonális tenzort forgatás-

nak, vagy forgató tenzornak nevezik és R-el jelölik. Az R forgató tenzorok az ortogonális tenzorok
egy alcsoportját alkotját.

Ortogonális tenzorok többféleképpen képezhetőek. Legyen (−→ex, −→ey , −→ez) és (−→eξ , −→eη , −→eζ ) két egy-
mástól különböző ortonormális vektorhármas.

−→ex · −→ex = −→ey · −→ey = −→ez · −→ez = 1 −→ex · −→ey = −→ey · −→ez = −→ex · −→ez = 0

−→eξ · −→eξ = −→eη · −→eη = −→eζ · −→eζ = 1 −→eξ · −→eη = −→eξ · −→eζ = −→eη · −→eζ = 0

Melyből a következő
Q = −→ex ◦ −→eξ +−→ey ◦ −→eη +−→ez ◦ −→eζ

tenzor ortogonális, hiszen

QT ·Q = (−→eξ ◦ −→ex +−→eη ◦ −→ey +−→eζ ◦ −→ez) · (−→ex ◦ −→eξ +−→ey ◦ −→eη +−→ez ◦ −→eζ ) = −→eξ ◦−→eξ +−→eη ◦−→eη +−→eζ ◦−→eζ = I

illetve hasonlóan belátható, hogy

Q ·QT = −→ex ◦ −→ex +−→ey ◦ −→ey +−→ez ◦ −→ez = I.

Az is nyilvánvaló, hogy

−→ex = Q · −→eξ
−→ey = Q · −→eη

−→ez = Q · −→eζ

illetve

−→eξ = Q−1 · −→ex = QT · −→ex
−→eη = Q−1 · −→ey = QT · −→ey

−→eζ = Q−1 · −→ez = QT · −→ez

A leképzés forgatás, mivel det
(
Qk

s

)
= 1. Ha −→ez = −→eζ és mivel fogatást jelent a leképzés, ı́gy

ı́rható, hogy
Q = R = −→ex ◦ −→eξ +−→ey ◦ −→eη +−→eζ ◦ −→eζ

és −→ex = R · −→eξ
−→ey = R · −→eη

−→ez = −→eζ = R · −→eζ

ami világosan mutatja, hogy a −→eζ vektort önmagára képezi le az R tenzor, mı́g az −→eξ és −→eη vektorok
rendre az −→ex és −→ey vektorokba fordulnak el.
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9.5. Igazolás

Legyen −→a egységvektor. Igazolja, hogy az alábbi tenzor ortogonális:

Q = I − 2−→a ◦ −→a

Megoldás:

QT =
(
I − 2−→a ◦ −→a )T = I − 2−→a ◦ −→a

Ekkor feĺırva

Q ·QT =
(
I − 2−→a ◦ −→a ) · (I − 2−→a ◦ −→a )

= I − 2−→a ◦ −→a − 2−→a ◦ −→a + 4−→a · −→a︸ ︷︷ ︸
1

· (−→a ◦ −→a ) = I

9.6. Mutassa meg

hogy Qn ortogonális tenzor! Ha tudjuk, hogy Q ortogonális, továbbá n egy pozit́ıv egész szám.

Megoldás:
n = 1-re igaz a feltevés szerint, mely alapján tudjuk, hogy

Q ·QT = QT ·Q = I

Ha n = 2 akkor a következőt kapjuk:

Q2 = Q ·Q
(
Q2

)T

=
(
Q ·Q

)T

= QT ·QT

Ekkor feĺırható, hogy

Q2 ·
(
Q2

)T

= Q ·Q ·QT

︸ ︷︷ ︸
I

·QT = Q ·Q = I

mely az n = 2-re történő igazolás volt. Hasonlóan belátható az n ≥ 2 esetekre is az álĺıtás.



10. gyakorlat

Derivális görbevonalú
koordinátarendszerben

10.1. Christoffel szimbólumok

Vannak-e azonosan zérus Christoffel szimbólumok egy ortogonális
görbevonalú koordinátarendszerben?

Megoldás:

Az előadáson elhangzottak alapján, az elsőfajú Christoffel szimbólumokra érvényes a következő
összefüggés:

Γpr,s =
1
2

(∂pgrs + ∂rgps − ∂sgpr) .

Azonban tudjuk, hogy egy ortogonális koordinátarendszerben:

gKK 6= 0 gKL = 0, ha K 6= L

Ezen utóbbi feltételeket kihasználva ı́rhatjuk, hogy

ΓKL,M =
1
2

(∂KgLM + ∂LgMK − ∂MgKL) ≡ 0 ha K 6= L 6= M

illetve

ΓPP,M =
1
2

(∂P gPM + ∂P gPM − ∂MgPP ) = −1
2
∂MgPP

ΓPM,P = ΓMP,P =
1
2

(∂P gMP + ∂MgPP − ∂P gMP ) =
1
2
∂MgPP

ΓPP,P =
1
2
∂P gPP

Ezen fenti képletek seǵıtségével viszonylag gyorsan meghatározhatóak a Christoffel szimbólumok,
ortogonális görbevonalú koordináta rendszerben.

36



37

Határozzuk meg a Christoffel szimbólumokat hengerkoordináta rendszerben!

A megoldáshoz szükségesek a korábbi gyakorlaton már feĺırt kovariáns és kontravariáns metrikus
tenzorok mátrixai:

[gkl] =




1 0 0
0

(
x1

)2 0
0 0 1


 [

gkl
]

=




1 0 0
0

(
x1

)−2 0
0 1




Megoldás:

Az előző feladatnál feĺırt formulák seǵıtségével azonnal kapjuk, hogy

ΓPP,1 = −1
2
∂1gPP ΓPP,2 = ΓPP,3 = 0

Γ1M,1 =
1
2
∂1gMM Γ2M,2 = Γ3M,3 = 0

ΓPP,P = 0

ahonnan következik, hogy

Γ22,1 = −x1 = −r és Γ12,2 = Γ21,2 = x1 = r

a nem azonosan zérus elsőfajú Christoffel szimbólumok.
A nem azonosan zérus másodfajú Christoffel szimbólumok indexemeléssel adódnak:

Γ 1
22 = Γ22,1g

11 = −x1 = −r

Γ 2
21 = Γ 2

12 = Γ21,2g
22 =

1
x1

=
1
r

.

10.2. Igazoljuk

hogy a metrikus tenzor kovariáns deriváltja eltűnik, azaz

gkl;m = 0

Megoldás:

• Az előadáson elhangzottak alapján ı́rhatjuk, hogy

gkl;m = gkl,m − Γ s
kmgsl − Γ s

lmgks = −→g k,m · −→gl +−→g l,m · −→gk − Γ s
kmgsl − Γ s

lmgks =
= Γ s

km
−→gs · −→gl + Γ s

lm
−→gs · −→gk − Γ s

kmgsl − Γs
lmgsk = 0

• Legyen −→c = cl−→gl vektor állandó. Következésképp a

−→c 2 =
(
ck−→gk

) · (cl−→gl

)
= ckclgkl

szorzat is állandó. A továbbiakban azt fogjuk kihasználni, hogy állandó vektor és állandó
skalár kovariáns deriváltja zérus, azaz

(−→c 2
)
;m

= ck
;mclgkl + ckcl

;mgkl + ckclgkl;m = ckclgkl;m = 0

Mivel ez az egyenlet bármilyen konstans −→c 6= −→
0 vektorra fennáll, ı́gy

gkl;m = 0 .
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10.3. Igazoljuk

hogy az epsilon tenzor kovariáns deriváltja eltűnik, azaz

εpqr
;m = 0 .

Megoldás:

• felhasználva a kontravariáns tenzorok deriválási szabályát, ı́rhatjuk, hogy

εpqr
;m = εpqr

,m + Γp
msε

sqr + Γq
msε

psr + Γr
msε

pqs

ahol

εpqr
;m = [−→g p−→g q−→g r] ∂m = −Γp

ms [−→g s−→g q−→g r]− Γq
ms [−→g p−→g s−→g r]− Γr

ms [−→g p−→g q−→g s] =

= −Γp
msε

sqr − Γq
msε

psr − Γr
msε

pqr

amivel rögtön adódik, hogy az
εpqr

;m = 0 .

• Legyen −→a = ap
−→g p és

−→
b = bq

−→g q konstans vektorok −→a 6= −→
0 ,

−→
b 6= −→

0 és −→a × −→
b 6=−→

0 . Következésképpen a −→c = −→a × −→b vektor is állandó. Mivel állandó vektorok kovariáns
deriváltja zérus, ı́rhatjuk, hogy

ck;m = (εpqrapbq);m = εpqr
;mapbq + εpqrap;mbq + εpqrapbq;m = εpqr

;mapbq = 0

Mivel ez az egyenlet bármilyen nem azonosan zérus és egymással nem párhuzamos −→a és
−→
b -re

igaz, ı́gy fennáll a
εpqr

;m = 0 .

10.4. Igazoljuk

hogy
(
√

g0);s = (γ0);s = γ0Γl
ls .

Megoldás:

Tudjuk, hogy
γ0e123︸︷︷︸

1

= ε123 = [−→g1
−→g2
−→g3 ] .

A szorzatderiválás szabályának alkalmazásával kapjuk, hogy

(γ0);s = γ0∂s = ∂s [−→g1
−→g2
−→g3 ] =

= [(∂s
−→g1)−→g2

−→g3 ] + [−→g1 (∂s
−→g2)−→g3 ] + [−→g1

−→g2 (∂s
−→g3)] = Γl

s1 [−→gl
−→g2
−→g3 ] + Γl

s2 [−→g1
−→gl
−→g3 ] + Γl

s3 [−→g1
−→g2
−→gl ] =

= Γ1
s1ε123 + Γ2

s2ε123 + Γ3
s3ε123 = ε123Γl

ls = γ0Γl
ls

Ez egyben a feladat megoldása is.



11. gyakorlat

Héjelméleti példák

10.1. Tóruszra éṕıtett térbeli KR vizsgálata

Határozzuk meg a vázolt tóruszra éṕıtett térbeli, illetve felületi koordináta rendszer bázisvek-
torait, a metrikus tenzorokat, a görbületi tenzort és a görbületi viszonyokat. A számı́tások során
az ábra jelöléseit alkalmazzuk.

y

y

y

i

i

i

x

x

P

r

a

3

P

a

a

r

3

3

2

1

2

2

2

1

1

b0

a 0

x3

1

10.1. ábra. Jelölések a tóruszhoz kötött rendszerben

Megoldás:

A P pont helyvektora

−→r =
(
a0 + b0 cos x2

)
cos x1−→i1 +

(
a0 + b0 cosx2

)
sinx1−→i2 + b0 sin x2−→i3

alakú. Az is leolvasható az ábrából, hogy

−→a3 = cos x2 cos x1−→i1 + cos x2 sin x1−→i2 + sin x2−→i3
a tóruszfelület P pontbeli külső normális egységvektora. A P pontbeli bázisvektorok az előadásban

39



40

elhangzottak szerint számı́thatók:

−→g1 = ∂1
−→r = ∂1

(−→r + x3−→a3

)
=

(
∂1
−→r

)
+ x3 (∂1

−→a3) =

= − (
a0 + b0 cos x2

)
sin x1−→i1 +

(
a0 + b0 cosx2

)
cosx1−→i2 +

+ x3
(
− cosx2 sin x1−→i1 + cos x2 cos x1−→i2

)
=

= − [
a0 +

(
b + x3

)
cos x2

]
sinx1−→i1 +

[
a0 +

(
b + x3

)
cos x2

]
sin x1−→i2

−→g2 = ∂2
−→r = ∂2

(−→r + x3−→a3

)
=

(
∂2
−→r

)
+ x3 (∂2

−→a3) =

= − (
b0 + x3

)
cos x1 sin x2−→i1 −

(
b0 + x3

)
sinx1 sinx2−→i2 +

(
b0 + x3

)
cos x2−→i3

−→g3 = ∂3
−→r = ∂3

(−→r + x3−→a3

)
= −→a3

A bázisvektorok birtokában némi számolással, adódik a metrikus tenzor mátrixa:

[gkl] = [−→gk · −→gl ] =




[
a0 +

(
b0 + x3

)
cosx2

]2 0 0
0

(
b0 + x3

)2 0
0 0 1




melyből jól látszik, hogy a tóruszfelületre éṕıtett térbeli görbevonalú KR ortogonális.
A felületi koordinátarendszer metrikus tenzora lokalizálással határozható meg:

[aαβ ] =
[
gαβ

]
= [gαβ (xγ , 0)] =

[(
a0 + b0 cos x2

)2 0
0 b2

0

]

Mivel a fenti mátrixok diagonálisak a kontravariáns mértéktenzok is könnyen számı́thatók:

[
gkl

]
=




1
[a0+(b0+x3) cos x2]2

0 0
0 1

(b0+x3)2
0

0 0 1




[
aαβ

]
=

[
1

(a0+b0 cos x2)2
0

0 1
(b0)

2

]

Az előadáson elhangzottak alapján:

[bαβ ] = −1
2
gαβ,3

∣∣∣
x3=0

=
[− (

a0 + b0 cos x2
)
cos x2 0

0 −b0

]

a kovariáns görbületi tenzor.
A vegyes indexes alak indexemeléssel adódik:

[
b β
α

]
=

[
bαγaγβ

]
=

[
− cos x2

(a0+b0 cos x2) 0
0 − 1

b0

]

Mivel b 2
1 = b 1

2 = 0 az x1 = áll. és x2 = áll. koordinátavonalak görbületi vonalak. Az
előadásban elhangzottak alapján pedig, következik, hogy

R1 =
a0 + b0 cos x2

cosx2
és R2 = b0.

a főgörbületi sugarak.
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10.2. Igazolja

hogy fennáll a következő összefüggés:

∆Φ =
1√
g0

∂l

(√
g0g

lk∂kΦ
)

.

Megoldás:

Az előadáson elhangzottak alapján ı́rhatjuk, hogy

∆Φ = glk (∂kΦ);l =
[
glk (∂kΦ)

]
∂l + Γ l

lsg
sk (∂kΦ) =

=
√

g0√
g0

∂l

[
glk (∂kΦ)

]
+

(√
g0∂s

)
√

g0
gsk (∂kΦ) =

1√
g0

∂l

{√
g0

[
glk (∂kΦ)

]}

ami egyben a példa álĺıtásának igazolása is.

10.3. Igazolja

hogy a következő kifejezés igaz:

akl;qp − akl;pq = akmRm
lqp + amlR

m
kqp .

Megoldás:

A háromszor kovariáns akl;q tenzor p szerinti

(akl;q);p = (akl;q∂p)− Γ s
kpasl;q − Γ s

lpaks;q − Γ s
qpakl;s

kovariáns deriváltjával – felcserélve a p és q indexet a kivonandóba történő helyetteśıtéskor – ı́rható,
hogy

akl;qp − akl;pq = (akl;q) ∂p − Γ s
kpasl;q − Γ s

lpaks;q − (akl;p) ∂q − Γ s
kqasl;p + Γ s

lq aks;p

Ebben az egyenletben akl;q az előadáson feĺırtak alapján számı́tható:

akl;q = (akl∂q)− Γ m
kq aml − Γ m

lq akm

Alkalmas indexcserékkel helyetteśıtve az utóbbi képletet a Dklqp különbségre a

Dklqp = akl;qp − akl;pq =

= ∂p

(
akl∂q − Γ m

kq aml − Γ m
lq akm

)
− Γ s

kp

(
asl∂q − Γ m

sq aml − Γ m
lq asm

)
−

− Γ s
lp

(
aks∂q − Γ m

kq ams − Γ m
sq akm

)
−

− ∂q

(
akl∂p − Γ m

kp aml − Γ m
lp akm

)
− Γ s

kq

(
asl∂p − Γ m

sp aml − Γ m
lp asm

)−

− Γ s
lq

(
aks∂p − Γ m

kp ams − Γ m
sp akm

)
−

eredményt kapjuk. Vegyük észre, hogy a fenti egyenletben az aláhúzott párok összege zérus.
Könnyen ellenőrizhető az is, hogy azon tagok összege amelyben az aml∂p, akm∂p, aml∂p és akm∂q

parciális deriváltak megjelennek ugyancsak zérust ad eredményül feltéve, hogy az s néma indexeket
m-re nevezzük át ahol szükséges. A végső eredmény rendezés után adódik:

akl;qp − akl;pq =

= akm

(
∂qΓ m

pl − ∂pΓ m
ql + Γ m

qs Γ s
pl − Γ m

ps Γ s
ql

)
+ aml

(
∂qΓ m

pk − ∂pΓ m
pk + Γ m

qs Γ s
pk − Γ m

ps Γ s
qk

)
.

A zárójelben álló kifejezések rendre Rm
lqp és Rm

kqp. Ez egyben az álĺıtásunk igazolását is jelenti.
Mivel háromméretű térben a görbületi tenzor zérus értékű a kapott eredmény azt is jelenti, hogy
másodrendű kovariáns tenzorok kovariáns deriváltjai esetén a deriválások sorrendje felcserélhető.
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10.4. Igazoljuk

felhasználva a determinánsokkal és adjungáltakkal kapcsolatos ismereteinket, hogy a felületre
éṕıtett térbeli görbevonalú koordinátarendszerben:

det (gkl) = |gkl| = 1
2!

eαβ3eτν3gατgβν

gkl =
1

2g0
eklmepqrglqgmr

ahol g3l = gl3 = 0 és g33 = 1.

Megoldás:

Az előadásokon elhangzottakra tekintettel, ı́rhatjuk, hogy

|gkl| = 1
3!

eabcepqrgapgbqgcr =
1
3

[(1
2
eabcepqrgbqgcr

)

︸ ︷︷ ︸
Aap

gap

]
=

=
1
3

[
Aαπgαπ + Aα3gα3 + A3πg3π + A33g33

]

Az utóbbi képlet tovább egyszerűsödik, ha figyelembe vesszük, hog

gα3 = g3α = 0

és hogy Aαπ az adjungált, következésképp

gαπAαπ = g1πA1π + g2πA2π = 2 |gkl|
g33A

33 = A33 = |gkl|
hiszen g1πA2π, g2πA2π és g33A

33 rendre a |gkl| determináns első, második és harmadik sor szerinti
kifejtése.

A fentiek alapján, illetve felhasználva az előadáson elhangzottakat

|gkl| = 1
3

(
2A33g33 + A33g33

)
= A33 =

1
2
e3αβe3τνgατgβν =

1
2
eαβ3eτν3gατgβν .

A metrikus tenzor inverze

gkl =
Akl

g0
.

Az adjungáltak számı́tására szolgáló képlet felhasználásával innnen a

gkl =
1

2g0
eklmepqrglqgmr

eredmény következik. Eszerint, kihasználva a permutációs szimbólum értelmezését

gκπ =
1

2g0

(
eκλ3eπχ3gλχg33 + eκ3λeπ3χg33gλχ

)
=

1
g0

eκλ3eπχ3gλχ .

Tekintettel az előadáson feĺırtakra és az A33 = |gkl| egyenletre, a gkl szerkezetére a következő
összefüggések ı́rhatók fel:

g3π = gπ3 =
1

2g0

(
e3λµeπ3ρgλ3gµρ + e3λµeπκ3gλκgµ3

)
= 0

g33 =
1

2g0
e3λµe3κρgλκgµρ =

1
g0

A33 = 1

A gκπ-re egy átalaḱıtott formulát is fel tudunk ı́rni:

gκπ =
√

g0eκλ3
√

g0eπχ3gλχ = εκλ3επχ3gλχ .

Utóbbi egyenletnek, amint az a metrikus tenzorral történő átszorzásokkal könnyen kimutatható,
a

gκπ = εκλ3επχ3g
λχ

egyenlet a párja.


