
1. gyakorlat

Sebességgradiens száḿıtása

Sebességgradiens jelölése: L

d

dt
(
−→
dr) = (

−→
dr) = L(

−→
dr)

L = −→v ◦ ∇ =





vx

vy

vz





[

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

]

=







∂vx

∂x
∂vx

∂y
∂vx

∂z
∂vy

∂x

∂vy

∂y

∂vy

∂z
∂vz

∂x
∂vz

∂y
∂vz

∂z







1.1. Írjuk fel az xyz derékszögű Descartes koordinátarendszerben a
sebességgradiens mátrixát

L = −→v ◦ ∇ = vp−→g p ◦ ∂

∂xk

−→g k =
∂vp

∂xk

−→g p ◦ −→g k + vp ∂−→g p

∂xk
◦ −→g k = (vp

,k + vmΓp
mk)−→g p ◦ −→g k

helykoordináták sebességkoordináták bázisvektorok
x1 = x1 = x v1 = v1 = vx

−→g 1 = −→g 1 = −→e x

x2 = x2 = x v2 = v2 = vy
−→g 2 = −→g 2 = −→e y

x3 = x3 = x v3 = v3 = vz
−→g 3 = −→g 3 = −→e z

A metrikus tenzor determinánsa:
|gkl| = g = 1

A Christofel szimbólumokról pedig tudjuk, hogy

Γm
pk = 0

Ekkor a sebességgradiens mátrix a következő formában ı́rható fel:

[

lkl
]

=







v1
;1 v1

;2 v1
;3

v2
;1 v2

;2 v2
;3

v3
;1 v3

;2 v3
;3






=







v1
,1 v1

,2 v1
,3

v2
,1 v2

,2 v2
,3

v3
,1 v3

,2 v3
,3







Descartes rendszerben a pontosvessző helyett vesszőt ı́rhatunk, mivel a Christoffel szimbólumok
zérus értékűek. Továbbá mivel a metrikus tenzor egységtenzor, ı́gy ı́rhatjuk, hogy

[

l k
l

]

=
[

lkl
]

=
[

lkl
]

= [lkl]

1.2. Írjuk fel az R, ϕ, z hengerkoordináta rendszerben a
sebességgradienst

A bázisvektorok

−→e z = áll. −→e ϕ = −→e ϕ(ϕ) → ∂−→e ϕ

∂ϕ
= −−→e R

−→e R = −→e R(ϕ) → ∂−→e R

∂ϕ
= −→e ϕ

1
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Sebességvektor:
−→v = vR

−→e R + vϕ
−→e ϕ + vz

−→e z

∇ =
∂

∂R
−→e R +

1

R

∂

∂ϕ
−→e ϕ +

∂

∂z
−→e z

Szimbolikus jelöléssel:

L = −→v ◦ ∇ =







vR

vϕ

vz







[

∂
∂R

1
R

∂
∂ϕ

∂
∂z

]

=







∂vR

∂R
1
R

(∂vR

∂ϕ
− vϕ) ∂vR

∂z
∂vϕ

∂R
1
R

(
∂vϕ

∂ϕ
+ vR)

∂vϕ

∂z
∂vz

∂R
1
R

∂vz

∂ϕ
∂vz

∂z







helykoordináták bázisvektorok
R = x1 = x1 −→g 1 = −→g 1 = −→e R

ϕ = x2 = x2 −→g 2 = −→g 2 = −→e ϕ

z = x3 = x3 −→g 3 = −→g 3 = −→e z

A nem zérus Christofel szimbólumok:

Γ1
22 = −R = −x1 Γ2

12 = Γ2
21 =

1

R
=

1

x1

A metrikus tenzor:

|gkl| =





1 0 0
0 R2 0
0 0 1





A vk-hoz tartozó fizikai koordináták:

v〈K〉 = vK√
gKK ⇒

v〈1〉 = v1√g11 = v1 · 1 = v1 = v1 = vR

v〈2〉 = v2√g22 = v2 · R = v2 · R = v2 ·
1

R
= vϕ

v〈3〉 = v3√g33 = v3 · 1 = v3 = v3 = vz

Vagyis a vk illetve vk fizikai koordinátái a következőek:

[

v1 v2 v3
]

=
[

vR
vϕ

R
vz

]

[

v1 v2 v3

]

=
[

vR Rvϕ vz

]

Ezáltal a sebbességgradiens koordinátái:

[l p
k ] ⇒ v1

;1 = v1
,1 + Γ1

m1v
m = v1

,1

v1
;2 = v1

,2 + Γ1
m2v

m = v1
,2 − Rv2

v1
;3 = v1

,3 + Γ1
m3v

m = v1
,3

v2
;1 = v2

,1 + Γ2
m1v

m = v2
,1 +

1

R
v2

v2
;2 = v2

,2 + Γ2
m2v

m = v2
,2 +

1

R
v1

v2
;3 = v2

,3 + Γ2
m3v

m = v2
,3

v3
;1 = v3

,1 + Γ3
m1v

m = v3
,1

v3
;2 = v3

,2 + Γ3
m2v

m = v3
,2

v3
;3 = v3

,3 + Γ3
m3v

m = v3
,3
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Az lkl-hez tartozó fizikai koordináták:

l
〈K〉
〈L〉 = lKL

√

gKK

gLL

⇒ l
〈1〉
〈1〉 = lRR = l11 · 1 = v1

,1 =
∂vR

∂R

l
〈1〉
〈2〉 = lRϕ = l12 ·

√

1

R2
= l12 ·

1

R
=

1

R
(
∂vR

∂ϕ
− vϕ)

l
〈1〉
〈3〉 = lRz = l13 · 1 =

∂vR

∂z

l
〈2〉
〈1〉 = lϕR = l21 · R = (

∂

∂R
(
vϕ

R
) +

1

R

vϕ

R
) · R =

∂vϕ

∂R

l
〈2〉
〈2〉 = lϕϕ = l22 · 1 =

∂

∂ϕ

vϕ

R
+

1

R
vR =

1

R
(
∂vϕ

∂ϕ
+ vR)

l
〈2〉
〈3〉 = lϕz = l23 · R =

∂

∂z

vϕ

R
R =

∂vϕ

∂z

l
〈3〉
〈1〉 = lzR = l31 · 1 =

∂vz

∂R

l
〈3〉
〈2〉 = lzϕ = l32 ·

1

R
=

1

R

∂vz

∂ϕ

l
〈3〉
〈3〉 = lzz = l33 · 1 =

∂vz

∂z

Az −→g 1,
−→g 2,

−→g 3 bázisokkal a sebességgradiens mátrixa:

[lkp] =







lRR RlRϕ lRz

1
R

lϕR lϕϕ
1
R

lϕz

lzR Rlzϕ lzz







1.3. Példa a sebességradiens számı́tására

Ismertek a sebességvektor koordinátái:

v1 = vx =
3x

1 + t
v2 = vy =

y

1 + t
v3 = vz =

5z2

1 + t

melyből a sebességgradiens mátrixa a következő képpen alakul

L = −→v ◦ ∇ =
1

1 + t





3 0 0
0 1 0
0 0 10z





Alakváltozási sebesség mátrixa:

D =
1

2
(L + LT ) = L

illetve az örvénytenzor

W =
1

2
(L − LT ) = 0



2. gyakorlat

Alakváltozási jellemzők előálĺıtása

2.1. Derékszögű Descartes féle koordinátarendszerben

t0 : kezdeti ( azonośıtó ) vagy vonatkoztató rendszer ( konfiguráció )

t : pillanatnyi vonatkoztatási rendszer ( konfiguráció)

a bázisvektorok:

−→e 0
x,−→e 0

y,−→e 0
z : ortonormált bázisvektorok az azonośıtó konfigurációban

−→e x,−→e y,−→e z : ortonormált bázisvektorok a pillanatnyi konfigurációban

P 0 : helyvektora: −→r 0 = −→r 0(x0, y0, z0)

P : helyvektora: −→r = −→r (x, y, z)

a mozgástörvények:
−→r = −→r (x0, y0, z0; t)

x = x(x0, y0, z0; t) y = y(x0, y0, z0; t) z = z(x0, y0, z0; t)

és
−→r 0 = −→r 0(x, y, z; t)

x0 = x0(x, y, z; t) y0 = y0(x, y, z; t) z0 = z0(x, y, z; t)

Az elmozdulásmező:
−→u 0 = u0

x
−→e 0

x + u0
y
−→e 0

y + u0
z
−→e 0

z

−→r = −→r 0 + −→u 0

továbbá
F = −→r ◦ ∇0 =

(−→r 0 + −→u 0
)

◦ ∇0 = −→r 0 ◦ ∇0 + −→u 0 ◦ ∇0 = −→u 0 ◦ ∇0 + I

mivel:
−→r 0 = x0−→e 0

x + y0−→e 0
y + z0−→e 0

z

−→r 0 ◦ ∇0 = I

−→
dr = F · −→dr0

∇0 =
∂

∂x0

−→e 0
x +

∂

∂y0

−→e 0
y +

∂

∂z0

−→e 0
z

4
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[

F
]

=
(

u0
x
−→e 0

x + u0
y
−→e 0

y + u0
z
−→e 0

z

)

◦
(

∂

∂x0

−→e 0
x +

∂

∂y0

−→e 0
y +

∂

∂z0

−→e 0
z

)

+
[−→

I
]

=

=









1 +
∂u0

x

∂x0

∂u0

x

∂y0

∂u0

x

∂z0

∂u0

y

∂x0 1 +
∂u0

y

∂y0

∂u0

y

∂z0

∂u0

z

∂x0

∂u0

z

∂y0 1 +
∂u0

z

∂z0









A jobboldali Cauchy-Green-féle alakváltozási tenzor

C0 = F T · F
A mátrix koordinátái pedig a következőképpen ı́rhatóak fel, mivel szimmetrikus

c0
xx =

(

1 +
∂u0

x

∂x0

)2

+

(

∂u0
y

∂x0

)2

+

(

∂u0
z

∂x0

)2

c0
yy =

(

∂u0
x

∂y0

)2

+

(

1 +
∂u0

y

∂y0

)2

+

(

∂u0
z

∂y0

)2

c0
zz =

(

∂u0
x

∂z0

)2

+

(

∂u0
y

∂z0

)2

+

(

1 +
∂u0

z

∂z0

)2

c0
xy = c0

yx =

(

1 +
∂u0

x

∂x0

)

∂u0
x

∂y0
+

(

1 +
∂u0

y

∂y0

)

∂u0
y

∂x0
+

∂u0
z

∂y0

∂u0
z

∂x0

c0
xz = c0

zx =

(

1 +
∂u0

x

∂x0

)

∂u0
x

∂z0
+

∂u0
y

∂z0

∂u0
y

∂x0
+

(

1 +
∂u0

z

∂z0

)

∂u0
z

∂x0

c0
zy = c0

yz =
∂u0

x

∂z0

∂u0
x

∂y0
+

(

1 +
∂u0

y

∂y0

)

∂u0
y

∂z0
+

(

1 +
∂u0

z

∂z0

)

∂u0
z

∂y0

Green-Lagrange-féle alakváltozási tenzor

E0 =
1

2

(

C0 − I0
)

egy elem részletesen kíırva

c0
xx =

(

1 +
∂u0

x

∂x0

)2

+

(

∂u0
y

∂x0

)2

+

(

∂u0
z

∂x0

)2

= 1 + 2
∂u0

x

∂x0
+

(

∂u0
x

∂x0

)2

+

(

∂u0
y

∂x0

)2

+

(

∂u0
z

∂x0

)2

ebből

E0
xx =

∂u0
x

∂x0
+

1

2





(

∂u0
x

∂x0

)2

+

(

∂u0
y

∂x0

)2

+

(

∂u0
z

∂x0

)2





ehhez hasonlóan a főátlóban lévő elemek

E0
yy =

∂u0
y

∂y0
+

1

2





(

∂u0
x

∂y0

)2

+

(

∂u0
y

∂y0

)2

+

(

∂u0
z

∂y0

)2





E0
zz =

∂u0
z

∂z0
+

1

2





(

∂u0
x

∂z0

)2

+

(

∂u0
y

∂z0

)2

+

(

∂u0
z

∂z0

)2




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a többi elemre pedig az alábbi öszefüggések adódnak

E0
xy = E0

yx =
1

2
C0

xy =
1

2
C0

yx =
1

2

(

∂u0
x

∂y0
+

∂u0
y

∂x0

)

+
1

2

(

∂u0
x

∂x0

∂u0
x

∂y0
+

∂u0
y

∂y0

∂u0
y

∂x0
+

∂u0
z

∂y0

∂u0
z

∂x0

)

E0
xz = E0

zx =
1

2
C0

xz =
1

2
C0

zx =
1

2

(

∂uo
x

∂z0
+

∂uo
z

∂x0

)

+
1

2

(

∂u0
x

∂x0

∂u0
x

∂z0
+

∂u0
y

∂z0

∂u0
y

∂x0
+

∂u0
z

∂z0

∂u0
z

∂x0

)

E0
yz = E0

zy =
1

2
C0

yz =
1

2
C0

zy =
1

2

(

∂u0
y

∂z0
+

∂u0
z

∂y0

)

+
1

2

(

∂u0
x

∂y0

∂u0
x

∂z0
+

∂u0
y

∂z0

∂u0
y

∂y0
+

∂u0
z

∂z0

∂u0
z

∂y0

)

2.2. Példa: egytengelyű húzás (a húzás tengelye az x tengely)

−→u 0 = εx0−→e 0
x − νεy0−→e 0

y − νεz0−→e z

u0
y = −νεy0 u0

z = −νεz0 u0
x = εx0

Határozzuk meg az alakváltozási gradiens, a jobboldali Cauchy-Green, és a Green-Lagrange
féle alakváltozási tenzorokat!

F =?, C0 =?, E0 =?

Az alakváltozási gradiens:

[

F
]

=
[

I + −→u 0 ◦ ∇0
]

=





1 + ε 0 0
0 1 − νε 0
0 0 1 − νε





A jobboldi Cauchy-Green alakváltozási tenzor:

[

C0
]

=
[

F T · F
]

=





(1 + ε)
2

0 0

0 (1 − νε)
2

0

0 0 (1 − νε)
2





mivel
(1 + ε)

2
= 1 + 2ε + ε2 (1 − νε)

2
= 1 − 2νε + ν2ε2

ı́gy a Green-Lagrange féle alakváltozási tenzor:

[

E0
]

=

[

1

2

(

C0 − I0
)

]

=





ε 0 0
0 −νε 0
0 0 −νε



+
1

2





ε2 0 0
0 ν2ε2 0
0 0 ν2ε2





Kis alakváltozásokra a lineáris közeĺıtést használjuk, nagy alakváltozásoknál a nemlináris tag
is domináns!

−→
G1 = F · −→e 0

x = (1 + ε)−→e 0
x

−→
G2 = F · −→e 0

y = (1 − νε)−→e 0
y

−→
G3 = F · −→e 0

z = (1 − νε)−→e 0
z

[

C0
]

= [GKL] =







−→
G1 ·

−→
G1 0 0

0
−→
G2 ·

−→
G2 0

0 0
−→
G3 ·

−→
G3







mint az látható.



7

2.3. Alakváltozási jellemzők hengerkoordináta rendszerben

t0: a kezdeti konfiguráció

DDKR HKR
koordináták: x0 y0 z0 R0 ϕ0 z0

bázisvektorok: −→e 0
x

−→e 0
y

−→e 0
z

−→e 0
R

−→e 0
ϕ

−→e 0
z

t0: a pillanatnyi konfiguráció

DDKR HKR
koordináták: x y z R ϕ z

bázisvektorok: −→e x
−→e y

−→e z
−→e R

−→e ϕ
−→e z

Bázisvektorok: −→e 0
x = −→e x

−→e 0
y = −→e y

−→e 0
z = −→e z

−→e 0
R = −→g 0

1
−→e 0

ϕ =
1

R
−→g 0

2
−→e 0

z = −→g 0
3

−→e R = −→g 1
−→e ϕ =

1

R
−→g 2

−→e z = −→g 3

Alakváltozási gradiens

F =
−→
I + −→u 0 ◦ ∇0

Az elmozdulásmező:
−→u 0 = u0

R
−→e 0

R + u0
ϕ
−→e 0

ϕ + u0
z
−→e 0

z

A deriválási operátor:

∇0 =
∂

∂R0

−→e 0
R +

1

R0

∂

∂ϕ0

−→e 0
ϕ +

∂

∂z0

−→e 0
z

A hengerkoordinátarendszerbeli egységvektok deriváltjai:

∂−→e 0
R

∂ϕ
= −→e 0

ϕ

∂−→e 0
ϕ

∂ϕ
= −−→e 0

R

Ezek után az alakváltozási gradiens mátrixa:

F =









∂u0

R

∂R0 + 1 1
R0 (

∂u0

R

∂ϕ0 − u0
ϕ)

∂u0

R

∂z0

∂u0

ϕ

∂R0

1
R0 (

∂u0

ϕ

∂ϕ0 + u0
R) + 1

∂u0

ϕ

∂z0

∂u0

z

∂R0

1
R0 (

∂u0

z

∂ϕ0 )
∂u0

z

∂z0 + 1









A jobboldali Couchy-Green féle alakváltozási tenzor

C0 = F T · F
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melyből a tenzor koordinátái a következőképpen ı́rhatók

Cxx = (
∂u0

R

∂R0
+ 1)2 + (

∂u0
ϕ

∂R0
)2 + (

∂u0
z

∂R0
)2

Cyy = (
1

R0
(
∂u0

R

∂ϕ0
− u0

ϕ))2 + (
1

R0
(
∂u0

ϕ

∂ϕ0
+ u0

R) + 1)2 + (
1

R0
(
∂u0

z

∂ϕ0
))2

Czz = (
∂u0

R

∂z0
)2 + (

∂u0
ϕ

∂z0
)2 + (

∂u0
z

∂z0
)2

Cxy = Cyx = (
∂u0

R

∂R0
+ 1)(

1

R0
(
∂u0

R

∂ϕ0
− u0

ϕ)) + (
∂u0

ϕ

∂R0
)(

1

R0
(
∂u0

ϕ

∂ϕ0
+ u0

R) + 1) + (
∂u0

z

∂R0
)(

1

R0
(
∂u0

z

∂ϕ0
))

Cyz = Czy = (
1

R0
(
∂u0

R

∂ϕ0
− u0

ϕ))(
∂u0

R

∂z0
) + (

1

R0
(
∂u0

ϕ

∂ϕ0
+ u0

R) + 1)(
∂u0

ϕ

∂z0
) + (

1

R0
(
∂u0

z

∂ϕ0
))(

∂u0
z

∂z0
)

Cxz = Czx = (
∂u0

R

∂R0
+ 1)(

∂u0
R

∂z0
) + (

∂u0
ϕ

∂R0
)(

∂u0
ϕ

∂z0
) + (

∂u0
z

∂R0
)(

∂u0
z

∂z0
)

Green-Lagrange féle alakváltozási tenzor

E0 =
1

2
(C0 − I)

melyből a tenzor koordinátái a következőképpen ı́rhatók

E0
xx =

1

2
[(

∂u0
R

∂R0
+ 1)2 + (

∂u0
ϕ

∂R0
)2 + (

∂u0
z

∂R0
)2 − 1]

E0
yy =

1

2
[(

1

R0
(
∂u0

R

∂ϕ0
− u0

ϕ))2 + (
1

R0
(
∂u0

ϕ

∂ϕ0
+ u0

R) + 1)2 + (
1

R0
(
∂u0

z

∂ϕ0
))2 − 1]

E0
zz =

1

2
[(

∂u0
R

∂z0
)2 + (

∂u0
ϕ

∂z0
)2 + (

∂u0
z

∂z0
)2 − 1]

E0
xy = E0

yx =
1

2
[(

∂u0
R

∂R0
+ 1)(

1

R0
(
∂u0

R

∂ϕ0
− u0

ϕ)) + (
∂u0

ϕ

∂R0
)(

1

R0
(
∂u0

ϕ

∂ϕ0
+ u0

R) + 1) + (
∂u0

z

∂R0
)(

1

R0
(
∂u0

z

∂ϕ0
))]

E0
yz = E0

zy =
1

2
[(

1

R0
(
∂u0

R

∂ϕ0
− u0

ϕ))(
∂u0

R

∂z0
) + (

1

R0
(
∂u0

ϕ

∂ϕ0
+ u0

R) + 1)(
∂u0

ϕ

∂z0
) + (

1

R0
(
∂u0

z

∂ϕ0
))(

∂u0
z

∂z0
)]

E0
xz = E0

zx =
1

2
[(

∂u0
R

∂R0
+ 1)(

∂u0
R

∂z0
) + (

∂u0
ϕ

∂R0
)(

∂u0
ϕ

∂z0
) + (

∂u0
z

∂R0
)(

∂u0
z

∂z0
)]


