1. GYAKORLAT

SEBESSEGGRADIENS SZAMITASA

Sebességgradiens jelolése: L

d — — —

E(dr) = (dr) = L(dr)
Qv vy vy
Vg oz Oy 0z
_ — 2 9 0 dvy  9vy  Ouy
é =voV= Uy |:6z dy oz Ox oy 0z
Uz Ov, Ov, v,

ox oy 0z

1.1. frjuk fel az xyz derékszogii Descartes koordinatarendszerben a
sebességgradiens matrixat
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helykoordinatdk | sebességkoordinatak | bézisvektorok

— T — T — = _ =1 _ >

Ty =x =T V1 =V = Uy g1 = g = €y

Ty =2"=2x Vg = V7 = Uy go= g = ¢y

r3=2"=x vy =" =0, gzs=9g°="¢€.

A metrikus tenzor determinansa:
gkl =g =1
A Christofel szimbdlumokrol pedig tudjuk, hogy

Iy, =0

Ekkor a sebességgradiens matrix a kovetkezé formaban irhaté fel:

1 1 1 1 1 1
vl vy vl ol vty iy
k1 _ 2 2 2 _ 2 2 2
(] = [0% % v = V% vy v
3 3 3 3 3 3

Descartes rendszerben a pontosvesszo helyett vessz6t irhatunk, mivel a Christoffel szimbdélumok
zérus értékiiek. Tovabba mivel a metrikus tenzor egységtenzor, igy irhatjuk, hogy

[W*] =[] = [I*'] = ]

1.2. frjuk fel az R, v, z hengerkoordinata rendszerben a
sebességgradienst

A bazisvektorok
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Sebességvektor:
— — — —
VUV =VRERTVp€yp+U,€,
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Szimbolikus jeloléssel:
9 o
UR 5% =l 9~ U
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helykoordinéték| bazisvektorok
R=oi=2' |71-7 =%r
2 — —9 —
p=T2 =T g2= g~ = €yp
3 — —3 —
Z=T3 =T gs=4g €z
A nem zérus Christofel szimbdlumok
1 1
1‘117 :7.@1 F2 :FQZ_—_
22 12 AT R T4
A metrikus tenzor:
1 0 0
lgu| = [0 R* 0
0 0 1

A vF-hoz tartozé fizikai koordinték:

i) = Ul./gu =yl 1=9p!= V1 = UR

v<K>:vK\/£]K—K§ v =2 922:v2~R:v2~R:1)2'R*

o3

Vagyis a v¥ illetve vy, fizikai koordindtai a kovetkezdek:
[o' 0?0 =[or B v
[vl Vo ’Ug] = [’UR R, vz]
Ezaltal a sebbességgradiens koordinatéi:
1= vy = Ul,l + F71nlvm =V
Vg = 11172 + ) 0™ = 11172 — Rv?
Vg = 11173 + F,1n3vm =03
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U?’;l = U?’,l + 0" = U?’,l
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Az lkl—hez tartozo fizikai koordinatdk:

ov
JE) g JIKE ) e L=t = S8
@ = g (1y — 'RR =01 17 AR
/1 1 1,00
JAS Ay I LY NS E R Qe L
(2) = "Re 2 R2 2' R R(&p vp)
0
) = tns =T 1= 57
4
0 v 1w ov
I =log=1% R=(5(-2)+ 5-£)-R= 32
(1 ~ PR T (8R(]%) R‘R) OR
0 v 1 1 0ov
12 =, =13 1= — 24 _yp=—(=2
(2) P 2 8<p R + RUR R( a(p +UR)
@) _ 2 g Ove,  Ou,
Py =le= =15 _azRR_ 0z
3 _; 3 ,_ 0Ovs
1y =tr="01=22
@ g g L 10v
@77 2 R ROy

Az g1, G2, g3 bazisokkal a sebességgradiens matrixa:

lrr  Rlpy g

[lkp] = %le loy %lwz
lzR Rlch lzz
1.3. Példa a sebességradiens szamitasara

Ismertek a sebességvektor koordinatai:

3x Y 522
- Vo2 = Vy = —— V3 =V, =
1+t 2T T Ty M

V1 = Uy

melybdl a sebességgradiens métrixa a kovetkezd képpen alakul

illetve az 6rvénytenzor



2. GYAKORLAT

ALAKVALTOZASI JELLEMZOK ELOALLITASA

2.1. Derékszogili Descartes féle koordinatarendszerben

tO

kezdeti ( azonosité ) vagy vonatkoztaté rendszer ( konfigurdcio )
t

pillanatnyi vonatkoztatési rendszer ( konfigurécid)
a bézisvektorok:

—0 .
o0 €yy €50

ortonormalt bazisvektorok az azonosité konfiguraciéban

— — , s . . . s ez
€z, €y, €, :ortonormalt bazisvektorok a pillanatnyi konfigurdciéban

PY : helyvektora: 79 = 7°(z,¢°, 2°)

P : helyvektora: 7 (2,9, 2)
a mozgastorvények:

y=y@" 1’ %) 2=2("y" %0
és
70 =702,y 23t)
2’ =2y, zt) Yy = (o zt) 20 =2,y 0
Az elmozduldsmezd:
@0 = 0T+ ul T + 00 EY
7 =704 7O
tovabba
E:?OVOZ (?0+70)OVO*?OOVOJrﬂ’OoVO:UOOVOJrI
mivel:
70 _ 4090 4 y0?2 +20%0
700V =1
— -0
r = g dr
0 0 0
0 _ -0, 9 -0, 9 —o
v 020 ez+8y0 ey+azoez
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Bug Bug
Ox9 dy0 1+ 920

A jobboldali Cauchy-Green-féle alakvaltozasi tenzor

CO:FT'£

A miétrix koordinatai pedig a kovetkezOképpen frhatéak fel, mivel szimmetrikus

o = < guo (ax0> 6x0>
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Green-Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor

E°

E =35 (C"-I)
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a tobbi elemre pedig az alabbi 6szefiiggések adédnak

E — g0 — 100 — lCO — 1 aug + a_ug 4 l auﬂoﬁ auﬂoﬁ + a_uga_ug aug aug
ry e oo g vE 2 L 9yd  9ad 2\ 020 9y Oyd 9z = Oy0 92O
1 1 1 /0u® Oul 1{0ud oul  Oud oud  Hul oul

EO — EO — -9 -0 _ T z - T T Ty "y z z
vz =T 20“ QCZI 2 (820 + 8930) + 2 <8z0 020 + 020 020~ 920 920
E° — g9 — 100 — 100 — l a_ug + aug 4 l aug aug + a_uga_ug aug aug
vz oo27vE 27 20 020 0 ogyd 2\ 0y0 920 920 9y0 = 920 9yO

2.2. Példa: egytengelyii hizas (a hizas tengelye az x tengely)

w0 =ex’e? — l/eyo?g —vex"e,
ud = —vey” ud = —vez” u) = ea®

Y
Hatarozzuk meg az alakvaltozasi gradiens, a jobboldali Cauchy-Green, és a Green-Lagrange
féle alakvaltozasi tenzorokat!
F =7 C°=? E°=7

Az alakvéltozasi gradiens:

1+e€ 0 0
[E] =L+ oV’ ]=| 0 1-ve 0
0 0 1—wve
A jobboldi Cauchy-Green alakvaltozasi tenzor:
(1+¢)? 0 0
CI-EE=] 0 (-w? 0
0 0 (1—ve)®

mivel

(14¢)=1+2+¢2 (1—wve)® =1—2we+ %32

igy a Green-Lagrange féle alakvéltozasi tenzor:

1 € 0 0 1 g2 0 0
[E°]=|-(C"-I")=10 —ve O |+=|0 v2%2 0
- 2= 7 0 0 —wve| 2|0 0 w22

Kis alakvéltozasokra a linedris kozelitést hasznédljuk, nagy alakvaltozdsokndal a nemlinaris tag
is domindns!

Gi=EFE - T0=(1+¢)72"°
622@-?22(1—%)?8
=1 — —
Gz=F- ed=(1-ve)e?
G- G, 0 0
- =
[CO} :[GKL]: 0 GQ'GQ 0
0 0 Gs-G3

mint az lathatd.



2.3. Alakvaltozasi jellemzok hengerkoordinata rendszerben

t%: a kezdeti konfiguracié

| DDKR | HKR
koordinatak: 20 0 20 RV o0 20
bézisvektorok: | €9 €9 €% | €y €L €?
t%: a pillanatnyi konfiguracié
DDKR | HKR
koordinatak: Ty z R ¢ =z
bézisvektorok: z ?y e, | €r ?g, €.
Bazisvektorok:
—0 _ — —0 _ — —0 _ —
€,= €z eyfey €,= €2
1
—0 —0 —0 —0 —0 —0
€rR= Y1 €¢:§92 €.=9s
— — — 1 — —
€ER= g1 €¢=§92 €= 03
Alakvaltozasi gradiens
F=1+u"oV’
Az elmozduldsmez6:
W0 = Y +ul @Y + 0l e
A derivalési operator:
V073—>0+1a—>0+i?0
ORO " T RO9pO " ¥ T 920
A hengerkoordinatarendszerbeli egységvektok derivaltjai:
—0 —0
6632?0 aew:_?o
Op @ Op r
Ezek utan az alakvaltozési gradiens matrixa:
oul 1 0u% oul
oo +1 R_(Bcpo u ) 920
_ Al 1 Al Al
E=| 5%  H(Gs+ul)+1  F
ou) 1 (0ul ou;
o 77 (565) 70 +1

A jobboldali Couchy-Green féle alakvaltozasi tenzor
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melybdl a tenzor koordindtai a kovetkez6képpen irhaték

me(gigg+1)2+(gi}z%)2+(g;%)z
ny(ﬁ(%ugﬂ))2+(i(22+ 0)+1)2 + (}%O(g_z;%)f
Coo = (e Py (22
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Cue = Cuy = (o (0t — a2 2) 4 (B ) + 1)) + (2025
oul, oy 0wl ol 9ud oul

= (Gro T V(G50 + (GRo)(50) + (GRe)(550)

Green-Lagrange féle alakvaltozasi tenzor

B =5~ D)
melybdl a tenzor koordinatai a kovetkezOképpen irhatok
1., 0uf ou ou’
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