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1. A STATIKAI MODELL EGYENLETEI

1.1. Jelolje Fg és Mg a rid keresztmetszetének salypontjahoz kotve a bels6 erérendszer ere-
ddéjét és az S pontra szamitott nyomatékit. A rud koézépvonala mentén s az ivkoordinata és
es az ivkoordinata pozitiv iranyaba mutaté egységvektor. A rid koézépvonala mentén megoszlo
erérendszer (tovabbiakban ER) stirtiségét f, a rad kézépvonala mentén megoszlo eréparrendszer
striségét pedig m jeloli. A bevezetett jelolésekkel felirva a

dFg dMg
1 — +f=0,
(1) P
egyenletek a rud egyensilyi egyenletei. Az 1. abran vazolt KR-ben (az eg és a fiiggsleges altal
bezart szog )

—i—eSXFs—l—m:O

(2) f=fe,+ foe.
a rud kozépvonaldn megoszlé ER stirtisége,
(3) Fg = —(Byey + B.e:)

a bels6 ER ered@je a pozitiv keresztmetszeten és
(4) MS == Mhem

jeloli a hajlitobnyomatékot.

y
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1. abra. Bels§ erdk elGjelszabalyanak szemléltetése



Az 1. abra a belss erdk el6jelszabalyat szemlélteti. A (2,3) és (4) képletek helyettesitésével a

d

(5a) ds (Byey + B.e:) = fyey + fze. ,
dM
(5b) d—shex =e; X (Bye, + Be;) ,
vagy ami ugyanaz a
dB, dB,
(6a) K_fy’ ds = [z,
dM
(6b) 3 b= —BysintY + B, cos = =T
S

egyenleteket kapjuk a (1) egyensilyi egyenletekbdl megjegyezve, hogy a tovabbiakban feltételez-
ziik, hogy nincs vonalon megoszl6 eréparrendszer, azaz m = 0.
1.2. A fenti egyenletek integralasaval az

P
(7a) Byp = Bya + /fyds )
A
P
(7b) BzP = BzA + /fzds )
A
P
(7c) Mpp = Mpy + / [ — Bysinvds + B,cos Uds]
A dz dy

eredményre jutunk.

Ye-Y

y A ByP

B'AT’
f.ds

Va f,ds

vA

Zp

< >

2. &bra. Segédabra az integralok atalakitasahoz

Ha kihasznaljuk az egyszeriien beldthaté

(8) dz = —d(zp — 2), dy = —d(yp — vy)



képleteket, akkor parcialis integralassal a (7c)-bdl az

P P
dB dB,
9) M =M+ (2 =B, [5 — [ (20 =202 = (= Bol5 + [(0r =)o
A A
egyenlet kovetkezik. Vegyiik figyelembe, hogy
dB, dBy
(10a) P —Ydz P —ds = f,ds,
dB, dB,
(10Db) o YT = f.ds.
Kovetkezésképp a (9) tovabb alakithato:
P P
Myp = Mpa — (2p — 24)Bya + (yp — ya)B.a — /(ZP — z) fyds + /(yP —y)f.ds .
A A

1.3. A kés6bbiek kedvéért egy csoportba gytijtve megismételjiik az egyensulyi egyenletek in-
tegrabilis alakjat:

Byp = Bya + /fyds ; B.p = B.a +/fzd5 ;
(11) 4

P

P
Mpp = Mpa — (2zp —ya)Bya + (yp —ya)B / zp — z) fyds + /(yP —y)f.ds.
A A

2. A SZILARDSAGTANI MODELL EGYENLETEI

2.1. A 3. 4bra azzal a feltevéssel szemlélteti a ds hosszisagu rudelemet, hogy arra a tengelyi-
ranyd N er6 mikoédik. A rad jobboldali végének a rad baloldali végéhez viszonyitott rudiranyta

N
EdS

nagysagi elmozdulasa felbonthaté fiiggbleges és vizszintes OsszetevSkre. Ezeket rendre dvy és

3. 4dbra. Ridelemre miikodé tengelyiranyt erd és hatasa

dwy jeloli. Leolvashaté az dbréarol, hogy

N
dvy = cos ’UEdS
(12)

dwy =sinv——ds .

AE



2.2. A hajlitas hatasara kialakul6 elemi mozgasok meghatarozasa soran a 4. abra jeloléseit és a
rudelmélet klasszikus képleteit alkalmazzuk. A nyiras hatasat figyelmen kiviil hagyjuk. Az dbran
W, jeloli a rudelem kézépvonalanak elfordulésat a kezdpontban. A rudelem jobboldali végének
szogelfordulasa a rudelem baloldali végéhez képest pedig d¥,, . Az dbra piros szinnel szemlélteti
a hajlitasbol adodo és a ¥, szogelfordulas figyelembevételével szamitott elmozdulésvektort. Az
elmozdulésvektor fliggtleges és vizszintes Osszeteviit, a kordbbiaknak megfelelen dvys és dways

4. abra. Rudelem jobboldali végének elmozdulésa hajlitonyomaték hatasara

jeloli. Legyen v,, w, és W, rendre a silypontvonal y és z irdnyud elmozdulésa, illetve szogelfor-
dulasa. Az abra adataival:

dvy = —sin¥ ¥,,ds ,

(13) dwy; = cost¥,ds .

Visszaidézve a szogelfordulas és hajlitonyomaték kozott fennallo Gsszefiiggést, majd kombinélva
a (12) és (13) egyenleteket kapjuk, hogy:

A¥or _ My

ds  IL,E’

dv N
14 °— _ i -
(14) Is W, sm19+00819AE ,

dw, . N

o = W, cost + smz?E .

A fenti egyenletek integralésaval a

P
1
\I/oxP = \IloxA + / IxEMhdS )
)

P
N
(15) VoP = UpA — oz SInVds + / 15 cosdds ,
A

P

N
Wop = Woa + | Yo costdds + / o sin ¥ds

/
/

A
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Osszefiiggéseket kapjuk ezek szamitaséara. Tovabb alakithatok parcialis integralassal a fenti kép-
letek, ha elhanyagoljuk a riders hatasat és figyelembe vessziik, kihasznalva a 2. abrat, hogy

dz =dssind, dz=—d(zp — 2) ,

16
(16) dy = dscos? , dy = —d(yp — v) ,
amivel
T 1
\I’oz = \I]om Myd )
P A+ / LB nds
A
P P
P d‘ljox
(17) Vo = VoA — | Wordz = voa + (2p — 2)Wos|y — [ (zp — 2) 3 dz,
z
A A
P P
P d‘llox
Wop = WoA + \Ilozvdy = WoA — (yP - y)\yox’A + (yP - y) dy dy
A A
Ha a tovabbiakban még azt is felhasznaljuk, hogy
dlllow Yo 1
dz = d ds = Mpds ,
(18) dz ds I.F
d¥,, dv,,. 1
dy = ds = Myds .
dy 4 ds I.FE hes
akkor (mind harom egyenletet kifrva)
i 1
\\J =v M,
ox P oxA Tt / ImE hds )
A

1
(zp — 2) —=Mpds ,

(19) VoP = VoA — (ZP - Z)\IlomA - LE

b\w

P
1
Wop = WoA + (yP - y)‘lloxA + /(?/P - y)I EMhdS .
4 x

A kés@bbiek kedvéért 1j valtozokat vezetiink be annak érdekében, hogy formai analogiat talaljunk
a statikai és alakvaltozési modellek kozott. Legyen
- I
U =IEV,,, v=I,Ev, , w = I,Ew, , M= I—"Mh )
x

ahol I, vonatkoztatasi masodrendd nyomaték. Az 1j valtozokban az

P
\ilp:\i!A+/Mds,
A

(20) Op =04 — (2p —24)Va — [ (zp — 2)Mds ,

m—

wp =wa+ (yp —ya)¥a+ [ (yp —y)Mds

:B\“U

alakban irhatok fel a (19) egyenletek.



3. STATIKAI, KINEMATIKAI ANALOGIA — A FIKTIV TERHELESEK MODSZERE

3.1. A lenti tablazat két oszlopban egymas mellé helyezve szemlélteti a statikai modell elsg
két egyenletét, valamint az alakvaltozasi modell els§ egyenletét. Figyeljiik meg, hogy azonnal

Statikal modell Alakvaltozéasi modell

P
Byp = Bya + /fyds
A

P
\I/p—\IfA—i-/MdS
A

P
BZP = BzA +/fzd3
A

I. tablazat

megkaphaté az alakvaltozasi modell els§ egyenlete a statikai modell egyenleteibdl, ha

B
By és Ty helyére rendre W és M-et frunk.
4 4

3.2. A kovetkezs tablazat a statikai modell nyomatéki egyenleteit, valamint az alakvaltozasi
modell v és w szamitasaval kapcsolatos egyenleteit Osszegezi. Ismét érdemes felfigyelni formai

Statikai modell Alakvéaltozasi modell
Ha f, #0de f, =0 és nincs z irdnyt koncentralt erd U széamitasa
P P
Mpp = Mpa — (2p — 24)Bya — /(ZP — 2) fyds p =04 — (2p — 24)¥ 4 — /(Zp — z)Mds
A A
Ha f, # 0 de f, = 0 és nincs y irdanya koncentréalt erd W szémitasa
P P
My = Mia+ (up — ya)Bea + [ (up — ) f.ds = o+ e~ ya)Vat [ p— )Ms
A A

II. tablazat

analogiakra, hasonlosagokra. Osszehasonlitva a baloldali és a jobboldali oszlopban 4llo egyen-
leteket azt mondhatjuk, hogy az alakvaltozasi modell jobboldali oszlopban allé6 két egyenlete
rendre megkaphato a baloldali oszlopban all6 két egyenletbdl, ha

U szamitasa

My, Byt és f, helyére rendre v-t, U — ¢ és M-et frunk

w szamitasa

My, B.-t és f, helyére rendre w-t, ¥ —t és M-et frunk

3.3. Ha a fentick alapjan 1j valtozokat vezetiink be a W szogelfordulas és a © elmozdulas
szamitasa soran az

=M fiktiv y irdnyd megoszl6 terhelés

@UJ\ <
Il
Kl

fiktiv y irdnya belsd erd a fiktiv y irdnyt megoszl6 terhelésbdl

fiktiv hajlitd6 nyomaték az y irdnyu fiktiv megoszlé terhelésbél

>
I
<



modon, akkor a W szogelfordulas, és a v elmozdulas szamitasara szolgalé egyenletek a

P
(21a) Byp = Bya +/ fyds
A
P
(21b) Ninp = Mipa — (2p — 22) By — / (zp — 2)fyds
A

az alakban irhatok fel. Szavakban is megfogalmazva a ¥ szogelfordulas az M nyomatékhoz mint
fiktiv y irdanyu fy terheléshez tartozé fiktiv y irdnya By 4 bels6 er6, mig a v elmozdulas az M
nyomatékhoz, mint fiktiv y irdnya fy terheléshez tartozo fiktiv Mjp hajlitonyomaték. Ez azt
jelenti, hogy a nyomatéki abra ismeretében statikai modszerekkel tudjuk a U szogelfordulast és
a v elmozdulast szamitani.

3.4. Ugyanilyen modon, ha 1j valtozokat vezetiink be a W szogelfordulas és a @ z irdnyu
elmozdulés szamitasara az

f.=M fiktiv z iranya megoszlo terhelés
B, =0 fiktiv z iranya belsS erd a fiktiv 2z irdnyt megoszlé terhelésbél

M, = w fiktiv hajlit6 nyomaték a z iranyu fiktiv megoszl6 terhelésbdl

egyenletek megszabta modon, akkor a W szogelfordulas, és a @ z iranyu elmozdulas szamitasara
szolgal6 egyenletek az

P
(223) BzP = BZA +/ 7zd3 )
A
P
(22b) Myp = Mpa + (yp — ya)Baa + / (yp —y)f-ds
A

alakban irhatok fel. Szavakban is megfogalmazva a ¥ szogelfordulas az M nyomatékhoz mint
fiktiv z iranya f, terheléshez tartozé fiktiv z iranya B, belsé ers, mig a w elmozdulas az M
nyomatékhoz, mint fiktiv z iranya f, terheléshez tartozo fiktiv M), hajlitonyomaték. Ez azt
jelenti, hogy a nyomatéki abra ismeretében statikai modszerekkel tudjuk a U szogelfordulast és
a w elmozdulast szamitani.

A szogelfordulasokat, valdjaban, csak egyszer kell szamitani. Ez a szamitas, vagy a v, vagy-
pedig a w elmozdulés szamitédsahoz kothetd.

3.5. A megoldés soran figyelembe kell venni mind a statikai modell, mind pedig az alakvaltozasi
modell peremfeltételeit. A lehetséges peremfeltételeket az alabbiakban Osszegezziik:

Statikai modell Tamasz Alakvéaltozasi modell

peremfeltétele peremfeltétele
My=0 Csukl6 az A kezd6pontban | v4 =0, wyq =0
Mp =0 Csukl6 a B végpontban vg=0, wp=0

4. SZAMPELDAK

4.1. Statikailag hatarozott feladatok kézi szamitassal torténd esetén kiilon lehet véalasztani a
statikai és alakvaltozasi modell szamitésat.

A statikai modell esetén els6 1épésben meghatarozzuk a teljes er§jatékot, majd megszerkeszt-
juk, a fiktiv terhelés(ek) abrait, azaz a nyomatéki abrat.

Az alakvdltozdsi modell esetén a II. tablazatba foglalt képleteket (vagy ami ugyanaz, a velik
egyenértéki és a statikai-kinematikai analogiat szemléltetd (21a,b) és (22a,b) Osszefiiggéseket
kell alkalmazni. Figyeljilk meg, hogy az idézett képletekben megjelennek a kezd&ponthoz —
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ezt A-al jeloltiik — tartdzd értékek, nevezetesen a kezd@ponti szogelfordulds és a kezd&ponti
elmozduléds. Ezeket az allandokat a feladat alakvaltozasi modellhez kotott peremfeltételeibdl kell
majd meghatérozni.

4.2. Statikailag hatarozatlan szerkezetek esetén nem valik szét a statikai és alakvaltozasi mo-
dell. A vonatkozd egyenletek csatolt egyenletrendszert adnak és csak az egyiittes megoldas
képzelhets el.

1. Példa. Az 5. abran vazolt szakaszonként allando korkeresztmetszetdi kéttdmasza tartod
statikailag hatarozott szerkezet, melyre D* = 2d*, kovetkezoleg lehetségesek a I, = D* /641 ,z €
[0,1/2) és a I, = d*/64r ,z € (1/2,1] értékek. Az &bra szemlélteti a statikai feladat megoldésat,
és az alakvaltozasi modellben szerepet jatszo

f y = M = %Mh
x
fiktiv terhelést is. A fenti adatok birtokdban elegendd mostméar az alakvaltozéasi modellel kap-
csolatos szamitast részletezni. Vegyiik észre, hogy:

1. a w elmozdulés zérusnak vehetd, kovetkezsleg B
2. csak két allandé marad a vonatkozd képletekben: W4 és v 4,
3. amelyek a

va=0, és vp =0

peremfeltételekbdl szamithatok (két egyenlet két ismeretlennel).

y F=F,

C
y

vy

.

A
/2 /2 1/2 F/2
M,
‘ 7z
m |
Fl1/4
M 21/3
< N
—< VA
Fl/4 | F1/2 13
4_;»‘
\J
FI2/16 FI’/8
\J

5. abra. Szakaszonként alland6 korkeresztmetszetd kéttamasza tarto
Az els6 peremfeltételbdl azonnal kévetkezik, hogy zérus a v4 kezdeti érték. A masodik perem-
feltétel szerint

C

— B — — —
UB:T;A—(ZB—ZA)\I'A—/A(zB—z)fydz:—l\IfA— /A(zB—z)fy dz ,

Fiktiv hajlitbnyomaték B-ben



azaz

_ Fi221 Fi%1 - 1 1 Fi2
0= [Tt g, = FI2(— )= 1"
AT 963783 A it =12

ahol a fiktiv hajlitonyomatékot az abra alapjan fiktiv erék hajlitonyomatékaként szamoltuk. A

U 4 birtokaban
Fl? Zp _
U= —ZP—/ (zp — 2) fydz

12

A
az elmozduldsmezé a zp pontban. Ha elvégezziik az integralast, akkor azt kapjuk, hogy
2 FZ} !
_ Fi o ha zp €10, 3)
V=g Ap T Z5 73 32zp P !
F(F -3 —7%"~ 1) hazpe(y]

Ezzel megoldottuk a feladatot.

2. Példa. A jelen feladatban a 6. dbran vazolt statikailag egyszeresen hatéarozatlan allando
keresztmetszeti tartd teljes ergjatékanak meghatarozasa a cél.

Az abra feltiinteti a tartot (rudat), az erdjatékban résztvevd terhelést és a teljes tamasztoe-
rérendszert (tamasztoersket valamint a tamasztonyomatékot), illetve a szuperpozico elvet véve
alapul az egyes kiils6 er6khoz tartozo nyomatéki abrakat mint j‘z, ;’/’, _3’/” fiktiv terheléseket.

Mivel a kezdpont befogott 14 = Wy = 0 és igy csak a Z4, Y4 és Yp tamasztoerdk illetve az
Mp 4 tdmasztonyomaték az ismeretlen. Ezek meghatarozésara részint az egyensilyi egyenletek,
részint pedig az alakvaltozési modell kielégitetlen peremfeltételei szolgalnak.

y
F=F,
MhA /j’jﬁ{/ A h
,// B C 7
L > H
ZA:FAZ:J ﬁ
A 1 % a
YA:FAy YB:FBV
z?iv,:M it Z
—(
1/2
thA / g
MhA
\J
=M Y, (+a)Y,
) =
1/3
Y,12/2
l?;;iV: M];];; ‘ aYB 7
] |

6. dbra. Statikailag egyszeresen hatarozatlan rad erGjatéka

Ami a statikai modellt, azaz az egyensulyi egyenleteket illeti a z irdnyban felirt

ZZ:O:ZA:ZA:O
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vetiileti egyenlet szerint Z4 = 0. Ez egyben azt is jelenti hogy nincs z irdnyd elmozdulas. A
hidnyzo6 két egyensulyi egyenlet az y irdnyu

(23a) D Y=F+Ya+Yp=0
vetiileti egyenlet, valamint a tarté C' végpontjéara felirt

(23b) > Mg =Ma+Ya(l+a) + Yga =0

nyomatéki egyenlet. Az A kezdépontban, amint azt mar feljebb is hangstlyoztuk, 74 = ¥4 = 0.
Kielégitetlen még az alakvaltozasi modell B pontra vonatkozd

vg =0

peremfeltétele. A (20) képlet alapjan a harom fiktiv terhelésbdl szamitva a B pontbeli fiktiv
hajlitonyomatékot az

— l 21
vp= va — Val+Mas+Ya55 =0,
—~ —~~ 2 23
0 0
vagy ami ugyanaz az
(23c) Yal +3M4 =0

alakban irhato fel ez a peremfeltétel. Nem nehéz ellendrizni, hogy a (23a,b,c) lineéaris egyenlet-
rendszernek

3aF
Y= —
A 2l7

3a
Ye=—(1+—)F
B (+2l)
és

Fa
My = ———
A 2

a megoldasa.
Legyen l =4m; a=2m; F = —6kN. Erre a terhelési esetre

6kN
‘6kNm

(( '
\ |
N i

< |
\ 4m 2m ‘
-4,5kN 10,5kN

A4

6kNm 12kNm

7. abra. A statikailag hatarozatlan tarté eréjatéka és nyomatéki abraja

a fenti dbra szemlélteti az er§jatékot és a nyomatéki abréat.
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