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ELOSZO a masodik kiadashoz

A jelen elektronikus formaban kiadott konyv (tovabbiakban kényv) a Miskolci Egyetem
egyetemi szintd gépészmérnok képzésében eladott Kontinuummechanika cimt tantargy
els6 félévének anyagat oleli fel és nagyban tdmaszkodik azokra a kontinuummechanikai
el6adéasokra, amelyeket az els6 szerzé két évtizeden at tartott az alkalmazott mechani-
kai dgazat, majd pedig a gépek és szerkezetek mechanikaja szakirdny hallgatoi részére.
A kényvben bemutatott tananyag a fontosabb jeldlések formalizmusa tekintetében tel-
jes mértékben igazodik a [1] tankdnyv jelélésrendszeréhez (ennek atdolgozott és bovitett
kiadasa angol nyelven jelent meg: [2]). A jelen kényv a kétlépesds képzésben a masodik
1épes6hoz tartozo6 MSc hallgatok azon korét segiti tanulmanyaiban, akiknek alkalmazott
mechanika a szakiranya és igy természetszerten tanuljék a szilard testek kontinuummecha-
nikajat. A konyvet a doktori tanulmanyokat folytaté hallgatok is haszonnal forgathatjak.

A feltételezett elGismereteket a mérnokhallgaték matematikai ismeretei alkotjéak. A
konyv ennek alapulvételével tekinti at a tenzorszamitas legfontosabb elemeit. Elvben két-
fajta targyalasmod lehetséges: (a) az invarians, vagy mas néven szimbolikus vagy direkt
targyalasmod, illetve (b) az indexes jelolésrendszer alkalmazasa a bemutatasra keriilg
tenzorialis mennyiségek targyalasa sordn. Az utobbi megkozelités feltételezi az indexes
jelolésmod mennyiségeinek és jelolésbeli konvencidinak alapos ismeretét — ezek részletes
bemutatasa is feladata tehat a konyvnek.

Megjegyezziik, hogy mindkét targyalasmodnak megvannak a maga elényei, illetve hat-
ranyai. A szimbolikus irasmod el6nye, hogy a vizsgalat targyat képezs egyenletek jobban
attekinthetGk szerkezetiiket és jelentésiiket is tekintve. Ugyanakkor elénye és hatranya is,
hogy koordinata-rendszertél fliggetlen, tovabba nagyobb figyelem sziikséges a tenzorialis
mennyiségek kozotti algebrai mtiveletek megértéséhez. Az indexes jel6lésmod elénye, hogy
a tekintett (egyébként tetszoleges) gorbevonalu koordinata-rendszerben (ez specialis eset-
ben természetesen egyenesvonal is lehet) rogton megkapjuk a vizsgalat targyat képezd
probléma skalaris alaku egyenleteit. Ugyanakkor talan kevésbé elegénsan latszik a fizikai
egyenletek invarians (koordinata-rendszer fiiggetlen) volta.

Az indexes jelolésrendszer kivalasztasanal az a koriilmény jatszotta a legfontosabb sze-
repet, hogy ebben a jelolésmodban azonnal adédnak a tekintett probléma skalaris egyen-
letei. Ugy véltiik, hogy ez a koriilmény onmagaban is olyan elény a lehetséges alkalmazoi
kort tekintve, hogy emiatt eleve az indexes jel6lésrendszert érdemes alkalmazni a tenzor-
szamitas egyes kérdéskoreinek megtargyalasa soran.

Megemlitjiik, hogy ahol fontosnak véltiik, ott kifrtuk a vizsgalat targyat képzé egyen-
letek szimbolikus alakjat is.

Az els6 nyolc fejezet mindenki szaméara fontos anyagot tartalmaz. A kilencedik fejezet a
feliiletek differencial-geometridjaval foglalkozik. Ezt azoknak érdemes elsGsorban elolvasni,
akik héjelmélettel is foglalkoznak késébbi tanulmanyaik soran. Ismeretes ugyanis, hogy a
modern héjelméleti tankonyveket tobbnyire indexes jelolésmodban irjak meg. Az utolso
fejezet a tenzoranalizis néhany tételét ismerteti tomoren. Az aj A. Fiiggelék jellegzetes
feliiletek estére kozli a differencidlgeometria alapvetd Osszefliggéseit.

Az egyes fejezetek végén kiillonbo6z6 nehézségi feladatok talalhatok. A jelen mésodik
kiadasban bévitettiik a fejezetvégi feladatok szamat. Az aj B. Fiiggelék kozli valamennyi
feladat megoldasat. Korrigaltuk emellett az id6kozben fellelt szedési hibakat is.

Miskole, 2013. marcius 22. Kozék Imre és Szeidl Gyorgy



ELOSZO a harmadik kiadashoz

A konyv jelen harmadik kiadésa az aldbbiakban jelent valtozést a masodik kiadashoz
képest: (a) valamelyest b6viilt a konyv szovege, (b) megtortént néhany az el6z kiadasban
fellelt szedési hibak kijavitasa is. Ez persze nem jelenti azt, hogy a szoveg és a képletek
teljesen hibamentesek. Koszonet illeti a leendd olvasdkat, ha a visszajeleznek, amikor hibat
taldlnak a kényvben.

Kozak Imre id6kézben meghalt, a valtoztatasokat, azaz a szoveg kis mértékd bovitését
a masodik szerz6 eszkozolte.

Az olvasé figyelmébe ajanlhatok még az alabbiak:

— Az Irodalomjegyzék (Irodalom) két részre tagolt, az elss felében konyvek felsoro-
lasa talalhato. Ezeket javarészt tovabbi olvasésra ajanljuk, hozzatéve hogy nem
mindegyik konyvre van kozvetlen hivatkozas a konyv szovegében.

— Az Irodalomjegyzék masodik része cikkek felsorolasa. Ezek mindegyikére van hi-
vatkozas a konyv szovegében. A kivalasztasuk esetén az volt az elsGdleges cél,
hogy az egyes fogalmakhoz, tételekhez tartozé eredeti munkakra mindenképpen
torténjen hivatkozas.

— A konyv képernyén torténd olvasasat megkonnyiti, hogy a hivatkozott elemek — a
fejezet és szakaszcimek tartalomjegyzékben, a hivatkozott képletszamok a szoveg-
ben, valamint az oldalszamok a targymutatoban — piros keretvonalu téglalapokban
jelennek meg a monitoron, és ha rajuk kattintunk akkor régton a kérdéses helyre
ugrik a szoveg.

Esztergom, 2024. julius 30. Szeidl Gyorgy






1. FEJEZET

Alapfogalmak

1.1. VEKTOROK (ISMETLO ATTEKINTES)

1.1.1. Vektoralgebrai 6sszefoglalé. A vektort (geometriailag) iranyitott egyenes-
szakasznak tekintjiik.
Tulajdonsagai:
— nagysag (avagy abszolut érték),
— irdny (ezt a vektor un. tartéegyenese, hatésvonala hatarozza meg),
— iranyitas (ez azt mondja meg merre mutat tartéegyenesén a vektor),
— mértékegység (a vektorok jelentése altalaban valamilyen fizikai vagy geometriai
mennyiség)
A nullvektornak vagy zérusvektornak az a jellemzGje hogy zérus az abszolut értéke.
Az egységvektor egységnyi abszolit értékd vektor.
Az alabbiak, csak jelolésben, tehat a vonatkozé miiveletek értelmezésének elhagyéséaval
tekintik at a vektorok koézotti miiveleteket :

— additiv miveltek, 0sszeadas, kivonés pl:

a+b=c;
— szorzas skalarral:
pa+Ab=c;
— két vektor skaléris szorzata:
a-b=b-a=c
(pont a miivelet jele);
— vektorialis szorzas:
axb=—-bxa=c;

— diadikus vagy tenzorialis szorzas:

(1.1) a®b, (a®@b)’ =ba

ahol 7' a transzponalt jelolése (diddok Osszegének transzponaltja az egyes diadok
transzponaltjainak Osszege) — maga a diddikus szorzat a

ab (ab)’ =ba
alakban, azaz kiilon mtveleti jel nélkiil is szedhets, de a o szimbolum is lehet
miiveleti jel (a jelen munka mindig a ® szimbolumot hasznédlja majd miveleti
jelként);
— harom vektor vegyes szorzata:
(1.2) l[abc] =(axb)-c=a-(bxc)
=(bxc)-a=b-(cxa)
=(cxa)-b=c-(axb);

1



2 1.1. Vektorok (ismétls attekintés)

— kétszeres vektoriélis szorzat, kifejtési tétel :

(1.3a) ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c,

(1.3b) (axb)xc=(a-c)b—(b-c)a;
— diadikus szorzat és vektor skalaris szorzata :

(1.4a) (a®b)-c=a(b-c),

(1.4b) c-(a®@b)=(c-a)b

(nem mindegy, hogy a diddot jobbrol vagy balrél szorozzuk skalarisan a vektorral!).
— diadikus szorzat és vektor vektoridlis szorzata:

(1.5a) (a®b)xc=a®(bxc),
(1.5b) cx(a®b)=(cxa)®b.
Ha kartéziuszi KR-t alkalmazunk a vektorokkal, tenzo-

rokkal kapcsolatos miiveletek végrehajtéasa soran, akkor —
Osszhangban az abréaval és eltérGen a gyakorta hasznalatos

x, y és z a koordinata-tengelyek,
e;, e, ¢s e, a koordinata-tengelyek pozitiv iranyaba
mutaté harom egységvektor

jelolésekt sl
y!, y? és y3 jeloli a harom koordinata-tengelyt, és
iy, iy és iz az 1, 2 és 3 jeld koordinata-tengelyek po-
zitiv irdnyaba mutato egységvektor.

1.1. abra. Kartéziuszi KR Indexes jelslésmoédban a mennyiségeket (ezeket valamilyen

betii jeloli) indexekkel latjuk el. Megjegyezziik a késGbbiek

kedvéért, hogy wvalamely egyindexes mennyiség felsd indexes értéke dltaldban nem egyezik
meg ugyanezen mennyiséq also indexes értékével.

1.1.2. Linearisan 6sszefiiggd, linearisan fiiggetlen vektorok. Linearisan fligget-
lenek az a;,as,...,a,; n>2 J|a]| >0 i=1,...,n vektorok, ha a
pra;+peas+...+pra, =0
egyenletnek csak trividlis megoldasa van, azaz ha
pr=py=..=p,=0.

Linearisan osszefiiggéek az aj,as,...,a,; n>2 |a;| >0 ¢=1,...,n vektorok, ha
létezik legalabb két zérustol kiillonbozs p;.

Az aldbbiakban sorra vessziik két, harom és haromnéal tobb vektor esetén a linearis
fiiggetlenség (Osszefiigglség) eseteit:

Két vektor. Két parhuzamos vektor esetén, amint az azonnal lathato a

p1ar+praz =0 | -ay
egyenletbdl az aj-el torténd szorzéas utén, linearisan Gsszefiiggdek a vektorok, hi-
szen ekkor
Az
P1=—D2 .
a;-a

Az utobbi képlet azt is mutatja, hogy végtelen sok a megoldésok szama.
Ha nem parhuzamosak a vektorok akkor az

pia;+poas =0 | < ag
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egyenletbdl az a; vektorral jobbrol torténd szorzas utan az
pa; Xag =0
——
#0
eredményt kapjuk, ahonnan azonnal koévetkezik, hogy

=0,
hiszen zérustol killonbozs8 az a; x ay vektorszorzat.

Ugyanigy adodik az a; vektorral balrdl torténd vektoridlis szorzassal, hogy
p1=0.

Kovetkezésképp két nem parhuzamos vektor mindig linearisan fiiggetlen.

Ha linearisan fiiggetlenek az a;, as vektorok, akkor barmely az a; és ay altal
kifeszitett sikkal parhuzamos vektor kifejezhets az a; és as linearis kombinécidja-
ként: azt mondjuk, hogy sikbeli bazist alkotnak az a; és a; vektorok.

Harom vektor. Ha a harom vektor komplanaris (egy sikban van), akkor

[a1 agag] = O

és a harom vektor linearisan 6sszefliggd. Valoban,

(a) ha nem parhuzamosak, akkor azért, mert barmelyik megadhat6 megadhato a
mésik kettd linearis kombinécidjaként ;

(b) ha ketts parhuzamos, akkor azért, mert ez a ketts linearisan 6sszefiiggs;

(¢) ha mindharom parhuzamos, akkor pedig azért, mert a (b) szerint van kozottiik
két linearisan Osszefliggs vektor.
Ha a harom vektor nem komplanaris (nincs egy sikban), akkor

[ajasaz] = a, #0
kovetkezdleg a
as X ag
p1a1+prag+psaz =0 Ty a3 xXa
a; X as
szorzatokbol a
pilaiazaz] =0  polajazas] =0  ps[ajasas] =0
vagy ami ugyanaz a
pr=0  p2=0 p3=0

eredményt kapjuk. Eszerint a harom vektor linearisan fiiggetlen.
Négy vagy tobb vektor. ElGszor négy vektort tekintiink.
(a) Ha kett6 parhuzamos, vagy harom egy sikban van, akkor az el6zéek alapjan
linedrisan Gsszefiiggbek a vektorok.
(b) Tegyiik fel, hogy harom vektor, mondjuk az a;, as, és ag nem komplanaris. Az

Ao X ag g ;-
piai +poas+psaz+pias =0 -4 azXxag 3 1 9
a; X as 1 9 3

szorzatokbol, tekintettel a képletsor jobboldaldn allo tablazatra, illetve az m,
n és i betik tablazattal definialt értelmezésére a

pila; as ag) +psfasaa,] =0 1=1.2,3

eredmény kovetkezik. Mivel az a; nem lehet egyidejtileg az



4 1.1. Vektorok (ismétls attekintés)

Az ag

az a; Aaltal kifeszitett sikokban

a; ag
a fenti egyenletek koziil legalabb egynek van nem trivialis megoldasa. Négy
vektor tehat mindig linearisan Osszefliggs. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
négynél tobb vektor is mindig linearisan 6sszefiiggs.

Tegyiik fel, hogy a;, as, és a3 nem komplandris, azaz [a; as as] = a, # 0. Ekkor, fennall
a fentiek alapjan a

as = —ﬂal—@%—@% = A\1a; + A\gaz + Azaz
P4 Ps P4
~— M =~
A1 A2 A3
egyenlet. Az egyenlet szerint tetszéleges a, vektor kifejezhetd a nem komplanéris a;, ag,
és ag vektorok segitségével. A nem komplanaris a;, as, és as vektorok tehat az euklideszi
tér egy bazisat alkotjak.

1.1.3. Vektor tetszéleges (ferdeszogti) bazisban. Az a;, ay és ag bazisvektorok-
hoz értelmezés szerint a
1_a2><a3_ 2_33X&3' 3_a1><a2

(1.6) a = ;oa‘= ;oat=

Qo Qo Qo

reciprok vektorok (reciprok bazisvektorok vagy roviden bézis) tartoznak (tartozik).
Konnyen ellenérizhets, hogy a bazisvektorok és reciprok bazisvektorok kozott a

s [lhak=I B
(1.7) a -al—{ 0 ha k1 k,1=12,3

Osszefiiggés all fenn.
Mivel bézist alkotnak az a;, as és ag vektorok barmely v vektor kifejezhets segitsé-
giikkel a

(1.8) v =vla; +v?a, +v’a,

alakban, ahol v!, v? és v® rendre a v vektor a;, as, és ag-ra vonatkozo koordinatéjat jeloli.
Az (1.8)) képlet alapjan, kihasznélva az ((1.7)) Osszefiiggést a

(1.9a) v'=v-al; v*=v-a} *=v-.a’

alakban kapjuk a v® koordinatakat. Toméoren:
(1.9b) vi=v-a'y i=123.

Visszahelyettesitve a vi-re vonatkozo képleteket elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy

(1.10) v=v'a; +viay+v’az = a;(a'-v)+ag(a’ v)+az(a-v)
azaz, hogy
(1.11) v=[a®a +ay®a’taz®a’]-v,

T

ahol a megjelolt képletrész az I egységtenzor kell legyen, hiszen az I énmagara képezi le
a v vektort.
Az (1.8)) és ([1.11]) képletek kozotti gondolatmenet ismétlésével irhatjuk, hogy

(1.12) v =uva' +va’+vsa’
ahonnan — ismét kihasznalva az (1.7) 6sszefuggést — kapjuk, hogy

(1.13a) vy =Vv-ay; Vg = V-as; v3=V-a;z.
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Az utoébbi egyenletben &ll6 vy, vy és vz a v vektor a!, a2, a® bézisra vonatkoztatott
koordinatait jeloli. Témor alakban:

(113b) Vi=V-a;.
A fentiek alapjan fennall, hogy

v=a'(a;-v)+a’(ay-v)+a’(as-v)
S~—— N—— ~——

U1 V2 U3

azaz

(1.14) v=la'®a +a’®a +a’®ay]-v,
1

ami egyben azt is jelenti, hogy az I tenzor ismét az egységtenzor, pontosabban az (|1.11])
alatti alak transzponéltja — visszautalunk itt az (|1.1)) képletet kovets magyarazatra.

1.2. KOORDINATA-RENDSZEREK

1.2.1. Ferdeszdgli KR-ek (altalanositas). Az[L.2] abra egy, az (2!, 22,2%), vagy
roviden (z) az modon jeldlt, ferdeszogii egyenesvonalit KR-t szemléltet. Az x!, 22 és z®
koordinata-tengelyek iranyat és iranyitasat az egymastol kiilonbozd, és egymassal nem
90°-0s szoget bezaro gy, g2 és g3 vektorok jelolik ki. A ferdeszogii szo jelzdként torténd

lokalis bazis

1.2. abra. Ferdeszogi egyenesvonali KR

hasznalata arra a koriilményre utal, hogy a koordindta-tengelyek nem merélegesek egy-
mésra. Felhivjuk arra is a figyelmet, hogy a g1, g» és g3 vektorok nem sziikségképen
egységvektorok. Fel fogjuk tovabba tételezni, hogy

(1-15) Yo = [glg2g3] #0.

Ez egyben azt jelenti az el6z6 szakaszban leirtak alapjan, hogy bazist alkotnak a gy, g
és g3 vektorok.

A g1, g9 és g3 vektorok alkotta bazist kovaridns bdzisnak, magukat a bazisvektorokat
pedig kovaridns bdzisvektoroknak nevezziik majd. A kovaridns jelz§ egyrészt arra utal,
hogy a bazisvektorok egymastol valdé megkiilonboztetését alsoé indexpozicioban elhelyezett
szamok teszik lehet6vé. A kovarians szé emellett arra is utal, hogy ezek a béazisvektorok
eleget tesznek egy a . szakaszban részletezett transzformécios szabalynak a (4.15a))
egyenletnek.

Az abra feltiinteti a tér tetszéleges P pontjanak

(1.16) r=a'g +2ig,+1gs
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a helyvektorat, valamint a P ponthoz kotott és a g1, go és g3 vektorok altal kifeszitett
un. lokalis bazist. Ebben a lokélis bazisban adjuk majd meg a P térponthoz kotott fizikai,
vagy geometriai mennyiségeket leird tenzorokat.

A jelen esetben minden egyes térpontban azonos a lokalis bazis. Gérbevonali KR-ek
esetén azonban, amint azt késébb az [[.2.5] pontban majd latni fogjuk, pontrél pontra
valtozik a lokélis bazis.

Vegyiik észre, hogy

1.17 =L =123,
( ) g 81’7’ t
Az (1.6]) képlet alapjan a
(1.18) glngXg3. g2:g3><g1' g3:g1><g2
Yo o Yo o Yo

modon értelmezziik a g; (i = 1,2,3) vektorokhoz tartozo reciprok vektorokat.

Megjegyezziik, hogy az képletekkel értelmezett g', g2 és g vektorok ugyancsak
bézist alkotnak. Ezeket a bazisvektorokat, mivel felsé indexpozicioban van elhelyezve a
bézisvektorok megkiilonboztetését segits szamozas, kontravaridns bdzisvektoroknak nevez-
zik. Az altaluk alkotott bazis pedig a kontravaridns bazis.

A helyvektort ado képletben allo x', 2%, 23 koordinatdk az tn. kontravaridns
koordindtdk.

Specialis esetben, ha egymaésra kolcsonosen merélegesek és egységvektorok a kovaridns
bazisvektorok, azaz ha kartéziuszi KR-¢ valik a ferdeszogi KR az

(1.19a) yl=a' =2, =23
és
(1.19b) i=i'=gi=g', b=P=g=g", L=i"=g=¢

Osszefiiggések allnak fenn a kontravarians koordinaték és a vonatkozo bazisvektorok ko-
zOtt.

1.2.2. A bazisvektorok tovabbi tulajdonsagai. A béazisvektorokat azonosit6 szé-
mok indexként jelentek meg. Tomdorebb és igy dttekinthetébb irdsmod elérése érdekében
abban dllapodunk meg az indexek tekintetében, hogy a latin betds index az 1, 2, 3 a gordg-
betis index pedig az 1, 2 értékeket veheti fel anélkiil, hogy erre eqyéb jelélésben kiilon is
felhivndnk a figyelmet. Az indexekre vonatkoz6 megallapodasunk szerint a

g, kifejezés 6nmagéban a harom kovarians bazisvektort, a

gh  kifejezés pedig a harom kontravarians bazisvektort jeldli.

A két indexes 0%, 6%, 6,*, 5 Kronecker szimbolumot |7] (Kronecker deltat) a

5kl

# | f1 hak=l
(1.20) 5t —{o ha k #|

5kl

kifejezés értelmezi. Mivel az értelmezés szerint a 6% és ;" a k és [ indexek minden lehet-
séges értékére megegyezik egymassal ezek esetén kozombos az indexek sorrendje.

Visszaidézve a bazisvektorok és a reciprok bazisvektorok kozott fennallo (1.7) egyen-
letet (a*-nak g¥, a;-nek g felel meg) frhatjuk, hogy

(1.21) gh.g =6k .
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Figyeljiikk meg, hogy mindkét oldalon azonos az indexek sorrendje és pozicidja.
Megmutatjuk a tovabbiakban, hogy fennall a

1 1
o 1,23
V=lg'ge = =—+
[ } Yo [818283]
— itt v° a felsGindexes bazisvektorok vegyesszorzata —, vagy ami ugyanaz a
1
(1.22) No=—
Yo

Osszefiiggés. Az igazolas a kétszeres vektorszorzatokkal kapcsolatos és a lentiekhez illesz-
kedGen az (axb)xc=(a-c)b—(b-c)a alakban kiirt kifejtési tétel alkalmazasan nyugszik:

b C
1 /j\ A~ 1 g1
g2><g3=¥( g5 X gl )><(g1><gz)=?[gs-(glxgﬂgl—(}]=—-
Kovetkezéleg
i 11
=g (g°xg’)=g' g —=—
N~~~ Yo Yo

st=1
Az is latszik az igazolas elss 1épéseként irt egyenlet jobb és baloldalanak egybevetésébdl,

hogy
2. o3
g xg
g1 =g’ xg’==>—=>.
Y
Ez az egyenlet azt mutatja, hogy g; vektor a reciprok bézis egyik reciprok vektora. Ha-
sonldan lehet ugyanezt igazolni a gy és g3 bazisvektorok esetén. Kovetkezéleg az eredeti
g1, 82, g3 bazis a reciprok bézis reciproka.
A tovabbiakban fontos szerepet jatszik az egyenletek egyszertibb irasat szolgalo un.
Einstein-féle dsszegezési konvencio |14]. Az dsszegezési konvencid azt irja eld, hogy a ki-
l6nbézd indexpozicicban lévd azonos (néma) indexek szerint dsszegezni kell.

Igy példaul

(1.23) 0P =0 407 +6% =3

vagy

1 ha r=m

r ¢l cr <l r 2 r 3 __ gr
LU L U U, SRR Ly ) 0 ba 1

., mivel a kifejezés értéke {
A &7, végeredmény eldallitdsa a kovetkezs modon foglalhato szavakba: a &', -el torténd
szorzas hatasara az els¢ deltaban allo [ néma indexet &t kell nevezni a masodik deltaban
all6b nem néma index nevére — azaz az m névre — és ekkor elhagyhaté a masodik delta.

A szavakba foglalt megfigyelés alapjan szokéas a Kronecker szimboélumot indexdtnevezd
operdtornak nevezni.

Vegyiik észre, hogy az 6sszegz8 (néma) index is dtnevezhets: 6%, = 6!, =™

Tovdbbi fontos megdllapodds, hogy egyenletek irdsa sordn az onmagdban (6nmagukban)
dllo, nem néma (a képletben nem ismételt) indexet (indexeket) szabad indexnek (indexek-

nek) fogjuk nevezni.

1.2.3. A permutacios szimboélum, vektorialis és vegyes szorzatok. Azt fogjuk
mondani, hogy a klm indexharmas paros permutacioja az 1,2,3 szamoknak, ha 123, 231
vagy 312 az értéke. Paratlan permutéaciordl beszéliink, ha a klm indexhdrmasnak 132, 321
vagy 213 az értéke.



8 1.2. Koordinéta-rendszerek

paros paratlan
1 1
CooN
3 2 3 2
~_ S ~_

1.3. dbra. Paros és paratlan permutaciok

Figyeljiikk meg, hogy az 1, 2 vagy 3 szamok egyikét elsének véve a paros permutaciok az
oramutato jarasaval egyezd irdnyban, a paratlan permutaciok pedig az 6ramutaté jarasaval
ellentétes iranyban olvashatok le az 1,2,3 szdmokat korok segitségével szemléltets abrarol.

Az also és fels6 indexes permutdcids szimbdlumot az

€klm vagy e’

modon jeloljiik. A permutécios szimbolumok értelmezését [8] a

1 paros

(1.24a) ewm =< —1 haa klm péaratlan permuticidja az 123-nak
0 nem

és a
1 paros

(1.24Db) P =¢ —1 haa pgr paratlan permutécioja az 123-nak
0 nem

képletek adjak.
Az (1.15)), (1.18) és az ([1.24a]) képletek egybevetése alapjan a
(1.25a) 8k X 81 = YoCkim8"

alakban frhato fel a g és g; bazisvektorok vektoridlis szorzata.
Ugyanigy ellenérizhets, hogy

(1.25Db) gl x g1 =~,ePmg, .
Legyen
(1.26) ’ Eklm = Yo €kim és ghim = % eP?™ . ‘

Az egm s P mennyiségeket (objektumokat) alsdindexes (kovarians), illetve felsGindexes
(kontravarians) permutdcids tenzornak fogjuk nevezni.

Az elnevezésnek az a magyarazata, hogy epszilon tenzor tenzor tn. valédi tenzor. Ezt
kés6bb az (5.6]) osszefiiggéssel kapcesolatos gondolatmenet igazolja — a részleteket illetGen
lasd a (1l oldalt.

A permutéacios tenzorok segitségével
(1.27) gr X8 =¢cumg" &  g'xgi=eM"g,

a bazisvektorok vektorialis szorzatai.

Az (1.25alb) és az (1.26) felhasznalasaval

(1.28a) (81 81 8] = (8k X &1) & = Volhir 8" * 8 = VoChim = Ekim
§m

a harom alsoindexes (kovarians), és

1.28b P ol o8] = (gP x g?). g™ = APl g . g¥ = »0ePls = PIS

(1.28b) [s"g"g’] = (g"xg") 8" =1 g5g gl

T
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a harom felséindexes (kontravarians) bazisvektor vegyes szorzata.

1.2.4. Permutaciés szimbo6lumok szorzatai. Az alabbiakban megvizsgaljuk, hogy
milyen értékeket vehetnek fel az

kqr klr 2 kfm
)

Creme Ckem€ €s €rem€

szorzatok.

Vegyiik észre, hogy az els§ esetben egy index (ez a k), a masodik esetben két index (a
k és £), a harmadik esetben pedig valamennyi index sszegezd (néma) index.

Mivel a mésodik és harmadik eset az els6bdl szarmaztathatd érdemes az utdobbit vizs-
géalni elGszor. Ha kifrjuk az

kqr __ 1qr 2qr 3qr
erme " = erpme™ " + eqpme™ " +espn e’

haromtagn Osszeget és visszaidézziik a permutéacids szimbolum definiciojat, akkor kapjuk,
hogy az Gsszeg

— csak akkor kiilonbo6zik zérustol,
(a) ha
l=q, m=r, (#m
és ez esetben 1 az értéke (ekkor ui. az also és fels§ indexharmasok egyszerre
vagy paros, vagy paratlan permutéciok — a jobboldalon pedig csak egy tag
kiilénbozik zérustol)
(b) vagypedig, ha
b=r, m=q, (#m
és ez esetben —1 az értéke (ekkor ui. az also és fels6 indexharmas kiilénb6z6
permutéacié — ha az egyik paros a masik paratlan és viszont — és ismét csak
egy nem zérus tag van a jobboldalon),
— egyébként pedig, mindig zérus értékd.
Nem nehéz ellendrizni, kihasznalva a Kronecker szimbélum alatti értelmezését,
hogy a
6,%0,," — 0,76,
kifejezés ugyanezen értékeket veszi fel. Kovetkezésképp, tekintettel az és az (|1.22))
képletekre is

(1.29) EtmE™ ™ = eppmet” = 60 = 5,95 " — 6,5,

az els@ szorzat értéke. A 07 negyedrendd Kronecker-deltat maga a képlet értelmezi.
Az utobbi képlet alapjan kapjuk meg a masodik szorzat értékét:
Ekémgkgr — ekémekﬂr — 55777‘1 — 5/ 5mr _5er5mé — 25mr )
\3,./ 7,_/

m

Innen

(1.30a) EremE™T = eppme™ = 20,," .

Ami a harmadik szorzatot illeti, az utobbi képlettel az

(1.30b) Eptme™™ = epgme™ =25, ™ =6.

eredmény adodik.
A masodik szorzat egy alkalmazéasaként fejezziik ki a g"-et az (1.27)); egyenletbsl. Ha

atszorzunk £*7-el, akkor

klr klr _m
E Bk X8l =EmmE &
——

26,,"

m
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az eredmény, azaz

1
(1.31a) g = 5 Mg xg .
Ugyanigy adodik, hogy

1
(1.31Db) 8k = 5 Ckim g xg™

1.2.5. Gorbevonali koordinata-rendszerek. Az (y) kartéziuszi KR-ben a P pont-
nak
r=y"1i,
a helyvektora. Legyen (z', 2%, 2%) harom nem feltétleniil azonos dimenzi6ju valos véltozo,
amelyek mindegyike a valos szamok egy-egy részhalmazan (vagypedig a valos szamok

teljes halmazan) fut végig. Tételezziik fel, hogy létezik az
(1.32) y" =y (a2 2P

fiiggvényharmas, amely differencialhatd és kolcsonosen egyértelmt, ha az y™ a tér egy
B tartomanyanak valamely pontja. Mivel a differencialhatosag miatt a P pont elemi
koérnyezetében fennéllnak a

8y da! +8y da? —I—ay dz? = dy!

Ozt ox? ox3
Oy? 0y? Oy?
1.33 = dy?
(1.33) axld o det ST da? = dy
oy?

Y dy® oy 3
axld +8 da? +8 3dx =dy
egyenletek az kapcsolat csak akkor fordithato meg az elemi kérnyezetben (csak ak-
kor kélesndsen egyértelmt a P pont elemi kdrnyezetében), ha a da*-t tekintve ismeretlen-
nek van megoldéasa az linearis algebrai egyenletrendszernek. A megoldhatosagnak

az a feltétele, hogy
oyt ay 8y
8:(:% 8:(:2 8x3
(1.34) Joa=| g g ga |70,
9 oyt oy®
ozl 0x2 98
azaz zérustol kiilonboz6 kell legyen a J, , Jacobi-féle fliggvénydeterminans. Ha a B tar-
tomany minden pontjaban teljesiil az (1.34)) feltétel, akkor a kapcsolat megfordithat6 a

teljes B tartomanyban, azaz 1étezik az
(1.35) 2" ="y v %)
inverz fliggvényharmas.

A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy kolcsénosen egyértelmii (azaz megfordit-
hato) az (1.32)) fiiggvénykapcsolat. Ez esetben nyilvanvaloan zérustol kiilonbozik a

oz 9z Ozt
8y 8y By
_ | 022 0922 922
(1.36) Ty=| 51 5= 53 | #0,
oz2  9x2 92
oyl 8y oyl

Jacobi- féle ﬁiggvénydeterminéns is.

Az (1.35)) egyenlettel adott ™ harmast a P pont gorbevonali (kontravaridns) koordi-
nataznak nevezzuk

A késébbiek kedvéért megéllapodunk abban, hogy valamilyen kontravarians, mondjuk
az ¥ koordinata szerinti parcialis derivalas esetén a nevezében allo k felsé index a teljes
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derivaltat tekintve als6 indexnek mindsiil, és igy megjelenhet Osszegezd, illetve szabad
indexként is. Ezzel a megéllapodassal a

oy
Ox
modon tomor alakban irhatod fel az 3)) egyenletrendszer. Megjegyezziik, hogy ezt a
megallapodést, anélkiil, hogy kimondtuk volna, mar korabban is alkalmaztuk az ((1.17))
egyenlet esetén, ahol az ¢ valojaban alsé pozicidban all6 szabad indexként szerepel mindkét
oldalon.

(1.37) dy™ = ——da" |

lokalis bazis

R

1.4. 4bra. Gorbevonalu KR

Tekintettel az ((1.32)) fiiggvénykapcsolatra a P pont

(1.38) r=r(zt, 2% %) =yt (2, 2%, )iy + P (2h, 22, 2®)ig P (ah, 22, 2P)is

helyvektora a pont z* gérbevonalt koordinitainak fiiggvénye. Az
r(z', 2* = allando, 2° = allando) r(z' = allando, 2%, #° = allando) ,
és
r(z' = allando, 2% = allando, %)
térgorbéknek rendre z!, 22 és 2® a paramétere. Magukat a térgorbéket, mivel csak a gorbe
paramétereként szereplé gorbevonali koordinata valtozik a gorbék mentén, x!, 22, illetve
2 koordinita-vonalaknak szokéis nevezni.

Az
r(z! = allando, 2%, %), r(z', 2 = allando, %), r(z', 2* 2° = allando)

gorbiilt feliiletek mentén allando értéktek az z', 22, illetve 2® gdrbevonald koordinatak.
Ez okbol Si, S, és S3 koordinéta-feliilet a neviik. Nyilvanvalo, hogy az z', 22, és 2% koordi-
natavonalak az S5 és Ss3, az S7 és S, illetve az S; és Sy koordinatafeliiletek metszésvonalai.
A koordinata-vonalak
or Oy, oy. Oy,
&1 = orl Ozl ot ox! 2t ox! &
or 9y, 0y, 8y
1.39

( ) 82— ox? &'EQ ot 0x? iz 8x2
_or oy, - oy? . (?y
83— ox3 8x3 ox3 iz 8x3
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érintSinek zérustol kiilonbozé a
Yo=| 51T 2 73 | — Jy,:r

vegyesszorzata, ha kolesonosen egyértelmi az (|1.32)) fiiggvénykapesolat. Mivel ez feltevé-
siink v, # 0, kdvetkezik tehat, hogy kovaridns bazist alkotnak a P pontban a koordinéta-
vonalak

o or
gz—axi

érint6 vektorai. Ez a bazis a pontrol pontra valtozoé un. lokalis bazis, amely altalaban
ferdeszogt de bizonyos esetekben (pl. henger KR, avagy gombi KR) ortogonalis (utob-
bi esetben bazisvektorok kolesonosen merdlegesek egymasra). A (reciprok béazisvektoro-
kat)[kontravaridns bazist| most is (g jeloli) [a g* reciprok bézisvektorok alkotjék| és
valtozatlanul érvényesek a bazisvektorok vektoridlis szorzatainak, valamint a kovarians
és kontravarians bazisvektorok szamitédsanak az [1.2.1] és[1.2.2] szakaszokban megismert
képletei.

Magatol értetédik, hogy a P pont fizikai allapotat leiré valamennyi tenzor megadhaté
ebben a bazisban.

Az a vektor példaul az

(1.40)

(1.41) a=a'g +a’g+a’gs =aig' +axg’ +asg’
vagy tomoren az
a=a"g,= akgk
alakban irhato6 fel, ahol altalaban
(1.42) at #ay, a’+#ay, a® # as .

A fenti képletekben &all6 a? és a;, rendre az a vektor kontravarians illetve kontravarians
koordinatait jeloli. A vektort tekintve

1 2 3 2 1 2 3
a g1, a g, a"g3 €s a“ag , a2g asg

az a koordindta-irdnyt Osszetevdi a kovarians illetve kontravaridns bazisban.

GYAKORLATOK

1. Vizsgalja meg vajon lineédrisan fiiggetlenek-e egyméstol az azonos ponthoz kotott-
nek tekintett (kozos alkalmazési pontt) a;, ay és az vektorok:

31:2i1+i2+3i3, 31:2i1+i2+3i3,
Ay = 511 + 1012 —|—215 ; Ay = 611 —|—712+513 y
g = 611 +312+913 s Ay — 911 + 1012+813 .

2. Igazolja, hogy bézist alkotnak a
g =i1+ix+iz, g=i1+ix+2i3 & g3=1i+2ix+3i3

vektorok. irja fel az a = 61 + 91y + 14i5 vektort ebben a bazisban.

3. Tegyiik fel, hogy linearisan fiiggetlenek az azonos ponthoz kotottnek tekintett ay,
ay és ag vektorok. Mekkora a A alland6 értéke, ha linedrisan Osszefiiggéek a by és
b, vektorok?

b1 = )\a1+4a2+2a3 ,bg = a1+)\a2—a3 .
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4. Igazolja, hogy az képletekkel értelmezett reciprok bazisvektorok is a harom-
méretd tér egy bazisat alkotjak.
5. Igazolja, hogy a
A181+ Aag2 + Aogz =0
egyenletnek csak trividlis megoldasa van a Ay, A2 és A3 skalarokra, ha J, , # 0






2. FEJEZET

Az indexes jelolési mod alapjai

2.1. MUOVELETEK INDEXES MENNYISEGEKKEL

2.1.1. Objektumok, sokasagok. A jelen szakaszban bevezetésre keriils jelolések, je-
161ésbeli megallapodasoknak, 6sszhangban az eddigiekkel, az a & célja, hogy egyszertibbé
tegyék a vektorialis, illetve a tenzorialis egyenletek frasat.

Az |ag|{aP} szamharmast (valtozoharmast) [alsoindexes|{fels6indexes} vagy egyindexes
harmasnak, rendezett sokasédgnak (objektumnak) nevezziik.

Kézi szamitashoz az alsdindexes sokasagok sorvektorként illetve oszlopvektorként méat-
rixba rendezhetdk a

a = |a1 ay as],
vagypedig a
ai
ap = a9
as

modon.

A fels6indexes a” sokasag ugyanilyen moédon foglalhatod sor-, vagy oszlopmétrixba.

Az egyes egyindexes sokasagok egymastol valo megkiilonboztetését a sokasagokat azo-
nositod betik eltérése teszi lehet&vé.

Megallapodunk abban a tovabbiak soran — anélkiil, hogy erre a megallapodéasra kiilon
is felhivnank a figyelmet — hogy az

ag és a?

egyindexes sokasag ugyanazon vektor kovaridns és kontravarians koordinétait jelenti va-
lamilyen lokalis ferdeszogi bazisban.

Ami a szoéhasznalatot illeti az egyszertiségre torekedve azt fogjuk mondani, hogy az a;,
vagy az af vektor.

Ha oszlopmatrixba rendezett vektorokat hasznalunk valamilyen okbdl pl. szamitasok
végzése soran, akkor azok szedésben az

aq a
(2.1) lap) = | a2 | , illetve az ~ [a”] = | a?
as CL3

modokon jelennek meg.
A bevezetett jeloléssel az a+b = ¢ vektorosszeg vagy az

ap+br =cy vagypedig az a® b =k

alakban irhato fel.
Tovabbi fontos kérdésre vilagitanak ra az alabbiak.
Tekintsiink két, az (1) és (2) jeld, ferdeszogi KR-t. Legyen

lamint
(clt)k , valamin (CZL)k

15
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az (1) és (2) jeld ferdeszogi KR-ben vett szimhéarmas (valtozoharmas). A két harmas
akkor adja ugyanazon vektor kovarians koordinatait a vonatkozé KR-ekben, ha fennall az
k k
0rg = aLg
M (@) (2 (2
egyenlGség. A fenti képletbdl, amint részletesen is latni foguk az szakaszban, az
kovetkezik, hogy csak akkor alkotja ugyanazon vektor harom kovarians koordinatajat az
(1) és (2) jeld ferdeszogti KR-ben értelmezett
ar, valamint ai
¢9) ©)

harmas, ha alkalmas transzformécios Gsszefliggés teljesiil a tekintett két harmas kozott.
Az
agby, apb?, a*tt, a'b,, vagy cF

mennyiségek kétindexes, illetve mdsodrendi sokasdgok, objektumok. Ezek is matrixba ren-
dezhetsk ha megallapodunk abban, hogy balrél jobbra haladva az elsé index (fiiggetleniil
attol, hogy alsé vagy felsd) sort, a masodik index pedig (ugyancsak fiiggetleniil attol,
hogy als6 avagy felss) oszlopot azonosit. A mondottak alapjan az axb, szorzat, vagy a ¢,
sokasag a

(llbl a,lbg a1b3 Cll 012 013
arby = asby ashy asbs | ckm = A A 023
asby asby asbs A3y Ay

modon rendezhetd, illetve foglalhatd matrixba.

Visszaidézve és részben kihasznélva az ((1.20) és ((1.21)) képleteket a kétindexes objek-
tumok tipikus példaiként adédnak a kovarians és kontravarians bazisvektorok

(2.2a) o =gr-g" & 0 =g"-g

szorzatai. Kozos méatrixuk
1
(2-2b) [5km] = [5mk] =10

alakt. Ezt ugyanolyan médon szedtiik mint az ay illetve a? vektorok oszlopmétrixait.

A kovarians bazisvektor kovarians bazisvektorral vett, illetve a kontravarians béazisvek-
tor kontravarians bazisvektorral vett skalarszorzata a gy és gP? kétindexes objektumokat
értelmezi:

g1 G12 913
(2.3a) 9kl = 8k 8, lgr) = | 921 922 923
g31 932 933
911 912 913
(2.3b) g =gP g9, ("] = | ¢® ¢ ¢*
931 932 933

Vegyiik észre, hogy a (2.3alb) képletek a gy és gP? kétindexes sokasdgok matrixait is
tartalmazzak.
Megjegyezziik, hogy:

1. Fennéllnak a skalarszorzat kommutativitdsa miatt a

(2.4) Ikl = Jik g =g"

relaciok. Ezek azt fejezik ki, hogy szimmetrikusak a gy, és gP? kétindexes sokasigok
matrixai.
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2. Bar vektorok skalarszorzataiként értelmeztiik a 6,™, 0™, gu és ¢gP? kétindexes
sokasagokat latni fogjuk késébb, hogy ezek a mennyiségek az egységtenzor (més
néven metrikus tenzor) kiilonbozs alakjai.

Hdromindexes sokasdgnak tekinthetsk az

par
€klm » €

permutécios szimbo6lumok, valamint a bel6liik képzett

'8 (o} T
Ekim = YoCkim , €1 =€l

szorzatok az tn. epszilon tenzorok (az utébbi mennyiségeket az egyenlettel értel-
meztiik, tenzor mivoltuk igazolasat a . oldalon leljiik fel).

Visszaidézve az szakasz megallapodésait a latin (és gorog) indexek értékérsl,
az Osszegezési konvenciorol és ezzel Osszefiiggésben a néma és a szabad index fogalmarol,
valamint kihasznalva a sokasagokrol mondottakat is a

R . | 1 1
621 622 C23 a2 b2
031 032 033 a3 = b3
Oy Cg a b

egyenlet, ez formailag linedris egyenletrendszer a ¢, egyiitthatokkal, az a™ ismeretlennel
és a b¥ zavarotaggal, a

(2.5) ¢t oa™=1b"

m

tomor alakban irhato fel, ahol a pirossal szedett, az egyenleteket szamlalo index a sza-
bad index, amely mindkét oldalon ugyanabban az indexpoziciéban kell, hogy &lljon. Ha
ezt a szabalyt nem tartjuk be sériil az indexegyensuly elve, amely azt mondja ki, hogy
egy indexes jelolésmodban irt egyenlet minden tagjdban azonos azaz vagy felss, vagy al-
s6 indexpozicioban kell, hogy legyen(ek) a (az azonos) szabad index(ek). A tobbesszam
hasznalata az utobbi mondatban arra utal, hogy egynél tobb szabadindex is lehetséges.

2.1.2. Vektorok koordinatai, indexemelés és siillyesztés. Kiindulva az
(2.6) a=a'g, = ayg’

egyenletbdl, majd kihasznélva az (1.10]) képletet, a Kronecker delta indexatnevezd operéa-
tor voltat, valamint a (2.3a)b) Osszefliggéseket azt kapjuk, hogy

m m

(2.7a) a-g"=d'g,-g"=d"6," =a",

(2.7b) ag=a,g" g =0a,0,=a.

Ha még a fenti két képletet is helyettesitjiik a lenti atalakitasok utolso lépésében, akkor
adodik, hogy

(2.8a) a-g"=a,g"g"=0a,¢"" =1 =d",
(2-7a)

(2.8b) a-g =d'g-g=dgu= 1 =a.

Osszegezve:

(2.9a) a-g =aq, a-g"=a",

(2.9b) a* g =a . a,g"™ =a™,

Szavakban: az [a; kovarians koordinata|{a™ kontravarians koordinata} az a vektor |kova-
rians g|{kontravarians g™} bézisvektorral valo skalaris szorzata.
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A (2.9b); 2 képletek az indexemelés és indexsiillyesztés szabalyai. Segitségiikkel megad-
hatok az |a; kovariéns]{a™ kontravaridns} koordinatak az {a”* kontravarians}|a, kovarians|
koordinatékkal feltéve, hogy ismertek a g, és g”™ objektumok.

A (2.9a]); » képletek szerint a

gk 81 =gkl
~—~
a
szorzat a gy vektor [-ik kovaridns, a
g’ -g"=g"
~—~

szorzat pedig a gP vektor m-ik kontravaridns koordinataja. Koévetkezésképp a gi és gP
bazisvektorok a

(2.10) g=gug | & | 8" =9"gnm

alakban irhatok fel. Szavakban: az indexemelés és siillyesztés (2.9b)), o alatti szabélyai a
bazisvektorokra is vonatkoznak. A (2.10]); » Osszefiiggések kévetkezménye, hogy

g g’ = gklgpmgl ‘8m = gklgpm5lm = gkzglp
\T/ \;,_/
5k

m

avagy, elhagyva a lépéseket, hogy
(2.11) 6.7 = gu g .

Kiirva a képletben szereplé objektumok matrixait

11 12 13

100 g11 912 913 g g g
01 0|=1921 g2 923 921 922 923
001 g31 932 933 931 932 933

az eredmény, ami azt jelenti, hogy a [gy] matrix a [¢"] métrix inverze és viszont. A fenti
képlet alapjan azt fogjuk, mondani, hogy a by és a d'? sokasidgok egymas inverzei, ha
fennall a

(2.12) b d® =67

egyenlet. Ezzel a szohasznalattal élve a g sokasdg a ¢'P sokasag inverze és viszont. Az
inverz fogalmarol méasodrendi tenzorok esetén a [6.1.5] alszakaszban esik majd részlete-
sebben sz6.

2.1.3. Miiveletek vektorok kozott. Az alabbiak az indexes jel6lésmod alkalmazasa
mellett tekintik 4t a vektorokkal valé miiveleteket.

Szorzds skaldrral :
Tekintsiik az

a=a'g, =a,g’ és b = b'gy = b,g?
vektorokat. Ha a
c=cg, = cpg?
vektor az a vektor és a A skalar szorzata, akkor

= \aF

c=Ja, vagy ¢y = Aa,
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Additiv miveletek :
Az a és a b vektorok A és p skalarokkal sulyozott ¢ dsszege (kiilonbsége) a

& = NaF = pb*

c=)atub, vagy a ¢y = Aa, £ b,

modon {rhaté.

Ismét hangsilyozzuk a egyenletet kovet§ bekezdés lényegét: a szabad indexek
egy egyenlet minden tagjaban azonos (vagy felsd), vagypedig als6 indexpozicioban kell,
hogy legyenek.

A fenti képletek jol szemléltetik az indexes jeldlésmod ama elényét, hogy nem kell
feltiintetni a vektorialis egyenletek frasa soran a bazisvektorokat.

Skaldris szorzds:

Kihasznalva a (2.3b)) Gsszefiiggést, illetve az indexemelés és siillyesztés (2.9b)) o
alatti szabélyat a
c=a-b=a,g’ g%, = ayb,g"-g" = a, ¢"b, = a’ b, =
——

ad
(2.13) =ap g™y =a, V' = a, U’ =age, b’

—~— ~—

g algqp

alakban kapjuk az a és b vektorok skalarszorzatat.

A (2.13) egyenlet azt is tiikrozi, hogy a képlet attekinthetésége érdekében a skalaris
szorzésban all6 masodik szorzotényezd esetén felcseréltiik a skalaris komponens (b,) és a
hozza tartozo bazisvektor g? sorrendjét annak érdekében, hogy jol latszodjon, hogy melyik
az a két bazisvektor, amelyek kozott végre kell majd hajtani a skalaris szorzast: ha tehéat
két vektor skalaris szorzatat szamitjuk, akkor egy hasonl6é sorrendcsere mindig segithet
tisztézni azt, hogy melyek azok a béazisvektorok amelyek kézott végiil elvégzendd a skalaris
szorzas. Az is kiolvashatd, mint szabély a fenti képletbdl, hogy néma indexpar esetén az
egyik lesiillyesztése a masik felemelésével kell, hogy tarsuljon és viszont és ez a szabaly

szorzatabol ered. A néma indexek persze atnevezhetsk:
q _ _ k
a’by =a, b’ =a, b .
Vektoridalis szorzds:

Az a és a b vektorok c vektorialis szorzata a bazisvektorok vektorialis szorzatat
ado (1.27)); 2 képletek felhasznalasaval irhatok fel

axb=aqal blg/y€ X g = 5klmakblgm =c,g" =c,

azaz
(214&) Cm = 5klmakbl ;
illetve
axb=a,b,g’xg?=c""a,b,g. =c'g. =c,
azaz
(2.14Db) " =¢e""a,b, .

Az indexemelés (indexsiillyesztés) (2.9b);  alatti szabalyait kihasznalva atalakithato
a (|2.14b|) egyenlet:

r r r k1l
Cm = C Grm = ' Grmapby = €'Y GrmGprgq a”b" .
—_——
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Masrészt a (2.14al) képlet szerint:

Cm = €kim akb!
~—~

Egyenl6ség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymassal a kapcsos zardjellel megjelolt
részek:

(2.15a) Ekim = €™ GpkGqtGrm -

Ugyanilyen médon igazolhato, hogy

(2.15b) P = ey Pyl .

A (2.15alb) Gsszefliggések szerint [az alsdindexes| {a felsGindexes} epszilon tenzor ugy
kaphato meg [a felsGindexes| {az alsoindexes} epszilon tenzorbol, hogy az utobbi vala-
mennyi indexét |lestillyesztjiik|{felemeljiik}.

Vegyes szorzat:
Az a, b és c vektorok d vegyes szorzata a (2.14b)) 6sszefliggésbdl kovetkezd

d=[abc] = (axb)-c=c""a,b,g, -g°cs = """ a,b, 0,°cs = """ a,b,c,
képlet alapjan a
(2.16a) d = el ayb,c,

alakban irhato fel. Hasonléan kapjuk, hogy
(2.16b) d = epmatblc™ .

Diddikus szorzat:

Az a, b vektorok diddikus szorzata masodrendii tenzor, amelyet a
C=a®b

modon irunk, ahol ® a diadikus szorzas miiveleti jele. Figyelembe véve az a és b
kiilonboz§ elallitasait a C' tenzor a
(2.17) C=a,b,g"2g"=cpg’®g! =
~
Cpq
= apbngs gp ®gs = Cps gp ® gs =
——
cp®
=a,9""b, g, @8 =" g 0g! =
——
c’q
=apg”"bg" 8- R8s =" g, D 8s
——
alakokban irhatoé fel, ahol altalaban
¢, # .

A (2.17)) képletben all6 gP®g? etc. diadok a bazistenzorok, melyek indexei balrol jobbra
haladva ugyanabban a sorrendben kovetik egymast, mint néma parjaik a ¢ mellett. Mivel
indexes jelolésmodban sem a bézisvektorokat, sem pedig a bazistenzorokat nem irjuk ki
az egyszerd frasmod biztositasa kedvéért az elhagyott bazistenzorokban allo béazisvekto-

rok sorrendjét a kiirt tagok szabadindexeinek sorrendje hatarozza meg. Tekintsiik erre
példaként az eddig megismert objektumok segitségével felirt

s
dlm - _5lmsd
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egyenletet, amelyben pirossal szedtiik a szabadindexeket.

Elsfordulhat, hogy valamilyen okbdl eltér egymastol egy indexes jelolésmodban irt
egyenletben az egyes tagok szabadindexeinek sorrendje. Ez esetben az a megéllapodas,
hogy a tényleges sorrendet az egyenlet baloldala, vagypedig a baloldalon allo legelss tag
hatarozza meg. Ezzel a megallapodassal élve a fenti egyenlet a

s
dlm = gmlsd

alakban is megadhato.

Bar az utobbi megallapodas egyértelmtien meghatarozza a bazistenzort alkotd béazis-
vektorok sorrendjét, lehetdség szerint torekedni kell arra, hogy indexes jelolésmodban irt
egyenletek esetén minden tagban azonos legyen a szabadindexek sorrendje.

GYAKORLATOK

1. Vizsgalja meg, hogy melyik kifejezés értelmes indexes jelolésmodban a lentiek ko-
zil. Irja ki részletesen az értelmes kifejezéseket.

i a” i apnb” i, " amn iv. ™amm
V. apbP! vi. ap b vii. a”,,c™" viii. e7Fay),
2. Azonos vagy eltérd jelentéstiek-e a
i. a,,"d, ii. d,a; ii. a,,c™ iv. a,.c”"

kifejezések ?
3. Mutassa meg, hogy
aklbkbl =0 s
ha ar; — — Q.-
4. Igazolja indexes jeldlésmodban, hogy
[ax (bxc)|-gr=a.c bp—ab c
és, hogy
[(axb)xcl-gr=a.c b,—b.c"ay.
(Vegyiik észre, hogy a fenti dsszefiiggések helyességének igazolasa valojaban az (1.3)
alatti kifejtési tétel helyességének igazolasat jelenti!)
5. Mutassa meg indexes jeloléseket alkalmazva, hogy
(axb)-(cxd) = a,c" bpd" —a,d" byc" .
6. Igazolja indexes jel6lésmodban, hogy
(axb)x(cxd)=[cda]b—[cdb]a.

7. Igazolja, szimbolikus-, majd ezt kovetGen indexes jelolésmodban, hogy kollineéri-
sak az a és c vektorok, ha fennallnak az

ax(bxc)=(axb)xc, a-b#0, c-b#0

Osszefliggések.
8. Az
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0
egyenlet az in. Jacobi-féle azonossag. Igazolja az azonossig fennallasat.






3. FEJEZET

A determinans

3.1. A DETERMINANS ES AZ ADJUNGALT

3.1.1. Determinéns indexes jel6léssel. A determindns a matrixnak tekintett a?,
objektum elemeibdl képezhets, mint az 0sszes olyan haromtényezds szorzat Gsszege, amely-
ben a szorzatok minden sorbél és minden oszlopbdl csak egy-egy elemet tartalmaznak,
elgjelitket pedig az donti el, hogy névekvs sorszam (oszlopszam) szerint rendezve a szor-
zotényezoket a sorszamok (oszlopszamok) altal alkotott harmasok paros vagy pératlan
permutéacidi-e az 1,2 és 3 szamoknak: paros permutacioé esetén pozitiv, paratlan permu-
tacio esetén negativ az elGjel.

A determinanst az

11 1
a; a5 a3
(3.1) |a™,| =det(a’) = | a* a° a%
ad, ad, d;

modokon jeloljiik.
A jol ismert els sor szerinti kifejtéssel

(3.2a) la™,| = all (‘122@33 - a23a32) - a12(a21a33 - azzagl) + alg(a21a32 - a23a31)

a determinéns értéke. Némi szamolassal és a permutacios szimbolum tulajdonsagainak
felhasznalasaval ellenérizhetd, hogy a

1. sor 2. sor 3. sor

P NN

|la™, | = el alp a2q a,s,, =
(3.2b) el = a'ya%ya’y —a' 50’y +
e2ar +a'ya®sa®, —atya? a’ s+

e3ar + a13a21a32 — a13a22a31

képlet is az elsd sor szerinti kifejtése a determinénsnak hiszen a p index az oszlopokat
szamlalja.
Ha felcseréljiik a p-t és g-t a permutéciés szimbélumban, akkor elGjelvaltas kdvetkezik
be. Ha emellett a p-t ¢-ra, a ¢-t pedig p-re nevezziik at a
—la™,| = eqpralpaQQaBT = equaQPalqa:gr

alakot kapjuk, ami azt tiikrozi, hogy a sorcsere elGjelvaltozast eredményez.
Visszaidézve, hogy e'?3 =1 atirhato a ([3.2b]) képlet az alabbi alakba:

e123] |a™, | = eP?" ap aq aT :

Innen, egymastol kiilonbozs betiiket téve a téglalapocskakban allo szamok helyére, az

(3.3) e*la™, | =e"a' d a",

23
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eredmény koévetkezik. Szorozzunk most at e;;r-val és hasznédljuk ki, ijk-t gondolva kim

helyére, az (|1.30b|) Osszefliggést:

ijk| m r i 7 _k
eijpe’" | a™, | = egpe®"a’ o’ a
——

r

6

Innen
4 m | __ 1 pgr i .j .k
(3.4a) la n|—§eijke a',al at,
a determinéns értéke. Ugyanigy igazolhato, hogy
1 ijk pqr
(3.4b) || = 3 e e’ a0,
(3.4c) la™"| = 37 Cidh epgra’Pallar"
és, hogy
n| __ 1 ijk p,q, T
(3.4d) la,,"| = 3¢ Gt a;'a”

Vegyiik észre, hogy a fenti négy képlet azonos szerkezeti, barmelyik jobboldala megkap-
hato a masikbol, ha alkalmas indexemeléseket, illetve indexsiillyesztéseket végziink.

3.1.2. Az adjungalt és az inverz. Feltételezziik a tovabbiakban, hogy az indexként
allo nagybetii rogzitett (nem futd) indexértéket jelol. Tekintsiik az

Ijk s .t
e’tepsta’yay,

szorzatot. Ha ebben az Osszegben a nem zérus tagokat keressiik csak, akkor fel kell téte-
lezniink, hogy

I1#5#k és R#s#t.
(Feltételezziik tovabba, ez ui. nem sérti az altalanossagot, hogy parosak a szorzatot szami-
tasa soran az elssként tekintett [JK és RST permutaciok.) A fenti szorzatot add Gsszeg

szamitasa soran minden lehetséges esetet a rogzitett IJK és RST indexekkel adunk majd
meg. Legyen Al az ésszeg fele. Ezzel a jeloléssel és az Osszes lehetSség figyelembevételével

I Ijk st
2A g =eepga®;a’, =

S

(3.5)
T T S S T T S S T S T

az Osszeg, ahonnan — visszatérve a megszokott kis indexekhez — a

(3.6) A, = 3 eresa’;a

alakban frjuk az A’ -et. Az A jelentése az A’ (3.5)) alatti részletes kiirasabol olvashato
ki. Eszerint A’ az a”-hez (az r-ik sorhoz és i-ik oszlophoz) tartozo elGjeles aldeterminans.
Valoban, ha pl. I =2, R=3, akkor J =3, K =1¢s S =1, T = 2; kdvetkezsleg

2 _ 1 2 1 2
Ay=ajza"—a ay,

ami az a®,-hoz tartozo elGjeles aldeterminans.
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Az allitas altalanosabb igazolasat adja az alabbi atalakitas:

1 1
m n _ .m ~ _nuv q ro_ - nuv . m _q r o
CLnAp—CLn2€ Cpgr " 0y = 5 Epgr €7 070", 07, =

a ([33) szerint |a¥, |emar

~ 35 " ey )| = |akl’5mp ;
26,
ahonnan
m Anp 6m
(3.7) a™, @ =

Ugyanilyen médon mutathatdé meg, hogy

) 1 ..
g ezgkerst st ay,
(3.8) 2
Air = 5 €ijkCrst a®’ (Itk
és
r 1 rst j k
(3.9) A, =5 eike”™ a ap
amivel
" Anp o o Anp _gm
mn g 17 Omoo @] ~ 0P
(3.10)
n Anp — p
o] "

A (3.61 . D és (3.9 D osszefiiggések értelmezik az a*;, a,;, a* és a,' sokasagok (objek-
tumok) A, A” A, s A adjungdltjait.

A (3.7 és (3.10 képletekben allo

Anp AP Anp ) AnP
T —_ ~ valamint -
|CL l| |asj| |a]| |as |
tortek pedig tekintettel a (2.12]) képletre és képlet kapcsan mondottakra az a™,, a,,,,, a™"

és a,," sokasagok (objektumok) inverzeit adjak.

3.2. ALKALMAZASOK
3.2.1. Determinansok szorzastétele. Tekintsik a
CuU — au8 bS’U

szorzatot. A szorzat determinansa a (3.4d)) képlet alapjan a (3.3)) figyelembevételével szé-
mithato:

1 . .
(311> ‘Cfd| - 5 e’ g Cp kc lc = 5 e’ epim a hbhk aqlbil aerjm =
1 h 1 j kil hij
- E\qur a,’ ag a?"]/ Ckim by b; bjni: ETIN Y enij lay b1 = la, |16

vV Vv
ehii|a,,?| eniz|bst| 3!
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Szavakban: két matrix szorzatanak determinansa a matrixok determinénsainak szorzata.
Ez az eredmény a determinansok szorzastétele néven ismert. A tétel egy alkalmazasaként
tekintsik a

(3.12) Gt g1 = 0,7

szorzatot. Legyen

(3.13) 9o = |9 és 9°=19"].
Az (3.12)) baloldalanak g,¢g° a determinansa, a jobboldalnak pedig
1 0 0
69=|0 1 0]|=1.
0 01
Kovetkezésképp

10

3.2.2. A bazisvektorok vegyes szorzata és a metrikus tenzor determinansa.
Mivel a ([2.10f); alapjan
g1 = g1,,8" , g2 = 92,87, g3 = 93s8°
az (1.28alb) és az (1.22)) képletek felhasznalasaval irhato, hogy

1
Yo = |818283] = Gip Goq 935 18787E°| = g1p 92q 935 — €'’
[ ] p q [ ] p q ’70
gP4T =~0ePqT

azaz, hogy
(70)2 = eP? 91p 92¢ 93s = Yo
—_———
gO
vagyis
(3.15a) (7o) = 9o -
Ugyanigy mutathaté6 meg, hogy
(3.15D) P =g

3.2.3. A permuticidés szimbélum, mint determinans. Az alabbiakban megmu-
tatjuk, hogy

6t 62 6,2
(3.16a) ehim =] 0 &°
6,0 0,2 0,°

A determinanst kifejtve az elsé oszlop szerint a
0 (0,%0,,°=06,,20,°) +6,1 (6,,%0,° = 8,20,.%) +6,,1 (6,70 = 6,26,°)
eredményt kapjuk. A fenti kifejezés értéke

m

0, ha klm nem permutécié (ekkor ui. van legalabb két azonos index a klm indexek
kozott, kovetkezésképp a determinans legalabb két sora azonos);

1, ha klm paros permutacio (ekkor ui. (a) klm, Imk, vagy mkl megegyezik az 123-
al és igy a pirossal szedett szorzatokat magaba foglalo tagok egyike 1, a méasik
ketts pedig zérus, mivel az utobbi esetben kiilonboznek a 0-k indexei; (b) a kékkel

szedett szorzatokat tartalmazo tagok mindegyike zérus, mert itt is kiilonboznek a
d-k indexei);
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-1, ha klm paratlan permutacioé (ekkor ui. (a) kml, lkm, vagy mlk megegyezik az
123-al és igy a kékkel szedett szorzatokat magaba foglald tagok egyike —1, a masik
ketts pedig zérus mivel az utobbi esetben kiilonboznek a d-k indexei; (b) a pirossal
szedett szorzatokat tartalmazo tagok mindegyike zérus, mert itt is kiilonboznek a
0-k indexei).

Ezt kellett bizonyitani.
Hasonl6 gondolatmenettel adodik, hogy

67 6% 6y
(3.16Db) e’ = | 0,0 5,7 0y
05" 037 03"
A (3.16ab) képletek kovetkezménye, hogy
5t 62 46,7 6" 0,7 6" 6. 61 0.
(B.17)  epme™ =epm e’ =| 6 6% 47 S S S IE B R

5, b 6,2 0,° 057 037 04" 0,/ 0,7 6,
Az allitas belatasahoz a determinansok szorzastételét kell visszafelé alkalmazni és figye-
lembe kell venni, hogyha igaz az allitas, akkor a

(5k 1 (5k2 (5k3 5117 (Slq 51r 5kp 5kq (5kr
5l 1 5l 2 5[ 3 5210 52q 527“ — (5ZP (sl q (5lr
6, b 6,2 0,3 R X 0,7 6,7 6,

szorzat példaként vett és kékkel szedett eleme az els§ matrix masodik soranak és a méso-
dik matrix els¢ oszlopanak kell legyen a szorzata. Valoban, kihasznalva, hogy egy Osszeg
tomoren is irhatoé az Osszegezd index felhasznélasaval és atnevezs operdtornak véve az
egyik Kronecker deltat azt kapjuk, hogy

5l151p+5l252p+5l353p — 5l555p — 6[]7 .
Ugyanilyen moédon eljarva a fennmarad6 nyolc elem esetén megkapjuk végil az allitas
teljes igazolaséat.

GYAKORLATOK
1. Igazolja, hogy
9%, _ Gog"?
pq

2. Igazolja, az el6z6 feladat alapjan, hogy

Ing, =g"*.
OYpq






4. FEJEZET

Tenzorok

4.1. A MASODRENDU TENZOR

4.1.1. A maéasodrendi tenzor geometriai fogalma. Els6ként visszaidézziik kissé
eltérs jeloléssel az [1.1.3] szakasz néhény eredményét. Tekintsiik az egyméstol linearisan
fiiggetlen kovetkezdleg bazist alkotd vy, vo és vs vektorokat. Ez esetben [vy vy vs] # 0 és
bazist alkotnak a

* 1 Vo X V3 * o V3 X V1 * g Vi XVy
V = —, V=, V —m—
[Vl Vo V3] [Vl Vo V3] [Vl Vo Vg]

reciprok vektorok is. Kovetkezéleg tetszoleges v vektor megadhato a
v =p'vi+p*vy+pPvy

alakban, ahol a

* 3

* *
(4.1) T=v.vl, P=v.v?, és pPP=v-v

skalarok a v vektor v; vektorokra vonatkoztatott koordinatéi.
A masodrendii tenzor fogalmanak bevezetéseként megvizsgaljuk a homogén linedris
vektor-vektor fiigguények tulajdonsagait. Azt mondjuk, hogy homogén linearis a

(4.2) w={f(v)

vektor-vektor fliggvény, ha teljesiil az

(4.3) f(p'vi+p*vo+p°vs) = pf(vy) +p*f (vo) + p*f(v3)
fiiggvényegyenlet.

4.1. abra. A v vektor leképezése a w vektorra

Geometriailag a fenti egyenlet olyan fiiggvénynek tekinthets, amely a tetszéleges O,
pontbol felmért v vektorok harommeéretii terét leképezi az ugyancsak tetszéleges O,, pont-
bol felmért w vektorok haromméreti terére — a abra az (y) kartéziuszi KR-ben szem-
lélteti a leképezést. A v vektorokat targyvektoroknak, a w vektorokat képvektoroknak
nevezziik. Roviden az mondhato, hogy a w vektor a v vektor képe.

Nem elfajuld a leképezés, ha a v vektorok teljes terét a w vektorok teljes terére képez-
ziik le; elfajuld (nem megfordithato) a leképezés, ha a v vektorok terét sikra, egyenesre,
avagy pontra képezziik le.

29
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Jeldlje rendre
(4.4) wy =f(vy), wy = f(vs) és  wy=1f(v3)
a bézist alkotd vy, vy és v3 vektorok képeit. Nyilvanvalo a , és Osszefliggések
alapjan, hogy
(4.5) w = f(v) = f(p'vi +p*vo +p*vs) = p'wy +p*wy +pPws .

Ez az Osszefiiggés azt jelenti, hogy a leképezést egyértelmiien meghatérozza a vy, vy és
v vektorok wy, wy és ws képe. A (4.1)) egyenlet és a diad jobboldalrél vektorral torténd
skalaris szorzasanak ([1.4a)) alatti szabalya segitségével tovabb alakithato a fenti képlet:

(46) W:f(V):Wl‘*fl‘V‘f—WQ\*f2'V+W3\*f3'V:

= |:W1®\’K/1+W2®:’2+W3®{k’31| VvV,

/

W
ahol
(4.7) W =w, v + Wy @V + w3 v’

a leképezés méasodrendi tenzora.
Megjegyzések:
1. A fentiek szerint a tenzor barmilyen bézis és a tekintett béazisban ismertnek vett
harom képvektora segitségével — ez most a wy, és a v harmas — megadhato.
2. Ennek ellenére érdemes a tekintett KR-hez igazodni (gorbevonali KR esetén a
lokélis bazist hasznélni); a kovetkezs szakasz ezt kérdést taglalja.

4.1.2. Masodrendi tenzor lokalis bazisban. Mivel a ferdeszogii KR bézisvekto-
rait és a gorbevonalu KR lokélis bazisat kifeszité bazisvektorokat ugyanigy jeloltiik, az
aldbbiak mindkét esetre vonatkoznak. A késGbbiek kedvéért azonban a gérbevonalit KR-el
kapcsolatos szohasznélatot részesitjiik elénybe.

Jelolje most a a képvektorokat, és d a targyvektorokat. Az el6z6 szakasz gondolatme-
netének lépéseivel, de a gorbevonalit KR lokalis bazisat véve alapul irhatjuk, hogy

a=f(d)=f(d'gi+d°g+d’gs) = d'f (g1) + &’ (g2) + &’ (g3)
~—— —— ~——
a as as

ahol d’ a d vektor g;-hez tartozé kontravarians koordinataja, az a; pedig a g; bézisvek-
tor képe. A fenti képlet a d¥ =gl -d és ax d¥ =axgh-d =axr gl - d Osszefiiggések
figyelembevételével alakithato tovabb:

a=f(d)="f(d'g +d°g+d’g3) =a;d' +a,d* +az d* =
= [ai0g tay@g’ +azog’]-d.

-

A
Itt
A=a,0g taog’taaeg’ =a0g
a leképezés tenzora. Mivel
Q= akigk =a’;8s
az A tenzor az

(4.82) A=a,ghog =a’g.0g
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alakokban adhat6 meg. A diddban 4ll6 masodik g¢ bazisvektor i indexének lesiillyesztésével
tovabbi két alak kaphat6:

A=ang'g"®g =dg'g.0g,

l sl
(lk a

vagyis
A=qlglog =a'g.og.

A fenti képletekben a béazisvektorok g"®g’, g,®g’, g"@g és g;®g diadikus szorzatait
bdzistenzornak nevezziik.

Figyeljiik meg, hogy a diadok ay;, a®;, a,! és a*! egyiitthatéinak barmelyike megkaphato
barmelyik masikbol az indexemelés és siillyesztés megismert szabélyaival.

Indexes jelélésmodban, amikoris nem frjuk ki a bazistenzort, az ay,;, a®;, a,' és a®
egyiitthatokat méasodrendd tenzornak nevezziik.

A fentiekhez kot6ds egyszerd példaként megmutatjuk, hogy a

l

l

me'eg,  &lefeg, geg, & Heeg

tenzorok mindegyike az I egységtenzor, amely minden vektort onmagéra képez le.

Valoban, ha a fenti felsorolasban szereplé els két tenzort megszorozzuk jobbrol skala-
risan az u, g" vektorral majd kihasznaljuk az indexemelés és siillyesztés szabalyait illetve
a Kronecker delta indexéatnevezd operator voltat, akkor a

(4.9a) I-u=(gug"eg) (g.u)=gueg' (g g)u =gug'd u =guu'g"=u,g",

valamint a

(4.9b) I-u=('g"®g) (gu")=25,'¢e"(g g)u") =5 gru =0 ug"=ug"

eredményt kapjuk. Ez azt igazolja, hogy a gr g"®@g' és a §,' g" ®@g; tenzorok az egység-
tenzorok.

A masik két eset vizsgalatat gyakorlatra hagyjuk.

Indexes jelolésmodban a (.9a]b) egyenletek az

(410) gkl ul = Uk és 5klul = Uk

alakban irhatok fel. Az els§ a mar jol ismert indexsiillyesztés szabélya, a méasodik a Kron-
ecker delta segitségével torténd indexatnevezésé. Mivel a Osszefiliggés szerint egyik
esetben sem véltozik meg az u vektor a gy és d,' mennyiségek az egységtenzort adjak
indexes jeloléssel.

Végezetiill megjegyezziik, hogy a metrikus tenzor elnevezés onnan szarmazik, hogy a
ds ivelem négyzetének

or or
2 _ _ k 1 _ k1.
(4.11) ds* =dr-dr = %dm g dz’ = gyda”dz
képlete magéaba foglalja a metrikus tenzort. Ez a mennyiség a tér metrikajanak egy jel-
lemzdje.

4.2. TENZOROK TRANSZFORMACIOJA

4.2.1. A kovarians bazisvektorok transzformacioja. A[1.2] abra baloldala — az
(a) jeld abrarészlet — az (y) kartéziuszi, valamint az (x) gérbevonalt KR-t (ez piros szinnel
van rajzolva) szemlélteti kiilon is feltiintetve a P ponthoz tartozo lokélis bazisokat. Az
abra jobboldal — (b) jeld abrarészlet — két gorbevonali KR esetén szemlélteti a lokalis
béazisokat. Ezek koziil az els6 a baloldali abrarészleten méar szerepls () gérbevonala KR,
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x3 g3 | lokdlis bdzisok lokdlis badzisok

4.2. abra. (a) Egyenes és gorbevonala KR-ek  (b) Két gérbevonala KR

a masodik pedig az (£1,&2,€3), vagy tomor jeloléssel az (€) gorbevonali KR.

Valamely skalar, vektor illetve tenzor megadhaté barmelyik, azaz mind az (y) karté-
ziuszi, mind pedig az (z) és az (§) gorbevonali KR-ben. A tovabbiakban azt a kérdést
vizsgaljuk, hogy miként szamithatok at ezek a mennyiségek az egyik KR-bdél a masikba.
Magéat az atszamitast, erre utal kozvetlentl a jelen [1.2] szakasz cime is, tenzorok transzfor-
mécidjanak nevezziik. Az (y) és (x), valamint az (z) és (§) KR~ek kozotti transzformacios
szabalyokat egymassal parhuzamosan tekintjiik at, oly moédon, hogy a baloldali oszlop-
ban az (y) és (x) KR-ek kozotti osszefliggések, a jobboldali oszlopban pedig az (z) és ()
KR-ek kozotti osszefiiggések szerepelnek majd.

A jelolések egyértelmiivé tétele kedvéért abban allapodunk meg, hogy a vektorok, a
mésod-, vagy magasabbrend( tenzorok betiijele minden koordinata-rendszerben ugyanaz.
A kiilonbségtételt a vektort, tenzort azonosité beti el6tt felsé indexként megjelend aposzt-
rof segiti majd az (y) kartéziuszi és (£) gorbevonali KR esetén. Ez a megallapodas nem
okozhat félreértést mivel a két esetet, a fentiek szerint parhuzamosan targyaljuk majd.

Nem alkalmazzuk az aposztrof jelet olyan mennyiségekre, amelyeknek kiilénbozé a
bettjele (tehat az (y) KR bazisvektorai esetén, illetve a koordinatédk esetén). Tovabb
segiti a megkiilonboztetést a jelen a .2 alszakaszban valamint az [5 fejezetben a fenti
abraval 6sszhangban allo szinek alkalmazésa az indexek esetén.

Mivel kartéziuszi az (y) KR az (1.19b]) és (1.20)alapjan fennallnak a

(4.12a) it =i, ‘9. =01, és g ="

osszefiiggések. Ez egyben azt jelenti, hogy barmely kartéziuszi KR-ben a gy és g metrikus
tenzorok megegyeznek az also-, illetve felsGindexes Kronecker deltaval.
A P pont helyvektora az

(4.13) r=y' (2% )i +y (2! 2% 2%)is+y’ (2, 27, 2°)is = r=r(z', 2% 2%)
=y ity bty'i =r(¢,€%.¢)

alakban adhat6 meg, ahol kolcsondsen egyértelmtiek az

(4.14a) =1y Yy, valamint az ot =al(€h, %, €%

fiiggvények, azaz

(4.14b) ., = ‘g—;k £0 és Tpe = ‘gzk £0
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A bazisvektorok szamitasaval kapcsolatos ((1.40) Osszefliggés alapjan

. or or 0x° o ox?® . o or or 0z° o ox?®
1. = = " =g, es k= E 3 L bs L
oy oz Oy oy o€ oxs 0& 0&
8s t S gs tks
vagy ami ugyanaz
. ox® s ) , ox® .
(415&) 1 :gsay =1,"8s €s gk:gsﬁ_fk’ =1 8s-
Ha skalarisan megszorozzuk az utobbi egyenletet g'-el, akkor a
ox* ox*
sl ! s ! ! / ! ! s ! !
1. - = — s® :t S :t . = —_— s* :t s” :t
g =g, &8 glg | 818 = per 88 kg‘lg K
8y [
illetve a
ort oz
(415b) tl:@:l .gl ‘ tkl:@:/gkgl

eredményt kapjuk. A (4.15a)),» képletek a g, bazisvektorok (y), illetve (£) KR-be valo
transzformécidjanak Osszefiiggései. A 172 képletek a transzformacio ¢,! objektumait
értelmezik.

A ,b)l,z képletekre vezet6 gondolatmenet ismétlésével kapjuk meg a gi-t i,,-el
illetve ‘g,,-el kifejezve:

or or 0y . | or dr ogm m
= = — = T = —_— — = mT
8= 54~ 9y o l 8=~ 9em ogt, BT
~~ =~ —
i 7l T T
azaz
(416&) gl:W =T 1 ’ gl:W/gm:Tl /gm-
A fenti egyenletbdl az i", illetve a g* bazisvektorokkal térténd skaldris szorzéssal a
sk sk __ 1k gm/ 1k k
g1 _Wl ‘1 =T | g8 —ng-g =7
5 1§,k
illetve a
dy ) o5
(4.16b) 7 :@:gl'l | Tzk:W:gl"gk

eredményt kapjuk. A (4.16b]) képletekkel értelmezett 7, ¥ ugyancsak transzformacios ob-
jektum.

4.2.2. Osszefiiggés a transzformacios objektumok kéz6tt. Az ivelemvektor sza-
mitasara szolgélo

(4.17) dr=da! g =dy" i | dr = da'g, = d¢ g, |
képletekben, tekintettel a (4.15a))-ra is

agy" ~, . 0x° ) L ogk O0z*
dy :@d$7 IZ@gs €s d¢ :dea /gk:@gs-
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Ha behelyettesitjiik az utobbi osszefiiggéseket a (4.17))-be, és elhagyjuk mindkét oldalon
a dz'-et, akkor kapjuk, hogy

oy" 0x*® o Ox®

4.18 = — g é = —g.
(4.18) 817 Bal By & o 817 9ul o¢k 8
Egyenldség csak akkor lehetséges, ha

dy" Ox* s , OEx Ox® s

(419&) % ay :61 €S %@ =0 ,
vagy a (4.15b)-re, valamint a (4.16b])-re is tekintettel, ha
(4.19b) 't =47 | S =6,
Ugyanigy igazolhato, hogy
(4.19¢) tln =% y tlns =%".

Tekintettel a determinansok B.2.1] alszakaszban ismertetett szorzastételére — konkrétan
a (3.11]) osszefiiggésre — irhatjuk, hogy
|Tzktks’ = | 5zs‘ y  vagy ‘le’ ’tks| = |5l5’ )
N~
t T

ahol a T és ¢ rendre a 7,* ¢és t,° determinansa. A fenti &sszefiiggésbdl azonnal kivetkezik,
hogy

(4.20) Tt=1.

Szavakban: a 7 és t egymas reciproka.

4.2.3. A kontravarians bazisvektorok transzformaci6ja. A (4.16b|) képlet szerint
O O L

Mivel valamely a vektor a; kovarians koordinatija az a; = g;-a moédon szamithatoé a fenti
képlet

g -i =T | g g’ =

azi" vektor | a'g" vektor

[-ik kovarians koordinataja. Kovetkezésképp

Jdy

. og™
(421) 1 = % gl — Tl gl ’ 1k k

g = Dl g=7 g.
Ha most atszorzunk ¢,"-el, illetve ¢,"-el és kihasznaljuk a (4.15b)) és (4.19a)) sszefiiggéseket,
akkor a

ox" oz oy" ox", . Ox" Jx+ |
I = g | g = =78,
dy oy’ Ox! Oxk Oxr Ox!
5’7‘
o, 1
illetve a két oldal felcserélésével a
ro_ 8ZET . o re ro__ 8xr 1 ko r!_k
(4.22) g’ = o i"=t"1i 8 =5, 8 = t,"'g

eredményt kapjuk.
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A (4.16a]), (4.22), (4.21)) és a (4.15a)) Osszefiiggések felhasznalasaval tablazatba foglal-
hatok a béazisvektorok transzformécios képletei:

ay . . agm /, m /,
B = Gy = B = Sy B =" B
(9:16”" . R r axr r
gT _ ay i =+71 gh = 8€k ng — tk ng
(4.23) s s
. Oz 5 , oz 5
1 :@gs:t s gk:@gs:tk s
i:ay gT:T gr /gl:aglgr:Tlgr
ox” " ox” "

1. tablazat. Béazisvektorok transzformécioja

4.2.4. Vektorok transzformacidja. Az a vektor barmely lokalis KR-ben megadha-
t6. A vektor
a= argr — /@l /gl

eléallitasabol, felhasznalva az [I] tablazat képleteit az

Ox® " o™
asgszas@'gkzhk'gk | /m/ :/maxl gl: zgl
illetve az
ox® oE™
r o
(424) QA = Qg @ | a; = Qu W
Osszefiiggések kovetkeznek. Ugyanigy kapjuk az a vektor
a=dg="""g,
elgallitasabol, hogy
r ragl/ 1L 1 k1 /kaxT T
ag=a o g=ag | B = ST s =
azaz, hogy
! ox”
425 /1 — T r — !k -
(4.25) ¢ =a" o | o' =3 e
A (4.24) és (4.25) képletek tablazatba foglalhatok:
o 83/ / o / _ 65 " / o m
QZ_W =7, a al—Wam—Tl Ay,
ox" ox”
a'r_az " =t.""a rzagk/k_tkr/ak;
(4.26) s s
, Oz s , Oz B
a —@as t,.°ag ak—was—tk Qg
’azay a"=T1."a" ’al:aglaT:Tlar
ox" " ox" "

2. tablazat. Vektorok transzformacioja
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Az (y) és (z) KR-ek kozotti transzformacio tablazat baloldali oszlopaban allo képleteit
formalis igazolas nélkiil kozoljiik.
Megallapithato az[I} és[2] tablazatok egybevetése alapjan, hogy
— az ay, 'a;. és 'a;, kovarians koordinatédk ugyanugy transzformalodnak, mint a g, i
és ‘g, kovarians bazisvektorok
— az a",'a’ és'a' kontravarians koordinatédk ugyanigy transzforméalédnak, mint a g”,
i’ és 'g! kontravarians béazisvektorok.

4.2.5. Masodrendii tenzorok transzformaciéja. Az A méasodrendd tenzor bér-
mely lokalis KR-ben megadhato. Az A tenzor (z) és () KR-ben vett

A=ay,g’0g’ =", 8" g, A=d, gog'="4"g'vg,

alakjai kozott az [I] tablazat felhasznalasaval, azaz a béazisvektorok transzformacios kép-
leteinek helyettesitésével teremthetiink kapcsolatot:

(4.27a) A=ay, g 08! =y 20 O gl = 17 17 0y g 08 =0 8t 018!

: pq 8 g pqagk 8flg g £ U Opg 8 g kKl 8 g
IER Ot

(4.27b) A=ad',g,0g'=a’, —aip oel g ®g =7, o’ g ®g =" g ®g

Hasonl6 gondolatmenettel taldlhaté meg a fennmaradé hat transzformacios formula. A
transzformécié Osszes képletét, beleértve azt a hatot is, amelyet fentebb formélisan nem
igazoltunk, a[3] tablazatban foglaltuk dssze:

ock ¢! 0a? Dt
Apg = % % /Clkl = Tkaql ,a/kl /CLkl = w 8_51 Apg = tk,pth apq
k l
aPbl = oxP % /akl — tkpth /akl /akl — ai ai aPl =1 kT l aPd
(4.28) o0&k gg! oxP Oz poa
. 1 k
apq — Oa? ai /akl — tka l /akl /ak:l — ai % a? =1 k:th a?
IR D q dxp QgL 9P q
ot 0z, kpdar, | ,_ OaP 9¢! Pl
' = G gl =T 0 = 5% o &' =0 @

3. tablazat. Masodrend( tenzor transzformacioja az (£) és (x) KR-ek kozott

A tablazat baloldali oszlopa az () KR-bdl az (x) KR-be, a jobboldali oszlop pedig az
(x) KR-bdl az (§)-be torténd transzformécio képleteit tartalmazza.

Megallapithato az[1], 2] és[3] tablazatok egybevetése alapjan, hogy a kovarians, illetve
kontravarians indexek mindig ugyanugy transzformalédnak mindkét irdnyban, fiiggetlentil
attol hogy bazsisvektorokrol, vektorokrol, avagy méasodrendi tenzorok koordinatéirol van
sz0.

Maga a kovarians jelz6 arra utal, hogy a kovarians (alsbindexes) bazisvektorok azono-
san transzformélodnak (egyiitt valtoznak).

Bar nem igazoltuk formélisan, és nem is irtuk ki a masodrendd tenzorok (y) karté-
megkaphatok a[3] tablazatbol, ha a kék indexek helyére zold indexeket és az & helyére y-t
gondolunk.
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4.2.6. Tenzorok szorzatainak transzformaciéja. Tekintsiik az
A=ayg'®g!, B=V,g®g
masodrendd tenzorokat. A
(4.29) C=A®B=q,b,g'og'®g g’

negyedrendd tenzor (tenzoriélis szorzat) esetén nem nehéz meggy6z&dni arrol, felhasz-
nalva az[I] tablazat képleteit, hogy

(4.30) e =t e Cpq s

az (x) KR-bol az (§) KR-be torténd transzformacio képlete.
Az A és B tenzorok

D=A B=(ay g'®g!) (g g",)= Qpq g'®(g" g ) g, =

(4.31) — ap b8 ®00% g% = ap, b, g' R g" = dp,g? @ g’
——

dps

skaléris szorzata mésodrendd tenzor, amely koéveti a masodrendii tenzorok transzforma-
civjaval kapcsolatos |3l tablazatban részletezett szabélyokat, azaz

(432) Idkl:tkptlsdpsztkptlsaquqs.
A kapott eredmény szerint a néma indexek nem transzformdlodnak, de megmutathato
hogy

(4.33) 'y :tkptls Qpq bqs :/alq,bqs
Az utébbi képlet igazolasat gyakorlatra hagyjuk.
Megjegyzések:

1. A (4.29) képlettel adott C két masodrendd tenzor diddikus szorzata (tenzorialis
szorzata). Mivel a szorzatban megjelend

g'®g’®g g
bézistenzor négy béazisvektor diadikus szorzata a szorzatot negyedrendi tenzornak
nevezzilk. Ez egyben azt jelenti, hogy a magasabbrendii tenzorok alacsonyabbren-
di tenzorok tenzorialis szorzatanak tekinthetdk.

2. A (4.30) képlet két méasodrendii tenzor skalaris szorzata. Skalaris szorzas, a (4.30))
képlet megszabta moédon, magasabbrendi tenzorok kozott is végezhetd.

GYAKORLATOK

1. Igazolja, hogy a 0F g, ®@g’ és g gr ® g, tenzorok minden vektort 6Snmagara képez-
nek le.

2. Mutassa meg, hogy fennall a Osszefliggés, amely azt mondja ki, hogy két
tenzor skalaris szorzatanak transzformaltja megegyezik a transzformalt tenzorok
skalaris szorzataval.






5. FEJEZET

A tenzorfogalom altalanositasa

5.1. TENZOROK ERTELMEZESE INDEXES JELOLESMODBAN

5.1.1. Valédi tenzorok.
Valodi skaldr. Akkor nevezziik a (§) és () gorbevonali KR-ekben egymastol fiiggetleniil
értelmezett @(zh, 22, 23) és B(¢1, €2, €3) fiiggvényeket valddi skaldrnak (zérusrendd, vagy
nulladrendd tenzornak) ha azonos az értékiikk a KR transzformécio soran, azaz

(5.1a) P(eH&2,8%) =@ [2'(€1,6%,6), 22(¢1,6%,67), 2°(¢1, 6, 67)]
avagy
(5.1b) &zt 2 2% =@ [ﬁl(xl,ﬁ,x?’), E(xt, 2? 2%), (2!, 2%, 2%) }

A valodi skalar a tér egy adott a skalar értelmezési tartoméanyaban fekvs pontjaban KR-
t6l fliggetleniil ugyanaz az érték.

Valodi vektor. Visszaidézve a[d.2.4] szakasz képleteit és af2] tablazatot, és kiilon is kiemelve
az értelmezés hatterét megvilagitd képletek koziil az

/ 1k s 1k s
ar g :tk; as & =0as 8

Osszefiiggést azt mondjuk, hogy:
a (&), illetve az (z) gorbevonala KR~ekben egymastol fiiggetleniil értelmezett
‘ar, és ‘al, a"
haromelemt sokasagok (objektumok) kovaridns, illetve kontravaridns vektorok (elséren-
di tenzorok), ha fennallnak kozottiik a vektorok transzforméciojaval kapcsolatos és a .
tablazatban 6sszegezett képletek, pl.:

‘ar, =1t,° a, és a=ad T
etc.

Valodi masodrendt tenzor. Visszaidézve a [4.2.5] szakasz képleteit és a [3] tablazatot, to-
vabba kiilon is kiemelve az értelmezés hatterét megvilagito képletek koziil az

/akl /gk®/gl — tkpth apq/gk®/gl — apq gp®gq

Osszefiiggést azt mondjuk, hogy:
a (&), illetve az (r) gorbevonala KR~ekben egymastol fiiggetleniil értelmezett

k 11

. q
Ay ay, a

1kl apq; la .

,CL kly Qpgs a -,
kilencelemii sokasagok (objektumok) rendre kovaridns, kontravaridns, kontravaridns ko-
varidns indexd, illetve kovaridns kontravaridns (vegyes) indexd mdasodrendd tenzorok, ha
fennallnak kozottiik a masodrendd tenzorok transzformaciojaval kapcesolatos és a [3] tab-
lazatban Gsszefoglalt képletek, pl.:

k

_~kya_ p
l—Ttl(lq

/ —+ P a /
A =1, ;" Gpg vagy a »

etc.
39
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A valodi vektort egyszertien csak vektornak, a valodi tenzort egyszertien csak tenzornak
szokas nevezni.
Megjegyzések:
1. A vektor mint els6rendi tenzor értelmezésekor nem vetettiik fel azt a kérdést mi
a feltétele, hogy az
af, b,
tipust sokasagok (harmasok) ugyanazt a vektort adjak.
2. A masodrendii tenzor értelmezésekor nem vetettiik fel azt a kérdést mi a feltétele,
hogy a
Apq, )7

bp dpq
P qQ’
tipust sokasagok (kilencelemti objektumok) ugyanazt a masodrend tenzort adjak.
A fenti kérdések megvalaszolasat gyakorlatra hagyjuk.
Harmad és magasabbrendd tenzorok. Altalanositva a valodi vektor és valodi masodrendd

tenzor értelmezését azt fogjuk mondani, hogy:
a (&), illetve az (r) gorbevonala KR~ekben egymastol fiiggetleniil értelmezett

Idk dP

Ilm> qr

huszonhételemt sokasagok (objektumok) ugyanazon egyszer kontravaridins kétszer kova-
ridns indextd harmadrendd tenzorok, ha fennall kozottik a

(5.2) Ar =T, 0 A,

lm

transzformacios Osszefiiggés.
Tovabbmenve azt fogjuk mondani, hogy valodi n-edrendi tenzorok a (), illetve az (z)
gorbevonali KR-ben egymastol fiiggetleniil értelmezett

ny index n1 index
~ =~
Ib kl... ‘ p s . _
pqr... €s UVW.., ni+ng=n
—~—~ SN~~~
ng index ng index
objektumok, ha fennall kézottik a
nkl.. k l Uyp vy ow ST...
(5.3) b g =TT DT

Osszefiiggés. A fiiggetleniil megadhatd elemek szama ez esetben 3", ahol n az indexek
szdma — a tenzor rendszama. Megjegyezziik, hogy ez a képlet minden tenzorra érvényes.

Masként és az indexpoziciotol fiiggetlen értelmezés érdekében tekintsiink két n indexi
objektumot az (§) illetve az (z) gérbevonali KR-ben, melyekre — balrol jobbra szamlalva
az indexeket — az azonos sorszamu indexek azonos (vagy mindketts fels, vagy mindkettd
alsd) indexpozicioban vannak. A két objektum ugyanaz a valoédi n-edrendi tenzor, ha
a fels¢ indexek (kontravaridns indexek) a kontravarians indexekkel kapcsolatos, az alsd
indexek (kovarians indexek) pedig a kovarians indexekkel kapcsolatos transzformécionak
megfelelGen transzformélodnak.

5.1.2. Tenzorok-e a korabban megismert objektumok. Az alabbiakban azt a
kérdést valaszoljuk meg, példaként véve a legtipikusabb eseteket, hogy tenzorok-e az el6z6
szakasz értelmezéseit véve alapul az eddig megismert 6kl, Grs, 9PY, Ekim, €LY, €kim, €91, Yo,
v°, 9o, g° objektumok.

A tovabbiak a tipikus esetekre vonatkozoan vizsgaljak a felvetett kérdést:

(a) Amint az kitiinik az . tablazat felhasznalasaval adodo
(5.4) 01, =g’ g ="t 8" =1, 0"
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(5.7a)

(5.7b)

osszefiiggésbol a 6%, indexatnevezs operator (a Kronecker delta) masodrend ten-
zorként transzformalodik. Ez azt jelenti, hogy 6%, és 6% ugyanaz a tenzor (valodi
tenzor).
Az (a) alatti gondolatmenet 1épéseivel azt kapjuk, hogy

/ _ ! / . axr alﬂs . r S

Ikl = 8k 81 = @ngr'gs =ty t Grs,

ami az jelenti, hogy ‘g és g,.s koveti a masodrendii tenzorokkal kapcsolatos transz-
formacio szabalyait. Kovetkezésképp mindkettd ugyanaz a tenzor (valodi tenzor).
A (b) alatti lépésekkel kapjuk, hogy

_ Oa¥ 02! x™ [
COEu OEv OEw

azaz, hogy c,,, €8 eum koveti a harmadrendi tenzorokkal kapcsolatos transz-
formécié szabalyait. Kovetkezésképp mindkettd ugyanaz a harmadrendt tenzor

(valodi tenzor).
Irjunk u, v és w helyére 1, 2 és 3-at az (5.6) képletben. Kapjuk, hogy

lguvv = [/gulgvlgw]

125 ="Yo€123= 1" 15 13" erimo,
! [t *=t
avagy
/'70 =1
ahol t a |t,*| determindnst jeloli. Az (5.7a)) képlet szerint nem valodi skalar az a
(&) és (z) gorbevonalu KR-ekben ugyantgy értelmezett
Yo =[g1'82'83] , Yo = 818283

vegyesszorzat.
A késGbbiek kedvéért az

/’70:tM'70; M=1

alakba irjuk at az (5.7b)) képletet.
Alakitsuk at oly moédon az (5.6) egyenletet, hogy kapcsolatot talaljunk a (§) és

(x) gorbevonali KR-ekben tekintett permutéacios szimboélumok kozott. Az egyenlet

baloldala az
/ ! !

a jobboldala pedig az

kyly m kyly m
E’U’v hy = tu t'u tw eklm’)/o - /ﬂ; = ,yO Ztu tq} tw ek‘lm
(5.7a)

alakban irhato fel. EgyenlGség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymassal a
bekeretezett képletrészek. Kovetkezbleg fennéll az

(5.8) ‘Cuow =tMt Tt 1t Chim s M=-1
egyenlet.
Megjegyzések:
1. Mivel M #0, a kovarians permutacios szimbolum nem kéveti a harmadrendt ten-

zorokkal kapcsolatos transzformacio szabalyait. Kovetkezdleg a kovarians permu-
tacids szimbo6lum nem valodi tenzor.
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2. Az és képletekkel adott eredmények a kivetkezé modon altalanositha-
tok. Azt mondjuk majd, hogy M stlyu tenzor a (&) és (z) gorbevonala KR-ekben
értelmezett n-edrendi — visszautalunk itt jelolések tekintetében az képletre
és el6zményeire —

Ibklpq'/' éS bsruvw
objektum, ha
(5.9) B =t 0T
Az M =0 esetben valddi a tenzor. Az M # 0 esetben pszeudo-, vagy altenzorrél

beszéliink .

5.2. MUOVELETEK TENZOROK KOZOTT

5.2.1. Additiv miiveletek és jel6lésbeli megallapodasok. Az alabbi miveletek
egy részérél mar esett szo a [2.1.3] alszakaszban — v.6. [I§ o. Részbeni ismétlésiiket a
tenzorjelleggel kapcsolatos allitasok megfogalmazasa indokolja.

Az alabbiakban a tenzor tipusan az indexkiosztés milyenségét értjiik. Az d¥,,; és dP4,
tenzorok harmadrendiiek, de kiilonboz6 tipusiak, mivel az els§ egyszer kontravarians,
kétszer kovarians a masodik pedig kétszer kontravarians, egyszer kovarians tenzor.

Egyszerd belatni, hogy két ugyanolyan rendd és tipusi valodi tenzor dsszegezhetd és a
stlyozott 0sszeq is valodi tenzor.

Kovetkezésképp fennallnak az aldbbiak:

Két vektor siulyozott dsszege.
Az a; és by valodi vektorok

Cr — /\ak + ,ubk
stlyozott Gsszege (A és p a sulyok) valodi tenzor.

Két mdsodrendid tenzor siulyozott dsszege.
Az a,? és b,? valodi mésodrendd és azonos tipusi tenzorok

cpl = Aap? £ 1iby?

stlyozott Gsszege (A és p a silyok) valodi masodrendii tenzor. (A tipus azonossaga feltétele
a szabadindexek egyensulyanak.)

A harmad és magasabbrendi tenzorok Gsszegei hasonlé médon képezhetdk. Példaként
alljon itt az a”;, és b¥;, valodi harmadrendi tenzorok c¥;,. sszege:

Cklr = /\aklr iﬂbklr .

Felhivjuk ismét a figyelmet arra a egyenlet kapcsan megfogalmazott szabélyra,
hogy a szabad indexek az egyenlet jobb-, és baloldalan minden tagban azonos indexpozi-
cioban kell, hogy legyenek. Ez a kévetelmény a fenti egyenletek esetén lathatoan teljesiil.

Az alabbiak néhany eddig hallgatolagosan alkalmazott és néhany tovabbi jeldlésbeli
megdllapoddst 6sszegezésszertien tekintenek at.

A wvektort szimbolikus frasmoédban allo félkovér kis és nagybett egyaréant jelolheti.
Indexes jelolésmodban a vektor koordinatéit ugyanez de kurzivan és indexszel szedett kis
illetve nagybetti bett jeloli. Az index lehet also, vagy felsé.

Szimbolikus irdsmodban délt félkévér kis és nagybetd egyarant jelolheti a mdsodrendi
tenzort. Indexes jelolésmodban a mésodrendd tenzor koordinatait ugyanez de kurzivan és
indexekkel szedett kis illetve nagybetii jeloli. Az indexek lehetnek alsok, vagy felsck.

Szimbolikus irasmod esetén félkovér kaligrafikus nagybett jeloli a harmadrendd ten-
zort. Ezzel a megallapodassal 6sszhangban

(5.10) E=cumg'®g 0g" =" g, 08,08,



5. A tenzorfogalom altalanositésa 43

az epszilon tenzor.

Negyedrendi tenzorok szimbolikus szedése esetén, amint azt mar lattuk a (4.29) egyen-
let kapcsan, kettGsen irt nagybeti a szimbolikus jelolés. Ezzel 6sszhangban negyedrendd
a

(5.11) D=du"g"0g ®g,0g,

tenzor.

Indexes jelolésmodban a szimbolikus jelolésmod kurziv kis-, vagy nagybettje jeloli a
harmad-, illetve magasabb rendid tenzor komponenseket az indexek kifrasaval.

Megjegyezziik, hogy a bazistenzor kiirdsa esetén az indexpoziciok és a csatlakozd bé-
zisvektorok 6sszhangban kell, hogy legyenek.

Az n-edrendi tenzorokat szimbolikus jelolésmoddban félkovér dilt nagybett jelolheti,
oly médon, hogy a tenzort azonositd bettit megel6zi egy felsé index, amely zardjelparban
tartalmazza a tenzor rendszamat. A

(5.12) OB =b;""g ®g"®g 08,08,

tenzor, Osszhangban a fentebb mondottakkal, egy 6todrendi tenzor szimbolikus alakja.
Erdemes azonban megemliteni, hogy a jelen konyvben el6fordulé tenzorok rendszama
altalaban nem haladja meg a négyet.

5.2.2. Skalaris és diadikus szorzatok.

Két valodi vektor skaldrszorzata.
Legyen ag, a' és b,, b? valodi vektor. Ekkor a vektorok

c=apb"=aPb, =ay g*" b, =d g,

skalarszorzata valodi skalar. A szorzat szimbolikus irasmodjat illetGen visszautalunk a (2.13)
képletre.

Mdsodrendi tenzor €s vektor skaldrszorzata.
Legyen a d,™, dg, d's, d™ valodi masodrendd tenzor. Legyen tovabba c,,, ¢ valodi
vektor. Nem nehéz belatni, hogy valodi vektor a D tenzor és a ¢ vektor jobbrol vett

(5.13a) a=D-c | ap = di," ¢, = dpC°
| al=dle,,=d' ",

illetve balrol vett

(5.13b) b=c-D ] b, =cnd™L=c’dg
] bl =cnd™ =c"d,

skalarszorzata. Nyilvanvalo, hogy altalaban

(5.14) a#b | ar # by .

A teljesség kedvéért a képletek baloldali oszlopa szemlélteti a szorzatok szimbolikus iras-
modjat. Ezt a megallapodést, az attekinthet&ség kedvéért a tovabbiakban is alkalmazzuk.

Megjegyzés: Fenndll az el6zGek alapjan irhato

(5.152)  giD-gr=gi d""gn®8n 8 =d"" (8 &m) (8 8r) = Grmd ™" gne = ds
Osszefiiggés. Hasonlé moédon lathatod be a

(5.15Db) gt-D-g,=d",, g.-D-gt=d' és gh.D.gl=dt

Osszefliggések helyessége.
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Keét mdsodrendi tenzor skaldrszorzata.
Tegyiik fel, hogy valodiak az ai®, ags, a*,,, a*™ és by™, by, b*;, b™ masodrendii tenzorok.
Ekkor valodi méasodrend( tenzor a két tenzor

(516) C=A.-C | Ckl:akmbml:akmbml

kl s s
| ¢ =aps b = a;” by

k

skaléris szorzata.
Megjegyzések:

1. A ¢y és ¢! alakok szamitasat nem tartalmazza az képlet. Az indexes jel6-
lésmod szabalya ennek ellenére kiolvashato az képletbdl: (a) az els6 szorzo-
tényezd utols6 indexe és a masodik szorzétényezd elsé indexe kiilonb6z6 indexpo-
zicioban kell, hogy legyen; (b) a két index néma indexpart kell hogy alkosson.

2. Nyilvanvalo, hogy altalaban

(5.17) A-C#C-A .

Kettds (kétszeres) skaldris szorzat.
Az aldbbiak a kettds skalaris szorzat értelmezését adjak kell§ altalanossaggal a negyed-
rendd C és D tenzorok segitségével szimbolikus irasmdédban :

(5.18) C--D=(c,",;8"®g.®g ®g") (d",, 8 Rg,®e" ®g") =

=Cp"s 8" Q8B (8" 8p) (8" 8y) 7, 8" ® 8" =

=Cp s B OB ®(67,0%)d",, 8" ®g" =c, ", d",, 8" ®g. 08" ®g" .
Indexes jelolésmodban

n s _ ns Jjr _ nr s _ nrs
Cm rsd vw_cmrdsvw_cm sdrvw_cm drsvw

a kettds skalaris szorzat értéke.
Megjegyzések:
1. Szimbolikus frasmédban a szorzotényezdk kozé helyezett két egymést kévets pont
a kettds skalaris szorzat miveleti jele.
2. Az értelmezés szerint az elsd szorzotényezs |utolso el6tti] {utolso} béazisvektorat
a masodik szorzotényezd [elss| {masodik} béazisvektoraval kell skalarisan Gsszeszo-
rozni. A megmarado6 béazisvektorok egyiittese valtozatlan sorrendt diadként alkotja
a bazistenzort.
3. Az eredmény mint tenzor rendszéma néggyel kisebb, mint a két tenzor rendszé-
méanak Osszege.
4. Indexes jelolésmodban az elsG szorzotényezs [utolso el6tti] {utols6} indexe néma
indexpért kell, hogy alkosson a méasodik szorzotényezs [els6| {mésodik} indexével.
5. Valodi tenzorok kétszeres skalaris szorzata ugyancsak valodi tenzor.
6. Két valodi mésodrendd tenzor kettGs skalaris szorzata valodi skalart eredményez.
Ezt a szorzatot energia tipust szorzatnak (avagy bels6 szorzatnak) is szokas ne-
vezni.

Két tenzor dltaldnos (diddikus) szorzata.
Az A és B masodrendid tenzorokra nézve a

(519)C=A®B = (a" g®g") @ (b, g’ ®g") = cFipg =’y byg
—a" by g0g 0g’0g!

egyenlet adja az altalanos vagy diadikus szorzatot.
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Megjegyzések:
1. Két tenzor altalanos vagy diddikus szorzata olyan tenzor, melynek rendszdma a
két tenzor rendszamanak Osszege.
2. Indexes jelolésmodban tigy kapjuk meg a szorzatot, hogy egyszertien egymaés mellé
irjuk a két tenzort.
3. Két valodi tenzor altalanos szorzata ugyancsak valodi tenzor.

A kontrakcio.

A kontrakcié szimbolikus irdsmoédban a béazistenzor két kiilonbozé bazisvektora kozott
végzett skalaris szorzas. Indexes jeldlésben (a) indexek egybeejtése, ha kiilonb6z6 index-
pozicioban 16v6 két indexekrdl van sz6; (b) azonos indexpozicioju indexek esetén pedig le
kell siillyeszteni (ha mindkét index felss), vagy fel kell emelni (ha mindkét index als6) a
tekintett két index egyikét az index egybeejtés elstt. A D=d",, g, ®g®g™ harmadrendd
tenzor esetén

(5.20a) d™,, gr(gi-g™) =d""n 6 gy =d " gr =2 | d*, =a®

az utolsd elGtti és az utolsd bazisvektorok kozotti kontrakcio. Az els§ két bazisvektor
tekintetében pedig ugyanilyen modon a

eredményt kapjuk.
Megjegyzések:
1. A kontrakcio kettével csokkenti a tenzor rendjét.
2. Valodi tenzor esetén a kontrahalt tenzor is valodi tenzor.
3. A kontrakci6 fogalmanak felhasznalasaval azt lehet mondani, hogy a kettds skalaris
szorzat a két tenzor altalanos szorzatédban az elsd tenzor [utolso el6tti] {utolso}
indexe és a méasodik tenzor [els6] {méasodik} indexe kozotti kontrakeio:

(5.21) Cn AP = e e d

5.3. FIZIKAI KOORDINATAK

5.3.1. Vektorok fizikai koordinatai. Fizikai koordinatdkon vektorok esetén egy-
ségvektorok alkotta béazisra vonatkozo koordinatakat értiink. A fogalom bevezetését az
indokolja, hogy a bazisvektorok, kovetkezbleg a tenzorok skalarkoordinatai is, altalaban
kiilénbo6z6 dimenzidjuak és a maguk a béazisvektorok tébbnyire nem egységvektorok.

Ki fogjuk hasznélni a tovabbiakban azt a megallapodast, hogy a nagybetiis index
rogzitettnek tekintett. Ezzel 6sszhangban

gr i a metrikus tenzor gi1, geo, ¢33 skalarkoordinatainak egyike,

és ugyanigy

g"" a metrikus tenzor ¢g'', ¢?2, ¢ skalarkoordinatainak egyike.

Figyelembe véve, hogy az
L

gK , L g
cS e =

IKK \/ gt

vektorok egyarant egységvektorok az a vektor tekintetében irhatjuk, hogy

(5.22) ex =

3
(5.23a) a*gp = Z Virrat ex =a<" ¢
Kzl\——v——/

a<K>
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és
3
(5.23Db) a,gl= Z Vorlar et =as €,
L:l\_—v—_/
a<L>
ahol

(5.24) a~*> = /grra® és acr> =/ g*tay

a keresett fizikai koordinatak.

5.3.2. Masodrendii tenzorok fizikai koordinatai. Az a*, masodrendii tenzor ese-
tén abbol indulunk ki, hogy a b' vektor c* képét kapjuk meg akkor is, ha a tenzor és a
vektorok fizikai koordinatéival irjuk fel a vonatkozo leképezést. A vonatkozo

P =a" b
egyenlet alapjan, fizikai koordinatékra térve at a c” és b! esetén, azt kapjuk, hogy
3
K> _ Z o, VIKK p<L>
)
-1 VILL
——_— —

a<K><L>

ahonnan a tenzor jobboldali fizikai koordinatéit értelmezé

(525&) a<K><L> =a KL ‘%—K
grr

jeloléssel

(5.25b) " =a b

Hasonl6 okoskodassal kapjuk a tenzor baloldali fizikai koordinatéit , ha a
d?=0b"a,?

leképezést alakitjuk a4t a d? és bP vektorok fizikai koordinatdinak helyettesitésével:

Y

3
d<@> — Z b<P> ¢ pQ v 9QQ
P=1

\Vgpp
—_——
(1<P><Q>
Itt
(5.26a) acps <@ =qpQ, [29Q
grp
a tenzor baloldali fizikai koordinatait adja, amivel
(5.26Db) AP =b"P7 a )<

Az ay és aP? alakokhoz tartozd bal és jobboldali fizikai koordinatak meghatarozéasat gya-
korlatra hagyjuk.
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1.

N Ut W

*

10.
11.
12.

13.

GYAKORLATOK

Vizsgélja meg, milyen feltételek teljesiilése mellett ugyanaz a vektor az
al és b,

sokasag (harmas) az (z) gérbevonali KR-ben.
Vizsgélja meg, milyen feltételek teljesiilése mellett ugyanaz a tenzor az

q A Pq
Upg, b1, ) esad

sokasag (kilencelemt objektum) az () gérbevonalia KR-ben.

Mutassa meg, hogy valodi tenzor a gP? metrikus tenzor.

Igazolja, hogy valodi tenzor a kontravarians €P?" tenzor.

Mutassa meg, hogy nem valodi skalar a v° = [g! g? g3] vegyesszorzat.

Igazolja, hogy pszeudotenzor a felsGindexes permutécios szimbolum.

Mutassa meg, hogy nem valodi skalarok a metrikus tenzorok g, = |gul, g° = |g"|
determinansai.

Igazolja, hogy valodi skalar két valodi vektor skalaris szorzata.

Mutassa meg hogy valédi tenzor két ugyanolyan rendid és azonos tipusi valodi
tenzor silyozott Osszege.

Mutassa meg hogy valodi tenzor két valodi tenzor [skalaris|{tenzoriélis} szorzata.

Igazolja az ((5.15bf) képletek helyességét.
Igazolja, hogy az ay; tenzorhoz az

gKK

A<KL> = QKL
gLr
jobboldali fizikai koordinatak tartoznak. Hatarozza meg a tenzor baloldali fizikai
koordinatait is.
Vezesse le az aP? tenzor jobb-, és baloldali fizikai koordinatait megadé képleteket.






6. FEJEZET

Masodrendii tenzorok

6.1. MASODRENDU TENZOROK EGYES KERDESEI

6.1.1. A tenzor transzponaltja. Legyen A masodrendii tenzor. Legyenek tovabbé
tetsz6legesek a v és w vektorok. Azt fogjuk mondani, hogy az A’ tenzor az A tenzor
transzponaltja, ha barmely v és w-re fennéll a

(6.1) v-Aw=w-Al v

egyenlet.
Az A méasodrendd tenzor

(6.2a)  angteg, a* g og', ay' g'®e, a* gL ®g
alakjaihoz tartozo transzponaltakat rendre
(6.2b) (") ug'og .,  (eeg, (d)/gog, (") goe
jeloli.

Az aldbbiakban, kapcsolatot keresiink az A és AT kozott. A transzponaltat értelmezd
(6.1) egyenletbsl kovetkezs

(6.3) w-AT v—v-A-w=0

kiilonbség részletezése soran a (6.2alb), alatti alakokat hasznaljuk fel. Ekkor a kivonando
atalakithato a

k ! Ik
Upgp-(a lgk®g)-wng:vpapqwq:wpaqpvq:wp 0p a"; 0t v, =
—_——— — ~— ~—~

A gp-g! 8k g4

= wpgp' (akl gl®gk) 'Ung

modon. A kisebbitendd tekintetében pedig a

we (@) moe)- e = u (@),

~~
AT

Osszefiiggés all fenn. Mivel a kiilonbség zérus teljesiilnie kell egyrészrésl a keretezett kép-
letrészek alapjan irhato

(6.4a) w-[AT—d" glwg] - v=0,

mésrészrdl pedig az alahtzott képletrészek alapjan irhato

(6.4Db) wy (a”)? v —wP ayv, =0

egyenletnek. A egyenlet csak akkor allhat fenn tetszéleges v és w esetén, ha
(6.5a) AT =a* g'wg, .

Visszaidézve, hogy az A tenzor (6.2a)) alatti elallitasahoz (vagy ami ugyanez az elsé kap-
csos zarojellel megjelolt képletrészhez) képest forditott a bazisvektorok sorrendje a ((6.5al)

49
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jobboldalén (a bazistenzort alkoto didadban) azt a szabalyt olvashatjuk ki a képlet-
bél, hogy a masodrendi tenzor transzponaltja a bazistenzort alkoté diddban a béazisvekto-
rok szorzasi sorrendjének felcserélésével kaphaté meg. Témoren: a transzpondlds mivelete
a bazistenzort alkoto diddok szorzdsi sorrendjének cseréje. Az utobbi mondatban arra utal
a tobbesszam, hogy a fenti eredmény érvényes az A tenzor 17374 alatti alakjaira is:

(6.5b) AT = ayg'ogt = algog = d" g g .
Ennek igazolasa a ([6.4al)-ra vezets gondolatmenet szinte szoszerinti ismétlésével torténhet.
Az igazolast gyakorlatra hagyjuk.

Visszatérve a ((6.4b)) alatti képlethez a kivonandéban végzett indexemelések (siillyesz-
tések) utan kiemelhetd a w, v szorzat:

w, v? [(a") P—al]=0.

Tetszbleges w), és v? esetén csak akkor allhat fenn az utoébbi egyenlet, ha
(6.6a) (aT)pq =a,l =gga klglp.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy tgy kaphaté meg az indexes jelolésmodban (a bazis-
vektorok elhagydsaval) irt a”, tenzor (aT) P, transzponaltja az eredeti a”, tenzorbol, hogy
poziciéik meghagyésa mellett felcseréljiik az indexek sorrendjét. Ez az eredmény a mésik
harom, vagyis az ay, a,' és a* alakra is érvényes:

(6.6b) (a") = aw , (a")} =dy (") =d* .

Az igazolast ismét gyakorlatra hagyjuk. Megjegyzések :

1. Mivel méasodrendii tenzor esetén az els index sort, a mésodik oszlopot szamlal a
tenzor matrixaban kiolvashato a b) képletekbdl, hogy a tenzor transzponalt-
janak maéatrixa a tenzor matrixanak transzponaltja.

2. A transzponélas mivelete béazisvektorok sorrendcseréje a bézistenzorban. Kovet-
kezésképp

(6.7) (A7) =a

Fennall, hogy a tenzor transzponaltjanak determinansa megegyezik a tenzor determi-
nansaval.
Tekintsiik az A és B masodrendt tenzorok

(6.8) C=AB | ck =a* b™
szorzatat. A alapjan irhato

(CT) B —ef=qmb k= (bT) ko (aT) m
képlet szerint, ha

(6.9) C=A B, akkor C"=B"-A".

6.1.2. Szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzorok. Felbontasi tétel. Azt
fogjuk mondani, hogy [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} az A tenzor, ha barmely v
és w-re fennall a

(6.10) v-Aw=1w-A-v

egyenlet, ahol a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} esetben [pozitiv] {negativ} a jobb-
oldal. Mivel barmely v és w-re fennall a tenzor transzponaltjat értelmezd egyenlet
a és kiilonbségébdl az kovetkezik, hogy a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus}
A tenzor eleget tesz a

(6.11) w-(£tA-A") - v=0
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feltételnek. Innen a v és w vektorok tetszGlegessége miatt az kiévetkezik, hogy akkor
szimmetrikus az A tenzor, ha megegyezik a transzpondltjdival :

(6.12)

Mivel a szimmetrikus A tenzor, megegyezik a transzponaltjaval a ,b) alapjan irhato,
hogy

(6.13a) (a")P, =al =d”y, (a") = an = an,

(6.13b) ("))l =d\r=q/, (a")" =d* =d".

Ferdeszimmetrikus tenzor esetén a (6.11)) egyenlet tetszéleges v és w-re torténd fenn-
allasabol az kovetkezik, hogy az A tenzor ellentettje a transzpondltjinak :

(6.14) A=—-A".

Konnytd meggy6z&dni réla, hogy ez esetben a ,b) képletek helyére az
(6.15a) (aT)pq =aq,f =—d’,, (aT)kl =ap = —ay ,
(6.15h) (aT) l=d, =—a, (aT)kl S I

osszefiiggések lépnek. Azonnal kovetkezik a (6.15alb) képletekbdl, hogy a ferdeszimmetri-
kus A tenzor esetén

(6.16) ag®™ =axxg =ad* o =a** =0.
Altalanositasok és megjegyzések :

1. Azt fogjuk mondani, hogy egy tenzor valamely két indexére nézve [szimmetrikus|
{ferdeszimmetrikus (antiszimmetrikus)}, ha a tekintett két index sorrendcseréje
esetén (ekozben az indexek megdrzik poziciojukat) a tenzor [nem valtozik meg]
{el6jelet valt}. Ha pl.

ki = dipmi vagy f r = f Srt

akkor |a D| {az F} tenzor szimmetrikus [a 2. és 3. jelt] {az 1. és 2. jeld} indexek
alkotta indexpéarjara nézve.

2. Az & permutacios tenzor ferdeszimmetrikus barmely indexparjara nézve. Szokés
ezen tulajdonsaga miatt abszolut ferdeszimmetrikus tenzornak nevezni.

3. Az A tenzor értelmezés szerint

pozitiv definit w-A-w>0
pozitiv szemidefinit i ' i w-A-w>0
negativ szemidefinit ha barmely w; [w]| > 0 esetén w-A-w<0
negativ definit w-A-w<0

Legyen a D valamilyen mésodrendd tenzor. Az

(617) Dsz =

(D+D7)

N | —

egyenlettel értelmezett masodrendid tenzor szimmetrikus, hiszen Dy, = D! . [Vegyiik fi-
gyelembe az ellenérzés soran, hogy (DT)T = D/|. Ugyanigy kapjuk, hogy a

Ly _pr
(6.18) _D%Z_2(L)_D )
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egyenlettel értelmezett mésodrendd tenzor pedig ferdeszimmetriku mivel D,y = —D?_.
A (6.17) és (6.18) egyenletek folyoménya az tan. felbontési tétel:

(619) ’ D :Dsz+Dasz . ‘

Eszerint az egyenlet szerint barmilyen masodrendd tenzor felbonthat6 egy szimmetrikus
és ferdeszimmetrikus tenzor 6sszegére. A D tenzor kovarians alakjara forditva a figyelmet

1
(6.20) d(im) = B (dipm +dpi)
a tenzor szimmetrikus és

1
(6.21) djim) = 5 (dim, — dim1)

a tenzor ferdeszimmetrikus része. A fenti képletek jelolésbeli megallapodéast is kifejeznek:
a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} részt |kerek| {szogletes} zarojelben all6 indexpér
jeloli.

Megjegyzések:

1. A egyenlet kovetkezménye, hogy szimmetrikus tenzor kovarians alakjanak
matrixa is szimmetrikus. Ugyanigy ellenérizhetd, hogy a szimmetrikus tenzor kont-
ravarians alakjanak matrixa is szimmetrikus.

2. Szimmetrikus tenzor kovarians kontravarians, illetve kontravaridns kovariédns alak-
janak altalaban nem szimmetrikus a matrixa. Kivételként emlithetSk az egységten-
zor 6,7 és 0%, alakjai, melyeknek szimmetrikus és azonos a matrixuk. Emiatt ezek
irdsdnal, amint erre mar a Kronecker delta értelmezése kapcsan ramutattunk, ko-
z0mbos az indexsorrend.

6.1.3. A vektorinvarians. A (6.21) egyenlet mas, a vektorinvarians értelmezését
megkonnyitd alakra hozhato az (1.29)) képlet értelemszerti figyelembevételével :

1 1 1
(622> d[lm] = § (6lq5mT - 6lr5mq) d(]T = 5 €QTS Elms dq?" = —E€lms (_5 8qTS dqr> .
A kerek zardjelbe foglalt képletrész alapjan irhato
(a) 1 q r 1 qrs
(6.23) d :—§dqrg xg =—5¢ dyr 8s
(@)
d a)s

osszefiiggés a D tenzor d@ = d(® g, vektorinvariansat értelmezi.

A képletbdl kiolvashaté a vektorinvarians szamitasanak szabalya: irjuk a diadikus
szorzas miiveleti jele helyére a vektorialis szorzéas mitiveleti jelét a tenzor elGallitasaban, és
szorozzuk meg az eredményt —1/2-vel.

Az invarians szo6 arra utal, hogy valodi vektor a d(®* vektorinvarians, ha a dgr valodi
tenzor. Ennek formalis igazolasat gyakorlatra hagyjuk.

A (6.22)) és (6.23) egyenletek egybevetése szerint
(6.24) Atm] = —Etms d@s
Ha atszorozzuk ezt az egyenletet a tetszéleges 0™ vektorral akkor a

(625&) d[lm}bm = —Eims d(a)s b™ = €10m d(a)s b

1Az angolnyelvi szakirodalom a Dy, és Dgyew moédon jeloli a tenzor szimmetrikus és ferdeszimmet-
rikus részét.
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illetve szimbolikus alakban irva a

(6.25b) D,,-b=d% xb

eredményt kapjuk.
A vektorinvarianssal kapcsolatos eddigi eredmények a kivetkezé modon Osszegezhetdk:
Legyen az S nem azonosan zérus ferdeszimmetrikus tenzor. Ekkor létezik egy és csakis
egy olyan s(® vektor, hogy az

(6.26) S.v=s9xv

egyenlet minden lehetséges v-re fennall, és megforditva valamely s(® vektorhoz tartozik
egy és csakis egy ferdeszimmetrikus méasodrendi S tenzor, amelyre nézve a (6.26]) barmi-
lyen v-re teljesiil. Ha az S tenzor adott, akkor

1
(6.27a) s = —5 el 5,4

ha pedig az s adott, akkor

O —S(a)3 5(‘1)2
(6.27Db) [Spa] = VG0 | 53 0  —gln
_s@2 g1

Megjegyezziik, hogy a (6.27b]) a (6.24)) kovetkezménye. Ennek formaélis ellendrzését gya-
korlatra hagyjuk.

6.1.4. Jellegzetes mennyiségek. A D mésodrendii tenzor nyomat, mas elnevezéssel
els6 skalarinvariansat, a

(6.28) \ttD=D;=1-D |

kifejezés értelmezi. Nem nehéz ellenérizni, hogy

(6.29) trD= (g @g")- (dpg" ®g?) = (gk‘gp)(gk -8")dpg = 0" g™ dpq = (5kpdpk = d;*

az elsd skalarinvarians szamitasanak képlete. Az értelmezés alapjan konnyd meggy6zédni
arrol is, hogy

(6.30a) trD=trD”

tovabba, hogy barmely D és S mésodrendd tenzor esetén

(6.30b) tr (D+S)=trD+trS,
(6.30c) tr (D-S)=tr (S-D) ,
(6.30d) tr (D-S")=tr (S-D")=8--D=

=tr (D"-S)=tr (S"-D)=8"--D".

Tekintsiik tovabbra is a D és S méasodrendd tenzorokat. Legyen most a D szimmet-
rikus, az S pedig ferdeszimmetrikus. Ekkor

(6.31) D--S=dys"=0
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Valéban, ha kiirjuk a jobboldali &sszeget és kihasznaljuk dj; szimmetrikus és s ferde-
szimmetrikus voltat, akkor kapjuk, hogy

D--S:dll 811 +d22 822 +d33 833 +

~~ ~~ ~~
0 0 0
+d12 812 + d21 521 + d23 823 + d32 532 +d31 531 + d13 513 =0.
—di2 sl2 —da3 523 —ds31 s31

Hasonléan kapjuk, hogy a szimmetrikus D mésodrendi és az abszolut ferdeszimmetrikus
€ harmadrendd permutacios tenzor esetén hogy

(6.32a) D--£=0 & E--D=0,
vagy ami ugyanaz, hogy
(6.32b) e, =0 és e dT=0.

Altalanositas: valamely tenzor szimmetrikus és egy masik tenzor ferdeszimmetrikus
indexpéarja tekintetében végrehajtott kettés skalaris szorzas (kettés kontrakeio) mindig
zérus értékd.

A vektor normaja a vektor abszolut értéke.

Az S masodrendi tenzor norméajat az |S| (vagy az || S'||) modon jeldljik és az

modon értelmezziik. Megjegyezziik, hogy a D -- S szorzat eleget tesz
(6.34) \D--S|<|DJ|S|

Schwartz-féle egyenlétlenségnek.

6.1.5. A masodrendii tenzor inverze. Az A méasodrendd tenzor inverzét a

(6.35) Al = (0 ug'eg =() iaeeg = = (") "awey

modon jeloljiikk. Az A~ inverz a

(6.36a) A-A =T | ap (a™) ™ =ay! (a71) =6
és

(6.36b) AN A=T y (™) ™y, = (a™t) Lua™, = 0%

osszefiiggéseknek koteles eleget tenni. A (3.8); és (3.10); képletek alapjan alkalmas index-

atnevezésekkel irhato, hogy

— m 1 ik _ms
(6.37a) (a™t)im = Maw] elikgmst Qg Ay, -

Hasonloan kapjuk a (3.8]); és (3.10)2 képletek alapjan, hogy
1

(6.37Db) (a_l) Im = m €ljkCmst ° at .
Tekintsiik a
(6.38a) C=A-B; ckr=a%,b™

szorzatot, ahol A és B masodrendi tenzorok. A fenti szorzat inverzét a

63sh)  C=BA (1) = () P (a) ™
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modon szamitjuk. Valoban, egyszert szamitassal adodik, hogy
C''C=B'A'"AB=B'1I-B=B ' B=1I.
—— S~
I B
Hasonléan ellenérizhets, hogy
c-cl'=1I

Az A masodrendii tenzor transzponaltjanak inverze eleget tesz a

(6.39) (A") T=(AaT)"

Osszefiiggésnek. Szavakban: tenzor transzpondltjanak az inverze az inverz transzpondltja.
Valoban az

(aT) Im = Qm]

relacio, valamint a Osszefiiggés alapjan adodik, hogy
m]—1 1 ik _ms 1

()] = m‘f“ke Ha") (@) =g o]

Ezt kellett bizonyitani.

ljk  mst _ —1\ ml
e’ e ajsakt— (CL ) .

6.2. MASODRENDU TENZOROK SAJATERTEKFELADATA

6.2.1. A feladat megfogalmazasa. Tekintsiik a mésodrendd A tenzorhoz tartozo le-
képezést. Keressiik azokat az iranyokat — ezeket firanyoknak nevezziik majd —, amelyekre
nézve fennall, hogy az iranyt kijelols

(6.40) n=n,g"; npn® =1

egységvektor és a hozzatartozd6 A-n képvektor egymassal parhuzamos. A [6.1] abra ezt az
esetet szemlélteti. Ha a két vektor parhuzamos, akkor fennall az

(6.41) A-n=)\n; a®ynt =k

egyenlet, ahol a A, hasonléan az ni, ny és ns-hoz,
egyeldre ismeretlen paraméter. A fGiranyt kijelo-
16 n vektort sajatvektornak, a red meréleges sikot
pedig fésiknak fogjuk nevezni. Mivel az I egység-
tenzor minden vektort onmagara képez le a
egyenlet atirhato a

(6.42a) (A—=XI)mA=0 | (a*%—A6")n'=0
l

alakba. Az utobbi egyenletrendszer az n' szamita-
sara szolgaldo homogén lineéris egyenletrendszer:

1 11,2, 1 3_
(a ! A) noFaonttagnt =0 6.1. abra. Parhuzamos targy és
(6.42Db) a*in' + (a’s—\) n® +a’*n® =0 képvektor
a*in' +a’n®+ (a®3— ) n® =0
Vezessiik be az
(643) dkl = akl — /\519[

jelolést és legyen P3(\)=—|d*||. Ez a fiiggvény \ kébds polinomja, az tin. karakterisztikus
polinom. A (6.42b)) egyenletrendszernek csak akkor van trivalistol kiilonb6z6 megoldésa,
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ha elttinik az egyenletrendszer determinénsa:

(6.44) P3(\) = —|d")| = —|a" — \6")| =
1
= —gemmepqr (a¥p—A6",) (a'g—Ad'y) (@™ —A6™,) =0.
A
(6.45) Ps(A) =N — AN +Ap A=A =0

egyenlet — az Ay, A;; és Ajrpr skalarok szamitasara még visszatériink — a A paraméter
értékét meghatarozo karakterisztikus egyenlet. Mivel a (§) KR-ben

/dk'l — ka dmn tln
a determinansok (3.11)) szorzastételét, valamint a (4.20]) képletet kihasznalva kapjuk, hogy
(6.46) P3N = —[d")] = [ [ |6 |d™n] = —]d™n] = Py(N) -
1
Ti=

Szavakba foglalva: a karakterisztikus polinom KR fiiggetlen. A A%, X\ és \° hatvanyok
—Ay, A és —Appr egylitthatoi pedig invariansok. Ezeket skaldrinvariansoknak nevezziik.

Mivel a karakterisztikus polinom kobos Viéte tétele szerint [11] van harom gyoke,
melyek koziil legalabb egy valos gyok. Jelolje A; a P3(A\) polinom valos gyokét és ng
a valos gyokhoz tartozo féiranyt. Legyen az eddigiektdl eltérGen és a most kdvetkezs
gondolatmenetben olyan lokdlisan kartéziuszi KR a (£) gorbevonali KR, hogy ‘g1 =n; —
ezek a feltevések nem sértik az altalanossagot. Ebben a KR-ben

A= /akl ng;@,gl
az A tenzor alakja. A (6.41)) képlet alapjan fennall, hogy
Amn = A'/gl = )\1/g1 .
Részletesen kiirva
o g Igl'/gl ="a"*, gr=A'g1,
l
51y

ahonnan

2

,(111:>\1 és /(l 1:/CL31:0.

A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy szimmetrikus az A tenzor. Ez esetben

A O 0
[/ak} — 0 /a22 /a23
0 /(132 /a33

és ennek alapjan a bevezetett lokdlisan kartéziuszi KR-ben

A=A 0 0
_|Idk:l|:_ 0 /a22_>\ /a23 —
0 ’a32 ’a33—>\

=— (A=) [)\2—)\ (a®s+'a’s) +'a”y 'a’s — (’agg)z] =0
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a karakterisztikus egyenlet. A karakterisztikus egyenletnek A = A; és a A-ban masodfoku
szogletes zarojelben szedett szorzotényezs elttinése alapjan

1 . ) ) .
(6.47) )\2’3 = 5 ['a22+’a‘33i\/(’a22+'a33)2—4 (/a22 /aég_(/aSQ)Q) } =

1
T2 {/a22 +'a’s+ \/('a22 —a%)" +4 (a?)’

a gyokei. Mivel a diszkriminans (a gyokjel alatt allo kifejezés) pozitiv adodik a kovetkez-
tetés, hogy valdsak a szimmetrikus tenzorok sajatértékei.

Ha pozitiv definit az A tenzor, akkor a sajatértékek pozitiv mennyiségek. Valéban, ha
az n sajatvektor, akkor A-n = A\n, kovetkezéleg a tenzor pozitiv definit volta miatt

(6.48) nAn=\nn=X\>0.
1

Megmutatjuk az alabbiakban, hogy merélegesek egymaésra a kiilonb6zd sajatértékekhez
tartozo fGiranyok. Legyen w és A két kiilonboz§ sajatérték. A vonatkozo fGiranyokat m és
n egységvektorok jelolik ki. Nyilvanvalo, hogy fennéllnak a

A m=wm és A-n=An

egyenletek. Innen azonnal kévetkezik, hogy

(6.49) wn-m=n-Am=m-A-n=\m-n,
azaz, hogy
(w=A)m-n=0
~——
£0
vagyis
m-n=_0.

Mivel |m| =1 és |n| =1 a két kiilonbo6z6 sajatértékhez tartozo f6iranyok valéban merdle-
gesek.

6.2.2. A f6iranyok szamitasa a gy6kok ismeretében. Az alabbiak a f6iranyok szami-
tasat tekintik at, ha ismeretesek a Ps(\) karakterisztikus polinom gyokei. A gyokok nagysagat
tekintve harom jellegzetes esetet kiilonboztethetiink meg: a gy6kok kiilonboznek egymastol (min-
den gyok egyszeres), van két egybeess gyok (egy gyok kétszeres, egy gyok egyszeres), mindharom
gyok egybeesik (egy haromszoros gyok van). A abra ezekre az esetekre kiilon-kiilon szemlél-
teti a karakterisztikus polinomot. Az egyes eseteket az aldbbiakban vessziik sorra.

PBO\‘) Pg(y") Pg(k)

6.2. abra. A karakterisztikus polinom gyokei
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(a) Legyenek kiilonbozGek a P3(A) =0 karakterisztikus egyenlet gyokei: A\; > Ao > A3. Jeldlje

(6.50)

(6.51)

2

D™, az n', n? és n3-t ado

(all —-) nt+alan®+alsn® = d'yn' +dtan? +d'sn® =0

a?int+ (a22 —-A) n?+a’sn® = Pint + d?9n’®+d%5n® =0

aAint+adon®+ (a33 -A) n® = +d>mn*+d3n =0
homogén ER egyiitthatomatrixa d™,, eleméhez tartozo elGjeles aldeterminénst. Vegyiik
észre, hogy

dd*, — sk,
dA '
Egyszeriien adodik a (6.44)-bol, hogy
podP3 . d 1 par 1k gl gm
P3—ﬁ——a§€klm€ dpdqd r =
11
_ g 5 epqreklm |:5kpdlqdmr+dkp5lqdmr+dkpdlq5mr} —

1
= 5 ekpqeklm dlq d™, = Dll +D22+D33 .

Mivel a harom gyok kiillonb6z6 ezért egyszeres, kovetkezésképp adott Ai esetén legaldbb
az egyike a DX g determinansoknak, mondjuk a D33 zérustol kiilonboz6 kell, hogy legyen.
Ha ugyanis nem igy lenne, elttinne a Pé\ A=), derivalt, kovetkezdleg nem lenne egyszeres
a A gyok — lasd a[6.2] (b) abrarészlet A; = A kettSs gyokét, ahol vizszintes az érintd.

Ha nem zérus a D33(\;) determindns, akkor az n! és n? ismeretleneket tekintve
linearisan fiiggetlen az n3-at paraméterként tartalmazo lineéris egyenletrendszer
elsé két egyenlete

dllnl +d121’L2 = —d131’L3 ,
d21n1 +d22n2 = —d23n3
ahonnan
nl — D713 3 n?— D723 n3
Itt

D's=d'yd’s—d*yd'y, D*3=d* d's—d" d*;,
D3y =dY d®y—d* d's .

A paraméternek vett n3 a normalasi feltételbdl szamithato.
Ha ortogonalis a KR — az n? szamitasat csak erre az esetre részletezziik formalisan —
a (|6.40)2 normalasi feltétel az
n' giun' +n° gy n® +n® gggn® =1
alakban irhato fel. Az n' és n? helyettesitését kovetden kapjuk, hogy
5 D%
=75
ahol
2 2 2
D?* = (D'3)" g114 (D?3)" gaz + (D?3) " gs3 -
Az n? felhasznalasaval egységes alakban irhato fel a féiranyt kijelols n vektor harom
kontravaridns koordinataja:
Dl
o Ds
(k) D

Az n alatt allo (k) jelzi, hogy a A\ sajatértékhez tartozoan végeztiik el a szamitast.
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(6.52a)

(6.52D)

(b)

(6.53)

Nem nehéz ellenérizni, hogy a kapott megoldas kielégiti a (6.50|) linearis egyenlet-
rendszer harmadik egyenletét. Helyettesités utan irhatjuk, hogy

d31n1 + d32n2 +d33n3 =

1 1
=5 [d*1D'3+d*3D?*s+d*3 D3] [y, = ) |d¥1|[x=r, =0

Kifejtés utolso6 sor szerint.

(A szogletes zarojelben &llo kifejezés a (6.50|) egyenletrendszer egyiitthaté méatrixanak
determinansa.) A fentebb mondottak alapjan minden egyes Ay gyokhoz meghatarozhato
olyan ny irdnyvektor, hogy

A- ng = )‘k; ng .

Az ny, vektorok elGjelét szabadon lehet megvalasztani. Kévetkezésképp mindig lehetséges
olyan vélasztas, hogy az ni, ns és ng vektorokhoz tartozo iranyok jobbsodrata kartéziuszi
KR-t alkossanak. Ebben a KR-ben

A=An®n;+Any;®ny+A3n3®@n3
az A diadikus elsallitasa és
A 0 0
[akl} = [akl} = |:akli| = [akl] = 0 )\2 0
0 0 M3

a tenzor matrixa.
Tegyiik fel, hogy kétszeres gyok esetén A1 = As # A3. Az el6z8ekben attekintett gondo-
latmenet és eredmények valtozatlanul érvényesek maradnak a A3 és ns-ra nézve, azaz

n;-ng=>0 és ns-ng=20.
Ami a kettds gyokot illeti
Py(A1) = P3(X2) =0.
A masodik derivalt a képlet alapjan irhato fel:

d
2P} = Ty ke, dlp ™, = —ekrag,, <<5lp qu—i-dlp 5mq> =
_ klg am kpq dl — —4d™
= —€ "CLim q— € Ckpm G p= — m
—— ———
209m 267

Innen
fépé’:d11+d22+d33: (a1 =N+ (a2 =\ + (a®5—))

ahol A = A\ = XAy esetén a jobboldalon all6 Osszeg legaldbb egy Osszeadanddja zérus,
ellenkezs esetben ui. harom lenne a gyok multiplicitasa. Az n', n? és n3 ismeretlenek
meghatéarozasara két egyenlet, a valamelyik, mondjuk az els§ egyenlete, valamint
a normalési feltétel szolgal. Az igy kapott megoldassal identikusan teljesiil a ([6.50))

masodik és harmadik egyenlete. Ez annak a kovetkezménye, hogy
P3(/\1)=0 és Pé()\l)zo.

Kétszeres gyok esetén a d¥; egyiitthatomatrix rangja egy, kovetkezésképp zérus értéki
valamennyi adjungalt: D', =0. Ebbél adodoan identikusan teljesiilnek az n'-re vonatkozo

nt = _dlll [d12n2+d13n3]
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megoldas masodik és harmadik egyenletbe torténd visszahelyettesitésével kapott
dly (d21 n'+d2yn?+d2 n3) _

=—d* (d'yn*+d'3n’) +d 1 d?n®+dl d%n’ =

= (d'1d%+d* dY) n®— (d'5d? —d'1 d?5) n® =

=D3n?*-D%*n*=0,
—~— —~—
=0 =0

illetve

D3yn*—D?yn’ =0

~—~ ~—~

=0 =0

egyenletek.

Az ny vektort gy érdemes megvalasztani, hogy teljesiiljon az n;-ns =0 ortogonalitési
feltétel. KettSs gyok esetén tehat az egyértelmiien meghatérozott ng féirany mellett a
mésik ketts pedig elvben szabadon felvehetd az ns-ra meréleges sikban, célszerti azonban
betartani az emlitett ortogonalitasi feltételt. Az A tenzor diddikus elGéllitasat annak
figyelembevételével kapjuk, hogy most A\; = Ag:

A=) (1®n;+n3®n2)+A3n3@ng =
=\ (n1®n1 +n2®n2+n3®n3)+()\3—/\1) n3®ns,
T

azaz,
(6.54) A=)\ (I—n3®n3)+)\3n3®n3.
Figyelemmel arra, hogy a féiranyokat kijel6l§ ni, no és ns elGjele megvaltoztathato,
mindig biztosithatjuk, hogy az nj, ns és ns vektorokhoz tartozo iranyok jobbsodratiu

kartéziuszi KR-t alkossanak.
(c) Haromszoros gyok esetén A\ = Ao = A3 és
(6.55) A=)\ (n1 ®ny +n2®n2+n3®n3) =M1,

kovetkezGleg barmely irany f6irany. Az ilyen tenzort izotrdp vagy gombi tenzornak nevez-
ziik. Az utobbi elnevezést az indokolja, hogy a vonatkoz6 geometriai leképezés gombot
rendel gémbhoz. Az is nyilvanvald, hogy az np, ny és n3 vektorok nem egyértelmien
meghatarozottak, azonban mindig megvalaszthatjuk ket oly moédon, hogy a hozzajuk
tartozo iranyok jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak.

Osszhangban az eddigiekkel, visszautalunk ehelyiitt a abrara, a A\ sajatértékeket
nagysag szerint rendezettnek tekintjiik, vagyis mindig ugy valasztjuk meg az indexiiket,
hogy fennalljon a

(6.56) A1 > A2 2> A3
relécio.

6.2.3. A f6tengelytétel. A[6.2.1] és[6.2.2] szakaszok eredményei a fétengelytételben
Osszegezhetdk. A tétel megfogalmazasa elGtt a szohasznélat egyértelmiivé tétele érdekében
az alabbiakban allapodunk meg.

Valamely tenzor miikddési pontjan azt a pontot értjiik, amelyhez a tenzort kotjiik.
A miikédési pont vagy térpont, ha térpontokhoz kotott tenzorokrol van szd, vagypedig
valamely anyagi test pontja, ha a tekintett anyagi pont fizikai allapotat leir6 és az adott
anyagi ponthoz kotott tenzorrol van szo.

A ) sajatértékhez tartozo un. karakterisztikus teret — ez egy egyenes, egy sik, illetve a
haromdimenzios euklideszi tér lehet — azon n, |n|=1 vektorok feszitik ki, amelyekre nézve
ugyanazt a sajatértéket tekintve fennall a egyenlet. A vonatkozo6 karakterisztikus
tér dimenzidja — egyenesre egy, sikra kettd, teljes térre pedig harom, — a vonatkoz6 A
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sajatérték multiplicitdsa. A szimmetrikus A tenzor spektruma a A sajatértékek a ([6.55)
szerint rendezett

(A1, A2, A3)
listdja, amelyben minden sajatértéket annyiszor vesziink figyelembe amennyi a sajatérték
multiplicitasa.

A fétengelytétel a kovetkez6 modon fogalmazhaté meg: Legyen szimmetrikus az A
tenzor. Ekkor létezik a térben olyan ortonormaélis béazis melyet az A sajatvektorai feszi-
tenek ki. Legyen ny, ny és ng ilyen bazis, és legyenek nagysag szerint rendezettek a A, As
és A3 sajatértékek. Ekkor azok kiadjak a teljes spektrumot és

3
(6.57) A=> \n®n;.
i=1
Megforditva, ha az A felirhaté a (6.57)) alakban, aholis ortonormaélisak az n; vektorok,
akkor \i, Ay és A3 az A sajatértéke, ni, ny, és n3 pedig a sajatértékekhez tartozo sajat-
vektorok.
Fennall tovabbé, hogy:

(a) Az A-nak akkor és csak akkor van harom kiilénb6z6 sajatértéke, ha a vonatkozo
karakterisztikus tereket harom egymaésra kolcsonosen merdleges és a tenzor miiko-
dési pontjan athaladoé egyenes alkotja.

(b) Az A-nak akkor és csak akkor van két kiilonb6z6 sajatértéke, ha megadhato az

A=wn®n+A (I —n®n)
alakban, ahol |n| =1, és
AM=w, Aa=A3=); ha w> A
tovabba

)\1:)\2:)\, )\3:(.4.1; ha w< A.

Ebben az esetben a vonatkozo karakterisztikus tereket az n altal kijelolt egyenes,
és a rea merdleges sik alkotjak a tenzor miikdési pontjaban.
(¢) Az A-nak akkor és csak akkor van egy sajatértéke, ha

(6.58) A=)

Ekkor a A sajatérték, mig a teljes euklideszi tér karakterisztikus tér. Megforditva,
ha a teljes euklideszi tér a karakterisztikus tér, akkor az A megadhato a ((6.58))
alatti alakban.

Megjegyzések:

1. A (6.57)) alatti elgallitast az A tenzor spektralis felbontasanak szokas nevezni. Az
ni, ny és n3 sajatvektorok alkotta béazisban

A0 0
(659) [akq = [akl] = [akq = [akl] = 0 )\2 0
0 0 A3

a tenzor matrixa.
2. Ismét hangsulyozzuk, hogy a harom sorra vett esetben
— harom a tenzor miikodési pontjan athaladoé és egymasra kolcsonosen merdsleges
egyenes,
— egy egyenes és egy rea merdleges sik (kozos pontjuk a tenzor miikodési pontja),
— a teljes tér
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alkotja a karakterisztikus teret. Jelolje U, a karakterisztikus tereket (aw=1,2 vagy
3.) Ezzel a jeloléssel barmely v vektor felirhato a

(660) V:ZVK, Vi EUK
K=1

alakban. A egyenlet azt fejezi ki, hogy (a) a = 3-ra barmely v vektor az
egyszeres gyokokhoz tartozo sajatvektorok(kal parhuzamos vektorok) lineéaris kom-
binacioja, (b) a = 2-re barmely v vektor az egyszeres gyokhoz tartozo féirannyal
parhuzamos és egy ra merdleges sikban fekvg vektor Osszegének tekinthetd, (c)
a = 1-re barmely v vektor 6nmagaban a haromdimenzios tér egy vektora.

6.2.4. A karakterisztikus polinom egyiitthatoi, skalarinvariansok. A karakte-
risztikus polinomot ado6 (6.44)) és (6.41)) Osszefliggések egybevetése alapjan

A3-nek 1:
1
(6.61a) 3 erme’?" (5kp (5lq o,
A2-nek A;:
1
(6.61b) A= 3 extme’?” (akp (5lq o, —|—5kp alq o, +(5kp (5lq amr) :
A-nak Ajr:
1
(6.61c¢) A= 3 ertme’?” (akp alq o, +akp 5lq am, +(5kp alq amr) :
végezetiil pedig \%-nak A;;;:
1
(661(1) A[][ = 5 eklmem (lkp Cqu (lmr

az egyiitthatoja.

A tovabbiakban egyszertibb alakra hozzuk a kapott egyiitthatokat. Tovabb alakitva
az ([1.30b]) és a Kronecker delta indexéatnevezs tulajdonsagénak kihasznalasaval a (6.61a))
képletet kapjuk, hogy A\*-nek valoban

1
51 Eklm€

kim _ 1
3!

3!

az egyiitthatoja.
Amint arra az[56] oldalon mar ramutattunk a tovabbi egytitthatokat jelenté A;, Ary és

Ajpr skalarok a skalarinvaridansok. Az Aj-et ado (6.61b|) képlet a Kronecker delta indexat-
(1.30a

nevez6 tulajdonsaganak kihasznalaséval, valamint az ((1.30a)) segitségével egyszertsithetd:

263, 26,4 20m"
1 Im _k kqm 1 kil k k
m m ' m
(6.62) AI:§(eklmep a’p+epme ™ a’ g+ eme™ " a T):§2-3a p=a" .

Az eredmény, Gsszhangban a tenzor nyomaval kapcsolatos a (6.29) Osszefiiggéssel a A
tenzor elsé skalarinvariansa. Kiirva az 0sszeget :

(663) A[ = CL11 +CL22 +CL33 .

Vegyiik észre, hogy a (6.61b|) képlet szerint harom determinéns Osszege az A;. Kovetke-
zésképp felirhato az

CL11 512 (513 511 0,12 (513 511 512 (113
(664) AI = Cl21 522 (523 + (522 &22 523 + (522 522 Cl23
Cl31 532 (533 533 &32 (533 533 532 a33
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alakban is.
Az Aj; skalarinvarians az A; atalakitdsanak lépéseivel és az adjungaltat értelmezd
(3.4a)) Osszefliggés értelemszert felhasznalasaval hozhato megfelels alakra:

1
m _k l ir k m kqr 1 m
(6.65) Arr == (emme™ ™ d"pa' g+ epme? a*pa™ 4 epme™™ a'ya,) =

3!
_1 pgm k I _ _Ak:
—56 Chim@ paqg= 1 =A%.
(3.44)
Részletesen kifrva
1 1 1 2 2
a a9 a1 a3 a9 a°3
(6.66) A= o 2 | T .3 3 3 3
() a1 a3 a2 a-3
(ez a

a1 a'y a's

a’y a*y a’s

CL33 a*y a 33
matrix f6atlojahoz tartozo aldeterminansok 6sszege), vagy a ((6.61c|) képlet alapjan a (6.64])
osszefiiggéshez hasonlo alakban:

all CL12 513 CL11 512 CL13 511 a12 CL13

2 2 2 2 2 2 2 2 2

(667) A]]: a1 a9 53—|— a~9 52 a“sz|+ 52 a9 Q73
3 3 3 3 3 3 3 3 3

a’y a’y 073 a’s 0%y a’s 0°3 a’y a’s

A (6.61d]) képlet szerint az A skalarinvarians az a*; determinénsa:

(1,11 a12 CL13

2 2 2
(668) A][[ = |Qa"2 a2 73
&33 a32 a33

A f6tengelyek KR-ében a (6.63)), (6.66)), (6.68)) és (6.59)) osszefiggések figyelembe vételével
(6.69) Arrr =M +Xa+ A3, Arr =AM A+ A3+ A3\, Arrr =M A2 A3

az invariansok értéke.

Az Aj-t ado (6.65]) képlet tovabbi, az ((1.29) felhasznalasan nyugvo atalakitésaval az

| | N R
Ay = 5epq Cpim @"p @'y = 5 (5kl’5lf1_5k45ll’) a"pa g = 3 (a ka;—a papk)
Af
vagyis az
1
(6.70) A= 5 (A7 —a"ya?y)

Osszefliggést kapjuk az invariansok kozott. Visszaidézve a masodrendid tenzor nyoménak
(6.28) alatti értelmezését és a szamitasara szolgalo (6.29) képletet kovetkezik, hogy

Ar=trA és a*,afy =tr(A-A),

amivel

(6.71) An :% [(tr )2 —tr (A - A)]

a (6.70) képlet szimbolikus forméban irt alakja.
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6.3. HATVANYOZAS, TENZORPOLINOMOK, DEVIATORTENZOR

6.3.1. Masodrendii tenzorok egész kitevds hatvanyai. Gyokvonas. Az A ma-
sodrendt tenzor n-ik hatvanyan az

(6.72a) A'=A-AA- A 022
kifejezést értjiik. Indexes jel6lésmoédban
(6.72b) (a™) kl:clzkm %Lmrcgzrp gsl .

A hatvanyozés fenti értelmezése érvényes barmilyen mésodrendd tenzorra.
Legyen a C masodrendii tenzor szimmetrikus és pozitiv definit. Ez esetben 1étezik egy
és csakis egy pozitiv definit szimmetrikus U tenzor, amelyre nézve fennall, hogy

(6.73) C=U’=U-U.
Kovetkezésképp formalisan irhato, hogy
U=VC.
Legyen
3
C = Z /\z n; ®n;

i=1
a C tenzor spektralis felbontésa és definidljuk az U-t az

3
(6.74) U=> V\n®n
=1

moédon. Kénnytd meggy6zdni rola, hogy a fenti U teljesiti a (6.73) egyenletet, és arrdl is,
hogy pozitiv definit az U.
Tegyiik fel, hogy két megoldés létezik azaz

cC=U*=V?, U+V.

Legyen n sajatvektor és jelolje A a vonatkozo sajatértéket (e kettds egyike az Osszetartozd
n; és \;-nek). Ekkor

0=(C—XM)n=U?*-\)n=U+VA)-(U-VX)-n.

Legyen

v=(U—-V\)-n.
Ezzel

(U+VA)-v=0,
azaz,

U-v=—V)\v,
ahonnan az kovetkezik, hogy a v-nek el kell tiinnie, mivel pozitiv definit az U és \ > 0.
Ennélfogva fennall tehat, hogy

U-n=+v)n.
Hasonl6 gondolatmenettel kimutathato, hogy

V-n=+v)n ,
vagyis

Un=V:n

C minden sajatvektorara. Mivel az n sajatvektorok béazist alkotnak innen az
Uu=Vv.
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egyenlet kovetkezik.
Altalanosités:

— A f6tengelyek KR-ében

(6.75a) C’=> (M)’ nm®n;,
i=1
3
(6.75h) C"=> (\)n;®n,,
i=1
illetve

0 0 (A)"
ahol az n pozitiv, negativ és tort is lehet, ha \; >0, i =1,2,3

6.3.2. A Cayley-Hamilton tétel. Megmutatjuk alabbiakban, hogy barmely A ma-
sodrendd tenzor kielégiti az

(6.76) A~ A A+ A A— AT =0

egyenletet [12, [3].

Tekintsiik az A — ol kiilonbséget, ahol tetsz6leges skalar az a. Jeldlje H az A —al
tenzor adjungaltjat. Visszaidézve a képletet, majd szimbolikus jelolésre térve at a
képlet alkalmazasa soran, irhatjuk, hogy

H - (A-ol)=|A—aoll|I.
A jobboldalon 4ll6 determinans a ((6.44)) és (6.45]) alapjan helyettesithetd:
H(aI—A) = (Oég—AI a2+A[[a—A[[]) I.

Azt sugallja az utobbi képlet jobboldala, hogy a baloldalon &ll6 H az a kvadratikus
polinomja, azaz

H=Bd*+Ca+G .
Itt a B, C és G egyeldre ismeretlen tenzorok. Kihasznalva H fenti polinomialis elGallitasat
kapjuk, hogy

H - (aI-A)=Ba*—(B-A-C)a’+(G-C-A)a—-G-A

Az alahiizott képletrészek csak akkor lehetnek egyenlek egymassal, ha
B=1I, A-C=A[T,
G-C-A=AT, G-A=AI.
A fenti képletek felhasznalasaval a baloldala tekintetében az

AP Ay AP+ A A— A I = AP~ A T- A+ A T-A— Ay I =
A (A-C)- A+ (G-C-A)-A— A I=0

eredmény adodik. Ezt kellett igazolni.
A Cayley-Hamilton tétel azt mondja ki, hogy minden mdsodrendd tenzor kielégiti sajdt
karakterisztikus egyenletét.
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Tovabbi Osszefiiggés allapithaté meg a skalarinvariansok koézott, ha vessziik a Cayley-
Hamilton tétel baloldalanak nyomét és kifejezziik a kapott egyenletbdl a harmadik ska-
larinvarianst :

1
AII[ = 5 [—AI tr A2—|—A1A[[—|—t1' Aﬂ
Itt a (6.71)) alapjan
tI‘A2 = A?——2A][ .
Kovetkezéleg
1
(677) A”I:§ [—A?—l—SAIAH%—akpapqaqk} .

6.3.3. Tenzorpolinomok. Legyen az A tenzor szimmetrikus. Nyilvanvalé ekkor, hogy
az A tenzor

A® s=234,...

hatvényai is szimmetrikus tenzorok.
Tekintsiik a

(6.78a) H = Z asA® n>3

tenzorpolinomot, ahol valés szdmok az a, egyiitthatok.

A (6.76) Cayley-Hamilton tétel szerint fennall az
A=A A — A A+ AT

egyenlet. Az A -val torténd atszorzassal innen az

A4 = AI A3 —A]] A2 —l—A[[[A =
= A[ (A[ A2 —A[[ A+A[[]I) —A[[ A2+A[[]A =
= (Ar—Arn) A%+ (Arrr—An) A+ ArA I

eredmény kovetkezik. A bemutatott atalakitas értelemszerd és ismételt alkalmazaséaval
megmutathato, hogy

(6.78b) H =p,A*+B3A+ 5,1,

ahol f,, B és By valos szamok. Ez azt jelenti, hogy barmely szimmetrikus tenzorpolinom
kifejezhets a tenzor A° =TI, A' = A és A? hatvanyai segitségével.

6.3.4. Azonos karakterisztikus terd tenzorok. Legyen az S és a T méasodrendd
tenzor. Tegylik fel, hogy szimmetrikus az S tenzor. Tegyiik fel tovabba, hogy felcserélhetd
a két tenzor skalarszorzataban a tényezdk sorrendje:

S-T=T-S.

Ekkor a T' tenzor nem valtoztatja meg (valtozatlanul hagyja) az S tenzor karakterisztikus
tereit. Az utobbi allitason a kovetkezdket értjiik: Tegyiik fel, hogy a v vektor az S tenzor
valamelyik karakterisztikus teréhez tartozik, kovetkezésképp, hogy fennall a S-v = Av
egyenlet, ahol A a vonatkozo sajatérték. Ekkor a T'-v vektor is az S tenzor ugyanezen
karakterisztikus teréhez tartozik [5).

Az allitas formalis igazolasat a skalarszorzatban alloé tényezdsk felcserélhetéségének
figyelembevételével kapjuk:

S(T-v)|=T-(S-v)=| NT-v)]|,
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hiszen a keretezett képletrészek egyenlGsége az jelenti, tekintettel a S-v = Av egyenletre,
hogy v és T'-v az S ugyanazon a karakterisztikus térhez tartozik.
Igaz az allitas megforditasa is. Eszerint, ha valtozatlanul hagyja a T' tenzor az S tenzor
karakterisztikus tereit (terét), akkor kommutativ miivelet a két tenzor skalaris szorzata.
Tegyiik fel, hogy 6sszhangban a Osszefiiggéssel a v vektort a

(0%
V= E \ Vk EUK
K=1

modon bontjuk fel, ahol az Uk, K € [1,a], (o a karakterisztikus terek szdma) az S
karakterisztikus tere. Mivel azt valtozatlanul hagyja a T tenzor fennall, hogy

S(T-vg)=Ag(T-vg) =T -(Agvg)=T-(S vk), Ke[l,a].

Ha 6sszeadjuk a fenti egyenleteket, akkor kapjuk, hogy

S-T-V:ZS-T-VK:ZT-S-VK:T-S-V.
K=1 K=1

Mivel a v tetsz6leges S-T =T -S. Ezt akartuk igazolni.
Megjegyzések:

1. Ismét hangsilyozni kivanjuk, hogy nem sziikségképpen szimmetrikus a T' tenzor.
2. Tegyiik fel, hogy harom az S karakterisztikus tereinek szama. Tegyiik fel tovabba,
hogy a T tenzor is szimmetrikus. Ha felcserélhets a szorzat, akkor azon-
nal kovetkezik a fentiekbdl, hogy megegyeznek a T tenzor karakterisztikus terei
az S tenzor karakterisztikus tereivel. Masként fogalmazva azonosak a két tenzor
féiranyai. Az ilyen tenzorokat kézds fotengelyt, vagy koazidlis tenzoroknak nevez-
ziik. Nem nehéz ellendrizni, hogy a képletben a H és A tenzorok koaxialis

tenzorok.

6.3.5. Deviatortenzor és gombi tenzor. Legyen szimmetrikus az A tenzor. Az

A
(6.79) Ad:A—?II | (aq) *1=a"—= 6"

egyenlet az A tenzor deviatorat (az A -hoz tartozd deviatortenzort) értelmezi.
A deviator szimmetrikus tenzor.
Az A és A, szimmetrikus tenzorok koaxialisak, hiszen felcserélhets a szorzatuk:

A-A;=A; A
Az els6 skalarinvarianst ado (6.63]) képlet alapjan
(6.80) (Ad)r =0.

Ennek figyelembevételével kapjuk a (6.71) 6sszefiiggésbdl, hogy

1 1 1 A A
(Ag)rr = —3 tr(Aq-Aqg) = —3 (aq)® (ag)'y = —= (akz——l 5kl> <alkl__I 5lk)

azaz, hogy
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Az Osszegek kiirdsaval és A; helyettesitésével tovabb alakithaté az utobbi képlet:

1
(Ad)[[ = _6 (3aklalk—A§) =

1
= _6 [3 ((a11)2+(a22)2+(a33)2) +6(a12 a21+a23 a32+a31 alg)_
—(a11+a22+a33)2} .
Innen azonnal adodik a deviatortenzor méasodik invariansanak végss alakja:

1
(6.81) (Ag)rr = s [(a'1—a%)*+ (a’s—a’3)* + (a®s —a'1)*+
+6(a12 a21+a23 a32+a31 alg)] .

A fétengelyek KR-ében zérus értékiek a féatlon kiviil allo elemek. Kovetkezésképp

(Ad)][ <0.
Visszaidézve a deviator (6.79)) alatti értelmezését azonnal adodik az A tenzor
A=A+ A,
6.82 A A
(6:82) Ad:A—?II AS:?II

deviatoros és gémbi részekre torténd felbontasa, ahol az A, tenzor az A tenzor gombi
(szférikus) része, roviden gémbi tenzor.

GYAKORLATOK

1. Igazolja az A tenzor ([6.2a); 34 alatti alakjaira is, hogy a transzponalas miivelete
a bézistenzort alkoto diadok szorzési sorrendjének cseréje.
2. Mutassa meg, hogy az ay, a,' és a* tenzorok transzponaltja a (6.6b]) képlet szerint

szamithato.
3. Legyen valodi tenzor a d,-. Mutassa meg, hogy ez esetben valodi vektor a
1
d(a)s _ _5 gdrs qu
vektorinvarians.

4. Ellenérizze, hogy helyes-e az s,, ferdeszimmetrikus tenzor s(@)7 vektorinvarianssal

torténd (6.27h)) alatti elGallitasa.

Mutassa meg, hogy valodi skalar a D tenzor di,* nyoma (elsé skaldrinvariansa).
6. Ellendrizze a vonatkozd definicié felhasznéalasaval a (6.30a)) és ((6.30b) képletek
helyességét.

Ellendrizze a (6.30c]) és (6.30d) képletek helyességét is.

8. Legyen az a és b tetsz6leges két vektor. Igazolja a vektorokkal kapcsolatos

|a-b| < |al|b|

Schwartz-féle egyenltlenséget.
9. Legyen a D és S tetsz6leges masodrendd tenzor. Igazolja hogy a D -- .S szorzat

eleget tesz a ([6.34]) Schwartz-féle egyenlétlenségnek.
10. Mutassa meg a ((6.37a)) képletre vezeté gondolatmenet ismétlésével, hogy az a,,”

tenzornak

ot

~

_ 1 Dk
(a 1) = m eljk,emSt a/ a,” .

az inverze.
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11.
12.
13.

14.

15.

Irja fel az el6z6 gyakorlat alapjan az a™, tenzor inverzének képletét.

Igazolja, a fétengelyek KR-ben végezve a szamitasokat, a Cayley-Hamilton tételt.
Legyen inveralhato az A tenzor. Igazolja, hogy

1

Al =
AIII

(A2 —A[A+A[[I)

a tenzor inverze.
Mutassa meg, hogy szimmetrikus tenzor a szimmetrikus A tenzor s-ik s=2,3/4, ...
hatvanya.
Legyenek valamely (z) gorbevonalt KR egy P pontjaban
. i .

g1 =1, g2:§7 g3 =13,

g =i, g’ =2i", g’ =i
a kovarians és kontravarians bazisvektorok az (y) kartéziuszi KR bazisvektoraival
felirva — lasd a[L.2la. abrat. Ezek birtokaban

1 00 1 00
[gmn] = | O 411 0 és [gkl} =104 0
0 01 0 0 1

a két metrikus tenzor és

1
r] = [gai] = | 0
0

a két transzformacios tenzor. Adott a B = F - FT tenzor vegyesindexes alakjéanak
matrixa a gorbevonali KR tekintett pontjaban:

— o O

1
és [tk] =10
0

o= O
o NN O
_ o O

104 30 0
[B?] =] 120 40 0
0 0 48

Ellenérizze, hogy szimmetrikus-e a B tenzor majd szamitsa ki a tenzor sajatérté-
keit, sajatvektorait, illetve ha pozitiv definit akkor a B tenzor V négyzetgyokét
is.






7. FEJEZET

Specialis tenzorok

7.1. ORTOGONALIS TENZOROK

7.1.1. Az ortogonalis tenzor fogalma. Legyen a Q:Q’“pgk ®gP masodrendi tenzor
invertalhato, azaz

det(Q") #0.
Azt fogjuk mondani, hogy a @ tenzor ortogonélis, ha a
(7.1) p=Qv
és
(7.2) s=Q-w

leképezésekre nézve — itt v és w tetszéleges targyvektor, p és s a vonatkozo képvektor —
fennall a

(7.3) ps=(Q-v)(Qw)=(vQ")(Qw)=vw

relacio. Az I metrikus tenzor (egységtenzor) felhasznalasaval kapjuk innét, hogy
v-Ql - Qw—v-Iw=v- (QT-Q—I) -w=0

ahonnan azonnal kévetkezik, tekintettel v és w tetsz6legességére, hogy a

(7.4) Q- Q=1

Osszefiiggés teljesiilése az ortogonalitds sziikséges feltétele. A (7.4) feltétel ugyanakkor
elégséges is, hiszen fennallasa esetén

ps=(QVv)(Qw=v-Q - Qw=v-w.
A (7.4) feltétel kovetkezménye, hogy

(7.5) Q'=Q"'.

Szavakban: az ortogonalis @ tenzor transzponaltja megegyezik a tenzor inverzével.

7.1.2. Az ortogonalis tenzorhoz tartozoé leképezés. Tovabbiakban a Q tenzorhoz
tartozo leképezés geometriai tulajdonsagait vizsgaljuk. A (7.3) egyenlet szerint a p és s
képvektorok, valamint a v és w targyvektorok kozott fennall a

(7.6) pS=v-w

Osszefiiggés. Mivel a w tetszéleges, a w = v valasztés is lehetséges. Ez esetben p-t kell a
baloldalon s helyére irni:
pl=v2.
Az utobbi egyenlet azt fejezi ki, hogy azonos a képvektor és a targyvektor hossza, azaz
tdvolsdgtarto a leképezés.
Jelolje rendre ¢ és ¥ a p és s, valamint a v és w vektorok &ltal bezart szoget —
@, ¥ € [0, 7]. A skalaris szorzas értelmezése alapjan az

[p| [s| cos ¢ = |v||w]|cos

71
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egyenlet kovetkezik a a ((7.6) képletbdl. Ugyanakkor a leképezés téavolsagtartd volta miatt
pl=v[ és |s|=|wl|
azaz
cos p=cos

végsG soron pedig
(7.7) =1

ami azt jelenti, hogy a leképezés nemcsak tavolsagtartd, hanem szogtarto is.
Tekintsiik a QT-Q = Q - QT =I szorzat determinansat. A determinansok szorzéastételét
kihasznalva irhato, hogy

det (QT- Q) = det (Q) det (QT) = [det (Q)]* = det (I) .

Innen kovetkezik, hogy a Q tenzor vegyes indexes alakjara nézve — ekkor ui. az I metrikus
tenzor méatrixa a Kronecker szimbélum métrixa —

(7.8) det (Q*)) = +1.
Megjegyezziik, hogy a determinénsok szorzastételébdl az is kovetkezik, hogy

(7.9) det (Q™) = det (Q%,g™") = det (Q",) L

o

ahol g, = det (g,s) -

A képlet szerint a Q tenzor vegyes indexes alakjanak +1, vagy —1 a determinansa.
Alébbiak az elGjelek leképezésre gyakorolt hataséat vizsgaljak, utat nyitva ezzel a leképezés
geometriai képének teljessé tételéhez. Az [also indexes| {fels6 indexes} alakot tekintve

1 1
(7.10) gk = —§5kleml illetve q]ga) = —EeprsQrs

a @ tenzor vektorinvariansa.
Megmutatjuk, hogy

ahol az elGjel pozitiv, ha det (ka) =1 és negativ, ha det ka) =—1. Az atalakitasok soran
indexes jelolést alkalmazunk, és fel fogjuk hasznélni a ([7.4) és (7.5)) alapjan irhato

(7.12) I=Q''Q=Q"-Q
vagy ami ugyanaz a
~1
0] = Q@i = Q" Quu

Osszefiiggést. A lépések nagy szama miatt toreksziink az atalakitasok részletes leirasara.
A vektorinvaridnst ado ([7.10), képlet felhasznalasaval a ((7.11)) egyenletbdl

1 1
kp (a) —Okp ) _Z rs\ _ _ T kpls 5T —
Q Qp Q { 25prsQ } 28;01"5@ Q l
erle
1 1 1
= _5\/%€prstmerlele = _égoﬁekml det(le)le
—_—— o

det(le )ekml
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kovetkezik. A ([7.9) képlet helyettesitése és a (7.8)) Osszefliggés kihasznalasa utan — tekin-
tettel a ((7.10); egyenletre is — a bizonyitani kivant eredményt kapjuk:

a 1 1 m sm
Q" g\ = —=go—==e""" det (Q",g°™) Qi =

27" \/9

= det ( ks) {_%‘gkleml} = j:q(a)k

A most igazolt 1} osszefiiggesbol a QT -vel torténd atszorzassal és a 1' képlet
kihasznalasaval és a két oldal felcserélésével a

Q" qW =+q9,
vagy ami ugyanaz a
(7.13) q?-Q = +q¥
alakok kovetkeznek.

q®
A V=D

7.1. abra.
(a) Forgatas (b) Forgatas és tiikrozés

A (7.11)) és (7.13) képletek segitségével teljes egészében tisztéazni tudjuk a leképe-
zés geometriai jellegét. Tekintsiik a v targyvektor q(@-val parhuzamos és arra meréleges
osszetevikre torténd felbontasat:

V=V||+VL
vixq¥=0 v -q“=0,
majd vizsgéaljuk meg, részletesebben a

P=Q-v=Q Vv|+Q v,

leképezést.
Mivel a v|| parhuzamos a q(@-val, és mivel a leképezés tavolsagtarto a v képe
p|=V| azaz Oonmaga, ha det gQ’z; =+1
p| = —V| azaz onmaga tiikrképe, ha det QF)=-1

A q“-ra merdleges v Osszetevs képe, azaz p | is meréleges a q(@-ra. Valoban, a 1}
felhasznalasaval irhatjuk, hogy

d”-p.=q“-Qv,=+q"v, =0.
——

iq(”‘)
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Geometriailag ez azt jelenti, hogy a v, megtartja a sajat sikjat — a v tamadaspontjan
atmend és a q@-ra meréleges sikra gondolunk ehelyiitt — és természetesen hosszat is a
leképezés soran.

Ha p, = v, akkor a v, helyben marad a leképezés soran. Ez egyben azt is jelenti,
hogy

— a det (ka) =1 esetben, amint az az el6z6ekbdl nyilvanvalo, a @ tenzor 6nmagara
képezi le a v vektort, azaz

(7.14) Q-=1,

— a det (ka) =—1 esetben pedig a v -t 6nmagéra, a v|-t pedig énmaga tiikorképére
képezi le a Q tenzor, kovetkezbleg az egymasra kolesondsen merdleges 1,2 és 3 jeld
tengelyek altal kifeszitett lokalis bazisban — a részleteket illetGen a (b) abréara
utalunk — a

10 0
(7.15) [@%]=101 0
00 —1

képlet adodik a tenzor matrixara

Ha p, # v, akkor a v, elfordul a v a tamadaspontjan dtmend és a q®-ra merdleges
sikban. Az elfordulas 1 szoge minden v -re — végigfutva gondolatban a targyvektorok
teljes halmazat — ugyanaz kell, hogy legyen, ellenkezé esetben ui. nem volna szogtarto a
leképezés.

Maga a leképezés pedig

— a det (ka) —= 1 esetben a v vektor tamadaspontjahoz kotott q(® mint tengely
kortili forgatas, hiszen a tengelyre es6 v|| képe 6nmaga, a v, pedig a forgatas 1
szogével elfordul a q(®-ra mersleges és a v tamadéaspontjan atmend sikban,

mig

— a det (Q%,) = —1 esetben fentickhez a v fenti sikra térténd tiikrozése jarul —
forgatas + tiikrozés, hiszen a v tiikkorképe onmaga.

A kapott geometriai kép alapjan a det (ka) =1 esetben a @Q ortogonalis tenzort
forgatasnak, vagy forgatod tenzornak nevezik és R-el jelolik. Az R forgatoé tenzorok az
ortogonalis tenzorok egy alcsoportjat alkotjak.

7.1.3. Ortogonalis tenzorok elGallitasa. Ortogonélis tenzorok tébbféleképpen ké-
pezhetdk. Legyen az (a, b, c) és (A, B, C) két egyméstol kiilonb6z6 ortonormélis vektor-
hérmas:

(7.16) ara=b-b=c-c=1, a-b=b-c=c-a=0,
' A-A=B-B=B-B=1, A-B=B-B=C-A=0

A

(7.17) Q=a®A+beB+cC

tenzor ortogonalis, hiszen a felhasznalasaval azonnal kovetkezik, hogy
QT Q=A3A+BB+C®C=I=a®a+bb+cxc=Q-Q".

Az is nyilvanvald, hogy

a=Q A b=Q-B c=Q-C

A=Q 'a=Q"-a B=Q 'b=Q"b C=Q 'c=Q" ¢

A leképezés forgatas, ha det (Qk’s) =1. Ez az eset forog fenn példaul, ha a vektorhdrmasok
jobb-, vagy balsodratiak.

(7.18)
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Ha ¢ = C és a leképezés forgatas, akkor

(7.19) Q=R=a®kA+bB+CxC
és
(7.20) a=R-A b=R-B C=R-C

ami vildgosan mutatja, hogy a C vektort énmagara képezi le az R tenzor, mig az A és B
vektorok rendre az a és ¢ vektorokba fordulnak el.

7.2. A VEGES FORGATAS TENZORAI

7.2.1. A véges forgatas tenzoranak geometriai elGallitasa. Véges szoggel (azaz
nem kis szoggel) torténd forgatas esetén a . abra alapjan konstrualhatjuk meg a le-
képezés tenzorat. A forgatas n tengelyét az n, |n| =1 vektor jeloli ki. A forgatas szogét

7.2. dbra. Véges forgatas

—
pedig a ¥, 1 € (0,7) jeloli. A v =0A vektort a forgatas egyeldre ismeretlen R tenzora a

p = OB vektorba forgatja el (képezi le).
Az aldbbiakban, lépésrdl 1épésre haladva, elGéllitjuk az R tenzort.
Leolvashat6 az abrarol, hogy

(7.21) p:V||+O—B>':V||+O—>D'+ﬁ
Itt

(7.22a) vi=nn-v)=(n®n) v,

és az is igaz, hogy

(7.22Db) vi=v—v=I—-n®n)-v.

Az OD'B’ derékszogi haromszog egyik, az OD’ befogoja tekintetében az abra szerint az

—
(7.23) OD' =v, costp =cos(I —n®n)-v
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— —
osszefliggés all fenn. Vegyiik észre, hogy az ON' vektor ugy adodik, hogy az OA" = v,
vektort elforgatjuk 7/2-el az éramutato jarasaval ellentétesen az n tengely koriil. Kovet-
kezGleg

-
(7.24) ON'=nxv,= nx(v| +v,)-v=nXxv.
——
ez a tag zérus
Masrészt
ON' =08,
amivel
(7.25) D'B"=0OB'sinty) = ON'sin .

Az ON' és D' B’ parhuzamossagat is kihasznalva a és egybevetése szerint
D/—B>’ =sinyYnxv.
Ha ebbe a képletbe helyettesitjiik a
nxv=I-(nxv)=(Ixn)-v
atalakitast, akkor kapjuk, hogy
(7.26) ﬁ:sin¢(Ixn)-v.
A (7.22a)), (7.23]) és (7.26]) Osszefiiggések felhasznélasaval a p-t ado (7.21) egyenletbdl a
p=[Mn®n-+cosy (I —n®n)+siny I Xxn|-v
=[cosp I+ (1—cosy)n®@n+siny I xn|-v
eredményt kapjuk, ahol

(7.27)

R=costyI+(1—cosy)n®@n+siny I xn,

7.28
(7.28) Ry = cos ¢ gry + (1 —cos ) ngng +sintp ey n”

a véges forgatas tenzora, melyet a Rodrigues-féle forgato tenzornak is neveznek [19).

7.2.2. Ortogonalis-e a véges forgatas tenzora. A kapott eredmény alapjan azt a
kérdést vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett ortogonélis a ((7.28)) altalanositasé-
nak tekinthetd

(7.29) Q=cost) I+ (Qrr—cosy)n®@n+siny I xn,
tenzor, ahol a ()77 egyel6re ismeretlen paraméter.
A kérdés tisztazasa a Q- Q7 szorzat vizsgalatat igényli.
Nyilvanvalo, hogy
(7.30) Q =cost I+ (Qrr—cosy)n®@n, Q =(Q")"

a @ szimmetrikus része. Vegyiik azt is észre, hogy

(7.31) (Ixn)" = (gk®gk><n)T:gk xnegt=-nxg,og"=-nxI.
Kovetkezéleg

(7.32) Q=Q +sinyIxn & Q'=Q"—sinynxI,

amivel

(733)  Q-Q"=Q"- Q" +siny [(Ixn)- Q" —Q* - (nxI)]—sin®¢ (Ixn)-(nxI).
A végs6 eredmény elGallitasahoz szitkség lesz a ((7.33)) Osszefiiggés részeinek atalakitasaval
kapcsolatos és a kovetkezGkben magyarazattal részletezett képletekre:



7. Specialis tenzorok 7

(a) A Q"-ot értelmezs ((7.30]) alatti Osszefliggest is felhasznéalva kapjuk, hogy

(7.34a) (Ixn)- Q" =I(nxQ")=nxQ " =nx1I cosy.
(b) Ugyanilyen médon adodik, hogy:
(7.34b) Q- (nxI)=(Q"xn)- I=Q"xn=1xn cosy .
(c) Nem nehéz belatni, hogy a fenti két képletben allo nx I és I x n szorzatok értéke
azonos:

(7.34c) nxI=n"g. xg®g" =n"e g’ ®g" =g"wg’crn" =g"®g, xgn" =Ixn.
(d) Tovabbi részeredmény kaphato az alabbi atalakitassal:

(7.34d) (Ixn)-(an):(gk®gk><n)-(n><gl®gl):

= (g xn)-(nxg)g" @g =g (n'n-g')g 0=

~~

gr-[nx(nxg)]

= (nknl—ékl) g"®g =non—1T.
(e) A Q" szimmetrikus tenzort ado képlet alapjan:
(734) Q- (@) =Q"-Q =
= cos? Y T+2cos) (Qrrr—cost)) n@n+(Qr;—cosh)’n@n =
= cos” Y I+ (Q7;;—cos’ ) n@n.

Felhasznélva, illetve helyettesitve mostméar a ,. ..,e) részeredményeket a Q- QT
szorzatot ado (7.33)) képletbe a

(7.35) Q-Q =cos* Y I+ (Q%H — cos? @D) n®n+sin®?y I —sin®¢Yn®n
=I+(Qf;—1) n®n
eredményt kapjuk. Akkor ortogonalis a (7.29)) képlettel értelmezett @Q tenzor, ha egység-
tenzort ad a Q- Q" szorzat. Azonnal latszik a 1) Osszefiiggés alapjan, hogy ennek
a
Qrr=1, azaza Qi ==l
relacié fennallasa a feltétele.
A tovabbiakban tisztazzuk a Qrrr jelentését. Tegyiik fel, hogy ortonormaélis bazisban
vagyunk és fennall a
n=g =g
egyenlet. Ez esetben
det(Q-Q") = Q" Q™| = det(I+(Q7;;—1) n®n) =
1+Q3,—1 0 0

— 0 1 0[=Q7;-
0 01

A kapott képlet szerint Qrrr a Q tenzor harmadik skalarmvarlansanak vehetd.
Osszegezve a szakasz eredmeényeit igazoltuk, hogy a keplettel adott tenzor orto-
gonalis, ha Q77 = £1, ahol Qr a tenzor harmadik skalarmvarlansa Qrr=1-re a -
alatti elgallitas megegyezik a véges forgatas R tenzoraval. Kovetkezésképp ortogonalis az
R tenzor.
Szokas a véges forgatas Ry, tenzorat a

(7.36) Y=1pg=¢n
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forgasvektor, illetve a hozzatartozo
(7.37) Vi = —Epm¥""

ferdeszimmetrikus forgastenzor segitségével is felirni.

A (7.36) forgasvektor helyettesitésével adodik ((7.28)-bol az

(7.38) Ry = cos v giy + ! _TZOS Ld Yy — Slzw

eredmény, ami a véges forgatas tenzoranak masodik alakja.
Tekintsiik most a

Wksgpsl = €ksm wm ‘€StT wr gu = ‘C’:Str Esmk wm wr gu =
= (0" 0"k — 0" 0') U oy gu = Ve Y — g " hr

Ekim @Dm

atalakitast, ahonnan

Uk V1 =YW 1+ g "y
Az utobbi eredmény ([7.38))-ba torténd helyettesitésével

1—cos sin
Ry = cos v gr+ e v (Vs P° 1+ g " ) — T@D Exim Y
azaz
1—cos sin
(7.39) Ry = g+ w—w Wi V°1 + Jﬁ P

a véges forgatés tenzoranak harmadik alakja.

7.2.3. A polaris felbontasi tétel. A véges forgatassal kapcsolatos eredmények is
megjelennek a kontinuumok alakvaltozasi elméletében nagy jelent&ségii polaris felbontasi
tételben, amelyet J. Finger publikalt [15]:

Legyen pozitiv az F = F¥, g, ®@g! mdsodrendi tenzor determindnsa:

(7.40) |F*|>0.
Ez esetben mindig megadhato az F az
(7.41) | F=RU=V-R|

alakban, ahol az U és V' pozitiv definit szimmetrikus tenzorok, mig az R tenzor forgatds.
Emellett mind U, mind pedig V' egyetlen:

(7.42) U=VF' F, V=VF-F".

Az F=R-U és F=V - R elGallitasok az F un. jobboldali és baloldali polaris felbontasai.
Az igazolas els6 lépésében megmutatjuk, hogy

F'.F ¢ F.-F"
egyarant szimmetrikus és pozitiv definit. A szimmetria azonnal kovetkezik az
(FT.F)' =FT.(F")' =F".F,
(F-FT)' =(F")".F'=F.F"
atalakitasokbol. Az is fennéll, ha a v tetszéleges vektor, hogy
v-F-Fl.v= (FT~V) . (FT-V) >0,
v-F'.F.v=(F-v)-(F-v)>0.
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Mivel az F invertalhaté az F-v =0 (F'-v = 0) egyenletnek csak v = 0 esetén zérus a
jobboldala. Kévetkezésképp
F'.F ¢ F.F"

egyarant pozitiv definit.

Unicitas. Legyen az F' = R-U az F egy jobboldali polaris felbontésa. Mivel az R
forgatas teljesiilni kell a

F'.F=U"-R"-R-U=U"
I

egyenletnek. A négyzetgyokvonassal kapcsolatos unicitési tételt is kihasznalva megalla-

pithato, hogy egy és csakis egy olyan pozitiv definit és szimmetrikus U létezik, amelyre
igaz, hogy a négyzete FT - F. Mivel U egyetlen, a 1' alapjan adodo

R=F.U"'

is egyetlen. )
Létezés. Ertelmezziik az U-t a (7.42)); Osszefiiggéssel és legyen
R=F.U".

Annak igazolédsahoz, hogy a 1 polaris felbontas, mar csak azt kell megmutatni, hogy
az R forgato tenzor (vagyis det(R) >0 és RT-R=1).

Mivel det(F') >0 (feltevés volt) és det(U) > 0 (U pozitiv definit), az kdvetkezik, hogy
det(R) > 0. Méasrészt

R'"-R=U'"F' -EU'=1I
—
U2

vagyis valoban forgaté tenzor az R.

Ezzel a igazoltuk a jobboldali poléris felbontas létezését és unicitasat.

Ertelmezziik most a V' tenzort a

(7.43) V=R U-R"

modon. Mivel az R és U egyetlen, a V' is az.
Vegyiik észre, hogy a V' szimmetrikus és pozitiv definit.

Valéban

(a) a szimmetria azonnal kovetkezik a
VI—(RU-R") =R (RU"=RU-R" =V
atalakitasbol.
(b) Ami a pozitiv definitséget illeti tetszélegesnek tekintve a v vektort irhatjuk, hogy

vVv=v-RUR v=v-RVUVU-R' v=
v

~ (VU-R"-v)-(VU-R"-v) = (\/ﬁ-RTv)2 >0,

ahol VU - R" invertalhato (zérustol kiilonbozé a determinansa), ezért csak v =0
esetén lehet a jobboldal zérus: a V' tehat pozitiv definit.

A (7.43)) egyenlettel értelmezett V-re nézve az is fennall, hogy
V.R=RU-R"R=RU=F,
I

ami azt jelenti, hogy V - R a baloldali polaris felbontés.
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Végezetiil vegyiik azt is észre, hogy
V’=RUR  RU R =F-F".
F

Ez egyben azt is jelenti, hogy fennall a (7.42), egyenlet is.

GYAKORLATOK
1. Ellendrizze, hogy az (yi,ys,y3) kartéziuszi KR-ben tekintett @, és Q. tenzorok
ortogonélisak!

2 2 _1 1 1 V2
3 3 3 2 2 2
= 2 1 2 = 1 1 V2
Q P o3 @ 3 3 T
12 2 VE R

3 3 3 2 2

Melyik tenzor forgat6 tenzor?

2. Igazolja, hogy az (y1,y2, y3) kartéziuszi KR origojahoz kotottnek gondolt @ tenzor
forgatotenzor. Hatarozza meg a forgatéas tengelyét és szogét, ha

i _1 _1

2 NG) 2

= 1 1 1
9 2 V2 2
L 0 L

V2 V2

a tenzor méatrixa ebben a KR-ben.
3. Igazolja, hogy két ortogonalis tenzor 0sszege nem sziikségképp ortogonalis tenzor.

4. Legyen P, Q és R ortogonalis tenzor. Igazolja, hogy a P-Q- R szorzat ortogonélis
tenzor.

5. A P tenzort permutacids matrixinak nevezziik, ha [pkl] egy-egy soraban és osz-
lopaban allé6 harom elem koziil ketts zérus, a harmadik pedig egységnyi. Mutassa
meg, hogy ez a tenzor ortogonalis.

6. Legyen az a egységvektor. Igazolja, hogy az alabbi tenzor ortogonalis:

Q=1-2aR®a

7. Legyen a Q ortogonalis tenzor. Legyen tovabba n pozitiv egész szam. Mutassa
meg, hogy Q" ortogonalis tenzor.
8. Igazolja szimbolikus jel6lésrendszerben, hogy a

Q.a=+a
egyenletnek +q, (q, a tenzor vektorinvaridnsa) a megoldasa az a vektorra nézve,
ahol pozitiv az elGjel ha det(QF) =1 és negativ, ha det(Qy) = —1.
9. Legyenek valamely (x) gérbevonali KR egy P pontjaban
. i .
g1=1, g2:§7 g3 =13,
g =i, g?=2i", g’ =i
a kovarians és kontravarians bazisvektorok az (y) kartéziuszi KR bazisvektoraival
felirva — lasd a[d.2la. abrat. Ezek birtokdban
1
[gmn] =

Onl= O
_ o O
o
]
—
K
Fn
P
I
[ e
O = O
—_ o O

o O
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a két metrikus tenzor és
1 00 100
[Tn]:[gn-i]: 0 % 0 és [tk]: 0 20
0 01 0 01
a két transzformécios tenzor. Hatarozza meg az F' tenzor tenzor polaris felbonta-
sait:
0 —0.8 —1.2 0 —-32 —-1.2
[Fi]=12 0 0 , [F,"]=105 0 0
0 06 34 0 24 34

(A teljesség kedvéért megadtuk a tenzor kontravarians-kovarians koordinatai mel-
lett a kovarians-kontravarians koordinatakat is.)






8. FEJEZET

Tenzorok analizisének elemei

8.1. DERIVALASOK GORBEVONALU KR-BEN

8.1.1. Bazisvektorok analizise. Ha valamely, mondjuk az u vektort parcialisan de-
rivalni kell az z* koordinatdk szerint, akkor a bazisvektorokat is derivalni kell. Az (y)
kartéziuszi KR-ben érvényes

du J . ou” . iy,
oy ~ o (T =gy =0
képlet helyére gorbevonala KR-ben a
ou 0 & ou” w 09y
(812) ort = ot (U9 = i 9t
vagy a
ou 0 o Oup og”
(8.10) i P CUL A A

képletek lépnek, mivel a bazisvektorok is a hely fiiggvényei. A (8.1alb) képletek vilagosan
mutatjak, hogy a béazisvektorok derivaltjainak fontos szerepe van a vektorok és tenzorok
gorbevonalt KR-ben torténs derivalasaban.

Az (1.40) és (1.38)) 6sszefliggések felhasznélasaval konnyen belathato, hogy
og,  Or  0g  OyP . Pyr  Ox”
ozl Oxkox!  Oxk  Oxkox! P Oxkox! Oyp &

A tovabbiakban megallapodunk abban, hogy a helykoordinatédk szerinti parcialis de-
rivalast, 0sszhangban az indexes jelolés szellemével, a

(8.3) air(“'>:("‘)&":(“‘)“; %(...):(...)ap:(...)m

modon szedjiik. Szavakban: az alulsé indexsorban irt vessz6 utan &llo és a koordinéatat
azonosito index is jelolheti a koordinédta szerinti parcialis derivaltat. Ez a jelolés az illet6
mennyiség alulsé indexsoranak legvégén kell, hogy legyen elhelyezve.

A T/, masodfaju és I'y, elséfaju Christoffel szimbolumokat a [4]

(8.2)

(8.4) g0 =8k, =158 =Th,,g

egyenlet értelmezi. Hangstlyozzuk, hogy ez esetben a vessz§ utan all6 r index nem par-
cidlis derivéltat jelol. Ha atszorzunk skalarisan a g? vektorral, akkor tekintettel a (8.2))
Osszefiliggésre is, a

Ox1

o —T79 —yp 7
(8-5) 8k,1°8 —I’kl—y ,kl Dy”

képletet kapjuk I'}} szamitasara. A (8.2)) és (8.5)) Osszefiiggésekbdl egyarant kovetkezik,
hogy a I'}, ¢s I'y; , Christoffel szimbolumok szimmetrikusak a kl indexpar tekintetében:

(8'6) Fzgz = Fl(]]c ) Lir,r =Dk r

83



84 8.1. Derivalasok goérbevonali KR-ben

Késobb, a[8.1.2] szakaszban igazolni fogjuk, hogy a Christoffel szimbélumok nem ten-
zorok.

A egyenlet g9-val torténd skalaris szorzasa utan, ezuttal az els6 egyenl&ségjeltsl
jobbra allo képletrészeket hasznositva a

gt gr=Tu,g-g
51, gar

azaz a

(8.7) L =Th.rg™

egyenletet kapjuk, ami azt fejezi ki, hogy I'y; , birtokdban I'} az r index felemelésével
adodik. Ha a (8.4)-ben g, helyére g" = ¢"*g,-t frunk, majd atszorzunk skalarisan g,-val,
akkor a

11/731 gr-8q = Fkl,rgrs g5 8¢ = Fkl,rgrsgsth
~—— ~—— —

9rq 9sq (Vq
azZazZ a

(8.8) Ui g =14 Grq

eredmény adodik. Szavakban I'y; , a I'j; masodfaji Christoffel szimbolum r indexének
lesiillyesztésével szamithato.

A g" felsGindexes bazisvektorok x! szerinti parcialis derivaltja ugyancsak megadhato
a Christoffel szimbolumok segitségével. Valoban, ha a 09, Kronecker szimbélumot parci-
alisan derivaljuk az x; szerint és felhasznéljuk a Osszefiiggést, akkor a

0=0%:=(g"8k) 1=8"18r+8" 8k,
——
T
illetve a
gligr=—T}
Osszefiiggés adodik, ahonnan

(8.9) gl =-Tlgh.

A Christoffel szimb6lumok kiszamithatoak a és képletek segitségével, felté-
ve, hogy mind az ' = z*(y', 32, ¢y®) fiiggvények, mind pedig az y' = yi(z', 22 23) inverz
fiiggvények ismertek. A Christoffel szimbolumok meghatarozasara azonban tovabbi lehe-
tGségek is vannak.

Derivaljuk a g,s metrikus tenzort x? szerint és hasznéljuk ki a és képlete-
ket :

(8'1()) 9rs,p = (gr'gS) p=8rp8st+ErCsp=lLip s+l .
A Osszefiiggés alapjan adodo
Grs,p=Trps+lsp.r,
Ips,r =Lpr s+l p s
Gpr,s =Lps,r+Drs p
egyenleteket 1/2-el szorozva és az elss ketté Osszegébdl az utolsot levonva a

1

(811) Fpr,s:§ (grs,p—’_gps,r_gpr,s)

az eredmény kovetkezik.
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Tovéabbi lehetdséget kinal a Christoffel szimbolumok szamitasara a (8.7)) Gsszefliggés

alapjén a gP™ szimmetridja és a (8.10) képlet
J g J

1 m
Flz?n :F/ﬂm,pgpm = 5 (ka,p+rkp,m) gp

kihasznalasaval irhato

§gmpgmp,k

S

Imp , k

egyenlet, ha figyelembe vessziik az alabbiakat :

1) AG™ g, =g,0™, egyenlet — itt G™4 a vonatkozo adjungalt — g, szerinti parciélis
Gqr =9 gy p

derivaltjat képezve azt kapjuk, hogy

OG™ gy 04, , oG ™1 0Gqr
Jar _ 99 0™, , hiszen =0 ésizél’q.
OGpr Opr Opr AGpr
——
Gmasr, 990
a!J'n’Lp
Innen 1/g,-val térténd atszorzassal az
Lgm_ gma_ 1 99
9o 9o OGmp
Osszefiiggés kovetkezik.
(2) A (3.15a) szerint g, = (v,)*.
A fentiek alapjan
m 11 8goﬁgmp_1lﬁgo 1 0y,

(8.12)

km_?;ékjmp Oxk _2;8#:%893’“'

8.1.2. Tenzorok-e a Christoffel szimbdélumok. Vizsgaljuk meg azt a kérdést, va-
jon tenzorok-e a masodfaju Christoffel szimbolumok. A (£) gérbevonali KR-ben a (8.5))
Osszefiiggés alapjan — ezuttal mindeniitt kifrva a parcidlis derivaltakat és felhasznélva a
bézisvektorokkal kapcsolatos transzforméacios szabélyt, valamint a bézisvektorok
szamitasanak alatti képletét, tovabba a lancszabalyt

_8/gp o kz_a/gp ] 8§k m __

/Fk:_ — —

e~ pea oca P
P ok 9 [ 0r dem ot 9EF
T ocroce gxm® T 9rs \dznocr ) gd 9xm ©

a méasodfaji Christoffel szimboélum. A tovabbiak soran elvégezziik az x* szerinti derivalast,
és ismét alkalmazzuk a bazisvektorok ((1.40)) szamitéasi képletét:

og, Ox"™ Ox* N OPan _ ocr
dr° Ocr 9cd 8" perpga ) Dpm
_0gn _,, 02" Ox° oEr Pan 8§k6m_
“0rc 8 v 9gd dum T ogrocd dxm Ot T
=DMt "t T

Ik
rqg

m

- O*xm Ogk
m 9er oga gun

Ez az eredmény mér tiikrozi, hogy a masodfaju Christoffel szimbolumok nem tenzorok. Ha
ugyanis azok lennének, akkor — 6sszhangban a kovarians és kontravarians indexek transz-
formacios képleteivel — az alahtzassal kiemelt részek egyenlGségének kellene fennallnia.
A jobboldalon 1év6 mésodik Osszeadandé jelenléte tehat annak a bizonyitéka, hogy nem
tenzorok a masodfaju (kovetkezésképp az elséfaju) Christoffel szimbolumok.
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8.2. TENZORMEZOK DERIVALTJAI

8.2.1. A derivaltak értelmezése. Legyen az
u(t)

valamilyen tenzor (skalar, vektor, masodrendii tenzor, etc.) skalar fliggvény, amelynek a ¢
skalar a paramétere (ez az id8, vagy valamilyen mas skalar paraméter pl. az s ivkoordinata
lehet). Az u(t) figgvény t helyen vett w(t) derivaltjat, ha az létezik, az
. 1

(8.13) u(t) = T il_)o o [u(t+a)—u(t)]
Osszefiiggés értelmezi. Mivel két ugyanolyan rangi tenzor kiilonbsége az eredetiekkel azo-
nos rangu tenzor a skalar paraméter szerinti derivalds nem valtoztatja meg a tenzor rang-
jat. Az u(t) fiiggvény sima, ha az u(t) derivalt létezik és folytonos a tenzor skalar fiiggvény

értelmezési tartomanyaban.
Tegyiik fel, hogy differencialhaté az u(t) a t helyen. Ekkor a (8.13]) szerint

lim — [u(t+0) —u(t) — ait(t)] = 0,

a—0 (¢
azaz
(8.14) u(t+a) =u(t) +ua+o(a),
ahol
lim @ =0,
a—0

vagyis o(«) gyorsabban tart zérushoz, mint a. A (8.14]) képlet azt fejezi ki, hogy az
u(t+o) —u(t)
kiilonbség linearizalhato a ¢ helyen.
Tekintsiik most az 2((r) tenzormezét (az A(r) skalar,

vektor, mésodrendd vagy magasabbrendt tenzor lehet a P
pont kérnyezetében). Az (r) fliggvény differencidlhato az

AT r helyen, ha az
P @ A(r+Ar) —2(r)

kiilonbség felirhato az

' r+Ar (8.15) A(r + Ar) — 2A(r) = DA(r)[Ar] + o( Ar)
alakban, ahol DRA(r) a derivalt,

5 D2A(r)[Ar]
homogén lineéris fiiggvénye a Ar-nek, mig az o(Ar) tag
gyorsabban tart zérushoz mint a Ar. Maga a homogén li-

8.1. abra. Ar szemléltetése neéaris tag a

(8.16) D2A(r)[Ar] = lim 1 [RA(r+aAr) —2A(r)] = % [RA(r+aAr)]| ,—,

a—0 v
modon szamithato.
Példaként tekintsiik a ¢(r) = r-r skalarfliggvényt. A (8.16]) Osszefliggés alapjan

d
(o tadr)llo = 5o (r-r+2or-Arto’Arr)|, =

= (2r-Ar+2aAr-r)|,_,=2r-Ar

Do(r[ar] = <

a Ar-ben lineéris tag.

A (8.13)) és (8.16]) értelmezések KR fiiggetlenek.
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A homogén linearis tag (z) gorbevonali KR-ben torténd szamitasahoz feltételezziik,

hogy
Ar=AzF gy .
Mivel a K index rogzitett ezzel a valasztassal (a) g iranyt a Ar a P pont kornyezetében,
(b) és ezért ugy tekinthetd, hogy az A(r) a t=2% skalar fiiggvénye, a masik két koordinéta
pedig rogzitett. Kovetkezsleg
K K
A(r+Ar) =2A(2” +4z7),

t a

ami egyuttal azt jelenti, hogy a homogén linearis tag a (8.14) részeként megjelens ua
formula alapjan szamithato:

_ oA K _ 9 K K
(8.17) DA[Ar| = 9K Azx" = (2[@(%—[{ g ) CArt g
\/"d - a=AzK=0 « AzK=0 Ar

Az utobbi képlet alapjan a

0
8.18 V=g—
(8.18) &k
egyenlettel értelmezziik a nabla operatort. Vegytiik észre, hogy
gk 9 1l axkz 9 11 9

dat 8 9el gk & el
ami azt jelenti, hogy valodi vektor a nabla operator.

8.2.2. Gradiens, divergencia, rotacié. A nabla operator felhasznalasaval a (8.17))
Osszefliggés koordindtairanytol fiiggetlen, azaz tetszéleges Ar-re érvényes modon a

(8.19) DRA[Ar| = (AR V) Ar
alakban frhato fel, ahol

oV ha az 2 skalar, ezt ¢ jeloli
(8.20a) ARV =< vV ha az 21 vektor, ezt v jeloli
T®V ha az 2 tenzor, ezt T jeloli
az 2 jobboldali gradiense.
Az 24 baloldali gradiensét, a fentiekhez hasonlé moédon az
Vi =pV
(8.20b) VA= ¢ VeV
vVeT

alakokkal értelmezziik.
A jobboldali gradienssel

(8.21) DA[Ar] = Ar- (V@A)

az 2 tenzor lineéris része a P pont kornyezetében.
Els6, vagy magasabbrendi tenzor esetén az

v-V V-v
(8.22) A V=TV és VA= V- T

képletek értelmezik a jobboldali és baloldali divergenciat.
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Els6, vagy magasabbrendi tenzor esetén az

vxV V xv
(8.23) AXxV =< TxV és VxA= ¢ VxT

c sz

Valamely tenzor gradiense, divergencidja, rotacioja eggyel magasabbrend, eggyel ala-
csonyabb rendi, ugyanolyan rendd tenzor, mint az eredeti tenzor.

8.3. KOVARIANS DERIVALT

8.3.1. Vektormezd gradiense és divergencidja gorbevonali KR-ben. Tekint-
siik az u=u* gy vektormezst. A bazisvektorok derivalaséval kapcsolatos (8.4 dsszefiiggést
kihasznalva, majd alkalmasan nevezve at a néma indexeket, irhatjuk, hogy

ou
(8.24) —=u,;=u" gt+utg =u" g+u'T} g =

Az utébbi képlet alapjan az

(8.25) ub g =u” | +uTk

mésodrend( tenzort az u* kontravarians vektor kovaridns derivdltjinak nevezzik. Az u* .,
kovarians derivalt az u vektor z! szerinti parcialis derivaltjanak gj, iranyt vektorkoordi-
nataja.

A kovarians derivaltat itt, és a tovabbiakban is, pontosvessz§ utan allo és a derivalési
valtozot azonosito alsd index jeloli.

A bevezetett jeloléssel atirhato a Osszefiiggés:

ou
(826) @:uJ:uk;lgk.
Ennek az egyenletnek az alapjan adodik, hogy

0 ou

(8.27a) ueV=ug el = og =u" g oL
a jobboldali, és

0 ou
(8.27Db) V®u:gl%®u:gl®%=uk;zgl®gk

a baloldali gradiens.

Ha az u; g alakban adott az u vektormezs, akkor a —ra vezetd gondolatmenet
ismétlésével és a felsGindexes bazisvektorok derivaltjat ado képlet felhasznéalasaval
kapjuk a vektormez6 jobboldali gradiensére az

0 0
(8.28) u®V:ukgk®@gl= (@ngk) ®gl:
l

= [Ungk*Fukgk,z} ®g'= [Uk,lgk_ukrsl;gs} ®g =
=[ug,i—u T3] g" g’
vagy ami ugyanaz az

(8.29) ue@V=u, g"'®g
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képletet, ahol

(8.30) Uyt =up,1—us 'y

)

az u; kovaridns vektor kovarians derivaltja.

A és képletekbdl az is latszik, hogy egy vektor kontravarians és kovarians
koordinatainak kovarians derivéaltjai nem azonosak. (Lasd még a(8.3.2| alszakaszt.)

Az u vektor divergenciaja az u és a V skaléris szorzata. A “8.25 , , valamint

a (8.29) és (8.30) képletek felhasznalasaval kapjuk, hogy
(831) u-V:V-u:uk;lgk-gl:uk;l(Skl:uk;k: k7k —i—ustk:

ko1 ki kl
=Uk;18 "8 =Uk;1g =49 <uk7z—wf£l)-

8.3.2. Tenzor gradiense és divergenciaja gorbevonali KR-ben. Tekintsiik a
T =t" g, ®g; masodrendi tenzort. A tenzor jobboldali gradiensének szamitésa a (8.24)),
(18.25))-re vezets lépésekkel torténhet :

(8.32) TeV=|-—""eros) | 0g" =
= [tkl,mgk®gl‘I‘tklgk,m@glﬁ-tklgk@gl,m] ®g" =
— [t"  gr g+, g 0+t T g, ©g™ =
= [tkl,m"‘rsfntSI"‘FslrntkS} g.Rg g™
:tkl;mgk(@gl@gm;

ahol

(8.33) PRy SR S

a t* masodrendi tenzor kovarians derivaltja. A (8.33) vezets atalakitasok lépéseivel kap-
juk, hogy a t¥;, ;' vegyes indexes, valamint a ¢;; kovarians alaknak rendre

tkl;m :tkl,m—{'rsﬁntsl_rl;tks s
(8.34) telim =t =TSt DL

kl,m s s
Tit:m =1 —Dpnta—Tm ths

a kovarians derivaltja.
A T tenzor jobboldali divergencidja a (8.22))2, a (8.32), valamint a (8.33)) egybevetése
alapjan a
(8.35a) T-V=t", g8 g"=t" g
—

§m
illetve a bazisvektor elhagyasaval és a kovarians derivalt részletezésével a
(835b) tkm;m — tkm,m+rsﬁmtsm+rs7£tks

alakban frhato fel.

Ha egyenesvonaliiva valik az eredetileg gorbevonali (r) KR, akkor allandbak a g, g
bézisvektorok, kovetkezésképp eltiinnek a Christoffel szimbélumok. A kovarians deriva-
lasokkal kapcsolatos (8.25)), (8.30), (8.33) és (8.34]) képletek pedig a szokvéanyos parciélis
derivalasokra egyszertisodnek.
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Legyen differencialhato a d”, g, ® g' ® g? harmadrendii tenzor. A (8.4), felhasz-
nalasaval ismételve meg a (8.33)) és (8.34]) képletekre vezeté gondolatmenetet a

(8.36a) (d*,g®g ®g") OV =
= (d*, gr 08 @8’ 0n) Ogm =d",,. . 808 ®g" D gm
eredmény adodik a tenzor jobboldali gradiensére, ahol

(836b) dklp;m = dklp,m +FT]:LS dslp - I‘lin dksp - F;m dkls

a tenzor kovaridns derivaltja. Nem nehéz meggy6z6dni arrél az eddigiek alapjan, hogy a
d klp tenzornak pedig

(8.37) a*, ,=d", T d T, d¥ =T dM,

p

a kovarians derivaltja.

8.3.3. A metrikus és epszilon tenzorok kovarians derivaltjai. A metrikus ten-
zorok kovarians derivaltjai zérus értéktiek:

(8.38) g =0, &F

l;mzov le;mzo-

A fenti egyenletek koziil csak az els6t igazoljuk mivel a masik két esetben is hasonldan kell
eljarni. Els6 lépésben felirjuk a (8.33) alapjan a kovaridns derivaltat, majd helyettesitjiik

T stz

esetén, kihasznalva a bazisvektorok derivaltjaival kapcsolatos Osszefiiggést a parcialis
derivalasokat :

(8.39) gkzl;m :gkl,m+rrlr€zsg5l+r7lrlsgks :gk,m‘gl+gk'gl,m‘*'rnkmsgSlWLFézsgks _
=-To.8% g =T,g g "+ g+, g% =0.
Ugyancsak zérus értékiiek az epszilon tenzorok
(84()) gpqr;m = 07 6klr;m =0

kovarians derivéltjai.

Az alabbiak csak a 1 osszefiiggést igazoljék. Legyen az a = a,g? és b = b,g?
tetszbleges, de allando vektor, melyre |a] # 0, |b| # 0 és ¢ =ax b # 0. Mivel allando az
a=a,g’ é b=b,g? vektor zérus a kovaridns derivaltjuk:

Ap.m =0, bym=0.

Képezziik, kihasznalva, hogy a szorzatderivalas szabalya a kovaridns derivéaltak esetén is
érvényes, a két vektor ¢" = e a, b, vektorialis szorzatanak kovarians derivaltjat. Mivel
allando a c vektor, fenn kell allnia a

" =(E"apby),, =

;m
— ~pgr pgr pgr — ~Ppgr —
=P apbyt+ePTap mby+eayby =" apb, =0

~—— —~—

im

0 0

egyenletnek. Az aldhtzott tag csak akkor tdnik el tetsz6leges a, és b, esetén, ha

pgr —
gt =0.

3

Ezt kellett igazolni.
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A (8.38) és (8.40) osszefiiggések kovetkezménye, hogy nincs hatéassal a kovarians deri-
valt értékére a képletekben megjelend metrikus, vagy epszilon tenzor. Ha az A masodrendii
tenzor akkor fennall példaul, hogy

(gklals);m :gklals;m

(8.41a) o o
(gmna 5) ir =9mn @ 5.,

és

(8.41b) (P ars),m=€""rs;m

T _ T
<€klr a s) in = E gl @ s;n
stb., ahol a;s és a”, az A tenzor kovarians, illetve kontravarians-kovarians koordinatai.

Vagy pl. a T tenzor jobboldali divergencidja a (8.35b]) Osszefliggés alapjan az aldbbi
modon is felirhato:

(8.41(3) tkm;m _ (tk:pgpm»m = tk’p;mgpm .

8.3.4. Vektormezd rotacioja. A Laplace operator. Az u vektor jobboldali uxV

rotaciojara a (8.28)) és (8.29)) felhasznalasaval az

0
(8.42) uxV:ukgkx@gl:
a k ! k l klr
= %ukg Xg =Uk; 18 X =& Uk 8r
——

Uk;lgk

eredményt kapjuk.
A Laplace operatort a (8.31)) segitségével kapjuk, meg ha u;, helyére ¢ -t gondolunk,
ahol ¢ egy skalarmezd:

0 0
(8.43a) Np=V Vo= (gl %) : <gk%¢k> =g g" (1) =9"(D.4) .
ahol

(8.43b) (@k)i=0u—Thos.
Ugyanigy mutathat6 meg, hogy a

(8.44) Auy =g ™ U s

kifejezésben

(8.45) 9 () e

a Laplace operator, amely miikodtethetd barmilyen tenzorra.

8.4. A RIEMANN-CHRISTOFFEL-FELE GORBULETI TENZOR

8.4.1. A derivalasok sorrendje. A Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor fogal-
ménak bevezetéséhez vizsgaljuk meg a kovarians derivalasok sorrendjében bekoévetkezs
valtozasok hatasat. Legyen az a,, a hely fiiggvényében legalabb kétszer differencialhatod
vektormez§. Vizsgéljuk meg miként szamithato a
(8.46) Drngp = Gm;qp = Gm s pg

kiilonbség, ha elvégezziik a kijelolt derivalasokat. A ([8.34)); derivaléasi szabaly alkalmazé-
séval — a4 felel meg t;-nek — a kisebbitendére nézve az

— S S
Am;qp = (am;q>,p_rmpa8;q_rqpam;s
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eredmény kovetkezik. Felcserélve a ¢ és p indexek sorrendjét a kivonandot kapjuk, mellyel
azonnal szamithato6 a kiilonbség:

(8.47) qup:(am;q),p_(am;p>,q_anpCLS;q_F;qasm:
= (am7q—anqas) p— (am,p—anpas) g
I (aqu—l";qa,,) +I'0, (a&p—l";’par) =
={o,r}, =0}, +L. s —TLT2 b a;.
Tomor alakban

(8.48) Am;qp — @m;pg = leqpal )
ahol

! ! l l S l s
(8.49) R = 8qup—3meq+Fqupm—Fpsfqm

az un. Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor. Vegyiik észre, hogy leqp formailag egy-
szer kontravarians, hdromszor kovarians negyedrendi tenzor. Visszaidézve, hogy a Ch-
ristoffel szimbolumok a metrikus tenzorboél képezhetsk — v.6.: —, azonnal adodik a
kovetkeztetés, hogy leqp fiiggetlen az a; vektormezstsl. Az is kiolvashato a (8.49)) egyen-
letbdl, hogy csak akkor cserélhetd fel a kovarians derivalasok sorrendje, ha azonosan zérus
a Riemann-Christoffel tenzor.

Ha az a; valodi vektor, akkor az a,,.qp €s a,,.pq kovarians derivaltak valodi tenzorok.
Mivel két valodi tenzor kiilonbsége ugyancsak valodi tenzor, a baloldala, kovetke-
zésképp a jobboldal is valédi tenzor. Ha a jobboldala valodi tenzor — ne feledjiik,
hogy az a; valodi vektor —, akkor az leqp Riemann-Christoffel tenzor ugyancsak is valo-
di tenzor. Kovetkezsleg koveti kontravaridns indexe, és kovarians indexei tekintetében is
az (p.3) alatti szabélyt. Fenn kell tehéat allnia a

ox' oy™ oyv oy
8.50 R =R*
(8.50) map YU Qy# dx™ Oxd OxP
egyenletnek. Mivel az (y) kartéziuszi KR-ben a bazisvektorok derivaltjai és igy a Christ-
offel szimbolumok is azonosan zérusok kévetkezik (8.49)-bsl, hogy 'R?,, ., = 0. Ez viszont
a (8.50) szerint azt eredményezi, hogy
(8.51) R.,=0.

Szavakban: A Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor azonosan zérus a hdromméretd
euklideszi térben. A kovaridans derivdldsok sorrendje pedig felcserélhetd.

8.4.2. A Riemann-Christoffel tenzor tulajdonsagai. Az aldbbiak a tenzor legfon-
tosabb tulajdonsagait veszik sorra. A tenzor alsdindexes alakja indexsiillyesztéssel adodik

a —bé’l:
(852)  Rimgp=091s Rogp 1= T3504) 9s1— (Lg0p) 90+ 5, Dagi=T g Dapi -
Az Ry alkalmas alakra torténd transzforméalasa érdekében a
ol mp 1 = g (Fvsnp gsl) = (Fvsnp aq) gst+1 0, (95104)
egyenletbe helyettesitjiik a és Osszefiiggések felhasznaldsaval adoédo
(9s1),d=8s.¢°811+8s81,g= s 1+ lq

képletet és kifejezziik az eredménybdl a (F fnpaq) g s tenzort:

(853) (anpaq) Jsi :aq Fmp,l_rslp (Fqs,l+rql,s) .
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A (8.52)) Osszefiiggés, valamint a (8.53[)-bol a ¢ és p indexek felcserélésével adodo képlet
(8.51)-ba helyettesitésével és alkalmas indexsiillyesztéssel az

leqp = aq FmpJ_ap quJ -
— D (Pog 14T, )+ (Pap 14Ty )+ 0 U i =T Tp i =
=0, Top.1—O0p Uong 1 +9%* (TooTsq =T Tap )

eredményt kapjuk. Az utobbi egyenlet jobboldalanak elss két tagja atalakithato a (8.11])
képlet segitségével:

or 1 { P g Pgpm }
@ el o 9 gz | Oxedz™ Or 10zl
o.T :1 [ 82gml aQqu _ 82gqm }
pram o 9xpdr | Qxrdx™  Qxpdxl|

A kapott képletekkel

R :1 829110 aQqu . 829111 . a25]m10
map =9 1 gxmazd | Oxldxr  dxrmoxP  Oxldxd

+98k (F,istq 1 F;:qujspﬁl)
a Riemann-Christoffel tenzor értéke.
Kiolvashato a (8.54]) 6sszefliggésbdl, hogy
(8'55) leqp = _leqp ) leqp = _lepq :

Ez azt jelenti, hogy a Riemann-Christoffel tenzor ferdeszimmetrikus az elsé és masodik
indexparja tekintetében. Az indexparok cseréje viszont nincs hatassal a tenzor értékére,
azaz,

(8.54)

(8.56) Rimgp = Rpim -
Ugyancsak a (8.54)) kozvetlen helyettesitésével ellendrizhets, hogy

A tenzor 0sszesen 81 eleme koziil csak
Ri212, Riziz, Rases, Rioiz, Roiaz €8 Raiz

nem azonosan zérus és fliggetlen.

8.5. GORBE MENTI KOVARIANS DERIVALT

8.5.1. A derivalt értelmezése. Legyen
(8.58) r=y" [z'(t),2(t),2°(t)] ix tet,ta] ta>t
a szakaszonként sima L térgorbe egyenlete, ahol ¢ a gorbe paramétere. Tekintettel arra,
hogy ismeretek az y*(x!, 22, x3) fiiggvények, azt is mondhatjuk, hogy
()
az L térgorbe egyenlete az (x) gorbevonalu KR-ben.

A tovabbiak az L térgorbe sima iveire vonatkoznak.
Legyen

dx*
8.59 k-
(8.59) v &
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Az r(t) vektor t szerinti derivaltja az L térgorbe érintGje. Az (1.40) és (8.59)) osszefiig-
gések felhasznélasaval irhato, hogy
dr dr dz* &
—=—— = :
dt ~ dzh dt Sk
Legyen az A= A(z!, 22, x3) differencidlhato tenzormezs. Az altalanossag megszoritas

nélkiil feltételezhetjiik, hogy az A tenzor g-adrendd (¢ > 1) az £ térgdrbén (és annak kor-
nyezetében). Az A tenzormezd t paraméter szerinti derivaltja az £ térgorbén, tekintettel

a (8.59), (1.40) és (8.18)) képletekre
dA 0Adz? O0A 0A 0A
_— = /Up = — 5T /Up =
dt  OxP dt  OxP dxr ? ox’
alaku. Ha ¢ = 1, akkor vektor az A tenzor. Tegyik fel, hogy ez az eset forog fenn, és
gondoljunk a* g;-t az A helyére. A (8.59)), (8.25) és (8.26]) dsszefiiggések felhasznalasaval,

az utobbi képlet esetén a®-t gondolva az u* helyére, adodik, hogy

da QOa dxz? Oa 0
8.61) — — _ p_ |9k p_
(8.61) dt ~ dxzr dt  Ozp " [89&1’ (a gk)} !
=g (ak’p—}-l}ias) w=gra

Ha g = 2, akkor méasodrendii tenzor az A. Tételezziik fel, hogy A =a* g, ®g;. A (8.61)
Osszefiiggésre vezetd gondolatmenet 1épéseivel, ezittal a (8.32)) alapjan irhato

(8.60)

g" g, =(AQV) v

k P
p U

0
—aklgk®gz= (akl7m_'_rslrcnasl+rslmaks) 2,08

OxP
képletet és a ([8.33))-et hasznalva fel a
dA 0
(862) E =P % (akl gk@gl) =

= (akl,p+rp]§a8l+rp{saks) Upgk®gl = akl;pvpgk®gl

eredmény kovetkezik.
A (8.61)-bdl kiolvashato, hogy a

da
8.63 — =af P
( ) dt 3D gk
paraméter szerinti gérbe menti derivalt
v ak;p - (akm—i—lj;; as) v

vektorkoordinataja abban kiilonbozik a formailag vektornak vehetd

da*  9Qa® da? koo
= =a” v

dt  OxP dt i
derivalttol, hogy az utobbi derivaltban nincs figyelembe véve, hogy £ térgérbe mentén
nemcsak az a*, hanem a g;, bazisvektor is valtozik.

Bevezetjiik, felhasznalva a (8.5.1)) és (8.64)) képleteket is az értelmezéshez, a t paraméter
szerinti abszoliut, vagy belsd derivalt fogalmdat, melyet vektormezé esetén az
da*  da*
8.65 — =—+v'T)fa®
( ) ot dt s

(8.64)

egyenlet értelmez.
Vegyiik észre, hogy a fenti definicié akkor is hasznalhato, ha az a” vektormezd csak a
L térgorbén ismert. Ha az A tenzormezd nemcsak az £ térgérbén, hanem az L térgdrbe
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kornyezetében is adott és differencialhatd — ez a (8.61)) és a (8.62) levezetése soran hallga-
tolagos feltevés volt —, akkor a derivalhaté az xP szerint és igy a (8.65)) jobboldala a (8.64)
és (8.61) egybevetése alapjan atalakithato:

da*
ot
Masként fogalmazva, ha a differencidlhaté A tenzormezé ismeretes az L térgorbe kdrnye-
zetében is, akkor a d(---)/dt operator a

4]
(8.67) a(...):qﬂ’(...);p

egyenlettel értelmezhetd.
Ha az A masodrendi tenzor csak az L térgérbén van értelmezve, akkor a (8.65)

definicionak a (8.62)) dsszefiiggésbdl adodoan a

6akl dakl
ot dt

(8.66)

=P (akm—l—f‘fsa"’) :vpak;p.

(8.68)

+oP I‘p]; a® +oP Fpls a®s

egyenlet az analogonja.

Koénnyen belathato, hogy a (8.67) alatti értelmezés nemcsak vektormezdre, hanem
barmilyen rendd tenzormezdre is érvényes feltéve, hogy a tenzor nemcsak az £ térgérbén,
hanem annak kornyezetében is ismert. Ha zérusrendi a tenzor, azaz skalarrél van szo,

akkor
) d

5t dt’
Nem nehéz belétni, hogy a tenzorok abszolut derivaltjaira érvényes a szorzatderivélas
szabalya. A g" &%, g,, metrikus, valamint az eI és e,,, epszilon tenzorok abszolit
derivaltjai zérus értéktek.
8.5.2. A térgorbe geometriajanak elemei. A dr ivelemvektor
(8.69) ds® = (dr)* =dr-dr
négyzete egyben az elemi ivhossz négyzete is. A (4.17), valamint a (2.3a)) Osszefiiggések
felhasznélasaval a fenti képletbdl az
dz® dz!

8.70 ds® = gy dzFdal = gy — —— dt?
( ) S g dxr " Adx 9kl TR,

eredmény kovetkezik. Eszerint az £ térgorbe [ hossza integralassal adodik:
t2 t2

dzk da!

(871) [:/ gkl——dt:/ \/gklvkvldt.
tl dt dt tl

Ha a t helyett az s ivkoordinatat tekintjiik az £ térgorbe paraméterének és s(t') = 0,
tovabba s > 0 ha t > t!, akkor

[=s, ha ¢t >t!.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy az s ivkoordinata az L térgérbe paramétere. A A
érintSiranyu egységvektor tekintettel az ((1.40) Osszefiiggésre a

dr_ dr dxk_dxk
ds dz* ds  ds &k

(8.72) A=

alakban irhato, ahol

dx*
8.73 \o=
(8.73) P
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az érintSiranyt egységvektor kontravarians vektor koordinataja. Mivel a A\* egységvektor

dz* dz!
(874) )\-)\:)\kgk-)\lgl:gkl)\k)\l:gkliizl
ds ds
Vegyiik észre, hogy az utobbi egyenlet a (8.70]) képletbdl is kovetkezik, ha dt helyére ds-t
irunk.
Ami az abszolut derivaltakkal kapcsolatos (8.65)) és (8.68]) 6sszefliggéseket illeti a (8.59))
és (8.73) egybevetése utan, ds-t irva a dt helyére a

k k
(Si — dL_F/Up kaam
0s ds P
(8.75)
5akl dakl p1 k ml p 1l km
D5~ ds TV Lmam Al a

képletek adodnak. Ha az A tenzor az L térgorbe kornyezetében is ismert, akkor a (8.67))
alapjan adodo
0 p
(8.76) o) =AM )
derivalési szabaly is alkalmazhato.
Ha az n* vektor merdleges a A\ érinté egységvektorra, akkor eltiinik a két vektor
skaléris szorzata:

(8.77) n-A=gun*AN=0.

Az n vektort a gérbe normalisanak nevezziik. Ilyen végtelen sok van a gérbére merdleges
sikban.

8.2. abra. Erint, normaélis, binormélis

A (8.74) egyenletben allo kvadratikus tag értéke allando és egy. Kovetkezésképp zérus
értékid az abszolut derivaltja:

14 SN
22 (gu NN = g LAk =0
3 53 (9m ) =9 5s 0

A (8.77) és (8.78)) képletek egybevetése szerint a 6\ /ds vektor az L térgdrbe egyik nor-
malisa. A §\'/ds normélissal parhuzamos egységvektort u'-el jeloljiik és a

(8.78)

(8.79) =5
guptpt=1,  £>0
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egyenletekkel értelmezziik. A képletekben allo k az L térgorbe gorbiilete. Ez pozitiv vagy
zérus. Ayl egységvektor pedig az L térgérbe tn. fénormdlisa.

A térgorbe adott pontjaban a A érinté és p fénormalis altal kifeszitett sik a gorbe
simuldsikja.

A k gorbiilet reciproka az L térgérbe R gorbiileti sugara:

1
(8.80) R=—, R>0.

Ha a p* és A merélegességét kifejezd
(8.81) G FN =0
szorzat abszolut derivaltjat képezziikk majd az eredménybe helyettesitjiik a
guptn' =1 e guAN=1
egyenleteket, akkor a

5 5t SN
25 L (gt o (et )
(8.82) 5 9k N) = g 5 + 55
Y% Sk
= gk o Ntk g it = g\ (fi /\k—i-i) =0
58 N—— 63
g1 AN —
bk
képletet kapjuk. Legyen
Sk
8.83 Vi=r N+ —.
(8.83) RAT+—
A (8.82) egyenlet szerint b* és Al meréleges egymasra:
(8.84) g b AN =0.

Vegyiik észre, hogy a (8.77) képletre vezets gondolatmenet a gu” ! = 1 szorzatra is
alkalmazhato. Kovetkezésképp fennall a
ot

k2 =
(8.85) gu i < 0

egyenlet. Ez azt jelenti, hogy merdlegesek egymésra a u* és du'/ds vektorok.
A (8.81)) és (8.85) képletek felhasznalasaval azonnal adodik, hogy a b' vektor a u”
fénormalisra is merdleges. A (8.83)) segitségével valoban irhato, hogy

k.l k I 5Ml kvl kélﬁl
Gr b =g p H>\+g =K N +Gr gz(},
0 0

A V' vektorral parhuzamos v egységvektort, mivel mind a X érinté egységvektorra, mind
pedig a p fénormaélis egységvektorra merdleges binormdlisnak nevezzik, és a

(8.86) V= P\t

egyenlettel értelmezziik. Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a AP, u? és v! vektorok jobbsod-
ratt triadot alkotnak, hiszen a (8.86)) értelmezé egyenlet felhasznélasaval adodik, hogy

(8.87) yt =PIt =1

A A érint6, a p f6normalis és a v = A X p binormaélis alkotta triadot kiséré triédernek
szokas nevezni.
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A (8.80)) és a (8.83) egybevetésébdl a

W=r/= /i)\l—l—(s—'ul ,
0s
vagy atrendezve a
5 l
(8.88) 5—’“; = vl =g\

eredményt kapjuk, ahol a 7 ; 0 az L térgorbe torzidja az adott pontban.

Tovabbi hasznos Osszefliggés vezethetd le, ha a (8.86|) egyenlet abszolit derivaltjat
képezziik, majd helyettesitjik a (8.79)) és (8.88|) képleteket és kihasznéljuk, hogy zérus a
parhuzamos vektorok vektorialis szorzata:

ov! lpg OA ! op ! ! !
5e =gl (S—Sp,uq—l—epq )\p(s—sq =rePUpPpt 4+, (tv,— kN = —1e P Y\, .
Ha figyelembe vessziik, hogy jobbsodratu triadot alkotnak a v4, A\, és puf vektorok, akkor
a €'y, )\, vektorszorzatra a u' érték adodik. Ezzel
ovt
8.89 —=-1u.
(8.89) 5s f

A (8.79) (8.88)) és (8.89) képletek az un. Frenet formulék. Frenet 1847 évi doktori disszer-
tavioja tartalmazza a fenti képleteket skalaris megfogalmazasban, folyéiratban 1852-ben
publikélta ezeket az eredményeket [16].

GYAKORLATOK

1. Tegyiik fel, hogy u* valodi vektor. Igazolja, hogy ekkor valodi masodrendd tenzor
az u® ., kovarians derivalt.

2. Tegyiik ismét fel, hogy u* valodi vektor. Mutassa meg, hogy ekkor valodi skalar
az u®*.; divergencia.

3. Igazolja, hogy zérus értéktiek a 5kl;m €8 gy, kovarians derivaltak.

4. Tgazolja a (8.39)) egyenlet kapcsan részletezett lépésekkel, hogy 7", = 0.

5. Mutassa meg, kétféleképpen is, hogy €., = 0.

6. Igazolja, hogy egyenes az r(s) térgorbe, ha tetszéleges s-re zérus a gorbiilete, azaz
ha k(s) = 0.

7. Igazolja, hogy sikgbrbe az r(s) térgorbe, ha tetszdleges s-re zérus a torzidja, azaz
ha 7(s) =0.

8. Az y? tengelyti csavarvonalnak

(8.90) r = Rcos pi;+ Rsin @iy +mepis, m=#0

az egyenlete, amelyben R > 0 allando, és ¢ a polarszog. Hatarozza meg a kisérég
triédert alkotdé A, p és v vektorokat!



9. FEJEZET

A feliiletek differenciadl-geometriajanak alapjai

9.1. A FELULET GEOMETRIAJA

9.1.1. Goérbevonali KR a feliileten és a feliilet kornyezetében. Az (y', y?, v°)
kartéziuszi KR-ben egy feliilet egyenlete kétparaméteres fiiggvény. Az altaldnossig meg-
szorftasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a vizsgalt sima S feliilet egy (z!, 2%, 2%) gérbevonali
KR 2® =0 koordinatafeliilete; az z!, 22 gérbevonald koordinatak pedig a feliilet paraméte-
rei. Az 2!, 22 koordinatak kétdimenzios gorbevonalit KR-t, mas, gyakori elnevezés szerint
feliileti KR-t alkotnak az S feliileten.

Az 2® koordinatavonalak, feltevés sze-
rint, a feliiletre merdleges egyenesek, az x°
koordinata pedig az S feliilettsl mért elGje-
les tavolsag. Az gy felépitett (z!, 2%, x3) gor-
bevonali KR-t feliiletre épitett térbeli gor-
bevonali KR-nek, vagy a rovidség kedvéeért,
kovetve az eddigi szohasznalatot egyszeriien
(x', 2% 23) térbeli gorbevonali KR-nek ne-
vezziik.

Az (2,22, 2% # 0) koordinatdju P tér-
pontban értelmezett mennyiségeket feliilvo-
néassal jeloljiik és indexeiket kék szinnel szed-
juk. Az S felilleten értelmezett mennyisé-
gek esetén nem alkalmazunk megkiilonboz-
tetd jelolést. Az un. athelyezd tenzorok ese-
tén (ezek ui. a P, illetve P ponthoz tartozo
kétponttenzorok) az segiti majd az olvasot
a megkiilonbdztetésben, hogy a P ponthoz 9.1. 4bra. Feliiletre épitett KR
tartozo index kék.

Leolvashato a abrarol, hogy az S feliilet tetszoleges P pontjanak r = r(z!, 2%) a
helyvektora. Legyen az a3 az S feliilet normélis egységvektora a P pontban:

(9.1) as-az=1.

A P pont helyvektora, tekintettel az x5 koordinata fenti értelemezésére
(9.2) t(z', 2%, 2°) = r(a', 2?) +2’az(x', %)

alaka.

Az r(x1,75) helyvektor ismeretében a P pontbeli kovarians bazisvektorok az ((1.40))
képlet alapjan derivaldsokkal kaphatok meg:

8o =T o= r7a+x3a3,a ,
g3 =r3=ag.

Vegyiik észre, hogy a és 1 képletekbdl adodoan
(94) g3-g3=az-az=1,

99

(9.3)
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ahonnan x¢ szerinti derivalassal

(9.5a) 83083 =az,-az=>0
adodik. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
(95b) g3,a = as, a

vektor meréleges a g3 bazisvektorra. Ha emellett azt is figyelembe vessziik, hogy r -az=0
(r o a feliilet érintdsikjaban fekszik, ag a normalis), akkor kapjuk, hogy

(96) 930 = Ja3 = 83 8a = 83" (r,a +xga3,a> =as- (r,a +x333,a> =0
A (9.4) és képletekbdl azonnal kovetkezik, hogy

gu g1z 0
(9.7) (Gr] =8k &)= | 921 G2 O

0 0 1

a kovarians metrikus tenzor szerkezete a P pontban.

A g"* kontravarians bazisvektorok az (1.25al), (1.27)); és (3.15a) képletek alapjan sza-
mithatok. Ha egy index 3, akkor a mésik két index csak az 1,2 értékeket veheti fel ezért
kapjuk, hogy
(9.8a) Ba X85 = V0o Cap3B’ = EapsB -

(A permutacios szimbolum és a Kronecker delta értékkészlete KR fiiggetlen, ezért ese-
tiikben nem alkalmazzuk a feliilvonast). Innen

(9.8b) 81 X8 = Vo e1238°

amelyben a vektorszorzat nyilvanvaléan merdleges az S feliiletre. Kovetkezésképp

1
(9.9) g'=—=gixg =\ay.
vV 9o
Itt a A\ egyel6re ismeretlen paraméter. Ugyanakkor, tekintettel a (9.3))s, és (9.1

Osszefiiggésekre

1=6,=gs-8°=)\as-ay
ahonnan A = 1, kovetkezésképp
(910) g3 = g3 = a3 =asg.

A g! és g* bazisvektorok a (9.9)-re vezetd gondolatmenet ismétlésével és a (9.10) felhasz-
naldsaval adodnak:

(9.11) 8o X 83 =Ea3p8” |
o) I R T L1
. g _\/§—g2xg3_\/§—g2xa37 g _\/g—g:SXgl_ az X gy .

Az utébbi egyenletbdl, tekintettel a (9.10)-re, azonnal kovetkezik, hogy a g' és g merd-
leges a g* = a3 vektorra — ag a feliilet normélis egységvektora — és igy
7°=g"g =azga3=1,

(9.13) o
7 =5"=g"g"=0.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy a kontravaridns metrikus tenzor szerkezete ugyanolyan,

mint a kovaridns metrikus tenzoré:
(9.14) "] =[g"-g1=| ¢ g 0
0 0 1
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A (9.14)) 6sszefiiggés abbol is kovetkezik, hogy g* inverze gj-nek.
Az (1.25b)), (1.27)2 és (3.15b]) Osszefiiggések felhasznéalasaval azonnal adodik, hogy

a (9.8al) egyenletnek a

(9.15) g xg’ ="y =g,

képlet, a (9.11)-nek pedig a

(9.16) g xg’ =gy,

az analogonja. A ((9.16)-bol, megismételve a (9.12)-ra vezets gondolatmenetet,
1 1 1 1

— g Xg = a " xg .
V9 V9°

|
=
e}
X
o
|

V9°
kovetkezik.

A feliilet P pontjaban az x® = 0 helyettesitéssel képezhetSk a bazisvektorok és metri-
kus tenzorok. A kovarians bézisvektorok és a metrikus tenzor a (9.3))s, .. . , képletek
felhasznalasaval a

8a = goa(xfy)o) =ag =T o,

(9.18) g5 — g5(27.0)

g33 = g33(27,0) = azz =1,
(919> Ja3 = J3a = g3a(lﬁ;0) = Uq3 = A3q
Gap = Qag(aﬂ,O) = Aqaf ,
alakban irhatok fel, ahol az a, vektorokat és az a.s tenzort rendre a (9.18]); és (9.19)3
Osszefiiggések értelmezik.
Az a, vektorok az (x',2?) feliileti gérbevonalit KR kovarians bazisvektorai, a,s pedig
a vonatkoz6 metrikus tenzor.

A P pontbeli kontravarians bazisvektorok és metrikus tenzor lokalizalas, illetve a (9.12)),
(9.10), (9.13), (9.14) képletek segitségével kaphatok meg:

1 1
1 =1/ vy ol _
g_g(:c ,O)—a— g2 X g3 = az Xas,
v Yo vV Qo
_ 1 1
(9'20) g2 = gQ(ﬂ,O) =a’= g3 X g1 = az Xap,

V9 Vo

g = g3(x’y’0) = a3 =asg,

(9.21) g*? =g =g**(27,0) = a™ = a**
g°P =g (27,0) = a®” .

Itt

(9.22) Ao = go = Go(27,0) .

A kontravaridns bazisvektorok a (35); szerint, kihasznalva a (0.18)-t és a (9.21));-et,

indexemeléssel is szamithatok:

3 3 3l 33
a =g =g g=a az=asz,

A

(923) a fo al a\ a
a =g =g g=9g 8x—a ax.

Az a® vektorok az (x!,2?) feliileti gérbevonaltt KR kontravaridns bazisvektorai, a®”
pedig a vonatkoz6 kontravarians metrikus tenzor.
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Az a,g 6s az ) metrikus tenzorok kielégitik a egyenlet analogonjat:
(9.24) aopa’ =46,7 .
A feliileti epszilon tenzort, felhasznélva az (1.28alb), (3.15alb) és Osszefiiggése-
ket, valamint a permutaciés szimbolum [1.2.3] szakaszban adott értelmezését az
€ap = Eaps = Eap3(77,0) = Vo €aps ,

1
6(16 — 6(1[33 — 8—&63 (ZEW,O) _ 6(163

Vo

(9.25)

egyenletek definialjak, ahol

(9.26) a’=g°=¢°(27,0).
Mivel
(9.27) Eap = Eapz, € =3

fennallnak az

81128222511:522:07

(9.28) o -
€12/ o =€ Va,=1, €21/ o =" Va’ = —1
egyenletek.
A
af _ s as B B¢ a
e =0,%,7— 0,760,
(9.29) 4 Ak A T

55,\5a’\ =05%, eageo‘ﬁ =2

osszefiiggések az ((1.29)), (1.30ab) képletek feliileti analogonjai. Kénnyen belathato a (9.29)),
Osszefiiggés felhasznélésaval, hogy a feliileten tekintett b ” masodrendd tenzorokﬂ deter-

minansa a
1
(9-30) 0] = 52 erubabg"

modon szamithato.
A feliileti koordinatarendszer bazisvektorait illetGen, tekintettel a (9.8a)), (9.15]), (9.11)),
(19.16)) egyenletekre, valamint a feliileti epszilon tenzor (9.25)) alatti értelmezésére, az

3

Ay Xag = 5a53a3 = Eqpa

(9:31) a® x a’ = "a; = *Fa,
(9.32) 2, X a3 = Eazpa’ = Egaa’
' a® x a® = c"¥a, = ’ay

Osszefiiggések allnak fenn.

9.1.2. Christoffel szimbolumok. A g, metrikus tenzor szerkezetébdl — v.6.: (9.7)) —
kovetkezik, hogy

(9.33) J3mp =0
A (9:33)) képlet kihasznalasaval a (8.9)), (8.4), illetve (8.11]) &sszefiiggésekbél az alabbi

egyenletek adodnak a Christoffel szimbolumok szamitésara:

(934) 1:‘33,19 = f‘371',3 = fﬂ'?),?) =0,

1A b,.” tenzor az Gn. gorbiileti tenzor, melyet csak késGbb a 1' Osszefiiggéssel értelmeziink.
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_ _ B 1 3 -~ .
Fa,B,B = 8a,8 83 = _5 Jap,3 = haﬁ<l'1, 1'2, $3) )
_ B B 1 _

(935> F3o¢,ﬂ =830°83= 5 Jap,3 = _hocﬁ(mla £L‘2, ZE3) y

_ 1 B B
FnA,,u = 5 (gAu,n_anu,A _gm\,u) .

A h,p mennyiséget a 1 egyenlet értelmezi.

Az elvben tizennyolc kiilonb6z6 elséfaji Christoffel szimbolum koziil az az 6t, melynek
indexei kozott a harmas legalabb kétszer fordul el6 — v.6.: (9.34]) — azonosan zérus. A
mésodfaji Christoffel szimbolumok a képlet baloldala segitségével hatarozhatok meg.

A szamitasok soran vegyiik figyelembe, hogy a (9.5a)) és (9.34) egybevetése alapjan

(9.36) 83083 =0,
és hogy
(9.37) gzz=az3=0,
hiszen a g5 = a3 vektor fiiggetlen az x3-t6l. Nem részletezve az egyszerti atalakitasokat a
(9.38) =Ty =I2%=0,
Tos=8ap 8 =—8"48s,
(9.39) T =808 =808,

Fgg = ga,ﬁ ’ gﬂ
eredmény adodik, ahol a 172 esetén megfelel§ indexcserékkel helyettesitettiik a —
et is.

A maésodfaju Christoffel szimbolumok indexemeléssel is elGéallithatok, ha az elséfaja
Christoffel szimboélumok ismertek. Valoban a képletbe helyettesitve a (9.34))-et és
kihasznalva, hogy a g* specialis szerkezetd — v.6. : — azonnal megkapjuk (9.38)-at.
Ugyanilyen modon, a felhasznalasaval, és az eredmény -el torténd egybeveté-
sével ellenérizhetd, hogy

Fjﬁ - fa6,3§33 = Baﬁ = ga,ﬁ : gs )
(940) f‘;a - f‘Sa,ﬁgﬂu = _Baﬁgﬁu = _Ba,u = g3,o¢ ,gM )
Foljg = F3o¢,p§p“ - ga,ﬁ 'g“ .
Hasonloan az elséfaji Christoffel szimbolumokhoz, azok a masodfaji Christoffel szimbo-
lumok, melyek indexei kdzott a harmas szam kétszer fordul el§ zérus értékiek.

A
Jo3 = 8o 83 = 0
kifejezés P szerinti derivalasaval a
ga,ﬁ : gS +ga ' gS,B =0
eredmény kovetkezik, ahonnan a (9.10)) és a g, = g.,.8" képlet helyettesitése utan, tekin-
tettel a (9.40)1-re, és a (9.40)o-re, a
(9.41) U0+ Gaulls = hap =y Gua = 0
Osszefiiggést kapjuk.

A Christoffel szimbolumok feliileten vett értékei lokalizalassal kaphatok meg a ((9.34)),
(9.35)), (9.38) és (9.40) képletekbdl:

FElsdfaji Christoffel szimbolumok :
(942) F33,p = F371',3 = F7r3,3 =0 >
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Lags = —% o3l 3o = Bap 83 = Aa 523 = hap(27,0) = bag ,
(9.43) D308 = % Gop sl g = 830 85 =30 85 = —hap(27,0) = —bag ,
Ly = % (G + Grp ) — Grrp) = % (@rp + Qrpr — G p) -
Masodfaji Christoffel szimbolumok :
(9.44) Py =T5=T%=0,

FSB = Baﬁ ($7>O) = baﬁ = 8a,8 'g3 = _g37a 83 = aaB" a’ = _a37a "ag,
(945) F;a = —;—la‘u(l”y,O) = —ba'u' = g3,a -g‘u = g‘u”a 'g3 = a3,a -a'U’ = a/“L7a - ag ,
[l = 30,(27,0)g7(27,0) = Ths(27,0) = 8o 8" = an5-a" .

Az S feliilet b,s gorbiileti tenzorat a 1, vagy a (9.43))> egyenlet értelmezi ﬂ A
b* , a gorbiileti tenzor vegyes indexes alakja. Vegyiik észre, hogy b,s szimmetrikus az o
és [ indexekre nézve. A [0.1.3] szakaszban megmutatjuk majd, hogy valodi feliileti tenzor
az S feliileten értelmezett gorbiileti tenzor.

A (9.45), képletbdl kovetkezik, hogy

(9.46) I'5.8, =08, =830 =23, -

A , és a egybevetése alapjan

(9.47) g, =go+1'Ty g, =(6,"—2°0")g, =, —2°,))a,.
Legyen

(9.48) g, =0,"—2°b." .

Ennek az 0sszefiiggésnek a felhasznalédsaval a atirhato a

(9.49) 8o =90 8 = 0.y

alakba. A fenti képlet a P pontbeli g, = a, bazisvektorokat, azaz az (z',2?) feliileti
KR bazisvektorait transzformalja a P pontbeli g, béazisvektorokka. Ezek az 2 = allando
feliileten tekintett béazisvektorok.

Vegyiik észre, hogy a g,” tenzor v indexe az x® = 0 koordinétafeliilethez tartozo, vagy
ami ugyanez, az (z', z?) feliileti KR-ben tekintett tenzorindex.

9.1.3. Feliileti tenzorok. Legyenek &' és €2 1j gorbevonalt koordinatak az S feliile-
ten:

(9.50a) € =& (2, 2?) .
Legyen tovabba
(9.50b) & =a2".
Fel fogjuk tételezni, hogy kolesonosen egyértelmii a ((9.50a)) fliggvénykapcesolat, azaz
g
9.51 Jeo=|=—=|#0.

A (€462 83) és (a!, 22, 23) feliiletre épitett gorbevonalu KR-eket a. abra szemlélteti.

2A gorbiileti sz6, mint jelz6 geometriai hatterét a alszakaszban tekintjiik at.



9. A feliiletek differencidl-geometridjanak alapjai 105

Ha valamely

mnr  __ ! Jjmnr . 1kl _ 77kl
'd ='d pq(fv,()) és d'™,, =d", (27,0)

Pq
tenzorok
3 7 p3 . 3 73
‘A" ,5(E7) ="d™" 5(€7,0)  és d*’ o3(27) = d*’ -3(27,0)
részei (altenzorai) kovetik a koordinata transzformacié soran, osszhangban az (5.3)) kép-
lettel, a

0z 0z v
59 dcxﬁ3 7y — /d Tp3 ~y
(9 ) a‘) 0'3(37 ) l/3<§ )agﬂ— agp oro
vagy ami ugyanaz a fenti szabaly megforditésat jelentd
OE™ OEP Ox°
9.52b W73 (67) = P8 ()= S
( ) V3<£ ) o‘3($ )axa axg 85”

transzformécios torvényt, akkor a vonatkozo
/d 7",03V3 (67) és d 0‘6303 (x’Y)

altenzorok ugyanazon feliileti tenzorok. Mésként fogalmazva a fenti altenzorok, valodi
feliileti tenzorok.
A feliileten értelmezett mennyiségékre forditva tovabbiakban a figyelmet ugy is fogal-

mazhatunk (9.52alb) alapjan, hogy
nTL(E) es hY(a7)

ugyanaz a kétszer kontravarians, egyszer kovarians feliileti tenzor, ha a

0z 0z’ 0¢°
aB (VY — TP (Y
(953&) h V(:U ) h a‘(£ )agw agp axy
vagy ami ezzel ekvivalens, ha a
OE™ OEP Dx¥
WP (Y — KhaB (Y
(9.53b) W (€) = W7, (07) 520 55

egyenletek teljestilnek.
Kimutathato, hogy a
Jap = Qap és gaﬂ = aaﬂ
metrikus tenzorok, egyiitt a 6,”, 67, Kronecker szimbélummal a feliileti KR egységtenzo-
rai. A képletekkel értelmezett feliileti epszilon tenzorok ugyancsak valédi méasod-
rendd tenzorok.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a b,g gorbiileti tenzor is valodi masodrendd feliileti
tenzor. Az atalakitasok sordn sziikség lesz a (¢!, €2) és (z!, x?) feliileti gorbevonalu KR-ek
bazisvektorai kozott fennélld transzformacios képletekre. Szem el6tt tartva, hogy
képletek csak annyiban véltoznak a (€1, €2, €3) KR-ben, hogy &-t kell irni x helyére,
tovabba kihasznalva, hogy

€3 — 43 =
az S feliileten irhatjuk, hogy
or or oz  Ox" _
857 9¢F ~ Dum 0P 0gh B
Kovetkezik a (€1, €2,€3) KR értelmezésébsl — v.6.: . abra, illetve a jelen szakasz elsd
bekezdése —, hogy

(9.55) ‘g, ="g’=a;y.

(9.54) /
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9.2. abra. KR-ek a feliileten

A (9.43)) osszefiiggeés alapjan, kihasznélva a (9.55))-et is, kapjuk, hogy

/ al / 8/
baB: c‘)_fagﬂ C 83 = c’)_fagﬂ 83

a gorbiileti tenzor a (¢!, €2) feliileti KR-ben. A (9.54)) transzformécios képlet helyettesitése
és a szorzatderivalas szabalyanak alkalmazasa utan innen a

o [0z~ oz (0 0?a"
/b = ,b — _— —_— K . e - % . a 6 e
o Ba [aga (855 g )] 83 €8 (agag ) g3+ ogo §” &8s
eredmény kovetkezik. Utobbi képlet tovabb alakithato, ha

— figyelembe vessziik, hogy a g, vektor meréleges a g3 vektorra és
— kihasznéaljuk, hogy

o 0 02
o> Oz 9Ex”’

tovabba, ha
— a egyenlet alapjan felismerjiik, hogy megjelenik a képletben a b, :
" :&B”@x" 0 ‘ :%%b
50 = 9¢P age (axff g“) 8= 98 age
Osszevetve ezt az Osszefiiggést a transzforméacios képlettel azonnal adodik a ko-
vetkeztetés, hogy a b,z gorbiileti tenzor valodi feliileti tenzor.

Mivel valodi tenzorok linearis kombinacioja is valodi tenzor a (9.49) képlettel értelme-
zett u,” tenzor is valodi tenzor.

9.2. A FELULET BELSO GEOMETRIAJA

9.2.1. Meusnier tétele. Az S feliileten vett ivelem vektornak nincs gs iranyu Ossze-
tevgje:

(9.56) dr = g,dz® = a,dz* .
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A

ds? =dr-dr = g,dz® - gsdz? = g sdz®da’® =
(9'57> g g3 GapB

= gpdatdat +2¢1odz! dz? + gooda?da?

ivelem négyzet az S feliilet elsd alapformdja. A Gauss altal bevezetett klasszikus
guu=an=A4, g12=a12 =B, Goz = ag =C
jelolésekkel a fenti egyenlet a
dr-dr = Adz'dz! +2Bdz'da? + Cda?da?

alakba irhato at.
A (9.43) képletbdl kovetkezik, hogy

(9.58a) 830 = —basg’
azaz, hogy
(9.58b) dgs = g3 0dz® = —bypg’dz®

A (9.56) és (9.58b)) egyenletek skalaris szorzatat képezve az S feliilet mdsodik alapformd-
jahoz jutunk:

dgs-dr =—bapg’da® - g,da” = —bapd” da®da’ = —bapdz*da’

9.59
( ) = —blldl'ldl'l —2b12d$1dl‘2 —b22d$2dl‘2

A Gauss altal bevezetett
b =D, bia = D’ ) Q22 = g
jelolésekkel
dgs-dr = Ddztda! +2D'dztdz? + D" da?da®
a masodik alapforma alakja.

A abra olyan feliileti gorbéket szemléltet, ezeket rendre h, és h jeloli, melyeknek
a P pontban kozos érintgjiik van. Vegyiik észre, hogy a h, gorbe

aj

9.3. abra. Osszefiiggés gorbiiletek kozott
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az S feliilet egy normalmetszete, mivel a h, gorbét kimetsz6 N, siknak a P pontbeli feliileti
normaélis, az 2® koordinatavonal az egyik tartéegyenese. A h gorbe tigy szarmaztathato
példaul, hogy az N, sikot elforgatjuk a h, gorbe P pontbeli érintGje koriil, és az elforgatott
sik, ezt N jeloli, valamint az S feliilet metszésvonalat tekintjiik.

A kovetkezdkben azt a kérdést vizsgaljuk, hogy van-e valamilyen kapcsolat a h, és h
gorbék P pontbeli gorbiiletei kozott.

Legyen x® = z%(s) a h gorbe egyenlete, ahol s az ivkoordinata. A h gorbe érint6je a

dr or dz® B dx®

A= \Ng, = — — = N
&k ds Oz~ ds ds g
képletbdl szamithato, azaz
dz®
9.60 A\ = AN =0.
( ) dS )

A X3 koordinéta (6sszetevd) elttinése azt a nyilvanvalo geometriai tényt fejezi ki, hogy a A
érints egységvektor az S feliilet érintGsikjaban fekszik és igy nincs a feliilet norméalisaval
parhuzamos Osszetevije.

A h gorbe gorbiilete a (8.79)) képlet alapjan szamithato:
oA

~_ ) >07
0s mH "=

ahol k a gorbiilet, a g normalis pedig a gorbe simuldsikjaban, ez most az N sik, fekszik.
A (8.76) és (8.25)) képletek felhasznélasdval, az utébbi esetben At gondolva u* helyére,
a fenti egyenlet atalakithato:

INF
o= g = [V TN =

=N [N ATEN] g+ AT [N +T2 N g5
A kovetkez6 lépésben hasznaljuk ki a (9.60), a (9.45]); dsszefiiggéseket:
(9.61) K=" [/\"m%—ljj:r/\q g+ b, AN g5

A (9.61)-re vezets gondolatmenet a h, gorbe esetére is érvényes. Az eredményt ille-
téen figyelembe kell venni, hogy a p, vektornak nincs az S feliilet érintgsikjaban fekve
osszetevije. Kovetkezésképp

(9.62) Ko My = brp A" A g3 .
A —be torténd helyettesitésével a

=N [N, +T XN g+ ko
képlet adodik. Végigszorozva ezt az egyenletet p -val a

(9.63) ’ K cos ¥ = K, = allando ‘

eredményt kapjuk. Szavakban: mindazon feliileti gérbékre nézve, melyeknek kozos az érin-
t6jik a P pontban a k cos mennyiség invarians azaz allando értékd. Ez Meusnier tétele
[18], aki a tételt még 1776-ban fedezte fel, de csak 1785-ben publikélta.

A h és h, gorbék

1 1
K’:T7 Ro = —
R Ro

egyenletekkel értelmezett gorbiileti sugarait felhasznalva (9.63)-bol az

(9.64) R=R,cosd




9. A feliiletek differencidl-geometridjanak alapjai 109

Osszefiiggés kovetkezik. Az utobbi képlet szerint R egy R, atfogdju derékszogl haromszog
¥ szog melletti befogoja.

Az S felillet P pontbeli g3 = a3 normalisara, mint tartéegyenesre illeszkeds N,, N/
siksor a h,, h, gorbéket metszi ki az S feliilletb6l. A h,, hg, stb. normalmetszetekhez
tartozo k() elGjeles gorbiiletet a egyenlet az—al valo skalaris atszorzasaval kapott

(9.65) R(n) = bwp)\w)\p

egyenlet értelmezi, ahol A a normélmetszetet meghatarozo egységvektor (annak érinté
vektora), tovabba
— a K@) =k, hap, g=p, az3>0
és
— A Kp) = —FkKo, ha p, gz3=p, a3 <0.
A 0.4 abran vazolt esetben p,-a3; <0.

9.2.2. Gorbiileti tenzor. A képlet szerint a normal metszet k) elGjeles gor-
biilete, vagy ami ugyanaz az S feliilet gorbiilete a normal metszetben, a P pontbeli érintg
egységvektor és a gorbiileti tenzor kétszeres skaléris szorzata. Ez az a koriilmény ami miatt
a bap tenzort gorbiileti tenzornak nevezik.

Az S feliilet R, el6jeles gorbiileti sugarat a feliilet i, normél metszetében az

(966) 1/R(n) = —l{(n) = —bwp/\w/\p

egyenlet értelmezi. A negativ elGjelnek az a magyarazata, hogy az S feliilet h, normal
metszetében akkor tekintjiik [pozitivnak| {negativnak} a gorbiileti sugarat, ha a feliilet
g3 = a3 normalisa a gorbiileti [k6zéppontol el|[{kozéppont felé} mutat.

9.4. abra. A feliilet normaélisa koriil forgatott sikok és a feliilet metszetei

Az S feliilet P pontjaban a x(,) elGjeles gorbiilet folytonosan valtozik, ahogy az N,
sikot forgatjuk a feliilet normalisa koriil (kivéve, ha az S feliillet gomb, vagy sik a P pont
kornyezetében). Ugy is fogalmazhatunk, hogy az elGjeles gorbiilet folytonosan véltozik,
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amikor az érinté egységvektor forog a P ponthoz illesztett érintGsikban. Felmeriil tehat a
kérdés, hogy melyik az a A\™ irany, amelyre nézve szélsGértéke van a normalgérbiiletnek a

(9.67) Tup NN = a4 AN = 1

mellékfeltétel fennallasa esetén. A kérdés megvalaszolasa, amint az a kittinik majd a kdvet-
kez6 gondolatmenetbdl, a gorbiileti tenzor sajatérték feladatara vezet. Ezt azért részletez-
zik a . szakasz eredményeire torténd részletes hivatkozas helyett, mivel (a) a gorbiileti
tenzor mindossze kétméretd tenzor (b) a gondolatmenet variaciés megfontolason alapul
(c) a gondolatmenet megadésa 6nmagaban teszi olvashatova a jelen fejezetet.

Legyen a x egyel6re hatarozatlan Lagrange-féle multiplikator. A felvetett geometriai
probléma az

(9.68) F(N,x) = bag A2\ — X (aasA* N — 1)
funkcional szélsGértékének meghatérozasaval ekvivalens. A

oF
B
szélsGértékfeltétel homogén linearis ER a A\g szamitasara. Trivialistol kiilonb6z6 megoldas

feltétele — ilyen megoldas a (9.67)) mellékfeltétel miatt kell, hogy létezzen — a ER

determinansénak eltiinése:

(9.69) = (bas — X@ap) N’ = (b,” —x6,7)As =0

bl1 - )‘ b12 _
(9.70) bl b2 | 0.
Legyen
1
(9.71) By=bS" é  By=|b’|= 3 e*e,b,"bs”.

A (9.70) determinans kifejtésével a

X' —2Hx+K =0,

9.72
(9.72) H=B;/2, K=By

mésodfoku egyenlet adodik a y Lagrange-féle multiplikdtor szamitasara. A xy multiplikiator
a (9.69) egyenlet A\“-val torténd végigszorzasaval és a (9.67) mellékfeltétel kihasznalasaval
kapott

(9.73) b AN — X0 AN = bog NN —x =, A Ng—x =0
egyenlet szerint, tekintettel a (9.65))-re, a keresett normélmetszetbeli gorbiilet.

A (9.72)); egyenlet x(1) és x(2) gyokei a f6gorbiiletek. A gyckok és egyiitthatok kozotti
Osszefliggések szerint

(9.74) X +tXxe =2H, Xmxe = K,

ahol H a kozépgorbiilet, mig K, az in. Gauss-féle gorbiilet, a két f6gorbiilet szorzata.
Ha a 1 egyenlet gyokei kiilonboznek egymastol, akkor csak egy megoldasa van a
vizsgalt geometriai probléménak.
A vonatkozd A; és Ag vektorok a b,p gorbiileti tenzor f6iranyait, vagy ami ugyanaz, a
feliilet egymasra koélcsonosen merdleges fometszeteit jelolik ki. Valoban, ha a x(1) és x(2)
—be torténd helyettesitésével kapott

bas A = Y (11aas \°
By T XWAasg

(9.75)

bag )\’6 = X(g)aag A B

(2) (2)
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egyenleteket rendre végigszorozzuk

A és A %val

(2) (2)
majd pedig a két egyenlet kiilonbségét képezziik — kihasznalva ekozben, hogy a gorbiileti
és metrikus tenzorok egyarant szimmetrikusak —, akkor a

9.76 — Ao AP = — A
(9.76) (X —x@) 5O (xa) X(z))(l)(

eredményre jutunk, ami vildgosan mutatja, hogy a f&iranyok kdlcsénosen merdlegesek

egymasra.
Konnyen igazolhato, ismét kihasznélva a gorbiileti és metrikus tenzorok szimmetridjat,

hogy a (9.72)); egyenlet gyokei valosak.
9.66

a=0
2)

A ) egyenletbdl adodik, hogy
(9.77) R L & R !
. = - és _
(1) X() (2) X@)

a fégorbiileti sugarak.
A egyenlet alapjan konnyen belathato, hogy a f6gorbiileti sugarak a

(9.78) 16,” + Rmyb,’| =0

egyenlet megoldasai.
A féiranyokat mindeniitt érinté feliileti gorbéket gorbileti vonalaknak szokéas nevezni.
Sik és gombfeliileten barmilyen feliileti gérbe gorbiileti vonal.
Legyenek kiilonbozdek a x(1y és x(2) gyokok kiilonbozsek. Legyen tovabba &' &2 a
gorbiileti vonalak altal alkotott feliileti KR. Ebben a KR-ben
(9.79) Ai="A"a;, e A="A?a,,
(1) )

ahol az ‘a; és 'a, vektorok elGjelét tigy szokas megvalasztani, hogy egyiitt az ‘a; = a3
vektorral jobbsodratit KR-t alkossanak. A gorbiileti vonalak ortogonalitasa miatt

(9-80) /CL12 — ,a/21 — 0 .
A egyenlet alapjan irhato
(/baﬁ _X(l)/aoﬁ) ,é\)ﬁ =0.

Osszefliggést végigszorozva ’)\)O‘—val, kihasznélva tovabba a ([9.79)) és (9.80]) osszefiiggéseket,
1

a fenti képletbdl a
(9.81) b1y ="byy =0.
eredmény adodik, mivel a gorbiileti tenzor szimmetrikus.
A és egyiittes fennalldsa esetén a
' =alland6 & &% =allando

koordinatavonalak gorbiileti vonalak.
Tekintettel a (9.24)) és (9.80]) képletekre a gorbiileti vonalak KR-ében

/12

Ic2 / /22
0,"="a;,a "+ "a5a

! /12
='a;;0a°=0
ahonnan

(9.82) ‘e ="a* =0.
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hiszen szimmetrikus a feliileti metrikus tenzor. Ami a gorbiileti tenzor vegyes indexes
alakjat illeti a (9.81)) és (9.82) felhasznalasaval adodik, hogy

(983&) /b12 — ,b11/a12 + /b12,a/22 —
Hasonl6an mutathato ki, hogy
(9.83b) byt =0.

A (9.73), (9.79), (9.83alb) kihasznalasaval a
9.84a :/bﬁ/Aa/)\ :,bll)\ll)\ +/b2/>\2/)\ :/bl
(984a) XO= Py @y @ @0
Ugyanigy mutathato ki, hogy
(9.84b) X ='by".
A (9.83alb), (9.84ab) és egybevetésébdl:

bt 0 X 0 —-1/R 0

9.85 bl =1 ! — | AW — &y
(9.89) ("] { 0 by’ } { 0 X 0 —1/Rp

a gorbiileti tenzor vegyes indexes alakjanak szerkezete a gorbiileti vonalak KR-ében.
Ha
(9.86) K = Y1) X(2) = ——— = b7 > 0
1X(2) R R ” ,
azaz pozitiv a Gauss-féle gorbiilet, akkor a P pontban azonos a fégorbiiletek, illetve a gor-
biileti sugarak elgjele (mindkét f6gorbiilet negativ, vagy pozitiv, illetve mindkét gorbiileti
sugér pozitiv, vagy negativ).
A
K=0
esetben — egymastol eltérd fGgorbiileteket tételezve fel — az egyik f6gorbiilet zérus. A
vonatkozo f6gorbiileti sugar pedig végtelen. A masik f6gorbiilet mind pozitiv, mind pedig
negativ elGjeld lehet.
A
K <0

esetben a f6gorbiiletek, illetve a f6gorbiileti sugarak kiilonb6zé elGjeltiek.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy a zérus gorbiiletd iranyokat megado

(9.87) K= Do AN =b,PA* X g =0

egyenletnek az irdnyt kijelolé A* vektorra vonatkozoan

valosak és kiilonbozGek K <0
valosak és egybeesnek a gyokei, ha K=0
konjugalt komplexek K>0

Masként fogalmazva a P pontban és a P elemi kornyezetében a feliilet A\* zérus f6gorbiileti
iranya altal kijelolt {normalmetszetei }[normalmetszete|

{ két egyenest alkotnak, I K<0}.
| egy egyenes, ® K=0]

A K > 0 esetben a P pont kornyezetében minden normalmetszetben azonos elGjeld és
zérustol kiilonbo6z6 a gorbiilet és igy nem létezik egyenes norméalmetszet.
A (9.87)-bol adddo irdnyokat aszimptotikus iranyoknak szokés nevezni.
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Ismeretes a geometriabol, hogy az ellipszoid gorbiiletei azonos elGjeltiek. Egy para-
bola esetén a parabola tengelyére és a parabola sikjara mer6legesen torténd eltolasaval
generalt hengerfeliilet alkot6i mentén zérus a gorbiilet. A hiperbolikus paraboloid, az tn.
nyeregfeliilet, gorbiiletei pedig kiilonbozéek lehetnek elGjelitkben.

9.5. 4dbra. Elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontok a feliileten

A fentiek alapjan azt mondjuk, hogy a feliilet

elliptikus K > 0 (nincs aszimptotikus irany).
P pontja parabolikus pont, ha K =0 (egy aszimptotikus irany).
hiperbolikus K <0 (két aszimptotikus irany).

A Q.5 abra az S feliilet egy-egy elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontjat szemlélteti.
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9.3. KOVARIANS DERIVALAS A FELULETEN

9.3.1. Feliileti menti és feliileti kovaridns derivalt. Legyen u = u(z!, 22, 23) az

S feliiletre épitett térbeli gorbevonalit KR-ben értelmezett vektormezs. Az u vektormezd
S feliileten torténd valtozéasat az x™ feliileti valtozok szerint vett derivalt tiikrozi.
A kontravarians koordinatakkal (Osszetevikkel) felirt

(9.88) u=u(2",0) = u'g, +u'gs = u"a, +u’as

felbontasbol kiindulva, a (8.25) Osszefiiggésre gondolatmenet megismétlésével, tovabba
a (9.42)), (9.43) képletek felhasznélasaval az u vektormezs x® szerinti parcialis derivaltjé-
nak szamitasara az

(9.89) U(27,0)0s = 1o = u" a5 +u’ a3
Osszefiiggést kapjuk, ahol

(9.90) ul, =u", =ut LU+ Su® =u” D8 u — b,
és

(9.91) u’, =, Pt =u®  +bopu”

A - és - képletek egy Jelolesbeh megallapodast is tiikkroznek. A rovid fliggéleges
vonal utan alloé gérog index ui. azt kivanja hangsilyozni, hogy itt az S feliileten és feliileti
paraméterek szerint torténik a kovaridns derivalas. Ezért ezt a derivaltat feliileti menti
kovaridns deriwdltnak nevezziik.

Hasonldé modon, a (8.29)), (8.30)), (9.42)) és (9.43)) felhasznalasaval képezhetjik az u
vektormez§ u,, kovarians osszetevikkel felirt

(9.92) 0(27,0) = uag® +usg’® = usa® +uza®

alakjanak derivaltjat az S feliileten:

(9.93) U(27,0)00 =1 o = u,,a" +ug a3,

ahol

(9.94) Upjo = Uy o = Uy o — Ly tln — L2 =, o — 0 tr —bosus
és

(9.95) Ugla = U0 = U3,0 Pf:auﬂ = Uz o b Uy

ismét feliilet menti kovarians derivaltak.
A (9.90), (9.91), (9.94) és (9.95) derivaltak jobboldalan all6 utolso tag, tekintettel a
gorbiileti tenzor (9.45)) alatti értelmezése alapjan irhato

(9.96a) bas = —8° o, 83 = —a’ ,-ag
és
(9.96b) bt = —g37a gh = —agya‘a"

képletekre, a vonatkozo Osszetevk S feliiletre meréleges valtozésanak hatasat fejezi ki.

A (9.90), (9.91), (9.94) és (9.95) képletek fennmaradd része a feliilet érintésikjaban
fekvs Osszetevok feliilet menti valtozasat jeleniti meg. Mivel az u? és uz koordinatak,
vagy Osszetevlk esetén ez az x“ szerinti parcialis derivalt, agy is fogalmazhatunk, hogy a
feliilet menti valtozasok szempontjabol ezek az mennyiségek skalarként, azaz zérusrendi
tenzorként viselkednek.

A —re és a —re vezetd gondolatmenet megismétlésével az u vektor feliilet
érintGsikjaban fekvs OsszetevGjének x® szerinti derivaltjara, kihasznalva azt, hogy igy az

U3:U3
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koordinata Osszetevs zérusnak tekintett — az
(0" (27,0)g,(27,0)0,] = (u"‘a,{)?a =u"| 4 ,

illetve az
[0 (27,0)8"(27,0)0a] = (upa®) , =y 2"
eredmény adodik, ahol
(9.97) uy g, =u" T "
és
(9.98) Uy o = Uy o — L inln

rendre az u"(x7,0) = u"(27) kontravarians és az u,(z?,0) = u,(2?) kovaridns altenzorok
(vagy az el6zGek szerint értelmezett elsérendii feliileti tenzorok, illetve feliileti vektorok)
un. feliileti kovaridns derivdltja.

Amint az fentebb jol lathato, a felileti kovaridns derivdltat két révid parhuzamos
fiiggbleges vonal utan allo gorog index jeloli.

Nyilvanvalo, hogy a feliileti kovaridns derivalt nem tiikrozi a feliiletre merdleges irany-
ban bekovetkezs valtozasokat. Az S feliiletre merdleges valtozasok hatasa — az a® és ag
béazisvektorok megvaltozasanak van 23 iranyt osszetevsje — a és a képletek-
ben jelenik meg, ha ott az

ud=u3=0
helyettesitéssel éliink:
(9.99) u’ = basu” Ug | o = byl Uy

Vegyiik észre, hogy az S feliilet (z!, 2?) kétméretd terében érvényes (9.97) és (9.98)
képletek a harommeéret térben érvényes (8.25)) és (8.30) képletek analogonjai, mivel a
k— kK, | =« és s—T

bettcserékkel azonnal megkaphatok a (8.25) és (8.30]) képletekbdl.
A (9.97) és (9.90)), valamint a (9.98)) és (9.94) egybevetésébdl kivetkezik, hogy

kK _ K K, 3
u ‘a—u Ha_ba u-,

(9.100)

Ugla = Ukl — bnau3 :

1

Az S feliiletre épitett (z!, 22, 23) gérbevonalt KR-ben az u(x!, 22, 2%) vektormezs az

23 koordinatavonal mentén is valtozik. Az S feliileten az
(9.101) (005) |43=0 = 0 3]u3-0

derivalt jellemzi a valtozast. A (9.90), (9.91) és (9.92)), valamint a (9.93)), (9.94)) és (9.95))-ra
vezetd gondolatmenet megismétlésével az

— —K = —3 K 3

u73|x3:0 = (u ;3gm+u ;3g3) |a;3:0 = U ;3a’i_|_u ;333 ,
(9.102) u g =u" 5+’

3 _ .3

valamint az

— _ (= —K — =3 _ K 3

U 3]z3=0 = (un;?)g +u3;3g ) ‘CE3=0 = Uy, 38 +u3;3a )

_ B =
<9103) um;S - 573_Fn3u5 )
Ug.3 = U3 3

képleteket kapjuk a (9.101]) alatti derivalt szamitasara.
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A tovabbiakban magasabbrendi tenzorokra altalanositjuk az eddigi eredményeket.
Legyen a d" (', 2?, 2*) differencidlhaté harmadrendii tenzor. Az S feliileten tekintve
a tenzor valtozasat a
djflpcl’ﬁ?o) = dklp
értékek viselkedését kell vizsgalni. A (8.36b)) derivalasi képlet alapjan a
(9.104) d*, =d" ., =d, AT hd —Todt —T0d¥,

Iplp Ip, p

egyenlettel értelmezziik a Jklp tenzor feliilet menti kovarians derivaltjat. Ha a J"”lp tenzor
valodi tenzor a haromméreti euklideszi térben, akkor a
3 3
dn}m? d)wr’ dﬁ37r7"'?d33

altenzorok rendre harmad-, mésod-, els6-, illetve zérusrendd feliileti tenzorok, hiszen va-
lamennyien kovetik a ((9.52alb) transzforméacios torvényt. A fenti altenzorok feliilet menti
kovarians derivaltjai, kihasznalva a ((9.104]), illetve a gorbiileti tenzorral kapcsolatos ((9.44))

és (9.45) képleteket, a

A rrfp = A" op =
(9 105&) = dl{)\ﬂ', p + F:crda)m + F;ﬁﬂd?))nr - P)i‘pdﬁorr - F):\Spdn?m - F;pdn)\a - P;?pdﬁ)\?) =

= dm)\ﬂ', p + F:crda)nr - F;\Tpdﬁaﬂ' - Fﬂ('ypdm)\cr - bpnd?))nr - b)\pdﬁ37r - bwpdﬁ)\?: )
3 _ 73 _
d Amlp = d Amip T
(9 105b) = dg)ﬂr, p + F/?Jda)wr + Fp33d3)\7r - Ffpdgaw - F)?pd337r - F;pdg)\o - F?pd3)\3 =
= dg)ﬂr, p F/(\Tpd?)zﬂr - F;rjpds)\a + bpadaAw - b/\pd337r - bﬂpd3/\3 )
@ 3r)p = d s =
(9 105C) = dNSﬂ', p + F:UdUSﬂ + F,zf3d337r - F?S.odﬁaﬂ - Fg’deSW - F;rdﬁ?)a - Fp?’wdn?)S =
= dnSﬂ', p + F:Uda37r - Ff?pdﬁ?)a - bpﬁdg?wr + bpadﬁovr - bfrpdli33 )

d3 _ d3 _
33lp — ¥ 33ip
(9.105d) =P ,+ T A7+ D d’y— D5 d% g =T dPgg =T d°, —T
= dn37r, p + bopdg33 + bpgd3cr3 + bpgd33cr

3 13 _
3pd33_

moédon szamithatok. A d**; kétszer kontravarians, egyszer kovarians altenzor tekintetében
a fentiekhez hasonloan mutathato ki a (8.37)) képlet alapjan, hogy

d/{)\ o dl{)\ o
3lp — 3ip T
kA K JOX A Jko K 73\ A k3 o _JKA

a feliilet menti kovaridns deriwdlt.
Adr, d3, dR, 3y és d™Y5 altenzorok feliileti kovarians derivéltjai rendre a

A zrlp = A, p T L3 =T, d" . = T2 d",
d3,\7r\|p = d3)\7r, o F)(\Tpd3o7r - F;pds/\a )
(9-106) oy = s p + L o3 = Tiyd’s,
Ly =3, .
dm\:sup _ d’“& 4T 44T pAU d,
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egyenletek értelmezik. A ((9.106]) feliileti kovarians derivaltakat felhasznalva a (9.1054) . . . ,e)
feliilet menti kovarians derivaltak az alabbi alakban irhatok fel:

A rp = A prp = 0, s — 3 )05 = by
iy = P rp +0poed re — 0y sr — by dys

(9.107) A sy = Ay — 0, g +0,7d" =D, d s
d333|p = g5, + by d753+b,7d 5+, 7d%,
Ay, = d™g,— b, dy —b P+ b, d™,

Vegyiik észre, hogy a feliilet menti kovaridns derivaltak, hasonloan a felii-
let menti kovaridns derivaltakhoz, két részbdl allnak. A jobboldalon allo elsé tag, azaz a
feliileti kovaridns derivalt, a feliilet érintésikjaban fekvd tenzorkomponensek feliilet érints-
sikjaban végbemend valtozasat tiikkrozi. A jobboldalon all6 masodik, az tn. jarulékos rész,
tekintettel a képletekre az S feliiletre meréleges tenzordsszetevék feliilet menti
valtozasanak hatasat fejezi ki.

A tH(27) = t*(27.0), ¢k (27) = %, (27,0), és t,,(27) = £,,(27,0) masodrendi tenzorok
feliileti, és feliilet menti kovarians derivaltjaival kapcsolatos Osszefiiggések a

(6.106))5, (0.106)); és (9.106).

tovabba a

(9.107))5, (9.107)3 és (9.107))2
képletekbdl adodnak a

dkl3 N tkl ’ dfi)\g =0 7
d*y, —t",,  d,. =0,
d3lp — tlp y d’{)\o. = 0

cserékkel, illetve helyettesitésekkel.

At} (27) =1} (27,0) egyszer kovaridns, egyszer kontravarians alakra vonatkozo képle-
teket minden magyarazat nélkiil kozoljiik.
Feliileti kovaridns derivdlt mdsodrendi tenzorra:

tn)\”p:tn)\ +FntaA+FAtna

tn)\”p:tli)\p—i_r ta _F)\ptlia,
A A o

t, =t —Fﬁptg +IL7

tn)\||p _'_ F to)\ + F/\ptfw :

(9.108)

Felilet menti kovarians derivdlt mdsodrendd tenzorra:

A RA _ gRA 3\ A3
t" lp_tnsp_t ||P_bPHt _bp ",

K K K K3 K
Eap =15, =1 /\Ilp_bp ¢ /\_bkpt 3

(9.109)
A A A A 3
by Iﬂ_tﬁ o= Uy Hp_bfipt 3_bp/\tﬁ )

n)\| p tnA,p = tn)\||p + bnpt 3N b)\pt K3

Vegyiik észre, hogy az S feliilet kétméretti terében érvényes 17,,,,4 képletek rendre
a haromdimenziés térben érvényes m, (]@[))13 képletek analogonjai, hiszen a latin
bettiket gérogre cserélve rendre megkaphatok a a (8.33), (8.34)))1,...3 képletekbdl.

Ami a (9.97), (9.99); a (9.106)) és a feliileti kovarians derivaltak feliilet menti ko-
varians derivaltakkal vald kapcsolatat megado és a jarulékos tagokat tartalmazo a ;
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a (9.107)) és a (9.109) osszefiiggéseket illeti az alabbi szabalyszertiség olvashato ki az utébbi
képletekbdl:
Ami a szbhasznalatot illeti

— eredeti tenzornak nevezzik azt a feliileti tenzort (ezalatt magéan az S feliileten értelmezett
tenzort kell érteni) vagy azt az altenzort (az utobbi a haromdimenzios térben értelmezett
és az S feliiletre épitett KR-ben értelmezett tenzor vagy ennek egy altenzora az .S feliiletre
lokalizalva) melyet derivalni akarunk,
valtakat képezni karjuk,

— tekintett indexnek nevezziik az eredeti tenzor azon indexét, amely a jarulékos tag forrasat
ado bazisvektort azonositja.

A kovetkezd szabalyszertségek figyelhetsk meg:

— a jarulékos tag mindig az eredeti tenzor és a gorbiileti tenzor szorzata,

— aszorzat elGjele {negativ} [pozitiv|, ha a tekintett index {gorog index} [a harmas szam)|,

— a gorbiileti tenzor egyik indexe, ez mindig alsé index, a derivaléasi index,

— ha a tekintett index gorog beti, akkor a gorbiileti tenzor mésik indexe mindig a tekintett
index, amely megtartja az eredeti indexpoziciot, azaz {fels6} [also|, ha a tekintett index
is {fels6} [also], a tekintett index helyére pedig a harmas szam kertil,

— ha a tekintett a harmas szam, akkor a gorbiileti tenzor méasik indexe néma gorog index,
melynek pozicidja {fels} [also], ha a tekintett harmas index {also } [felss|, mig parja a
tekintett harmas index helyén jelenik meg,

— az eredeti tenzor tobbi indexe nem valtozik.

Kimutathaté a metrikus tenzor, és az epszilon tenzor kovarians derivéltjaval kapcsola-

tos (8.38) és (8.40)) képletek, valamint a (9.109)), illetve a (9.107)) 6sszefliggések segitségével,

kihasznalva a metrikus és az epszilon tenzorok szerkezetét, hogy
KA KA

(9.110) 9 =9",=0, Grxlp = Iy = 05
: A s A _
0y Ip_éfi ||p_07
és, hogy
(9111) 5'{)‘3|p:€ﬁ)‘3“p:0, gli)\3|p:€f$/\3“p:o'
A (9.110)-re forditva mondjuk a figyelmet, a (8.38))1, (9.109));, és (9.14)) alapjan a

_ KA __ RN KA K, 3\ A K3 KA
0=g =9 1p=9Y Hp_bpg _bpg =9 p

eredmény, vagyis a bizonyitani kivant allitas kovetkezik. A tobbi esetben a fentiekhez
hasonléan lehet eljarni.

9.3.2. Riemann-Christoffel gorbiileti tenzor az S feliilet kétméretid terében.
A tovabbiakban, kihasznalva majd a [8.4.1] szakasz gondolatmenetét, arra a kérdésre ke-
ressiik a vélaszt, hogy mi a feliileti kovarians derivalasok sorrendjének hatasa. Legyen az
u,, legalabb kétszer folytonosan derivalhato feliileti vektormezo.

Eltiinik a

(9112) dli)\p :u’fHAP_u"i”PA
kiilénbség, ha a derivalasok sorrendje felcserélhets. A (9.108])4 derivélasi szabaly felhasz-

nalaséaval, és a
tnA — Uy [IA
cserével

— _To _To
ul{”)\p_(uliH/\):P FHpUUHA F)\pu/@HU
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a (9.112) jobboldalan &all6 elsé tag. Felcserélve a A és p indexeket, majd a fenti képlet és
az eredmény (9.112)-ba torténd helyettesitése utan

(9113) d,‘iAp = (ul'{”)\)7p - (ufpr),)\ - F:puaﬂ)\ +F/§)\uo||p

a kiilonbség. A feliileti kovaridns derivaltakkal kapcsolatos (9.98)) képlet alkalmas index-

cserékkel torténd helyettesitésével, nem részletezve a nem tul bonyolult formalis atalaki-
tasokat, innen az

(9.114) Unjap ~ Unfpx = 170U

eredmény kovetkezik, ahol

(9.115) Rym\p = a/\rpyn_apr)\yfq_l_r)\”ar;fm_rpuor;n

a feliileti Riemann-Christoffel féle gorbiileti tenzor.
Tekintsiik a ¢*, feliileti masodrendd tenzort. A fentiekhez hasonl6 médon mutathaté

ki a (9.106); majd a (9.108]), felhasznélasaval, els§ lépésben a
Corp 20w € @y 2 T 5

helyettesitésekkel, hogy
(9116) tﬂ)\”ﬂ'X_tn/\”Xﬂ' :tﬂuR/L

14 K

AXT

a kétszeres feliileti kovarians derivaltak kiilonbsége.

Mivel a a feliileti Christoffel szimbolumokat és azok derivaltjait tartalmazza a
feliileti Riemann-Christoffel tenzor fiiggetlen az u,, vektormez6tol.

Az

Il —->v, m—>Kk, q—> X\, p—p
betticserékkel a haromdimenzios esetre érvényes
R =0
egyenletbdl — v.0.: képlet - az S feliiletre torténd lokalizalassal, tovabba a (8.49)) ,
és a gorbiileti tenzort értelmezé 1,2 képletek felhasznalaséaval a
0= a)\l—‘:l{ - 8PF)1\/I£ + F)Z\IUP;TH - prar)[\rﬁ + P>l\l3rp§n - pr3r)?n ’

vagy ami ugyanaz a

(9.117) Ry = 03 bps— b,

osszefiigges adodik. Ez az egyenlet a felillet Gauss-féle egyenelete [9) |17]. Hasonl6 modon
a

Il -3, m—=>KkK, q¢q—> A, p—p
betticserékkel kapjuk, ismét kihasznalva a (9.45)); 2, valamint a (9.44) Osszefiiggéseket,
figyelembe véve tovabba a gorbiileti tenzor és a Christoffel szimboélumok szimmetriajat,
hogy
R 3/{)\,0 = a)\rgn - 8PF§)K + F):\))crrgﬁ - P/?O'F)(\Tli

= bepr—bar, p +0oal 5 — b, T = 0.

A v index lesiillyesztésével majd a Kronecker szimbolum és a (9.29)); képlet felhasznélé-
saval a ((9.117)) alatti kifejezés atalakithato:

burbpr — bupbax = 6,76, Pborby — 6,78, bpobox = (0,78,2 — 0,90, )barb,

Yp3 9 Y3
= &3 4 b19)\bgop = Euk€ Spbﬁ’/\bapp =€ux3 € v bﬂ)\bcpp

(9.118)

(9.119) R

vEAD
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Az utobbi képletben, amint az e,,.3 és %3 tulajdonsagait kihasznalva — v.6.: a permutacios

szimbolum [T.2.3] szakaszban adott értelmezését az — konnyen ellendrizhetd
(9.120) 619('03 bﬂ)\bgop = €)\p3 |b7r¢| :

A (9.120); képlet helyettesitése utan (9.119)-bol, felhasznalva a determinansok szorzaste-
telét, a Gauss gorbiilettel kapcsolatos (9.71); 3 képleteket, valamint a (9.22)-t, az

(9121) RI/K/)\p = eVH3e)\p3’b1/)7T| = 6u/€3€)\p3|b¢¢a<p7r| = eun3€)\p3Kao

eredmény adodik, ahol mind K, mind pedig a, kiilonbozik zérustol. Ez egyben azt is
jelenti, figyelembevéve a (9.28)-at, hogy

(9'122) REZ)\p =R,yy»=0

(A nagy gorog index nem Osszegezd, hanem rogzitett index, amelynek értéke vagy egy,
vagypedig kettd lehet.) és, hogy

(9.123) Rig1y = Ry191 = —Ryj1p = —Rypyn #0.

Utobbi egyenlet kovetkezménye, hogy a feliileti kovarians derivalasok sorrendje, ellentét-
ben a térbeli esettel, altalaban nem cserélhetd fel.

A (9.121)-bal, kifejtve a |by,| determinanst az

(9.124) R 919 = b11bag — b12b12
és a
(9.125) K = iz

Qo

képletek kovetkeznek.

A (9.43))5 és a (9.115) képletek szerint R4, megadhato a g,z = a,s metrikus tenzor
és derivaltjai segitségével. Ennek a koriilménynek alapjan a (9.125) egyenlet geometriai

jelentése a kovetkezképpen fogalmazhaté meg:

A K Gauss-féle gorbiilet, ami az S feliilet haArommeéretti térben valé viselkedésének egy
mérdszama, meghatarozhato a feliilleten végzett hosszmérések segitségével. Visszaidézve
a képletet, és pontositva az el6z6 mondatot azt mondhatjuk, hogy a két gorbiileti
sugar szorzata mindig meghatarozhato az S feliilet kétdimenzids terében végzett méré-
sekkel, annak ellenére, hogy a f6gorbiileti sugarak a feliilet mint haromdimenziés alakzat
jellemz6i.

A képlet kibgvitésével és a feliileti kovarians derivaltakkal kapcsolatos 4
egyenlet felhasznaldsaval, pontosabban a

Lo = brplns €8 tanp = Dpsln
cserékkel, a kibévitett egyenletbdl a
0="bip,x— T \bow — L \bop— [b,{,\W —I'{,bor— F,fpbﬂ]
vagy ami ugyanaz a
(9.126) brplx = brxllp

eredmény kovetkezik. Utobbi egyenlet szerint a A és p indexek tekintetében szimmetria
all fenn. Kovetkezésképp

(9.127) b = 0.

Ez az 6sszefiiggés a differencidlgeometria Gauss-Codazzi-féle egyenletének tenzorialis alak-
ja |9, 17, |13].
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Az S feliileten tekintve a (8.4)) és Osszefliggéseket, kihasznalva tovabba a gorbiileti
tenzorral kapcsolatos (9.45))1 2 képleteket, a

8a,5 =aa,5 =1 J3a, +bapas

9.128

( ) ga’ﬁ — aa’ﬁ _ Fg‘ga"—l—bﬂo‘a?’
és

(9.129) g3 5 =az p=—bs"a,

eredmény adodik a bazisvektorok derivaltjainak szamitasara. A (9.128));  egyenletek Gauss
formulai. A (9.129) egyenlet pedig Weingarten képlete. A (9.129)) egyenletet skalarisan

szorozva onmagaval a
(9.130) a3 o-a3,5=0,7a,,0," =0,7bs

osszefiiggés kovetkezik, ahonnan a dz®dz®-val torténd atszorzassal megkapjuk az S feliilet
harmadik alapformdjdt

(9.131) das-dag = b, byp dz®da”
Legyen
(9132) Cap = baabaﬂ = bagamﬁbd,g .

Vegyiik észre, hogy c,p szimmetrikus tenzor. A bevezetett jelcléssel

(9.133) daz-dag = cup da®dz” = epy datdat + 2¢15 dztda? + con dz?da?

a harmadik alapforma alakja.
A (9.119)), (9.121)) és (9.25]), egybevetése alapjan irhato

bu)\bpf-e - bupb/\ﬁ =V Aolur/ aoe/\pK = 51/535)\/33[(

egyenlet a”?-val torténé végigszorzasaval a

(9134) by,\b,{pa”p — byyb)\,.i —81,&35)\;,3@””[( =0
eredmény kovetkezik. Az
(9.135) Evn3Eapst”’ = —a™

Osszefiiggés — ennek igazolasat gyakorlatra hagyjuk — , valamint a (9.71)),, illetve a (9.72)),
felhasznalasaval ((9.134) a

(9.136) bKVbV)\—QHbm\—I-CL,{)\K: 0

alakban irhato fel. Felemelve a A indexet a (9.136|)-bo6l a gorbiileti tenzorra vonatkozo
Cayley-Hamilton tételt kapjuk:

(9.137) b b —2HbL 46 K =0.
A (9.132)), illetve (9.136))-ba torténd helyettesitésével kapott
(9.138) | bor —2Hbp+ Kay =0

egyenlet a harom alapformaban allo g.x = @z, ber €S Cey tenzorokat, vagy a dz®da*-val
torténd atszorzéas utan magat a harom alapformat kapcsolja Ossze.
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9.3. Gyakorlatok

GYAKORLATOK

. A feliilet P pontjaban a feliileti normalis és az x“=alland6 kordinatavonalak érint&i

(az a” vektorok) egy-egy sikot hatéroznak meg. Ezek a sikok egyben az r(z!,0,0) és
(0, 2%,0) koordinatavonalak érinté sikjai is. Mekkora ebben a pontban az emlitett
koordinata-vonalalaknak a feliilet normalisa mentén mért gorbiileti sugara?

. Tegyiik fel, hogy az (y',v? y?) kartézizuszi koordinatarendszerben a

r = yF (2!, 2%)iy
alakban adott egy feliilet egyenlete. Mutassa meg, hogy ekkor a
YY" o
o ’emnsym,l yn,2

képlettel szamithato a gorbiileti tenzor.

baﬁ = emnsys

. Legyen

yllea 92:$27 yng(xl7x2)7 r:$1i1+1‘2i2—|—f(1'1,$2)i3

a tekintett feliilet egyenlete az (y', y?, y?) kartéziuszi koordinata-rendszerben. Mely
egyenletek hatarozék meg a f6gorbiiletek értékét ezen a feliileten?

. Igazolja, hogy fennall az alabbi Osszefliggés:

bi1bas — b,

Qo

K=

. Mutassa meg, hogy

a“’gcag —4H?* 2K .



10. FEJEZET
Integralatalakitasi tételek és parcialis integralas

10.1. INTEGRALATALAKITASI TETELEK
10.1.1. Bevezetd megjegyzések. A leggyakrabban elGfordulo integralatalakitasi té-
telek targyalasa soran a tételek

— szimbolikus alakban,
— az (x) gorbevonalu KR-ben,

illetve ha az alkalmazasok szempontjabol sziikségesnek latszik, akkor
— az (&) feliileti gorbevonali KR-ben is

bemutatésra keriilnek.

A tételek szigoru igazolasara terjedelmi okokbol nem keriil sor. Vazlatos bizonyitést
csak a Stokes tétel esetén adunk.

10.1. dbra. Az infinitezimalis ABC' haromszog
10.1.2. Stokes tétele. Tekintsiik az infinitezimalis ABC haromszoget és vezessiik be
az
(101) I'AB:dI‘[ I‘AC:dI'[]

jeloléseket. A kovarians béazisvektorok szamitasaval kapcsolatos kapcesolatos ([1.40]) képlet
tovabba a

(10.2a) dx’;:a:k|B—xk}A : dxlflzxk|c—xk‘A
és

0
(10.2b) dr = 8—; da* = g, dz*
Osszefiiggések felhasznalasaval irhato, hogy
(103) dI‘[ = 8k dCL’ﬂA s dI‘[[ = 8k da:];] A

123
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ahol a gorbevonalti 2* koordinatak mellett jobbra lenn all6 rémai szdmok nem a szokott
értelemben vett indexként szerepelnek. Ez a jel6lésbeli megallapodas nem okoz félreértést,
mert a kontravarians koordinatdknak nincs alsé indexiik.

Az ABC haromszoghtz tartozo dA teriiletvektort a

1
(104) dA:§dI‘[><dI‘[[

vektorszorzat értelmezi. A ((10.3)) képletek helyettesitésével és a kovarians béazisvektorok
vektorialis szorzatat ado ((1.27) egyenlet felhasznélaséval innen a

1 1
dA = 5 g X g dl’l; dl‘lH == 5 Ekim dx’; dxl[[ gm

A A

vagy ami ugyanaz a

1
(10.5) Ay = 5 pim dah dzt,

A

eredmény kovetkezik.

Az ABC haromszog altal kifeszitett sik n,, normaélis egységvektorat akkor tekintjiik
pozitivnak, ha a normalis egységvektor felol nézve — v.6.[10.1] abra — az ABC' koriiljarasi
sorrend az 6ramutato jarasaval ellentétes. Ez a koriiljarasi értelem a pozitiv koriiljarasi
irany.

Nyilvanvalo, hogy

(10.6) dA,, = ny dA
ahol dA az ABC héaromszog teriilete (a skalaris feliiletelem).

10.2. dbra. A h gorbével hatéarolt nyitott S feliilet

Legyen az S egyszeresen 0Osszefiiggs, szakaszonként sima nyitott feliilet. Legyen tovab-
ba h az S feliilet szakaszonként sima peremgorbéje. Az S feliilet normalis egységvektorat
n, a h peremgorbe érinté egységvektorat pedig A jeloli. A v vektor a feliilet érintésikja-
ban fekszik és meréleges a n és X vektorokra. Feltételezziik, hogy v = X x n. Kovetkezbleg
lv| =1 (a v is egységvektor). A v, A, n harmas jobbsodratti egyenesvonali ortogonéalis
KR-t feszit ki (jobbsodratu vektorharmas). A h peremgorbe mentén mért s ivkoordinéta
akkor pozitiv, ha a pozitiv s iranyba haladva a h gorbe mentén a feliilet - feltéve, hogy a
pozitiv normalis felsl tekintjiik - a bal oldalon fekszik.

A Stokes tétel el6készitése érdekében elGszor az infinitezimalis ABC haromszogon
tekintiink egy részproblémét. Ezt kovetSen az S feliilet esetén alkalmazzuk a kapott ered-
ményt.
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Legyen u = u;, g* az infinitezimalis ABC haromszégon és annak kérnyezetében értel-
mezett, folyamatosan differencialhaté vektormezs. Hatarozzuk meg a

(10.7) 7{ u-dr
ABCA

vonalintegral értékét.

A haromszog egyes oldalélein vett integralokat az u vektormezs oldalfelezé pontokban
vett értékei és a vonatkozo rap, rpc, illetve rog vektorok szorzataiként szamitjuk. Az
oldalfelezé pontokhoz tartozo u értékeket pedig az A pontra tdmaszkodo lineéaris appro-
ximéaci6 adja.

Ezek a kozelitések az ABC haromszog infinitezimalis volta miatt engedheték meg.

Fentiek alapjan

% u-dr:dr1-<u(A)+u®V|A-@)+
ABCA 2

dr;+d
+(dry; —drp) - [u(A)—l—u®V|A (M)} n

2

dI‘[[

+pﬂhny(mAy+u®vu-7?).

Az utobbi képletbdl indexes jelolésre térve at és helyettesitve a (10.2b)), (10.3) és (8.29)
Osszefiiggéseket a

1
7{ uy, do® = (uk(A)%——uk;l
ABCA 2

1
-+ {uk(A)—i— §uk;l

dxlf) dah+
A

(dzf + dxln)] (dzf —dxf)) +

A

1 1
+ (uk(A) + 5 Uk dle> dah; = 5 Uk (dzf; daf — dat, daf)
A A

eredmény kovetkezik. Az egyenlet jobb oldala a Kronecker szimbélummal kapcsolatos

(1.20) képlet, tovabba az ((1.29)) Osszefiiggés értelemszerii alkalmazasaval, illetve a (|10.5])
egyenlet felhasznaldsaval tovabb alakithato:

1
f U d.’I)k = — uk:;l
ABCA 2

(8'n6%, —0%,08",) daf dafy =
A

1 1
=3 (T e e, da}' daf; = > (I glhsg daz' daf;, = (5 stk uk;z) }A dA,
A A
Ha még a (10.6)), illetve a (8.72)) alapjan irhato
(10.8) dr = A ds = dz*g,

Osszefiiggést is kihasznaljuk, akkor a
(10.9a) 7{ upA¥ ds = (nS g stk uk;l) ’A dA
ABCA
illetve szimbolikus alakban irva, a
(10.9b) jf u-Ads= (nxv)-ﬁ) dA
ABCA A

eredményre jutunk, ahol az u felett allo és lefelé mutato nyil azt jelzi, hogy a V operétor
az u-ra hat. Ezt a jelolésbeli konvenciot, ha sziikséges, a tovabbiakban is alkalmazzuk.
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Visszatérve az S feliilethez tegyiik fel, hogy az S feliileten és az S feliilet kdrnyezeté-
ben értelmezett u vektormezs folytonosan differencialhato. Célunk a vonalintegral
szamitasa ezuttal a h zart peremgorbe mentén a Osszefiiggés kihasznélasaval.

Elemi (infiniteziméalis) haromszogekre osztva fel az S feliilet majd sszeadva az ele-
mi haromszogeken tekintett tipusi integralokat megfigyelhets, hogy azokon az
oldaléleken melyek két szomszédos elemi haromszoghoz tartoznak a koriiljarasi értelem
kiilénboz6sége miatt a vonatkozé vonalintegralok torlik egymaést. Alkalmas hataratmenet
utan (azaz a haromszogek szamat a végtelenhez, maximaélis méretiiket pedig zérushoz ko-
zelitve) bal oldali 6sszeg hatéarértéke h-n vett vonalintegral, a jobboldali 6sszeg pedig az
S-n vett feliileti integral:

(10.10a) }{u-)\ds:/(nxV)-ﬁdA:/ﬁ-(nxV) dA
h S S

vagy

(10.10D) %ukAkdsz/nsgslkuk;ldA:/uk;lnseslde.
h S S

A (10.10alb) egyenletek Stokes tételének szimbolikus, illetve indexes jelolésmodban szedett
alakjai.

Ha feliileti KR-ben vagyunk, akkor a[9.1.1] alszakasz negyedik bekezdése és a ((9.10)
Osszefiiggés alapjan

(10.11) n; =az;=a’.

Kovetkezéleg ha a feliileten vagyunk, akkor fennallnak a

(10.12) nxvza3><a:f)_§:e3”apaa
\Y

és

(10.13) o0 = 1uy, a"

egyenletek. A ((10.11]), (10.12)), valamint (10.13|) képletek felhasznéalasaval kapjuk a Stokes
tétel ((10.10a)) alatti alakjabol a Stokes tétel feliileti KR-ben hasznalatos alakjat:

(10.14) ]ébup)\pds:/ssg"pupgd/l.

A képletben u,, az u, vektormezd feliileten vett kovaridns derivaltja. Ennek képzéséhez
elegendd az u, vektormez6t magén az S feliileten ismerni.

Megjegyezziik, hogy a fenti eredmény kozvetleniil is megkaphato a Stokes tétel indexes
jelélésmoddal irt alakjabol, ha figyelembe vessziik, hogy feliileti KR-ben (a) A%=
=0 (a k helyére p irhaté a baloldalon), (b) n, =0, ng =1 (a jobboldalon elhagyhato6 az
ns, az | és k indexek helyére pedig o és p irhato).

10.1.3. Green tétele. A tételt felilleti KR-ben vezetjiik le Stokes tételébdl indulva
ki. Legyen w az S feliileten értelmezett folytonosan differencialhaté vektormezs. Legyen
tovabba

(10.15) u=asxXw.

A (10.15]) képlet Stokes tételbe, pontosabban a ((10.10a]) baloldalaba torténd helyettesité-
sével — tekintettel a [10.2] abraval kapcsolatosan mér szerepld

(10.16) r=Axn=Axas
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Osszefliggésre - kapjuk, hogy

(10.17) ]{u-)\ds:f)\-(agxw) ds:%u-wds:]{yawads
h h h h

hiszen a v vektor az S feliilet érintésikjaban fekszik. A ((10.10al) jobboldala a ((10.15)) képlet
helyettesitésével és a (10.12]) Osszefliggés felhasznalaséaval alakithato at. Az atalakitasok
soran kihasznaljuk a a (9.45))2 és a (9.100) képletek alapjan irhato

(10.18a) 0,a° =0 a3 =g3, ='fa, =—b,"a,,
(10.18b) W™, =w",=w",—b,"w’
tovabba a

(10.18c¢) Oow=w' ,a

illetve a és egybevetésébdl adodo

(10.18d) e3P s, =0,

egyenleteket és értelemszertien alkalmazzuk a (9.32); képletet. A f6bb lépéseket az alab-
biak részletezik:

(10.19) /(nxV)-udA:/s?"’pap-(@Uag><w) dA =
s s

= / e, [Iq emewta +azx (v, a;)] dA =
s

= / €35, (Dinw’ +ul,) dA =
S ——

0%

:/ (W™ + b " w?) dA:/UJ”deA
S A

A ([10.17]) és (10.19)), (10.10al)-val torténd egybevetésével, u™-t gondolva w™ helyére, adodik
Green tétele:

(10.20) jl{u” Vpds = / u"| dA .
h S

Figyeljiik meg, hogy a fenti egyenletben nem jelenik meg az u? vektorkoordinéta.

10.1.4. A Green és Stokes tételek altalanositasai. Legyen ® az S feliileten —
lasd abra — és az S feliilet kornyezetében értelmezett tetszéleges tenzormezs. Legyen
tovabbéa a x két tenzor kozott értelmezhetd barmilyen szorzas miiveleti jele. A szimbolikus
irasmodban irt és igy koordinata-rendszertsl fliggetlen alakt

.
(10.21a) %@*Ads:/g*(nxV) dA
h s
és
!
(10.21Db) ]{z\*@ds:/(nxV)*@dA
h s

egyenletek a ({10.10a)) Stokes tétel altalanositéasai. Valoban, ha a * mitiveleti jelet a skalaris
szorzas - muveleti jelére cseréljiik és az u vektormezét gondoljuk a ® tenzor helyére, akkor

a (10.21b)) egyenletbdl azonnal megkapjuk a Stokes tétel (10.10a)) alatti alakjat.
A tovabbiakban a feliileti KR nytjtotta elényok is kihasznalasra keriilnek. Ha a (10.21a])

egyenletben
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— a * helyére a vektorialis szorzas x miveleti jelét, majd
- a ® tenzor helyére ® xas-t tesziink,

akkor a Green tétel egy altalanositasat kapjuk.

A baloldal atalakitédsa soran az emlitett cserék végrehajtasa utan a képlet
helyettesitése sziikséges.

A jobboldal atalakitasa ismét az emlitett cserék utén, a (10.12)), (10.18a,...,d) és
1 képletek alkalmazasa, illetve helyettesitése kivanatos. Ezt az atalakitast az alab-
biak részletezik:

4 4
—— —— 3
(Dxag)x (nx V) = (Dxag) x (9, a,) =
— g3 [— (D0,) * €35 a” +D x5, a5 X aw] =
T [(Qﬁp)*a"—i—@*bp"a‘g] =
=— [(DI,)xa’ + D xb, a’]

Fentiek alapjan a (10.21a)) egyenletbdl a

(10.22) f@*uds:/ [(D0,)xa” +D b, a’] dA
h s

eredmény kovetkezik. Ez az Osszefliggés a Green tétel altalanositdsa. Valoban, ha a x
helyére a skalaris szorzas - mtveleti jelét és a ® helyére az u vektormezét gondoljuk és
tekintettel vagyunk a (10.18¢), illetve a képletekre, akkor a Osszefiiggésbaol
megkapjuk a Green tétel (10.20]) alatti alakjat.

Ha a ® mésodrendii tenzor — legyen ez mondjuk az N*-el jel6lt tenzor —, a *-al jelolt
szorzés a skalaris szorzas és N¥ = 0 akkor a Osszefiiggésbdl, szem el6tt tartva,
hogy feliileti KR-ben vagyunk, a

(10.23) j{aka’\V,\ ds:/ak N\ dA
h S

eredmény kovetkezik.

10.1.5. A Gauss-Osztrogradszkij tétel. Legyen V egy a végesben fekvs térfogati
tartomany. Jeldlje S a V tartomény hatarfeliiletét. Legyen tovabba u a V-n értelmezett
egyszer folytonosan derivalhaté vektormezs. Jelolje n az S feliilet kiils§ normalis egység-
vektorat. Az

(10.24) /u-ndA:/u'VdV
s v

Gauss-Osztrogradszkij tétel a Green tétel egy altalanositdsanak tekinthetd.

Legyen ® a V-n értelmezett folytonosan derivalhato, egyébként tetszileges tenzorme-
z6. A Gauss tétel altalanosabb alakja adodik a (10.24]) alakbol, ha az u helyére d-t és a
skalaris szorzas - mtveleti jele helyett *-t irunk.

(10.25) /:D*ndA:/:D*Vdv
S \%

Ismét hangsulyozzuk, hogy a * két tenzor kozott értelmezhetd barmilyen szorzést jelolhet.
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10.2. PARCIALIS INTEGRALAS

10.2.1. Parcialis integralasok feliileten. Legyen a d* és ey az S feliileten — v.0.
10.2| abra — és annak kornyezetében értelmezett folytonos és differencialhato tenzormezé.
Az u, vektormez6t az

Up = d ki p €Ll
modon értelmezziik. A d¥ és ey tenzormezdk differencidlhatosdga miatt fennall, hogy
Upja =Upja = (dklp ekl) oo = dklpla ekl+dklp €kl -

Ez az Osszefliggést a Stokes tétel ((10.14) alatti alakjaba helyettesitve a feliileti integralokra
vonatkozo6 egyik parcidlis integralési szabaly adodik:

(10.26) /53Updklplaekl dA:j{Aﬂdklp ext ds—/s?’“”dklp ext)o dA
S h S

A feliileti integralokkal kapcsolatos masodik parciélis integralasi szabély a fentiekhez ha-
sonl6 moédon az

Po—(dP. M) =d° Me P A
U, (e )”7r AP\ e +d" e

Osszefiiggés és a ((10.20) Green tétel egybevetésébdl kaphaté meg:

(10.27) /Sdgwe*“ dA:jil/pd"/\# e*“ds—/sdpw M, dA

10.2.2. Parcialis integralas térfogati tartomanyon. Legyen
uf = dk,elm
ahol a d¥,  és '™ tenzorok differencialhatok az S feliilettel hatérolt V' térfogati tartoma-
nyon. Kovetkezésképp

k. _ k Im gk Im k Im
u,k_(d Im € );k_dlm;ke +d Im € ik

Utobbi egyenlet felhasznalasaval kaphatd meg a ((10.24) Gauss-Osztrogradszkij tételbdl a
térfogati integralokkal kapcsolatos

(10.28) /dklm;kelde:/nkdklm elmdA—/ d*,, €™ dV
\% S \%

parcialis integralasi szabaly.







A. FUGGELEK

Térbeli feliiletekre épitett koordinatarendszerek

A.1. HENGERFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER

Az[A]] abra egy R sugara hengerfeliiletre — ez héjak esetén a héj kozépfeliilete lehet — épitett
gorbevonalua KR-t szemléltet.

yS

A.1. 4bra.

Leolvashaté az abrarél, hogy
(A1) t=¢, 22=¢y, 2*=r—R
a harom hengerkoordinéta (! €[—m, 7], 22=y3€(—00, ), 3>—R). A tetszSlegesen valasztott P

pont helyvektora az (y', 42, y?) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozé egységvektorokat 6sszhangban
az eddigiekkel rendre iy, io és i3 jeloli — az

(A2) r=r (:1:1,3:2,:133) =yli+yPi Foylis=rcospi| Frsinpis+a?iz =
= (R+2%)cosa! iy +(R+2%)sina i +22 i3

131



132 A.1. Hengerfeliiletre épitett koordinatarendszer

alakban irhat6 fel. Kovetkezsleg

g1 —88;1 = —(R+2%)sina! iy + (R+2%) cos 2 iy
or or
A.. o == — 1
(A.3) 82 922~ 0y’ 13
_ or 1. . 1.
g3 :@ =COoSx 11 +SINT 19
a harom béazisvektor és
(#3+R)> 0 0
(A4) 1] = [8r-&1] = 0 10
0 0 1

az alsoindexes metrikus tenzor matrixa. Ennek
(A.5) go=r"= (" + R)’

a determinansa. A felsGindexes metrikus tenzor matrixa az alséindexes metrikus tenzor matrixa-
nak inverze:

1
B (3+R)? 00
(A.6) [g"] = 0 10
0 0 1
A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel szamithatok:
1
gl :g”gl - gllgl = e (— sinz! iy +cos ! ig)

(A.7) gz :gmgl _ 92252 —is

g’ :legl = §%%g3 = g3 = cosz! i +sin !

io
A maésodfaji Christoffel szimboélumok a
(AS) 1_12’; =gk g"
Osszefiiggés felhasznalasaval adodnak. Az aldbbiakban csak a nem azonosan zérus Christoffel
szimbo6lumokat ko6zoljik:

= _ 3 Og;1 _
(A9a) T3 = 81,1 g2 = %-g?’ =
= [—(R+x3) cosz! ij — (R+23)sinz! iz] - (cos xt iy +sin z! iy) = —(R+2%),
= _ 1 Ogs _
(A9b) T} =g3,-g8' = 1 gl=
1 1
= (— sinz! i; +cos ! ig) m (— sinz! i +cos 2! ig) = Ry
Nem nehéz belatni az elézéek alapjan, hogy az x> = 0 hengerfeliileten a
gr=a; =R (— sinz! i +cosz! i2) go =ag =iz, g3 =as=cos '] +sinz! iy

A1)

1
gl=a 7 (—sin:c1 i} +cos x! iz), g’=a’

3 1

=ig, g3:a =cosz' i +sinz!

is
Osszefiiggések adjak a bézisvektorokat. A metrikus tenzorokat, illetve a nem zérus Christoffel
szimbolumokat tekintve pedig az

R 0 0 7z 00
(A.11) g =law]=1] 0 1 0 |, [P =[a?]=| O 1 0 |,
0 01 0 0 1
illetve a
1
(A12) Iy =—R, T§=

E .
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képletek hasznalhatok. A Christoffel szimbélumok birtokaban
—-R O —-1/R 0
— 37 — —
(A13) [baﬁ] - [FOé,B] - |: 0 0 :| ’ [ba‘u] - [FSJS] - |: 0 0 :|

a két gorbiileti tenzor méatrixa. A bazisvektorok P pontbdl a P pontba térténd athelyezésének

tenzora (a tenzor matrixa) a (9.48|) képlet alapjan (A.13))o felhasznalasaval szamithato:

v v 31 v 1+$3/R 0
(A.14) 0.1 = 0.7t = | TR
Ennek a tenzornak
_1_
A.15 vl — | 1+4%/R .
(A15) o= | T 1]
az inverze.

A.2. GOMBFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER

Az [A72] abra egy az R sugara gombfeliiletre — ez héjak esetén a héj kozépfelillete lehet —
épitett gorbevonali KR-t (ekvatorialis KR-t) szemléltet.

X _
Y x2 g
P
=R "
r=R+x _
+ ar=go x3 1
¢ \
X2 a3:a3:g3: g3
r=r(xx20)
r(xix2 x3)
x2=9 2
oY | ’
l rcosx2
rcosx2 cosx!
2 i ol
yl rcosx? sinx

A.2. 4bra.

Leolvashat6 az abrarél, hogy
(A.16) =9, 22=9, 2*=r—R

a harom gémbi koordinata (z! €[0, 27, 22 € [—7, 7], 23> —R). A tetszblegesen vélasztott P pont
helyvektora az (y',y?,3) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozo egységvektorokat rendre iy,is és i3
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jeloli — az
(A17) Tt=rT (xl,mQ,x?)) =yl +y%ip + 1313 = rcos ¥ cos iy + 7 cos ¥ sin @ iy +rsindd iz =
=rcosz’coszt iy +rcosz?sinz! is+rsina? is

moédon irhatd fel. Kévetkezbleg

or or
g1 za—rl = 6—r =r (— cos 22 sin ! i] +cos 22 cos xt i2)
x ®
_ af‘ af‘ . 2 1 . 2 . 1 e 2 .
(A.18) g =92 — 95 =" (— sinz”cosx iy —sinz”sinx iy +cosx 13)
x ®
_ or or Or 2 1. 9 . 1. . 9.
g3 Ry Rl cos T’ cosx i1 +cosx”sinx ip+sinz” i3
a harom béazisvektor és
r?cos?z? 0 0 (:B3 + R)2 cos? z2 0 0
(A19)  [gu] = [&8r-81) = 0 r? 0| = 0 (#3+R)* 0
0 0 1 0 0 1
az alsoindexes metrikus tenzor matrixa. Ennek
(A.20) Go =rtcos® 22 = (zg —{—R)4 cos? 2

a determinéansa. A felsindexes metrikus tenzor matrixa az alséindexes metrikus tenzor méatrixé-
nak inverze:

1
r2 00152 2 (1) 0 (333+R)2 cos? x2 (1]
=pq] 1 _
(A.21) [g"] = 0 = 0| = 0 0
0 0 1 0 0
A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel adodnak:
(A.22)
1 1
8 =0 =g e = o (msinal i beosat ) = (e (Ssinatin deosat )
1
g2 =7%'g; = 5’8o = ~ (— sinz? cos 2! i —sin 22 sin 2! iy + cos z? i3) =
r
1

.9 1. .9 . 1. 2.
= ——— (—sinz”cosz' ij —sinz?sinz' iy +cosa?i3) ,
R+a:3(

g =0"g=9"g:=8s.
A maésodfaji Christoffel szimboélumok a
(AQS) f‘ZlL =8 g"

Osszefiiggés felhasznalasaval szamithatok. Az alabbiakban csak a nem azonosan zérus Christoffel
szimbolumokat kozoljiik:

= 3 Og1 _
(A.24a) F?l =811 'g3 = Dl -g3 =
=—r (cos z? cos z! ij +cos 2% sin 2! ig) . (cos 22 cosz! iy 4 cos z? sin 2! is + sin 22 ig) =
= —rcos?z?=— (R—I—x3) cos? 2?2,
_. B B 8@2 »
(A.24D) I‘SQ =822 g% = 522 g2 =

2 2 1 2 2

sin z! iy 4 sin 22 i3) =

=—r=— (R+:U3) ,

=—r (cosx cosz! 1] +cosx”sinx™ ip+sin z? i3) . (cosx cos ! i +coszx
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= 083
A24c) T =g5,-g' =gl =
( ) 31 ) Ol
:(—cosx sinz' iy +cos 2% cos x i2)' 1 (—sinx1 i; +cosz? iQ)ZEZ;
r cos 2 r R+a3’
_ 3@
2 = =2 3 -2
(A24d) T35 =g32°8" =58 =
ox
:(— sin 2% cos 2! i; —sin 22 sin 2! iy + cos 13) — (— sin 22 cos ' i; —sin 22 sin 2! iy 4 cos 13):
r
1 1
r R+4a3’
= g1
A24e) T3 =g 1-8°=—-2-g°=
( ) I'Ni=8118 Ol g
=—r (cos z? cos 2! iy 4 cos 2% sin z! 12) C— (— sin 2 cos ' i —sin z? sin 2! iy + cos 22 13) =
T
= cos 2% sin 2 ,
= g1
A24f) Tl =g »-g' === -g' =
( ) 12 ) o2
. . . . . 1 . . . sin 22
=r (51113;2 sinz! i; —sin 22 cos ! 12) . 5 (— sinz! i +cos ! 12) =——7.
T COST CoS T
Az 2% = 0 gombfeliileten az (A.18)) és (A.22)) képletek alapjan
gi=a;=R (— cos z? sin z! i; +cos 22 cos ! i2) ,
(A.25) go=as =R (— sin 22 cos ' i —sinz? sin 2! iy + cos 2 13) ,

g3 =ag = cos 22 cosx! iy +cos 2 sinz! is +sin 2?2 i3

a harom bazisvektor és
1 1

1 . 1. 1.
g =a = ——— (—sinxr 11 +Cosx 1
R cos 22 ( ) ’
1 . . . . . .
(A26) g2 :a2 = E (— SlIl,CE2 CcOS .CL‘l 11 —SIn 1’2 Sin .Tl 19 + Ccos .'132 13) N

3_.3
g =a =g3=ag

a harom reciprok bazisvektor. Ami a metrikus tenzorokat illeti az (A.19) és (A.21) képletek
alapjan irhatjuk, hogy

Ricos®z* 0 0 R? C;SQ 2 0 0
(A27)  [gw] = lan] = 0 R 0|, [==]" 0 & o0
0 0 1 0 0 1
A gombfeliileten az ((A.24) képletek alapjan
1
'Y =—-Rcos’2?, Tyy=—R, Tl = =,
(A.28) . L
: inx
T3 = R’ Y =cosa?sinz?, Tl = ———

a nem azonosan zérus Christoffel szimbélumok értéke.
Ezek birtokdban azonnal adédnak a gorbiileti tenzorok matrixai:

(A.292) [baﬁ] _ [FS,B] _ [ —Rc(())s2 2 _OR ]
v 1% 0
(A.29D) [bg} - [g’\ b,m] - [ = 1 } :
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Az (A.29a]) Gsszefiiggés felhasznalasaval rogton szamithato a g,” athelyezs tenzor matrixa:

(A30a) [gay] = [6ay_x3bay] = |: 1+x3/R 0 :| )

0 1+23/R
amivel
#3 0
(A.30D) 9."] = [ 0 /B ] :
1+23/R
az inverz.

A.3. KUPFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER

Az [A73] abra egy « félnyilasszogt kupfeliiletre - ez héjak esetén a héj kozépfeliilete lehet —
épitett gorbevonalu KR-t szemléltet.

. 1
O x2sina cosx! y

xZsina sinx!

A.3. abra.

Leolvashaté az abrarol, hogy x! = ¢, 22 az origd és a P pont kozotti tavolsag, z® pedig a

P és P pontok kozotti elGjeles tavolsag, pozitiv, ha a P pont a kupfeliileten kiviil helyezkedik
el, negativ, ha a kupfeliileten beliil fekszik. A kup cstucspontja szingularis pont. Nyilvanvalo,
hogy 2! € [-m, 7], 22 > 0 és hogy 3 € (—mz sin a, oo} A kupfeliillet P pontjanak helyvektora
az (y',y?,9°) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozé egységvektorokat osszhangban az eddigiekkel
rendre iy, io és i3 jeloli — az

(A31l) r=r (xl,xz,O) =yY; +y2ia+ylis = hcosp sina i; +hsin g sina is+hcosa iz =

=22 cosz! sina i1 +2%sinz! sina ) + 2% cos i3
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moédon irhatd fel. Kévetkezbleg

or
gi=a=57= x> (— sin 2! i1 +cos zt i2) sin o
ox
(A.32) or
go = as :W = (cos z!i; +sin 2! ig) sin v+ cos « ig
iy
a két bazisvektor a kupfeliilleten. A harmadik bazisvektor a
iy ip i3
_ o2l 2 1 _
g1 XL = zesinz' sina x” cosx sin o 0 =
cos ! sin a sinzlsina cosa
= 22 (cos z! i1 +sin x! i2) sin o cos a — 22 sin? « i3
vektorszorzat
g1 X g2 = % sina
abszolut értékének felhasznalasaval szamithato
X
(A.33) g3 =ag = B1X82 _ (cos z!' i) +sinz?! i2) cosa— igsin«
‘gl X gz\
A bazisvektorok birtokdban
(1'2)2 sina 0 0
(A.34) kel = [are] = [ag-a,] = 0 10
0 01

az alsoindexes metrikus tenzor matrixa. Ennek
2 .
(A.35) Jo = (wZ) sin? o

a determinansa. A fels6indexes metrikus tenzor matrixa az alséindexes metrikus tenzor méatrixé-
nak inverze:
1

(22)“ sin® «
(A.36) [g"] = [a™] = 0 10
0 01
A felséindexes bazisvektorok indexemeléssel szamithatok:
1
g =9"gi=g"gi= oo, (- sinz! i; +cosz! i2) |
2 sin o

(A.37) g2 =g =¢Pg=go = (cosz’ iy +sinz! is) sina+cos a iy,

g3 =a’= gz =ag= (cos:c1 i; +sinz? i2) cosa—sino iz .

A P pontnak

(A.38) F=r+arig;

a helyvektora. Kovetkezésképp
_or or 3 % B

A39a) g1=—=—+2z =
( ) & oxrl  Oxt ox!
(L‘3 2 . 1 N 1 - . Cosa :1:3
=g+ 5z (—sma: i1 +cosz 12)811104 - = |1+ —5ctga | g1 =
T sin « T
g1
= (1:2 sin a4 2> cos a) (— sinz! iy + 22 cos ! i2) ,
or Or 0
(A.39b) go = 922~ 92 xSa—ig =gy = (cos z'i; +sinz! i2) sin o+ cos «v i3 ,
~~
=0
_ or 3 3 1 . 1 . .
(A.39¢c) g3 = 923 — g’=a’=gz—az= (cosx i +sinz 12) cosa—sin« i3
2
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a harom alséindexes bazisvektor,

(332 sin a+ 23 cosoz)2 0 0
(A.40) [Gke] = (8K 8] = 0 10,
0 0 1
a kovaridns metrikus tenzor matrixa, amelynek
1
B (22 sin a+z3 cos a)? 00
(A.41) [97] = 0 10
0 0 1

az inverze. Ez egyben a kontravarians mértéktenzor matrixa. Az utobbi és az (A.39) képleteket
felhasznalva kapjuk meg a kontravarians bazisvektorokat:

_11 - 1

A.42a g! = = —sinz!i; +cosz! iy) |

( ) & g 8l xQSina—i-x?’cosa( 1+ 2)
(A.42b) g2 = §Pg =g = (cos z! iy +sin 2! i2) sina+cos v i3,
(A.42¢c) g2 = gl=a’=gy=a3= (cos z! iy +sinz?! i2) cosa—sinais .

Az alabbiakban a nem azonosan zérus Christoffel szimbolumok szamitasat tekintjik at:

_ og 0
(Ad3a) T3, =g -8 = 981 gt=y = (:n2 sin o+ 22 cos a) (— sinz! i + 22 cos x! i2) g3 =
' Ozl ox!
= — ( 2sina+a3 cosa) (cos z! iy +sinz?! i2) . [(cos z!i; +sinz?! i2) cos o —sin « ig} =

= — (LL‘2 sina—l—aj3 COS Oé) COs @

@.glz

A.43b) Ti =gs3,-g' =
( ) 31 — 8318 Ol

1
1 . 1. . . 1. 1.
= - —— (cosz  1;+sinx ig)sina p-(—sinz 1] +cosz™ 13) =
x?sina+ 23 cos a Oml( ) ( )

sin «r sin «r

(— sinz! i +cos ! i2) . (— sinz! iy +cos ! ig) =

22 sin a+ 23 cos 22 sin a+ 23 cos v

A kupfeliileten a gorbiileti tenzorok matrixai tekintetében a

r 2 3 2 g
=3 | —(z*sina+z cosa) cosa 0 | —z"sinacosa 0
(A.44a) [bocﬁ] = Faﬁ’x3:0 = ( 0 :| L |: 0 0
L z°=0
és
[ 1 2. 3
ity ] =[] = | Eme— 0] [~ (et atoma o 0
L 0 1 x3=0
_ gos}oc 0
— T2 sin
0 0

Osszefiiggéseket kapjuk. B
A béazisvektorok P pontbél a P pontba torténé athelyezésének tenzora az ((A.44b)képletek
alapjan szamithato:

3
v v v 1+ %ctga 0
A4 = [6," —2b,"] = a? :
Ennek
$2 0
A.45b vl — | z?+z3ctgo
( ) [90"] [ ) 1 ]

az inverze.
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A.4. TORUSZFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER

Az[A4] abra az R, kozépkortd és R sugart toruszieliiletre - ez héjak esetén a héj kozépfeliilete
lehet — épitett gérbevonali KR-t szemléltet.

A 4. 4bra.

Leolvashaté az abrarol, hogy
(A.46) tt=yp, 2*=9, 2*=r—R
a harom toruszi koordindta (z' € [0,27], 22 € [-m, 7], 2 > —R). A tetszSlegesen valasztott P
pont helyvektora az (y',y?, y>) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozé egységvektorokat rendre iy,is
és iz jeloli — az
(A47) T=r (3:1, z2, x3) =yt +ylia 410 =
= (Ro+rcost) cospiy+ (Ry+rcost?)singig+rsind ig =
= [Ro+ (R—{—m3) cos 1'2] cosz! iy + [RO+ (R+$3) cos :cQ] sinz! s+ (R+:133) sin 7 i3

alakban irhato fel. alakban irhato fel. A helyvektor ismeretében

oF
g1 = a—rl =— [Ro+ (R+333) cos x2] sinz! iy + [Ro+ (R+x3) cos xz] cosz! iy
i
g
(A.48) g = 071‘2 =— (R+a:3) sinz? coszt iy — (R+3:3) sinz?sin ! ip + (R—I—x3) cos 22 i3
T
0
g3 = 87:‘3 = cos 2% cos x! i1 +cos 22 sin ! i +sin z? ig
a harom béazisvektor és
[Ro + (R+ a;3) cos 56'2] 2 0 0
(A.49) (k] = (8181 = 0 (R+2%)* 0
0 0 1

az alsoindexes metrikus tenzor matrixa. Ennek a méatrixnak

(A.50) Jo = [Ro+ (R+2°) cos2?]” (R+a%)”
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a determinansa. A felsGindexes metrikus tenzor matrixa az alséindexes metrikus tenzor matrixa-
nak inverze:

1
72 c0132 22 (1] 0 [Ro+(R+x3) cos 22]* (1)
P9 — 1 —
(A.51) [97] = 72 0= 0 (R+a3)*
0 0 1 0 0 1

A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel adodnak:
1

sl _ -l _ -1l 1. 1.
= = = p— l ) l
& =9 89 8 R,+ (R+x3) cos a2 {~sina’ iy +cosz ip}
1
(A.52) g2 =g’g; = %8, = — (— sin 22 cos ! iy —sin 22 sin ! iy + cos 22 i3)
(R+23)

g’ =" =7"gs=83.
Az alabbiak a nem azonosan zérus Christoffel szimb6lumok:
g1 _
ﬁ . g3 =
s
— { [Ro + (R+:r3) cos xz] (cos z! i; +sin x! i2) } . (cos 2% coszt i1 +cosx

S [Ro—i— (R+m3) cosx2] cosz? ,

(A53a) f‘?l =g1,1 gd =

2gin 2! iy +sin 22 i3) =

_. . og . .
(A.53Db) 1“32 =g22 g = Tg; gl =— {(R+a:3) (cos 22 cos 2! i] + cos 2% sin 2! is +sin 22 ig)} .
T
(cos 2% cosz! i1 +cos 2% sin 2! iy +sin z? i3) = — (R+x3) ,
= _ 1 Oz _
A53c) Ti =gs-gl=—gl=
( ¢) I's;=831°8 Eys g
1
= (— cos z? sin ! i; +cos 22 cos ! ig) . Rot (Rt 2%) cos a2 {—sinxl i; +cos ! ig} =
B cos x2
~ Ro+(R+23)cosa?’
_ O
(A.53d) T2, =g32-8°= 8—5; -g° = (—sinz? cosz' i) —sina?sinz' iy +cosz? i) -
1 1
Rra? (— sin 22 cos 2! i] —sin 22 sinz! iy +cos 22 i3) = Rya?
_ Og . . .
(A.53e) I‘%l =811 -g2 = aTg; -g2 =— [Ro—l— (R—I—:L‘3) cos x2] (cos z! iy +sinz?! 12) .
1
R+a3 (— sin 22 cos z! i; —sin 22 sin 2! iy + cos 2 ig) =
T
1
=R [Ro—i- (R+a:3) cos x2] sina? |

= 1 _Og _
(A.53f) F%Q =81,2 'gl = 922 'gl =

1

. 1. 1. o
R0+(R+m3)cosx2 {—smx 11 +cCcosx 12}—

= (R—i—xg) (sinx2 sinz! i; —sin 22 cos 2! ig) .

R+$3 . 2
=— sinz? .
Ro+ (R+23) cos 22
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Az 23 = 0 toruszfeliileten az (A.48)) és (A.52)) képletek alapjan

g1 =a; = (Ro—f—Rcos x2) (— sinz! i +cos ! ig)

(A.54) g2 =as = R (—sin 22 cosz! i) —sin 22 sin 2! iy + cos x2 is)

2 2

g3 = az = cos z“ cos 2zl iy +cosz?sinz! i +sina? i3

a harom bazisvektor és

1
1 1 S 1s
a =———1—sinzx ij+cosz iy
RO+RCOS:62{ }

g

(A.55) 2_ .2

g 2 1

1 . .9
= = (— SIx- COST 11 —SINXT
R

sin z! iy + cos 22 i3)

I
o

3 3
g —a =g3=as

a harom reciprok bazisvektor. Ami a metrikus tenzorokat illeti, az (A.49)) és (A.51) képletek
alapjan adodik, hogy

1
(Ro+Rcosz?)® 0 0 GorReommE 000
(A56) [gr]=[aw]= 0 R* 0|, [¢"=[a"]= 0 & 0
0 0 1 0 0 1
A toruszfeliileten az (A.53)) képletek alapjan
(A.57)
2
T8 = — (Ry+ Rcosa®) cosa®, Th=—R T = ot
11 ( o+ Rcosx )cosx , D'y , 31 Rt Reosa?’
1 R
F2 — FZ = (R R 2\ o3 2 1—\1 - v 2
39 R 11 ( o+ cosx )smx , 12 RO+RCOS£L‘2 sin x

a nem azonosan zérus Christoffel szimbolumok értéke. Ezek birtokaban az (A.57)) képletek alapjan
azonnal adédnak a gorbiileti tenzorok méatrixai:

— (Ry+Rcosa?) cosz® 0
(A.58a) [bos] = [Fé’ﬁ] _ [ ( c(())sa: ) cosz o ]
és
1 B ) )
M= | g\ — | (Rot+Rcosz?)? (Ro+Rcosz?)cosz? 0 | _
(A.58b)  |b2] = [9"bue] = [( FReon ) ) ] [ ‘ 0

__ cosz? 0
— Ro,+ R cos x? 1 .
0 ~R

A fenti (A.58b)) Osszefiiggés felhasznalasaval szamithato a g,” athelyezs tenzor matrixa:

3 « 2
(A.592) 9] = [6.0 —a%b2] = | 1 Rorhicosar O 7
“ “ “ 0 14+23/R
amivel
% 0
(A.59Db) l9./] = HW .
1+23/R

az inverz. Ha R, = 0 a jelen szakasz képleteibsl visszakapjuk a gombfeliiletre épitett KR-el
foglalkoz6 az [A.2] szakasz valamennyi képletét.
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A.5. FORGASFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER

Az [AT5] abra az S forgasfeliiletre - ez héjak esetén a forgashéj kozépfeliilete lehet — épitett
gorbevonali KR-t szemléltet.

Legyen az y' = R (y3) az (y',12%,9%) KR (y',%?) koordinatasikjaban fekvs sikgorbe — ezt az
abra nem tiinteti fel —, amelyre nézve feltételezziik, hogy (a) y' = R(y®) > 0 tovabb4, hogy (b)
az R(y3) fiiggvény folytonosan differencidlhaté az y3 koordinita szerint. A gérbe mentén mért
fvkoordinatét s jeloli. Feltevés szerint ha y® = 0, akkor s = s, = 0. Megjegyezziik, hogy az R(y%)
gorbének meridiangorbe a neve.

Az S forgasfeliiletet tigy hozzuk létre, hogy megforgatjuk az R(y®) gérbét az (y!,y2,4°) KR
y3 tengelye koriil. Eszerint az R(y) = R(s) a forgasfeliilet sugara az y> helyen.

A.5. 4bra.

Leolvashaté az abrardl, hogy = = ¢, 2 = s, az 22 pedig a szokott médon a feliilet normalisa

mentén mért elGjeles tavolsag a feliileten fekvé P és a normalison fekvé P pontok kozott. x>
pozitiv, ha a P pont felé haladva téavolodunk az y3 tengelytdl, ellenkezs esetben pedig negativ.
A P ponthoz tartozoé y> koordinatat az y3 = f(2?) fiiggvény adja meg.

Az 32 koordinata tengelyt is tartalmazo sikok helyzetét az ! = ¢ polarszog hatarozza meg.
Megjegyezziik, hogy az . abra a ¢ polarszoghoz tartozo sikban szemlélteti az R(y?) meridi-
angorbét.

Nyilvanvalo, hogy @' € [—m, 7] és 2% € (—R(y?)/ sin ¥, 00]. (0<9 < a forgasfeliilet P pontbeli
normalisa és az y3 tengely kozotti szog.
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Vezessiik be a

dR(y’)
dy3

jelolést — az o szOg geometriai jelentése leolvashatd az abrarol.

A forgasfeliilet P pontjanak helyvektora az (y',y?, y3) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozo
egységvektorokat 6sszhangban az eddigiekkel rendre iy, i és i3 jeloli — az

(A.60) =R ) =R =tga

(A.61) r=r(z',2°0) =y'i1+y’ia+y i3 = R(s) cos p i1 + R(s) sin p iy +-¢° i3 =
= R(x*) cosz' iy + R(2?) sinz! ig + f(2?) i3

moédon irhato fel. Nem nehéz ellendrizni, hogy az x? koordinatavonalon

(A.62) ds=da? = \/1+(R)’dy®; A2 (y¥) >1
——
Az (y®)

az ivelem, ahol az As (y3) fiiggvényt a képlet megjelolt része értelmezi. Az As (:1:2) fliggvény

ismeretében
3

y
(A.63) 2 =22 (y) = 332’ s_gt Ay (n°) dn®; =y’
y?=0 y3=0
az x? ivkoordinata szamitasanak képlete. Az (A.62) és (A.63) képletek szerint fennall, hogy
da® _ 2 (57) dy? _df 1 drR _dRdy’ R
dy3 dz?2  dz?2 A, de?  dyddz? A,

A fentiek alapjan a forgésfeliileten

és

(A.64)

0
g1=a :a—rl:R(—sinx1 i; +cosz! ig) ,
(A.65) -
or 1 / 1. ;. 1. .
go = as :@:E(R cosxz i1+ R sinz 12+13)

a két bazisvektor. A harmadik bazisvektor a
1 i is iz
g1 ng:A— —Rsinz! Rcosz! 0 |=
21 R'cosz! R'sinz! 1

1
1 (Rcos z'i; + Rsinz' iy — RR' ig)
2

vektorszorzat

1 1
- 2 2 1 gin? 21 2_ 2 _
g1 xg2|—A2\/R (cos? 2! +sin® z!) + (RR') —A2R\/1+(R’) =R

abszolut értékének felhasznélasaval — fentebb kihasznéltuk az As (A.62) alatti értelmezését —
szamithato

X 1
(A.66) g3 =az= ‘21%1 =1L (cos z'i;+sinz' i — R i3)
1 X g2 2

A bazisvektorok birtokédban irhato, hogy

al-a1:R2, a2~a2:%:1, ag-az=1,
A3
tehéat
R 00
(A.67) lgke] = [are] = [ag-ar] = 8 (1] (1) és  go=R?
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az alsdindexes metrikus tenzor métrixa, illetve determinansa. A felsGindexes metrikus tenzor
méatrixa az alséindexes metrikus tenzor méatrixanak inverze:

1 00

R2
(A.68) [P =1[a"]=| 0 1 0
0 01

A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel szamithatok:

1 o1 .
g = guge =g'g1 = R (— sinz! iy +cosa! 12) ,

1
(A.69) g2 = gﬂge = 922g2 =g2= N (R’ cosz' iy + R sinz' iy +i3) ,
2
g3:a3:g3:a3 R (cosx i; +sinz!io— R 13) .
2
A késobbiek kedvéért Osszefoglalas-szertien megadjuk az alabbi derivaltakat:
d dR' dy® R dAy, d 2 1 R'R"
(A?O&) 72R,: 372:7, 73:73 1+(R/) :7R/R//:
dx dy3 dx Ag dy dy 14 (R,)Q Ag
d 1 d 1Y) dy? 1dAs R'R"
A.70b —_ = =) = == - _
( ) daz? A <dy3 Ag) dz? A3 dy? A3
d R d R dy> 1 d R
dz? A, dy 14 (R’)2 dz Ag dy 1+ (R,)g

1/A,
1 R _i (R/)QR// B R 1_<R/>2 B R
Al A () AP\ ) !

A forgasfeliilet normalisan fekvé P pontnak

(A.71) F=r+arig;

a helyvektora. Kovetkezésképp — kihasznélva az (A.70) alatti derivaltakat mindentitt, ahol sziik-
séges — kapjuk, hogy

or _Or | y08s _

A.72 g1 =—— = =
(A722) &1 ozl Ozl z@azl
.’I]S 1 .’I}3
—gﬁ-TRR(—Slnx i1 +cosx 12) 1+A—R =
81
1+—x3 R(—sinxli +z%cosxti )
AsR ! 2) -
_ or Or g3 . 3 d R . , R,
(A.72b) g 922 axQ—HE 922 13=82—7 a2 4, iz=go—x (A2)413
——
alapjén
1 R//
:@{R'cosxl i1+R'sinx1 i2+<1m3(A2)4> ig} ,
- or 3_ .3 1 Te o 1. )
(A.72c) Bs=53=8 =a :g3:a3:A—2(cosx ij+sinz' ip— R i3)
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a harom alséindexes bazisvektor,

2
B (14 425) 0 0
AT3 Gre) = 8180 = 1| (R"? ( _ 3R7”>2 :
(A.73) [Gke] = 81 - &) 0 |+ (1-2° s 0
0 0 1
a kovaridns metrikus tenzor matrixa, amelynek
1
—— 0 0
R (1+AZ2SR)2
2
(A.74) [g"7] = 0 A ; 0
/ 2 _ RN
(R") +(1 x3 (A2)4)
0 0 1

az inverze. Ez egyben a kontravarians mértéktenzor matrixa. Az utobbi és az (A.71]) képleteket
felhasznalva ad6dnak a kontravarians bazisvektorok:

(A.75a)
1
gl = g”gl =7 (— sin 2! i] +cos x! i2) ,
R(1+-5)
(A.75D)
A R//
g =7"g=8-= 2 5 {R'cosa:l iy + R sinz! i2+<1—x3(A)4> ig} ,
N2 .3 R 9
(R + (1-a32s)
(A.75c¢)
1
gl=g’=a’=g3=az= 1 (cos;z:1 iy +sinzt ip— R’ i3) .
2

Az aldbbiakban az S feliileten vett nem azonosan zérus Christoffel szimboélumok szamitésat
tekintjiik at:

Ogs
A76a) T, = ol = ol =
(A.76a) Ly =gs1°8 =578
= ii(cosxlilJrsirlzclig—R’ig) -l(*sinﬂflihLCOSﬂClb):
6$1A2 R
1 . 1. 1. 1 . 1. 1. 1
:Z(—s1nx ij +cosz 12)-E(—smx 1} +cosx IQ)ZRA
9 2
0g2
(A.76D) I‘%l =821 gl = Dzl g =
= o1 (R’cosxli +R'sinz!i +i) -l(—sinxli —i—cosxli):
ozl Ay 1 2T13 R 1 2
R’ 1 R’
4, (—sinz' iy +cosz’ ip) ‘R (—sina’ iy +cosa’ ip) = RA
9 2
0g1
AT6c) T2 =g, g?=—>g’=
(A.76c) IYy=gi1-8" =578
:{81%(—8110361 i1—|—cosx1 ig)}'l(R/COSl‘l iﬁ—R'sinaj1 i2+i3):
Ot Ao
1 RR'
=R (—cosz' iy —sinz' i) — (R cosz' i) + R'sinz' ip+i3) = —

Ay Ay
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0gs3
(AT6d) T3 =gsog’= 75" 8" =

0 1 1
= {3:U2Az (cosx1 i; +sinz'is— R ig)}-A2 (R'cosﬂv1 i + R sina! i2+i3) =

d 1 1 d 1
:{ (dx2Az) (cos:c1 i; +sinz'is— R ig,)—A—2 <dx2R/> ig}-A2 (R’ cosz!ij+ R sinzt i2+i3):
N—— N——
—R'R" A3 R /Ay

R R 2
(%)

! DI
- {_R i (cosz! iy +sinz' ip) — ——
R 9 R" R 2 R 2 R
1— (2 = — | +1—(— == 3

1
iz p-— (R cosz'i; + R sinz! is+i3) =
4 (1) 3}AJ 1 o)

( R/)2 R R

A3 (An)°
(A.76¢) T = 81,1 g’ = % gl = {881:1R (— sin ! iy +cos 2! ig) } g?=
=R (_ cosz! i; —sin z! iz) . 4 (cosalr1 ij+sinal i, — R’ 13) = _fQ

1
(A.76f) T3y =goo-g° = g2 g3 = { 9 (R cosz’ i1+ R sinz! iy +i3) } gd =

Ox? 012 Ay
(L (R cosz' iy + R sina’ i2+is)-i-i iR’ (cosz' iy +sinz' is) p g’ =
dx? Ao As da?
—_——
—R'R’ /A% R/ A»
R R\?2 R'R" 1
— R 1 _ . 1. : 1. _ 0 L 1. . 1. _ pls _
{(A2)2 <A2> (cosac 11 +sinx 12) 7/1‘21 13} A (cosw ij +sinz iy — R 13)
R// R/ 2 Rl/ R/ 2 R//
(4s)° (Az) (As)° (Az) A3
A forgasfeliileten a gorbiileti tenzorok matrixai tekintetében a
_Aﬁ 0
(A.77a) [bap] =155 = [ . 2 % ]
2
és a
1 _RB 9 —1
>\ = AV == ? O A2 1! = RA2 1!
2 2

osszefiiggéseket kapjuk. A bazisvektorok P pontbol a P pontba térténd athelyezésének tenzora
az (A.77b)) képlet felhasznalasaval szamithato:

1+ i3 0
v v 31 v RA
(780) 01 = (o, ] = | TR 1_%ﬁ]
2
Ennek

(A.78b) [9,"]

RAg 0
RA> +CE3
iy e

az inverze.
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Nyilvanvalo a a (9.85)) és az (A.78b)) képletek egybevetése alapjan, hogy a P pontban a g', g3
és g2, g3 bazisvektorok altal kifeszitett sik gorbiileti f6sik, az els6 fésikban pedig

1 1 / R
A. b 1 - = —— — A — 1 12 —
( 79&) 1 R(l) RA2 azazZ R(l) R 2 R + (R ) oS v
a f6gorbiilet sugara, a masodik f6sikban pedig ugyanilyen médon ad6dik, hogy
9 1 R A3
(A.79) b=y = a M Ro=g

Az els6 esetben O, a masodikban pedig Oy jeldli a gorbiileti kozéppontot az dbran.






B. FUGGELEK

A gyakorlatok megoldasai

B.1. 1. FEJEZET

1. Gyakorlat. Linearisan fiiggetlenek az azonos ponthoz kotottnek tekintett (kozos alkal-
mazasi ponti) aj, ag és ag vektorok, ha zérustol kiilonb6zs a vegyesszorzatuk. Nem nehéz
ellendrizni, hogy a gyakorlat egyik vektorhdrmasa sem linearisan fiiggetlen, mivel

2 1 3 2 1 3
[ajagag]=|5 10 2 |=0 ¢és [ajagas]=|6 7 5 |=0.
6 3 9 9 10 8

2. Gyakorlat. Ha bazist alkotnak a g;, go és g3 vektorok, akkor zérustél kiilonbozs a
vegyesszorzatuk:

111
Yo =[g18eg3]=|1 1 2 |=-1.
1 2 3
A
11 i2 13
X
g =878 | 1 9|t 4i-is,
To 1 2 3
ip i i3
X
g2=87"81 _ |1 9 3|—i —2itis,
Vo 1 1 1
17 i2 13
X
=878 |\ 1 1 |=_i4i
Vo 1 1 2

reciprok vektorokkal
a' =a-g = (6iy 4+ 9ip 4 14i3) - (iy +ip —i3) = 6+9—-14 =1,
a? = a-g? = (6iy + 9ip + 14i3) - (i; — 2ip +i3) =6 - 18 +14 =2,
a® =a-g® = (6i1 +9ip+ 14i3) - (—i; +i2) = —6+9=3
a keresett harom koordinéta, azaz
a=a'g)+a’gy+a’gs =g +2g2+3g3.
3. Gyakorlat. Ha linearisan 6sszefiigg a by és by a hdromméretd térben, akkor fennall az
Aaj +4as+2a3 =k (a;+lag—a3) .

egyenlet, amelyben a A és x ismeretlen. Szorozzuk at ezt az egyenletet skalarisan az aq,
ag ¢és ag vektorokhoz tartozo aj, aj és aj reciprok vektorokkal — mivel bazist alkotnak
az ai, az és ag vektorok, létezik az aj, a3 és aj reciprok vektorharmas —, és hasznaljuk

ki, hogy
1 i=7,
ai‘a;:{ 0 i#j.
Harom skalaregyenletet kapunk:
A—k=0, 4-Ax=0 és 24k=0.
149
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B.2. 2. Fejezet

A harmadik egyenletbdl k = —2, ezzel az els egyenletbsl A= —2. A kapott megoldaspar
teljesiti a masodik egyenletet is.

. Gyakorlat. Béazist alkotnak a gi, go és g3 bézishoz tartozo és az (1.18) képletekkel

értelmezett g', g2 és g reciprok vektorok a harommeérett térben, ha a
c1gt +cog’ 4+ c3g® =0

egyenletnek csak trivialis megoldasa van a c¢1, ¢p és c3 allandokra nézve. Atszorozva a
fenti egyenletet gi-val, és kihasznéalva a gy, -g! = 52 Osszefiiggést azonnal kapjuk, hogy
cr, = 0. Ez egyben az allitas igazolasa.

. Gyakorlat. Vegyiik észre, hogy Jy » a A1, A2 és Az-at ado

A1g1+A2ga+Aog3 =0

homogén linearis egyenletrendszer determinansa — lasd az (|1.39)) 6sszefiiggést tartalmazo
bekezdést. Mivel ez nem zérus csak trividlis megoldas van a A1, Ay és A3 skalarokra.

B.2. 2. FEJEZET

. Gyakorlat.

; k_ 1 2 3.
1. ap =a; +ag+ag’;

i, Amnb™ = am1b' + amab® + amsb?:
iii.  amn = ctai, +asn +asy;
iv. amm — ez a kifejezés hibas;
V. appbP? = (a1 + a2 +ags) bPY;
vi. akrbkr = allbn + a12612 —l—algblg + a21b21 + a22b22 +...+ a32b32 + a33633 ;
vii. armcmn — arlcln 4 ar202n 4 a’/‘gci’m;
viii. €ijkajk = 6123 (CL23 — CL32) + 6231 (a31 — CL13) + 6312 (CL12 — CL21) =
= (a3 —a3z) +(a31 —aiz) + (a2 —az1) .

. Gyakorlat.

i.-ii. Tekintettel arra, hogy a néma indexek atnevezhet6k a mésodik kifejezés esetén
fennéll a d, a,” = a," d,, 6sszefiiggés. A kifejezés jobboldala csak a szabad indexben tér
el az els§ kifejezéstsl. Mivel a szabad index tetszGleges lehet a két kifejezés ugyanazt a
mennyiséget adja eredménytl.

iii.-iv. Mivel a néma indexek atnevezhetSk a iv. alatti kifejezés tekintetében fennall,
hogy a,sc®” = amnc™™. Ez azt jelenti, hogy a . alatti kifejezés, valamint a 4. alatti
kifejezés értéke egyarant ugyanaz a skalar.

. Gyakorlat.

Az 6sszegek alkalmas kiirdsa igazolja az allitast:

aklbkbl =aill blbl + a92 bzb2 + ass b3b3+
~~ ~~ ~~

=0 =0 =0
+ (a12+ (121)l)1b2 + (ags +a23)b263 + (a1 + a13)b3bl =0.
— ~~

. Gyakorlat.

Jelolje d a b x ¢ szorzatot:
d=d,g’ =bxc=¢p,blc"g".
Felhasznalva a fenti képlet jobboldalat, valamint az (1.29)) osszefiiggést, irhato, hogy

ax(bxc)=axd=c"Pa.d =e"Pe rabic g, =
sAp8n pgrls gn

= dgrasbic'g, = (525ﬁ —(5?(52) asbic"g, = (a,"b" —ash’c") gy, .
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Ha ezt az eredményt megszorozzuk skalarisan gg-val és dtnevezziik az s néma indexeket
r-re, akkor az igazolni kivant eredményt kapjuk:

[ax (bxc)| -gr = (a,c"b" —asb’c") gnr, = arc b —a, b ¢y .
Szimbolikus irasmodban :
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

Ez az eredmény az alatti kifejtési tétel igazolasa.
A 4. Gyakorlat mésodik egyenletének helyessége — a kifejtési tétel alatti alakja
— hasonlé médon igazolhaté.
5. Gyakorlat.
A vektorialis szorzasok, majd pedig a skalédris szorzés végrehajtédsa utéan hasznaljuk
ki az Osszefiiggést, illetve a Kronecker-delta indexatnevezési funkciojat. Kapjuk,

hogy:
(axb)-(cxd)= arbpe ™ M A" e s = b A" e s =
= a,bpcmd"” (5:,152 — 5;5&) = a,c"bpd" — a,d"brc* .

Ugyanez az eredmény a vegyes szorzat atalakitasaval szimbolikus irdsmoédban is megkap-
hato, ha kihasznaljuk az (1.3b]) alatti kifejtési tételt is:

(axb)-(cxd)=[(axb)xc]-d= =(a-c) (b-d)—(b-c) (a-d) .
6. Gyakorlat. Az
axb=c¢p,ald" g, cxd = egyppc’d’g®
és
g’ xg" =e""gs
szorzatok, tovabba az ([1.29)) osszefiiggés, illetve a Kronecker-delta indexatnevezési funk-
cibjanak felhasznélasaval adodik, hogy
(axb)x(cxd) = gpgre?® a®d” eypuc’dgs =
——
Su5s—6u s
= eypwa"c’d" bsgs —Erpuwb c’d” bsgs =
= [acd]b—[bcd]a.

Ezt kellett igazolni.
7. Gyakorlat. Az (1.3b) kifejtési tétel szerint

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
és
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a.
Mivel a gyakorlat egyik feltétele elGirja, hogy
ax(bxc)=(axb)xc
kovetkezik, hogy
(a-b)c=(b-c)a

ahonnan
b-c . a-b
=52 és a=,—c.
Eszerint kollinearis az a és a ¢ ha teljesiil a gyakorlat méasik két feltétele is, azaz ha
a-b#0é b-c#0.

C
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B.4. 3. Fejezet
8. Gyakorlat. Nem nehéz ellendrizni az (1.3al) kifejtési tétel értelemszerti felhasznalaséaval,
hogy valéban fennall a Jacobi-féle azonosség:

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=

=(a-c)b—(a-b)c+(b-a)c—(b-c)a+(c-b)a—(c-a)b=0

B.3. 3. FEJEZET

1. Gyakorlat. Jelélje G'" a g, adjungaltjat. Nyilvanval6 a (3.10); képlet alapjan — az a
bettik helyére megfelels betiinagysédgban g-t, ]aSJ] helyére g.-at kell gondolni —, hogy
(B.1)

Jo = gprgpr .
Kovetkezésképp
09o aogrr 0
(BQ) g = Gpr g +gpr 9pr
8qu aqu 8qu
——

——
=0 :5g
ahol a P rogzitettnek tekintett index. A képlet jobboldalan megadott értékek magyara-
zatat az aldbbiakban ismertetjiik.

(a) A jobboldalon 4ll6 utolsé derivaltnak csak p= P-re kiilonbozhet az értéke a zérustol.
Ennek alapjan nyilvanvalé a

9gpr
89 Pq

Osszefliggés helyessége.

(b) Ha azt is figyelembe vessziik tovabba, hogy az GP" adjungalt p = P esetén nem
tartalmazza gp,-t akkor azonnal kovetkezik, hogy

agr

=0
69]3(1

Fentiek alapjan atirhato a (B.2|) dsszefiiggés:
(B.3)

d9o

—GPrsd = Gra .
99pq '
Ha még a

GP1 = gy gl

Osszefiiggést is felhasznéljuk — ez az adjungélt és az eredeti tenzor kozotti kapcsolat,
melynek felirasa soran kihasznéltuk azt a koriilményt is, hogy szimmetrikus a metrikus
tenzor —, akkor azonnal megkapjuk a (B.3)-bol az igazolni kivant
9]

(B.4) Jo

9o
99pq
egyenletet.

gpq

2. Gyakorlat. Az igazolni kivant képlet azonnal adodik az 1. Gyakorlat eredményének,
azaz a (B.4)) osszefliggésnek felhasznélasaval:

Olng, 1 09 1

_ pq _ pq
= = —0o9 " =g
agpq 9o ag}oq 9o °
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B.4. 4. FEIJEZET

1. Gyakorlat. Legyen v =v,g° =v"g, tetszéleges vektor. A gyakorlat allitdsainak helyes-
sége azonnal kovetkezik a

Sferogt-(v'g) =gt g =vlgi=v
—— ——

v 5£
és
I erogr (vVg) =9 grgr g =g g g =v'g =v
SN~—— S~~~ N~
v Ger (STI?
atalakitasokbol.

2. Gyakorlat. Az allitas igazolasa a (4.32)) képlet alkalmas atalakitasat igényli:
A=t ap o, 0%, =t Papt,"7,° b0t =
oy

/ /
=t apt, 7, bt ="a,b".
D e

Ezt kellett igazolni.

B.5. 5. FEJEZET

1. Gyakorlat. Ahhoz, hogy az aP és b, sokasagok ugyanazt a vektort jelentsék az (z)
goérbevonali KR-ben a
apgp = bng = bngpgp )
vagy ami ezzel egyenértéki a
byg® = a’gp = aPgpeg’
Osszefiiggésnek kell fennallnia. Ha az elsé egyenletet g"-el, a masodikat pedig gs-el skalé-

risan atszorozzuk, akkor kihasznalva a jol ismert g,-g" =9, és g?-g; =07 sszefiiggéseket
és indexatnevezd operatorként miikdodtetve a Kronecker-deltat kapjuk, hogy

a" =0byg?" és by=algps.
Ez az eredmény az indexemelés, illetve siillyesztés szabalya — ez a szabaly kapcsolja tehét
Ossze a aP és by sokasagokat, ha azok ugyanazt a valodi vektort jelentik.

2. Gyakorlat. Ahhoz, hogy az a,q és by! sokasagok ugyanazt a masodrendd tenzort je-
lentsék az (x) goérbevonali KR-ben az

apeg’ ®g? =b,"g" g,
Osszefiiggésnek kell fennéllnia. Ha ezt az egyenletet balrél gg-val, jobbrol pedig ge-el
skaldrisan megszorozzuk, és kihasznaljuk a jol ismert gy, -gP =67, g7-8¢ =067, &8¢ = gre
Osszefiiggéseket, valamint indexatnevezd operatorként miikodtetjiik a Kronecker-deltét,
akkor apjuk, hogy
ake = b, gy -
Hasonlé gondolatmenettel mutathaté meg, hogy a

Qe = gkpcp Y,
és
ake = Grpd™ gpe
Osszefiiggéseknek is fenn kell allnia. A fenti képletek az indexemelés és siillyesztés sza-
balyai - ezek kotik tehat ossze a apq, b)), ’q és a dP? sokasagokat, ha azok ugyanazt a
masodrendt tenzort reprezentaljak.
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B.5. 5. Fejezet

3. Gyakorlat. A

OO 0 e
OxP Oxd b

atalakitasbol azonnal kovetkezik, hogy valodi tenzor a gP? metrikus tenzor. A fenti képlet

a kovarians metrikus tenzorokkal kapcsolatos (5.5)) alatti 6sszefliggés parja.

! mn __ 1/ m_l n __

g

. Gyakorlat. Az

I&_uvw — (lgu % /gv) _/gw — % a€U 8£w

OxP Oxd Oz”

atalakitasbol azonnal kévetkezik, hogy valodi tenzor a kontravaridns eP?” tenzor. Ez az
Osszefiiggés egyébként a kovaridns permutécios tenzorral kapcesolatos (5.6)) alatti egyenlet

parja.

D q r__ U _v_w _pqr
( Xg)'g =Tp TqgTr €

. Gyakorlat. Az el6z6, azaz a 4. Gyakorlat megoldasa szerint

1 2 3
/ 0:/6123=(I 1></g2)‘/g3— 08 9&° O

D q r__
= —— X . =
Y g 9p9q9r(g g)g
1_2_3 _pgr 1._2_3 pgr.o l o
—TquTT & —TquT,r. (& ’)/ —‘Tk ’}/ .

Kovetkezésképp 7° # v°, ami azt jelenti, hogy nem valodi skalar a ~°.
A fenti eredmény atirhato a

/,Yo — tM o; M=—1
alakba —t=1/Tr=1/ ‘Tlf‘. Ez a képlet az 1' alatti képlet parja.

. Gyakorlat. A 4. Gyakorlat megoldasa alapjan irhato, hogy

! _uvw __ I ol uvw __ (! u ! v I w
g ="yt = (lgt xg?) g =
og" 9g" og™
— Y4 q T o__ u v w .pgr __ o u v w ,pqgr
= — gl xgl)-g" =771 10 Pl =~°7 1 7, PN
8:61"83:‘183;"( prar poar
Kovetkezésképp
o
ww _ Y u v _w pgr _ tM_u_v_w pgr M =
e =T, T, T, el =tV T, T, e =1

Ino' P QT
Y

Mivel 4° # ~4° azonnal kovetkezik a fenti képletbdl, hogy pszeudotenzor a felsGindexes
permutécios szimbolum. A fenti eredmény egyben az (5.8 alatti 6sszefiiggés péarja.

. Gyakorlat. A

v =g g’ g’ = g% ¥ " " (g1 gr gm] =

= 9"%9%¢* " erum = 9" 9> 9> €m0 = %
—_—

gO
atalakitas szerint
0\2 o
(V)" =9°
Kovetkezésképp — tekintettel a y° # 7° egyenlStlenségre — fennéll, hogy 'g° # ¢°. Ez azt

jelenti, hogy nem valodi skalar a ¢°. Mivel go=1/¢° azonnal adodik, hogy a g, sem valodi
skalar.

. Gyakorlat. Legyen az a és b két tetsz6leges vektor. A gyakorlat allitdsdnak helyessége

azonnal kovetkezik az
a-b = apb’ = a05b" = apt Fr 0" = apt Fro vt ="a, 0
S~~~ e

55 ’as 'bs

atalakitasbol.
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9. Gyakorlat. Azigazolast csak masodrendi tenzorokra vazoljuk ugyanis a gondolatmenet
minden mas esetben véltozatlan. Legyen a,f és b,f két val6di masodrendii tenzor. Ez
esetben nyilvanvald, hogy

1oq__ Lk _q . g _ 18k _q
a,’ =a;t,T, és b, =0b,t, T,

Legyen tovabbé « és 8 a két suly. A gyakorlat allitdsdnak helyessége az el6zéek alapjan
irhato

a,?+ 8,1 = aaftl T, + Bbit,f T, = (aa,f—l—ﬁb,f) thr,d

Osszefiiggés kbvetkezménye, hiszen ez vildgosan mutatja, hogy a vonatkozo transzformécio
szabélyai a stlyozott Osszegre is érvényesek maradnak. Vegyiik észre, hogy a kapott
eredmény 0sszhangban van az Osszefiiggéssel.

10. Gyakorlat. Legyen a,fT és bgq két valodi tenzor. Ez esetben fennallnak a

! vw 48 w 2 / S
a,l" = af"t Fr, v, és binn = bsgtnt,]

osszefiiggések. Tekintsiik elssként az ‘a,”™ 'by,, ='c,’,, skalaris szorzatot. Nyilvanvalo, hogy

/Cuvn _ /auvw /bum _ akfrtukTevT w bsqt ¢

v wy S _er k_wv _ bk _v
- ak t Tr 75w bsq tﬂg = ay qu 75u Ty tnf] = Cg qtu Ty tnq :
0,8 Cqu

Kiolvashat6é innen, hogy a tekintett skalaris szorzat — lasd az alahizott képletrészeket

— eleget tesz a vonatkoz6 transzformécios szabalyoknak. A gondolatmenet a két tenzor

maés skaléris szorzataira (mas index 6sszeejtésekre) is valtozatlanul alkalmazhato.
Ugyanilyen modon mutathaté meg, hogy a ‘a,’™ by, ='d,"",,, szorzat esetén fennall

u mn
a

! vw !/
a, " 'b

d

mn — akérbsqtuk TZv Trw tTTSL tnq
~—

vw lr
u mn d

k sq

egyenlet. Ez azt jelenti, hogy két valodi tenzor tenzoridlis szorzata is valoédi tenzor.
11. Gyakorlat. Az alabbi atalakitasok igazoljak az ((5.15b]) képletek helyes voltét:

g" D.gr=g"-d™g,@g, g =d""(g" gm)(gn &) = 6", d ™ gu = d¥,
gk'Dgeng-dm”gm®gn-gzzdm"(gk-gm)(gn-g ) = gkmd ™8, = d,,°

12. Gyakorlat. Ha a ¢, = aib® szorzatba helyettesitjiik a ¢ és bg-hez tartoz6 cxg =
=ces [V gEE és bt = b<L>/m fizikai koordinatakat, akkor kapjuk, hogy

3 <L>
C<K> b h b<L>
TR KL \/7 azaz, nogy C<K> = KL

%,_/
A< KL>

Innen azonnal adbdik az igazolni kivant

gKK

O<KL>=OQKL OLL

Osszefiiggés. Ami a baloldali fizikai koordinatéakat illeti a fenti gondolatmenettel kapjuk
a dp = bFayy szorzatbol a

K 3
d<r> . b="- d _ d<K> gt
S TL aKL — O<L>= g AL\ ——
g k=1 VIKK K=1 IK K
———

A< KL>
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vagyis az
gLL

A<KL> = OKL 97
KK

eredményt.
13. Gyakorlat. Az el6z6 gyakorlat megoldasanak gondolatmenet alapjan indulva ki a ¢ =
= aPlb, szorzatbol irhatjuk, hogy

<P> 3 3

c pQ b<g> <P> rQ |9PP
= a v —= azaz, ho c = a —==b .
gpp vV g9e s 2 \ g@e <%

Q=1 Q=11 —

a<PQ>

Innen azonnal kovetkezik a jobboldali fizikai koordindtakat ado képlet:

<PQ> _ _PQ [9PP
a =a TQQ .

Ami a baloldali fizikai koordinatékat illeti nem nehéz a fentick és a d? = b,aP? szorzat
felhasznalésaval ellendrizni, hogy helyes a

<PQ> _ PQ [9QQ
a =a gPP

Osszefliggés.

B.6. 6. FEJEZET

1. Gyakorlat. Az igazolast csak a (6.2a)); esetre ismertetjiik. A (6.1]) képlet alapjan zérus
értéki kell legyen a (6.3)) kiilonbség. Az idézett kiillonbségben a kivonandénak

k l k l 0 k
vPg,- (akgg g ) wlgy = vl aged W = vPapgw? = wlag? =wP 6, ap 6, vl =

k

A gp-gt g"8q

= wlgp- (akl ge®gk) vlg,

kisebbitendének pedig
whg, - ((aT)M g" ®g£) vigy | = wpdpk (a”) 1t 5{11/‘1 =wP (aT)pq vl

az értéke. Mivel zérus az idézett kiilonbség teljesiilnie kell egyrészrél a keretezett képlet-
részek alapjan irhato

w - [AT—akl gl®gk} -v=0,
Osszefliiggésnek, méasrészrdl pedig az alahizott képletrészek alapjan ad6do
wp (aT)pq vi—wP ag v, =0
egyenletnek. A egyenlet csak akkor teljesiilhet tetszGleges v és w esetén, ha
AT = akl gl®gk .

Vegyiik észre, hogy a fenti képletben az A tenzor elGallitisdhoz képest — lasd az els6
kapcsos zarojellel megjelolt képletrészt a jelen megoldas els§ képletében — forditott a
bazisvektorok sorrendje a jobboldalan (a bazistenzort alkotd diadban). Kovetke-
zésképp azt a szabélyt olvashatjuk ki a képletbsl, hogy az A=ayg’®g’ alakban irt
mésodrendd tenzor transzponaltja is tigy kaphat6é meg, hogy felcseréljiik a bazistenzort
alkoto diadban a béazisvektorok szorzasi sorrendjét. Tomoren: a transzpondlds mdvelete
a bazistenzort alkotd diddok szorzdsi sorrendjének cseréje.

A masik két esetben részint a [6.1.1] szakasz gondolatmenetének (lasd a tenzor ([6.2a])3
alatti alakjat) alapjan, részint pedig fentiek alapjan (lasd a tenzor (6.2a))4 alatti alakjat)
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lathato be, hogy a transzponalas mivelete ezekben az eseteken is a bazistenzort alkotd
diddok szorzéasi sorrendjének cseréje.

. Gyakorlat. A transzponéltat értelmezd ([6.1)) egyenletet baloldalat tekintve a

k ¢ k ¢ k ¢
V-A-w=0"gL (apg g7 Rg) - w" gr = 0" aprw" = w" agv
————

A
a jobboldalt tekintve pedig a

w-AT v =wkg, <(aT)pq gp®gq) v’ g :M

AT
osszefiiggés all fenn. Az alahtzott részek egyenléségébdl tekintettel w” és vt tetszdleges
voltara adodik, hogy
(aT) ke = Aok -
A masik két esetben a fenti 1épések értelemszerti alkalmazaséval kaphaté meg a kivant
eredmény.

. Gyakorlat. Valodi vektor a kérdéses

1
d(a)s — _5 gdrs qu
vektorinvarians, ha (¢) KR-beli

Id(a) w __ _1 fouvw /duv

értelmezése, megegyezik a d(@ s vektor
/d(a) w_ d(a) sTsw
transzforméltjaval. A vonatkoz6 transzformécios képletek alapjan az elérni kivant ered-
mény adodik:
1

/d(a) w_ _  louvw /duv _ _§Tqu TTUTSquTStu m, g, =
1 Wy m vy mo_qrs w 1 qrs w (a)s. w
=—5Tg tu Tty E Adpn 7" = —zedger, = d\Y 1, .
28—

om o

Ez egyben a gyakorlat allitasanak igazolasa.

. Gyakorlat. Ha a (6.24) képletben az eleve ferdeszimmetrikus s,, tenzort gondoljuk a

djim) helyére, illetve az s, tenzor s(@7 yektorinvariansat a d(®" helyére akkor értelem-
szerl betticserékkel irhatjuk, hogy

- _ (a)r
Spg = —Epgr 57" .

Nyilvanvalé az epp, =0 (P = 1,2,3) egyenlet alapjan az
811 =822 =533 =0.

képletek helyessége. Kihasznalva a tovabbiakban az €pqr = /go€pqr Osszefiiggést, valamint
a permutéciés szimbolum tulajdonsagait irhatjuk, hogy

S12 = _@61238((1)3 = —@S(a)3 y 8§21 = —S821,
S13 = —@61325(Q)2 = Jgjswﬂ s 8§31 = —S13,
S93 = —@62313(“)1 = —\/gTJs(a)1 ) 832 = —523 .
Kovetkezésképp
0 _S(a)S S(G)Q
[spg] = V9o | 53 0 —s()!
—s@2  gla)1 0

Ezt kellett megmutatni.
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5. Gyakorlat. A gyakorlat allitisanak helyessége azonnal kivetkezik az

/dgf — ,d[sfssz — /dZST}ftsk — T]f /dés tsk — dk'k
~——
5L

s

atalakitasbol.

. Gyakorlat. A ([6.30a) osszefliggés helyessége azonnal kovetkezik az értelmezés alapjan

irhato
trD=1I--D=4d/}

képlet és az ugyancsak az értelmezés alapjan irhato
tr DT —7T.. DT — dk’k — gk‘f dfsgsk = ok gk’ﬁ d@s — d@f
—
5.0

képlet egybevetésébdl.
A (6.30b|) Osszefiiggés helyessége azonnal kovetkezik a

tr (D+S)=I1--(D+S)=I--D+I--S=trD+trS

atalakitasbol.

. Gyakorlat. A (6.30c]) képlet baloldalanak atalakitasaval kapjuk az igazolni kivant ered-

ményt:
tr (D-8)=1I--(D-8)=ds"=s%dpy=I--(S-D)=tr (D-8) .
A (6.30d)) képlet esetén az alabbi atalakitasok igazoljak az egyes képletrészek helyes-
ségét:
tr (D-87) =dy (s7)" = s¥dpy = (s7)* (d7), = s (d7), =
N , ok ok
S-D

sT..DT tr (S-DT)
= (dT)ek s = (ST)M de -

tr (DT.S) tr (kS?.D)

. Gyakorlat. Ertelmezése szerint

a-b=|al-|b|cosp

a skalaris szorzat értéke, ahol ¢ € [0, 7] a két vektor altal bezart sz6g. Mivel |cos¢| <1
nyilvanval6 a fenti értelmezés alapjan a bizonyitani kivant

|a-b[ <|al[b]

Schwartz-féle egyenlGtlenség.

. Gyakorlat. Nyilvanvald, hogy az

fl#)=(D-2z8)-- (D-zS)=D--D-2D--S+4°S--8

fiiggvény értéke pozitiv, illetve specidlis esetben zérus. Kovetkezésképp az f(x) =0 ma-
sodfoku egyenletnek vagy két komplex, vagy speciélis esetben egy kettds valos gytke van.
Ez csak akkor lehetséges, ha az egyenlet d diszkriminansa vagy negativ, vagypedig zérus:

d=4(D--8)*—4(D--D)(S--8)<0.
Innen azonnal adodik a bizonyitani kivant
|D--S|<|D| |S]|

egyenlGtlenség.
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10. Gyakorlat. A (3.9)) alapjan indexcserékkel felirhato

1 .
AM = 5 egjkemSt a’ atk
osszefiiggés, valamint a (3.10)3 alapjan ugyancsak indexcserékkel felirhato

Am
Il —g§m

" e

a

képletek egybevetése alapjan adodik, hogy

A 1 4
1 ¢ ¢ k
(™) e = las’ | " 2 a,Y| egike™ ag ai” .

s

Ezt kellett igazolni.
11. Gyakorlat. Nyilvanvalé az el6z6 képlet alapjan, hogy

1 .
—_1\m t k
(47" = g e

12. Gyakorlat. Azt kell megmutatni a f6tengelyek altal alkotott KR-ben, hogy fennéall az
AP~ AT A+ A A- Al =0

egyenlet. Jelolje rendre \; és n; az A tenzor i-edik sajatértékét és sajatvektorat. Nyil-
vanvald, hogy

3 3
(B.9) A:Z)\ini@)ni, AQZZ)\?ni@ni,
=1 =1
3 3
(BlO) A3:Z)\?nz®n1 , I:an-@ni
=1 i=1
és, hogy

Ar =M+ X2+ s, Arr = M2+ A2 3+ A3, Arrr =MA2Asz .
A fenti egyenletek helyettesitésével kapjuk, hogy
A3 —Ag A? + AT A—A I =

3
=) (M= (Ao Ads + AgAn) A7+ (A A2+ A2A3 + Agh1) Ai — A Ao ds] mi @,
=1

Ha i =1, akkor azonnal adédik, hogy az n; ® n; tag egyiitthatdja zérus:
AP — (A1 A2+ A3) AT+ (A A2+ A3A1 +A2d3) A1 — A ded3 =0.

Ha i =2, vagy ¢ = 3, akkor ugyanilyen médon adédik a vonatkozo egyiitthatok elttinése.
Ezzel igazoltuk a Caley-Hamilton tétel fennéllasat a f6tengelyek KR-ében.
13. Gyakorlat. A gyakorlat allitasa azonnal adddik a Caley-Hamilton tételbdl, ha
atszorozzuk azt A~ l-el.
14. Gyakorlat. Legyen a B és a C két masodrendd tenzor. Ezekre szorzatara nézve fenn-
all, hogy
(B-c)' =c”.B".

A tovabbi gondolatmenetben tigy alkalmazzuk majd ezt a szabalyt, hogy arra kiilon
nem hivjuk fel a figyelmet. Ki fogjuk azt is hasznalni, hogy a szimmetrikus A tenzor
transzponaltja énmaga: A = AT,

Az A tenzor masodik hatvanyét tekintve irhatjuk, hogy

(A" =(A4-A)T=AT. AT=A.A= A2,
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Ezek szerint szimmetrikus tenzor a szimmetrikus tenzor mésodik hatvanya. Tegyiik fel a
tovabbiakban, hogy szimmetrikus az A® tenzor (s > 2). Megmutatjuk, hogy ez esetben
szimmetrikus az A tenzor s+ 1-edik hatvanya. Elemi atalakitasokkal adodik, hogy

(AS+1)T:(AS'A)T:AT'(AS>T:A'AS:A8+1.

Ezt kellett igazolni.
15. Gyakorlat. A megoldast a feltett kérdések szerint tagolva kozoljik.
1. A tenzor szimmetridjanak ellenérzésére szamitsuk ki a kontravarians koordinatakat

(Osszetevoket) :
104 30 0 100 104 120 0
(B = [B™ g™ =] 120 40 0 0 40 |=]120 160 0
0 0 48 ][0 0 1 0 0 48

Mivel B™* = B™ a tenzor szimmetrikus. Megjegyezziik, hogy ugyanez az eredmény
azonnal kovetkezik a

B'=(F-F')' =F-F'=B
atalakitasbol is.
2. A B tenzorral kapcsolatos karakterisztikus egyenlet az

104—x 30 0
—|BP, =P |=—| 120 40-X 0 |=(A—48)
0 0 48-)

= (A—48) (A\* — 144X +560) =0
alakban irhaté le, ahonnan

)\1:140, )\2:48 és )\3:4

104—X 30
120 40—-AX

a harom sajatérték. Kovetkezsleg pozitiv definit a tenzor és igy van négyzetgyoke.
3. Nyilvanvalo [B™"] szerkezetébdl, figyelembevéve a gyokok sorrendjét, hogy a gg irany
a masodik f6irany

o) B

Az els6 féiranyt ado

vektor a
(57,0, =0

egyenlet alapjan felirhaté
(104—X\;) n' +30n?=-36n'+30n?=0,
(1) (1) (1) (1)

vagy
120n ' 4+ (40—-\;) n?=120n"'—1007 2
(1) (1) (1) (1)

egyenletekbdl szamithato. Az eredmény

5
nl=>n?.
n 6@
A f6iranyok kolesonos merdlegessége miatt az is nyilvanvald, hogy

n3=0.
(1)

A féiranyokat kijel6ls iranyvektorokkal kapcsolatos normalési feltétel szerint

25 1
k l 1 1 2 2 2 2
N gugnm =n grun - +n-gan ——<+>n n°=1,
oMo oMo o P 36 4/ 1) (1)
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ahonnan

és no =
Végeredményben

6
5g1 +fg2

1
<111>_\/?E(5g1+6g2)_ﬂ( 4 ) '

A harmadik féirany abbol a feltételbsl adodik, hogy jobbsodrati kartéziuszi KR-t
alkotnak a féiranyok egységvektorai:

1

(6g1 —20g2) , Jo=7-

(6g1 — 5g2) =

==
w
(=]

4. A f6tengelyek KR-ében

B=XAinon+Xnon-+A3non =
1 @ (2) (2 (3) (3
=140non+48non-+4non
1) (@ 2 @ 6 3

a B tenzor diddikus szorzatokkal torténs elGallitasa és

V=v140non +v48non +2non
1) (1) 2 @ 6 3

a tenzor négyzetgyoke, hiszen
V2=B.

5. Az (x) gorbevonalu KR-re térve at irhatjuk, hogy

V140

v 34

6
(g1 +68g2)0 (5g1 + g2> +V48gz0g3+

1
1 V140 1
+ 55 (681—20@2)0 (6g' —5g?) = { (2581 +3082) + == (3681 — 120g2)} ogl+

34
. { 3y/140

(5g1+6g2)

68

5
68 (6g1 —20g2) } og®+V48g30g®

azaz, hogy

|4

1

68

501/140+ 36
g 68

60140 —120
+ g2} og'+

15/140—30  18/140+100
+{ o3 g1+ 68+ g2}0g2+\/ﬁgsog3.

Kovetkezésképp

50v/140+36  15v/140—30 0
63 63

[Vm]: 60V140-120  18V1404100
a 63 63

0 0 V48
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és amint az némi szamolassal ellenérzésként adodik:

504/140+36 15v/140-30 0

[Vm Vq]: 60\/1%7120 18\/1%+100 0 x
q° n 68 68
0 0 ++/48
501/140 V/140—
0436 LvIO=30 104 30 0
601/140—120  18y/140+100 0 =1 120 40 0 :[Bm ],
68 68 n
0 0 +V/48 0 0 48

B.7. 7. FEJEZET

1. Gyakorlat. Nem nehéz ellenérizni — mindkét tenzor szimmetrikus —, hogy

2/3  2/3 —1/3 1 00
Q'=Q"=qQ,=| 2/3 -1/3 2/3|, Q,Q"'=Q@’=]|01 0],
-1/3  2/3  2/3 0 0 1
2/3  2/3 —-1/3
det(gl): 2/3 —1/3 2/3 |=-1
-1/3  2/3  2/3
és
1/2 /2 V2/2 1 00
Q,'=Q7=Q,=| 12 12 —v222|, Q,Ql=Qi=|0 1 0],
V2/2 —\/2/2 0 001
1/2 /2 V2/2
det(g2>= 12 1/2 —v2/2 |=-1.
V2/2 —/2/2 0
Mivel negativ a két determinéns egyik tenzor sem forgatd tenzor.
2. Gyakorlat. Nem til nehéz ellendrizni, hogy
1 11 11 1 /11 11 1 1 1 1
det( Q) =—F4(s—F52+:—F%)+—F%=|—F=+-—F5)=-+-+-+-=1.
=75 (avst2vs) s (avatave) ~ 1t i

Fennall tovabba, hogy

11 1 1011
2 V2 2 2 2
T— 1 1 1 11 =
Q8 : v 2| va v

1 0 L o111

V2 V2 2 2 V2
1 1 1 1 1 1 1 1
2t2Ta 17271 35 a0 oo

= 1 1 1 1 1 1 1 1 =
zl—iJFlz 11+§+11 Wi 2a 1o
WA B nE 2T
azaz hogy

=)
~
I

2
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Kovetkezésképp forgaté tenzor a @ tenzor. A tovabbiakban sziikség lesz a @ tenzor
ferdeszimmetrikus részére. Jeldlje ezt S. Egyszert szamitassal kapjuk, hogy

1 1 1 1
o) () ()
7(Q QT) 2| 1,1 0 _1 —
2 2| 27 2
1,1 1 0
272 2
0 1+v2 1+v2
4
= | 12 _1
4 0 4
14+v2 1 0
4 4

Figyelembevéve: (a) hogy kartéziuszi az (y*,y2, y>) KR (egységnyi tehat a metrikus ten-
zor determinansa), (b) és kihasznalva a (B.8)) képleteket kapjuk, hogy
1 1 2 1 2
q(a) _ S(a) _ S(a)lil —|—S(a)2i2—|—8(a)3i2 _ 111 _ "‘4\[12_'_ —|—4\f13
a @ tenzor vektorinvariansa. Vegytiik észre, hogy az egységnyi abszolutértéki
f [
a=—is+ 713
2
vektor mersleges q(@-re, azaz benne fekszik a forgatéas sikjaban. Kovetkezésképp a for-
gatas ¢ szoge a

cosp=a-Q-a
——
b
képletbdl szamithato. Fentiek szerint az elforgatott b vektor:

ik i
2
b= Q 1 1 1 = V2 12 |,
- 2 2 NG 2 1 2 2
1 0 L 1 1
V2 V2 V2
és ezen részeredmény felhasznéalasaval azonnal adédik a kereset szog koszinusza és maga
a sz0g is:
_1+V2
2
1 1 1-v2 1
=a-b=-|0 1 1 -2 | == | — — | =0.457106 78
cosp=a 2 [ ] —1= 5 ( 5 + \/§> )

1

V2
© =1.096 056 817 radian = 62.79° .

3. Gyakorlat. Legyen ortogonalis a Q; és Q5 tenzor. Ha a két tenzor Gsszege is ortogonalis
akkor fenn kell allnia a

(Q1+Qy)-(Q1+Qy)" =1
Osszefiiggésnek. A képlet baloldalat atalakitva irhatjuk, hogy
Q1 1+Q, Qz +Q-Q5+Q,-Q5 =1,

I I
vagy ami ugyanaz, hogy

I+Q,-Q5+Q,-Qf =0

-1

Az utobbi egyenlet csak akkor allhat fenn ha a megjelolt képletrész a metrikus tenzor (az
egységtenzor) ellentettje. Mivel ez a feltétel csak specialis esetben allhat fenn adodik a
kovetkeztetés, hogy két ortogonélis tenzor Osszege nem sziikségképpen ortogonalis tenzor.
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4. Gyakorlat. A

(P-Q-R)-(P-Q-R"=P.Q-RR - (P-QF=
I

=P-Q-Q" - Pl=pP.PT =1
N——
I

atalakitdsbol azonnal kovetkezik a gyakorlat allitasanak helyessége.
Jelolje W a P-Q- R szorzatot. Nyilvanvalo a képlet alapjan, hogy
T
W, =P"Q/ RS =(W") .
Kovetkezésképp
rhQt R (WT)

r

PIZ qu Rqr RUT qu Psu:
——
6q1)
:P%QEUQU Psu:PkéPsz:éks'

s_

Ez az atalakitas indexes jellésmoédban igazolja a gyakorlat allitasat.

5. Gyakorlat. A szamitésokat az (y!,y?,y>) kartéziuszi KR-ben végezziik. Kovetkezik a
P = P.'i*®1i, tenzor értelmezésébsl, hogy alkalmas sor (illetve oszlopeserékkel) diago-
néalissa tehet a tenzor P matrixa. Mivel a f§atloban ekkor mindeniitt az egyes szam
all azonnal adodik, hogy egységnyi a tenzor determinénsa: det(P) = 1. Legyen tovabba
M =M, *i" ®i, tetszoleges masodrend( tenzor. Tegyiik fel, hogy PF=1 (PqL:O, q#K).
Tekintsiik a T),°=P," M,.® szorzatot. Nyilvanvalo a P értelmezésébdl, hogy az M ;* sor (az

L-edik sor) a szorzat T} sora (a szorzat K-adik sora) lesz. Kovetkezésképp (P‘l) kg, meg
kell hogy egyezzen (PT) ]f = Pék—val, mert csak ekkor torténik meg visszafelé a sorcsere,

azaz csak ekkor all fenn, hogy (Pfl) kgTes =M,".
6. Gyakorlat. Mivel szimmetrikus a
Q=I-2aRa
tenzor fennall, hogy
Q-Q'=Q*=(I-2a®a)-(I-2a®a) =
=I—-2a®a—2a®a+4(a-a)aRa=1
1
Ez azt jelenti, hogy valéban ortogonalis a @ tenzor.
Indexes jelolésmodban
ka = 5]6[ — 2akal
a kérdéses tenzor alakja, és a tenzor szimmetriajat is kihasznalva fennéll, hogy
Q~Qt, = <5k —2akag) (568—2(1%5) =
= 5"; — 2aka5 - Qakas +4 agag akas = 5k8 .
=1

Ez az atalakitas ugyancsak a gyakorlat allitdsdnak igazolasa.
7. Gyakorlat. Legyen ortogonélis a @ tenzor. Nyilvanval6,hogy

Q@) =QQQ"-Q"-QQ"=1.
I

Ez azt jelenti, hogy ortogonélis tenzor az ortogonélis tenzor masodik hatvanya. Tegyiik
fel a tovabbiakban, hogy ortogonalis a Q° tenzor — s > 2. Megmutatjuk, hogy ez esetben
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ortogonélis a @ tenzor s+ 1-edik hatvanya. Elemi atalakitasokkal adédik, hogy
T
(Qs-i-l) . (Qs+1) - (Qs . Q) . (Qs . Q)T - Qs . QQT (QS)T _ Qs . (QS)T T
~—

I

Ezt kellett igazolni.
8. Gyakorlat. Tekintsiik a Q7 -Q = Q- QT = I szorzat determinansat. A determinansok
szorzéastételét kihasznalva irhato, hogy

det (Q7-Q) = det (QT) det (Q) = [det (Q)]* = det (I) =1,

ahonnan

det (Q) ==+1.
A tovabbiakban vizsgaljuk meg — 0sszhangban a Gyakorlat célkitiizésével, hogy ismeret-
lennek tekintve az a vektort van-e a

Q-a=+a
feladatnak megoldasa. Ha van, akkor fennall a
Q"-a=Q" (£Q-a)=+Q"-Q a=+a
——
I

egyenlet is. Vonjuk ki az utébbi egyenletet az azt megeléz6 egyenletbél majd osszuk
el az eredményt kett&vel. Tekintettel a masodrendd tenzorok ferdeszimmetrikus részét

értelmezd (6.18)) képletre kapjuk, hogy

1

5 (Q_QT) 'a:Qasz' a=0.
Jeldlje q, a Q tenzor vektorinvariansat. A vektorinvaridns birtokdban atirhato a (/6.26))
Osszefliggés szerint a fenti képlet:

Q., a=qsxa=0.
Ez az eredmény azt jelenti, hogy a gyakorlatban felvetett feladat a megoldasa parhuzamos
a @ tenzor q, vektorinvariansaval.
Tekintsiik a tovabbiakban a @ ortogonalis tenzorral kapcsolatos
Q- a=)a, laj =1
[Aa det(Q—AI)=0 polinom gydke.]

sajatértékfeladatot, amely A = 41 esetén megegyezik formailag a Gyakorlatban felvetett
feladattal. Ha az a sajatvektor és a A sajatérték, akkor

M=XMa a=)lala=(Q-a)(Q-a)=a-Q" - Qa=aa=1,
I

ahonnan valéban A\ = +1.

Vizsgaljuk meg a tovabbiakban az elGjelek szerepét.

Tételezziik eldszor fel, hogy det (Q) = 1. Az alabbi és a viszonyok tisztazasat célzo
atalakitasban (a) felhasznaljuk, hogy a tenzor determinénsa megegyezik a transzponaltja
determinansaval, (b) helyettesitjiik, ahol sziikséges a Q7 - Q = I képletet, és (d) alkal-
mazzuk a determinansok szorzastételét:

det (Q —I) = det [(Q . I)T} —det (QT—1I) =det (QT - Q" Q) =
=det [QT - (I-Q)] =det (Q") det (I - Q) = —det (Q—1I).
———

det (Q)=1

Mivel egy valos szam akkor egyezik meg az ellentettjével, ha a szam zérus fennall a
det (Q—MI)|,_; =det (Q—1I)=0
egyenlet.
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Tételezziik fel méasodszorra, hogy det (Q) = —1. A fenti gondolatmenet ismétlésével
kapjuk, hogy

det (Q+1I) = det [(Q+I)T} =det (QT+1)=det (QT+Q"- Q) =
=det [QT - (I+Q)] =det (Q") det (I+Q) = —det (Q+1)
——
det (Q)=1
azaz, hogy
det (Q—AI)|,__,=det(Q+I)=0.

A kapott eredmények a kdvetkezé modon foglalhatok Gssze:
Q-qu= qg, ha det(Q)= 1 [ekkor ugyanis A =1] és
Q- qy=—qq, ha det(Q)= —1 [ekkor ugyanis A= —1].

Vegyiik észre, hogy fennall a

Q" qu=*q,
egyenlet is.
9. Gyakorlat. A megoldast tagoltan, a gondolatmenet 1épéseit egymastol elkiilonitve ko-
zoljik:
1. Els6 1épésben a C = C'klgkogl = FT. F tenzort szamitjuk ki:

0 05 0 0 —-08 —-1.2
[CEl=[(FT)* . F]=| =32 0 24 2 0 0 | =
—-1.2 0 34 0 0.6 3.4
1 0 0
=10 4 12
0 3 13
2. A karakterisztikus egyenlet mostmar a
1-x 0 0
4—X 12
_}Cpq_)\cpq|:— 0 4-x 12 :()\—1)‘ 3 13_)\}—

0 3 13—-2A
=(A—1) (A2 =17A+16)
alakban frhat6 fel, ahonnan
A1 =16 és A=A3=1

a harom sajatérték. Kovetkezsleg pozitiv definit a tenzor és van négyzetgyoke.
3. Nyilvanvalo [Ckl] matrix szerkezetébdl, hogy a g irany f6irany. Legyen ez, 6sszhang-
ban a tovabbiakkal, a masodik f&irany:

(121) =81

Az els6 féiranyt ado

vektor a
[Cpq - Aleq] (?)q =0
egyenlet felhasznalaséaval adoddan a
(4—X) n%+12n3=-12n%4+12n° =0,
(1) (1 (1) 1

vagypedig a

3n2+(13-X\)n3=3n?-3n3
(1) S0 I C VI €))



B. A gyakorlatok megoldasai 167

egyenletekbdl szamithato. Az eredmény pedig:

?7,2: TL3.

COREN )
A féiranyok merdlegessége miatt az is nyilvanvalo, hogy

nt=0.
(1)

A normalési feltétel szerint

k ) 2 3 3_ 2.2 _
(Tf) Gkl (711) = (Tf) 922 (?) + (7}) 922(711) = (g22+933) (711) (711) =

= <1+1> n?n?=1,
4 1 @

ahonnan

Végeredményben

2 (i) = 2 <1 2, 3>
n=— =— |- .
O 5 82183 /5 4g g
A harmadik f6irany kihasznalva az ((1.27)1 képletet abbol a feltételbsl adodik, hogy
jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkotnak a féiranyok egységvektorai:

n=nxn= 2 (g2+83) xg1 = 2 (8213g3+631282) =
V5 V5

Vg = ) = e

4. A f6tengelyek KR-ében

C=Mnon+Xnon+JA3non =
1 @ (2) (2 3) ©

=lnon+non+non
1 QO @ 2 6 3

a C tenzor diadikus alakja és

U=4non+non-+non
“m @O @ @ 6 6

a tenzor négyzetgyoke, hiszen
U*=C.
5. Az is nyilvanvald, hogy
71=}non+non+non.
41 1) @ @ 63 G
6. Az (x) gorbevonalu KR-re térve at irhatjuk, hogy

16 1 1
U=—(g+8gs)° <4g2+g3) +g10g1+g (4gs—g3)o (g’ —g°) =

4 1
—g10g1+{5 (g2+g3)+5 (4g2—g3)}og2+

16 1
+{5 (B2+83)— ¢ (4g2—g3)}og3

azaz, hogy

8 3 12 17
U:glog1+{5g2+5g3}og2+{5g2—|—5g3}og3.
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Kovetkezésképp

1
0
0

07,

vl O

0

12
ﬁ ’
5

és amint az némi szamolassal ellenérzésként adodik:

1 0 O 1 0 O 1 0 0
vruyll=10 &8 12 0 8 21104 12|=[C"].
5 5 5 5
Az is adédik behelyettesitések utan, hogy
—1 1 1 2 3 1 1 2 3
U™l == (g2tgs)o( ;8" +8" | +eio8 +g(4gz—g3)o(g -g’) =
1 1 1 2
=giog + %(g2+g3)+5(4g2—g3) og +
1
+{5(g2+g3)—5(4g2—g3)}0g3
azaz, hogy
17 3 3 2
Ul — 1 P 2,)_° z 3
giog +{2Og2 5g3}og + 5g2+5g3 og
és
1 0 0
—nym ) _| o 3
i D
0 20 5
Valoban
10 0 1 107 2 100
[U’g (U‘l)sl]: 0 % % 0 %5 —5 |[=[010
0 2 LI 3 2 001
5 5 0 —39 5

0 —08 —12
By =[F o) =2 0 o
0 06 34
1 00][0 -0
[an]— [anka} =10 % 0 2 0
00 1][0 o0
0 —05 071
[R,™] = [Rnsg™]=|05 0 0]]0
0o 0 1]]o0
100 0
[R"™] = [¢""R," ] =] 0 4 0 0.5
001 0

1 0 0
17 3
0 20 5 =
3 2
0 20 5
0 —-05 0
=12 0 0],
0 0 1
5 0 0 —-05 0
0] =10.5 0 0 ,
1 0 0 1
0 0 0O -2 0
4 0|=105 0 0],
01 0 0 1
-2 0 0 —2 0
0O 0|=12 0 O
0 1 0 0 1
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Ellenérzésként szamitsuk ki az R- RY szorzatot:

{er(RT)rp] _ [erRpr:| _

0 -05 0 0 05 0 1 00
=2 0 O -2 0 0|=]010
0 0 1 0 0 1 0 01
Az (y) KR-ben
[R,.]= [t Rumt,"] =
1 00 0 —-05 0 1 00 0 -1 0
=10 2 0 05 0 O 020(|=(1 0 O
0 01 0 0 1 0 01 0 0 1
a forgatd tenzor.
8. Végezetiil a V = F- RT képlet alapjan kapjuk, hogy
V] = [P ] = [P ] =
0 —-0.8 —-1.2 0 05 0 1.6 0 —1.2
=12 0 0 -2 0 0= 0 1 0 ,
0 06 34 0 0 1 -12 0 34
amivel
1.6 0 —-1.2 1.6 0 —1.2 4 0 —6
Vivil=| o 1 o 0 1 0 |=|0 1 o0
-12 0 34 -12 0 34 -6 0 13
Masrészrsl, mivel V2 =F.-FT mod van az ellendrzésre is:
FEFTY] = [P R =
0 —0.8 —-1.2 0 05 0 4 0 —6
=12 0 0 -32 0 24 |=] 0 1 0
0 06 34 -12 0 34 -6 0 13

Ezzel a feladatot megoldottuk.

B.8. 8. FEJEZET

1. Gyakorlat. Megmutattuk az[5] Fejezet 10. Gyakorlatanak megoldéasa soran — a részle-
teket illetGen lasd a 0.-t — hogy valédi tenzor két tenzor tenzoridlis szorzata. Mivel
valodi vektor az u és mivel a kérdéses u” .1 kovarians derivalt az u és nabla vektorok
tenzorialis szorzata, akkor teljesiil a jelen gyakorlat allitdsa, ha valoédi vektor a V vektor.
Ennek igazolasat illetGen visszautalunk a képletet kovets bekezdésre.

2. Gyakorlat. Azt is megmutattuk az [5| Fejezet 10. Gyakorlatdnak megoldasa soran — a
részleteket illetGen ismét lasd a o.-t — hogy valédi tenzor két tenzor skalaris szorzata.
Az el6z6 megoldés gondolatmenete alapjan azonnal adodik, hogy valédi skalar az uk; k
divergencia (azaz az u és nabla vektorok skalaris szorzata).

3. Gyakorlat. Els§ esetben a 1 képlet értelemszert felhasznaldsaval, ezt kovetGen
pedig a parciélis derivalasok végrehajtaséaval — alkalmazni kell ekézben a és

Osszefiiggéseket is — jutunk eredményre:
k k k k k k k k
5€;m = 5Z,m +5% Fsm_(ss FZsm = _Fsm g:g4+1“;m g 'gs—l—rﬁm _Fﬂm =0.
S 5k
4

s

(g*-g0)
m

-r} k.

m
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Masodik esetben a (8.34)3 és a képletek felhasznalédsaval kaphatd meg a kivant

eredmény :
Grt:m = Gkton — sl i — GksLin = Lo 85 8e+ 100, 8k 8s —Uingse —Linngrs = 0.

(gk.gz)’m st ks

. Gyakorlat. A (8.39)) egyenlet kapcséan részletezett 1épésekkel — alkalmazni kell ekézben a

harmadrendt kovarians tenzorok kovarians derivaltjat ado osszefliggést (ez a 8.3? ) képlet
értelemszert felhasznalasaval adodik), a szorzatderivalas szabalyat és a képleteket
— kapjuk, hogy

pqr . _par P oSqT | A PST T PAS _
ettt = el o +15,e70 + e +1g, e =

m
N——
[ergg"] ,,
=-T{.[8°8’8"| -], [e"8"e"| -1, [8"8%8"| + I'f,e™ + ', e” +T,e"* =0.
£5qr epsT £Paqs

. Gyakorlat. Els6 esetben szinte szoszerint kovetjik a (8.40)); Osszefliggés igazolasanak

gondolatmenetét. Nyilvanvald, hogy zérus a tetszéleges de egyébként alland6 a = aPg, és
b =0b%g, (J]a| #0, |b| #0 és c =ax b # 0) vektorok kovarians derivaltja:

a’,, =0, b, =0.
Képezziik, kihasznalva a szorzatderivalas szabélyét a két vektor ¢, =¢ ., aP b7 vektorialis
szorzatédnak kovarians derivaltjat. Mivel allandoé a ¢ vektor teljesiilnie kell a
r;m = (qur apbq)§7" =

— Ppa
=Epgr.ma’bite

Cc

pgr pgr

af Vit a? bl =€ a0 =0
~— ~~
=0 =0

egyenletnek. Az aldhizott tag csak akkor tiinik el tetszéleges aP és b? esetén, ha

€ 0.

pqr;m —

Ezt kellett igazolni.

Maéasodik esetben a egyenlet kapcsén részletezett 1épésekkel — alkalmazni kell
ekozben a harmadrendi kovarians tenzorok kovarians derivaltjat ado Osszefiiggést (ez
a képlet értelemszerti alkalmazaséaval irhato fel), a szorzatderivilas szabélyat és

a képleteket — kapjuk, hogy
Ektrim = Ektrm — UmEstr = Limrsr — Ui hes =
——
[gkgegr],m
=T [85808r ] + T 5 [Br8s8r ] + T [8k8e8s] — Timeser — L imehsr — Timeres = 0.
—— —— —_——
Eslr Eksr Ekls

Vegyiik észre, hogy ez az igazolas szinte szoszerint megegyezik az eléz6 gyakorlatban
kozolt igazolassal.

. Gyakorlat. Ha zérus a térgorbe x(s) gorbiilete akkor fennall a (8.79)); képlet szerint,

hogy
SN
l—iz
/iu—(ss 0.

Ez azt jelenti, hogy allandé a gorbe A érintGje, azaz
r(s)—ro=2As

alaku szimbolikus irdsmodban a gorbe egyenlete — r, a gorbe s = 0 pontjahoz tartozo
helyvektor. Ez egyenes egyenlete paraméteres alakban, a paraméter pedig az s ivkoordi-
nata.
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7. Gyakorlat. Megmutatjuk, hogy a kérdéses zérus torzioju (7 = 0) térgorbe az

r(g!,6%) =ro+&' A (s0) +67 (50)
egyenletii sikban fekszik — & és &2 a sik egyenletének két paramétere, r, a térgorbe
So ivkoordinatédhoz tartozé pontja, A (so) és v (s,) ugyanitt az érint6 és a fénormaélis.
Nyilvanvalé, hogy az s {vkoordinatahoz tartozé gorbepont helyvektora a

r(8)2r0+/:)\(s)ds

képlettel szamithato. Tekintsiik az s, ponthoz koétottnek gondolt és az ottani kisérd
triéder altal kifeszitett KR-t: a
g1=A(s), & =pn(s), 8=v(so)

vektorok ortogonalis egységbazist feszitenek ki. Jelolje o’ az erre a bazisra vonatkoztatott
koordinatakat. Ebben a KR-ben

X(s) = a'(s) gi
a gorbe érintd egységvektora. Vegyiik észre, hogy a harmadik Frenet-féle képlet szerint
—lasd a (8.89)) Osszefiiggést
dv (s)
ds
Kovetkezésképp A (s)-v (so) = A (s)-g3 = 0, vagyis

A(s)=a'(s)gi+a’(s) g =a'(s) A(s) +a’(s) u (s0) ,

=—7u(s) =0, azaz v (s) =v(so).

amivel

S S
r(s)=ro+A (SO)/ al(s)ds+p (so)/ al(s)ds.
So So
£(s) ()
Az utébbi Osszefiiggésbdl azonnal kdvetkezik a gyakorlat allitasa.
8. Gyakorlat. A kérdéses csavarvonalat az [A.I] abra szemlélteti. Az abra m > 0 esetén
szemlélteti a viszonyokat.

A.1l. 4bra.
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A (8.90) képlet alapjan irhato, hogy

d d
d—r:—Rsingoil—i—Rcosgoig—i—mig, d—r =V R2+m? = allando .
¥ ¥
Figyelembe véve mésrészrél, hogy
dr
ds=|—|d
S o ©

kapjuk, hogy

8 d
ds = v/ R2+m2dey, ©(s) :/ 5 i

0 VRT+mZ  VRT+m?’

Az utobbi Osszefiiggések szerint

s s ms
r(s) = Rcos ———=1i; + Rsin io+ iz,
(s) VR2+4+m? ! VvV RZ+m? 2 VR24+m? ’
amivel
dr 1

s s
—=————| —Rsin —— ————— i+ mi
ds  vR?4m? ( VR +m? VR m? 3>
az érintSiranyu egységvektor. A (8.79); képlet alapjan irhato, hogy
dA R s s .
K= —=— cos T 12
ds R2+m? VRZ+m? VRZ+m2

ahonnan azonnal adodik a x gorbiilet és a p gorbiileti sugar

i1+ Rcos

i} +sin

R R m
K= ——— = —.
R2+m2’ P R2
m = O-ra megegyezik a p a korhenger R sugaraval. Végezetiil a (8.86|) és (8.89)) képletek
alapjan
i1 i2 i3

1 L s
VA= s Rsin ey Reos s m | =
T —eos g s gt

S S

=msin ————= i1 —mcos ———=ir+ Ri3
R?+m? vV R%+m?

a binormalis és fennéall, hogy
dv m

S
e COS ———
ds «/R2_|_m2u< VR2 +m2

T

i +cos

S . .
VRZ ¥ m? 12) -

miszerint
m

VREtm?

a torzio értéke.

B.9. 9. FEJEZET
1. Gyakorlat. A (9.65) képlet szerint
K(n) = DrpA" N,

ahol most az els6 esetben

Kovetkezésképp
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amivel — ebben az esetben m =1 és p =1 — kapjuk, hogy

b
POT L
A maésodik esetben ugyanigy jutunk a
b
") T o,

eredményre.
2. Gyakorlat. Az r = y*(z!, 22)i; feliileten

k

ao= 25 i =L

Q 81-0[ e ’ & axa

és
mo 3 n 3 m n
a; Xag Y 1lm XY 2ln Y 1Y 2 .5
as = = = €mmns 1
]al X a2|

ym,l Im X yn’g 1n emnsym,l yn’z

a bazisvektorok értéke. Az
a5 = Y50k

derivalttal azonnal adédik az igazolni kivant képlet:

m

n m n

E s ss Y 1Y 2 s Y 1Y 2
ba,B =agp-az =Y ,af Il €mnsT———————7 — EmnsY aBT ]
57 6mnsme yng emnsme yn72
3. Gyakorlat. A tekintett feliileten

or . of

31:@:11+f,1137 f,lzﬁ,
or . of

ag = 7 = 1a+ [2l3, = —>,
2= 55 =2+ fals fa=357
_agxXay  —fii1— folatis

as

leexael S (e (a2

a bazisvektorok értéke. Ezeket kihasznalva a

Oa
bag =Tap =2ap-a3,  Bag=75

képlet alapjan adédnak a gorbiileti tenzor elemei:

bi1 = f11iz-a3 = fuu ;
\/1+(f,1)2+(f,2)2

b1z = f12i3-a3 = faz = ba1,
VIR (f2)?

baa = f22i3-a3 = foz :
VIR (f2)?

Kovetkezdleg
fu+fo20

X(1)tX@) = Br="b11+ba=

VIR (F2)?
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és

fi1r fae
fo1 foo

X)X(2) = Brr = |bag| = !
I+ (f2)?
f,llf,22 - (f,12)2

\/1+(f,1)2+(f,2)2
a keresett két egyenlet.

3. Gyakorlat. A (9.121)) képlet felhasznalasaval irhatd, hogy:

R0 = 61236123’b¢7r’ = bi1b22 _b%Q = ‘bzf‘lw‘ = ’%ﬂ’%ﬂ = Kao,
ahonnan azonnal kévetkezik az igazolni kivant Osszefliggés.
5. Gyakorlat. Az aladbbi atalakitasok adjak a kérdéses képlet igazolasat:

aPeap= 1 =a"bbeg= b,"bos a*’=2Hb,"—K5,* =4H? 2K .
©132) ——

2Hbos—Kaes
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