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ELOSZO a masodik kiadashoz

A jelen elektronikus formaban kiadott konyv (tovabbiakban konyv) a Miskolci Egyetem
egyetemi szintl gépészmérnok képzésében eldadott Kontinuummechanika cimd tantargy
elsé félévének anyagat oleli fel és nagyban tdmaszkodik azokra a kontinuummechanikai
el6adasokra, amelyeket az els6 szerzé két évtizeden &t tartott az alkalmazott mechani-
kai dgazat, majd pedig a gépek és szerkezetek mechanikdja szakirany hallgatoi részére.
A kdényvben bemutatott tananyag a fontosabb jelolések formalizmusa tekintetében teljes
mértékben igazodik az [5] tankonyv jelolésrendszeréhez (ennek atdolgozott és bovitett
kiadasa angol nyelven jelent meg: [6]). A jelen konyv a kétlépcsds képzésben a masodik
lépcséhoz tartozd MSc hallgatok azon korét segiti tanulmanyaiban, akiknek alkalmazott
mechanika a szakiranya és igy természetszertien tanuljék a szilard testek kontinuummecha-
nikdjat. A konyvet a doktori tanulmanyokat folytaté hallgatok is haszonnal forgathatjak.

A feltételezett elGismereteket a mérnokhallgatok matematikai ismeretei alkotjak. A
konyv ennek alapulvételével tekinti at a tenzorszamitas legfontosabb elemeit. Elvben két-
fajta targyalasmod lehetséges: (a) az invarians, vagy més néven szimbolikus vagy direkt
targyalasmod, illetve (b) az indexes jelolésrendszer alkalmazasa a bemutatéasra keriils
tenzorialis mennyiségek téargyalasa soran. Az utobbi megkozelités feltételezi az indexes
jelolésmod mennyiségeinek és jelolésbeli konvencidinak alapos ismeretét — ezek részletes
bemutatasa is feladata tehat a konyvnek.

Megjegyezziik, hogy mindkét targyalasmodnak megvannak a maga elényei, illetve hat-
ranyai. A szimbolikus frasmod el6nye, hogy a vizsgéalat targyat képezd egyenletek jobban
attekinthetSk szerkezetiiket és jelentésiiket is tekintve. Ugyanakkor elénye és hatranya is,
hogy koordinata-rendszertdl fiiggetlen, tovabba nagyobb figyelem sziikséges a tenzoriélis
mennyiségek kozotti algebrai miiveletek megértéséhez. Az indexes jel6lésmod elénye, hogy
a tekintett (egyébként tetszdleges) gorbevonalu koordinata-rendszerben (ez specialis eset-
ben természetesen egyenesvonali is lehet) rogton megkapjuk a vizsgélat targyat képezo
probléma skaléris alaku egyenleteit. Ugyanakkor taldn kevésbé elegansan latszik a fizikai
egyenletek invarians (koordinata-rendszer fiiggetlen) volta.

Az indexes jelolésrendszer kivalasztasanal az a koriilmény jatszotta a legfontosabb sze-
repet, hogy ebben a jelolésmodban azonnal adédnak a tekintett probléma skalaris egyen-
letei. Ugy véltiik, hogy ez a koriilmény onmagaban is olyan elény a lehetséges alkalmazoi
kort tekintve, hogy emiatt eleve az indexes jeldlésrendszert érdemes alkalmazni a tenzor-
szamitas egyes kérdéskoreinek megtargyalasa soran.

Megemlitjiik, hogy ahol fontosnak véltiik, ott kiirtuk a vizsgalat targyat képzé egyen-
letek szimbolikus alakjat is.

Az els6 nyolc fejezet mindenki szaméra fontos anyagot tartalmaz. A kilencedik fejezet a
feliiletek differencidl-geometridjaval foglalkozik. Ezt azoknak érdemes elsGsorban elolvasni,
akik héjelmélettel is foglalkoznak késébbi tanulményaik soran. Ismertes ugyanis, hogy a
modern héjelméleti tankonyveket tobbnyire indexes jelolésmodban irjak meg. Az utolsod
fejezet a tenzoranalizis néhany tételét ismerteti tomoren. Az 0j A. Fiiggelék jellegzetes
feliiletek estére kozli a differencidlgeometria alapvets Osszefiiggéseit.

Az egyes fejezetek végén kiilonb6z6 nehézségi feladatok talalhatok. A jelen mésodik
kiadasban bévitettiik a fejezetvégi feladatok szaméat. Az 4j B. Fiiggelék kozli valamennyi
feladat megoldasat. Korrigaltuk emellett az id6kozben fellelt szedési hibakat is.

Miskolc, 2013. marcius 22. Kozék Imre és Szeidl Gyorgy






1. FEJEZET

Alapfogalmak

1.1. VEKTOROK (ISMETLO ATTEKINTES)

1.1.1. Vektoralgebrai Gsszefoglaloé. A vektort (geometriailag) iranyitott egyenes-
szakasznak tekintjiik.
Tulajdonsagai:
— nagysag (avagy abszolut érték),
— irany (ezt a vektor un. tartoegyenese, hatasvonala hatérozza meg),
— iranyitas (ez azt mondja meg merre mutat tartoegyenesén a vektor),
— mértékegység (a vektorok jelentése altalaban valamilyen fizikai vagy geometriai
mennyiség)
A nullvektornak vagy zérusvektornak az a jellemzGje hogy zérus az abszolut értéke.
Az egységvektor egységnyi abszolut értéki vektor.
Az alabbiak, csak jelolésben, tehat a vonatkozo miiveletek értelmezésének elhagyéasaval
tekintik a4t a vektorok kozotti miiveleteket :

— additiv mitiveltek, Osszeadas, kivonas pl:

a+b=c;
— szorzas skalarral:
pa+Ab=c;
—  két vektor skalaris szorzata:
a-b=b-a=c
(pont a miivelet jele);
— vektorialis szorzas:
axb=—-bxa=c;

— diadikus vagy tenzorialis szorzas:

(1.1) a®b, (a®b)’ =b®a

ahol T a transzponalt jeldlése (diadok dsszegének transzponaltja az egyes diddok
transzponéaltjainak Gsszege) — maga a diddikus szorzat a

ab (ab)” = ba

alakban, azaz kiillon miveleti jel nélkiil is szedhets, de a o szimboélum is lehet
mitiveleti jel (a jelen munka mindig a ® szimbolumot hasznalja majd miiveleti
jelként);
— harom vektor vegyes szorzata:
(1.2) l[abc] = (axb)-c=a-(bxc)
=(bxc)-a=b-(cxa)
=(cxa)-b=c-(axb);

1



2 1.1. Vektorok (ismétls attekintés)

— kétszeres vektorialis szorzat, kifejtési tétel :

(1.3a) ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c,

(1.3b) (axb)xc=(a-c)b—(b-c)a;
— diadikus szorzat és vektor skalaris szorzata :

(1.4a) (a®b)-c=a(b-c),

(1.4b) c-(a®b)=(c-a)b

(nem mindegy, hogy a diadot jobbrol vagy balrol szorozzuk skalarisan a vektorral!).
— diadikus szorzat és vektor vektorialis szorzata:

(1.5a) (a®b)xc=a®(bxc),
(1.5b) cx(a®b)=(cxa)®b.
Ha kartéziuszi KR-t alkalmazunk a vektorokkal, tenzo-

rokkal kapcsolatos miiveletek végrehajtéasa sorén, akkor —
Osszhangban az abréaval és eltérGen a gyakorta hasznalatos

x, y és z a koordinata-tengelyek,
e;, e, ¢s e, a koordinata-tengelyek pozitiv iranyéba
mutaté harom egységvektor

jelolésektsl
yt, y? és y? jeloli a harom koordinata-tengelyt, és
iy, iy és i3 az 1, 2 és 3 jeld koordinata-tengelyek po-
zitiv iranydba mutato egységvektor.

1.1. abra. Kartéziuszi KR Indexes jelolésmodban a mennyiségeket (ezeket valamilyen

betii jeloli) indexekkel latjuk el. Megjegyezziik a késébbiek

kedvéért, hogy valamely egyindexes mennyiség felsd indexes értéke dltaldban nem egyezik
meg ugyanezen mennyiséq also indexes értékével.

1.1.2. Linearisan 6sszefiiggd, linearisan fiiggetlen vektorok. Linearisan fligget-
lenek az a;,as,...,a,; n>2 |a;|>0 i=1,...,n vektorok , ha a
p1ag+paag+...+ppa, =0

egyenletnek csak trividlis megoldasa van, azaz ha

pr=p2=..=p,=0.

Linearisan Osszefliggbek az aj,ag,...,a,; n>2 |a| >0 i=1,...,n vektorok, ha
létezik legalabb két zérustol kiillonbozd p;.

Az alabbiakban sorra vessziik két, harom és haromnal tobb vektor esetén a lineéris
fiiggetlenség (Osszefiigglség) eseteit :

Két vektor: Két parhuzamos vektor esetén, amint az azonnal lathatd a

pra1+peaz =0 | -ay
egyenletbdl az aj-el torténd szorzés utén, linearisan Osszefliggéek a vektorok, hi-
szen ekkor
ag - A]
P1=—P2 .
a - A

Az utobbi képlet azt is mutatja, hogy végtelen sok a megoldasok széma.
Ha nem parhuzamosak a vektorok akkor az

pia; +peas =0 | X ay
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egyenletbdl az a; vektorral jobbrol térténd szorzas utan az
p1a; Xag = 0
~———
#0
eredményt kapjuk, ahonnan azonnal koévetkezik, hogy

=0,
hiszen zérustél killonboz8 az a; X as vektorszorzat.

Ugyanigy adodik az a; vektorral balrdl torténd vektoridlis szorzassal, hogy
p1=0.

Kovetkezésképp két nem parhuzamos vektor mindig linearisan fiiggetlen.

Ha linearisan fiiggetlenek az a;, ay vektorok, akkor barmely az a; és ay altal
kifeszitett sikkal parhuzamos vektor kifejezhets az a; és a, lineédris kombinécidja-
ként: azt mondjuk, hogy sikbeli bazist alkotnak az a; és a, vektorok.

Harom vektor: Ha a harom vektor komplanaris (egy sikban van), akkor

[8_18_28_3] =0

és a harom vektor linearisan Gsszefiiggs. Valoban,

(a) ha nem parhuzamosak, akkor azért, mert barmelyik megadhaté megadhato a
mésik kettd linearis kombinacidjaként ;

(b) ha ketts parhuzamos, akkor azért, mert ez a kett linearisan Gsszefiiggd;

(¢) ha mindharom parhuzamos, akkor pedig azért, mert a (b) szerint van kozottik
két linearisan Osszefiiggd vektor.
Ha a harom vektor nem komplanaris (nincs egy sikban), akkor

[ajasas] = a, #0
kovetkezbleg a
Ao X Ag

piai +poas+psaz =0 - azxXa;
a; X as

szorzatokbol a
pilaiazaz] =0  polajazas] =0  pslajazas] =0
vagy ami ugyanaz a
pr=0 p2=0 p3=0

eredményt kapjuk. Eszerint a harom vektor linearisan fliggetlen.
Négy vagy tobb vektor: Elgszor négy vektort tekintiink.
(a) Ha kett6 parhuzamos, vagy harom egy sikban van, akkor az el6z6ek alapjan
linearisan Gsszefliggéek a vektorok.
(b) Tegyiik fel, hogy harom vektor, mondjuk az a;, as, és ag nem komplanaris. Az

m n i

Ao X ag 9 3 1

piai +peaz +pzaz+pias =0 -4 azxag 3 1 9
axa 4 9 3

szorzatokbol, tekintettel a képletsor jobboldaldn allo tablazatra, illetve az m,
n és 1 bettk tablazattal definialt értelmezésére a

pila; az ag) +psfasaa,] =0 1=1.2,3

eredmény kovetkezik. Mivel az ay nem lehet egyidejtileg az
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dg aAs

a3 a; Aaltal kifeszitett sikokban

a; A
a fenti egyenletek koziil legalabb egynek van nem trivialis megoldasa. Négy
vektor tehat mindig linearisan Osszefiiggs. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
négynél tobb vektor is mindig linearisan 6sszefliggd.

Tegyiik fel, hogy a;, as, és a3 nem komplandris, azaz [a; as as] = a, # 0. Ekkor, fennall
a fentiek alapjan a

Ay = —&al—&ag—]ﬁag = )\13.1 +)\232 +)\3a3
P4 P4 Pa
~— M~ =~
A1 A2 A3
egyenlet. Az egyenlet szerint tetszéleges a, vektor kifejezhet§ a nem komplanéris a;, as,
és ag vektorok segitségével. A nem komplanaris a;, as, és as vektorok tehat az euklideszi
tér egy bazisat alkotjak.

1.1.3. Vektor tetszdleges (ferdeszogii) bazisban. Az a;,a,, és ag bazisvektorok-
hoz értelmezés szerint a
Ao X Az az X asg a; X g
(1.6) al = . oa’= . oa’=

Qo Qo Qo

reciprok vektorok (reciprok bazisvektorok vagy réviden bazis) tartoznak (tartozik).
Konnyen ellenérizhets, hogy a bazisvektorok és reciprok bézisvektorok kozott a

s [ lhak=I B
(1.7) a ~al—{ 0ha k£ k,l=1.2.3

Osszefliggés all fenn.
Mivel bézist alkotnak az a;, as és ag vektorok barmely v vektor kifejezhets segitsé-
glikkel a

(1.8) v =vla; +v%as +va,

alakban, ahol v!, v? és v3 rendre a v vektor a;, ay, és ag-ra vonatkozo koordinatajat jeloli.
Az (L8) képlet alapjan, kihasznalva az (7)) Osszefliggést a

(1.9a) v'=v-.al; v*=v-a’ vP=v.a’

alakban kapjuk a v' koordinatakat. Tomoren :

(1.9b) v'=v-a, i=123.
Visszahelyettesitve a vi-re vonatkozo képleteket elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy
(1.10) v =v'a; +vlay+v*ag = a;(al-v)+ay(a?-v)+as(a®-v)
azaz, hogy
(1.11) v=[a®a taga’ta;®a’l v,
I

ahol a megjelolt képletrész az I egységtenzor kell legyen, hiszen az I onmagara képezi le
a v vektort.
Az (L8)) és (LIT) képletek kozotti gondolatmenet ismétlésével irhatjuk, hogy

(1.12) v =val +vpa’ +vsa’
ahonnan — ismét kihasznalva az ([LT)) Osszefliggést — kapjuk, hogy

(1.13a) vy =Vv-ay; Vg = V-as; v3=V-as.



1. Alapfogalmak 5

Az utoébbi egyenletben &ll6 vy, vy és v3 a v vektor al!, a%, a® bazisra vonatkoztatott
koordinatait jeloli. Témor alakban:

(113b) Vi=V-a;.
A fentiek alapjan fennall, hogy

v=a'(a,-v)+a’(ay-v)+a’(az-v)
S—— ~——

——
V1 V2 v3
azZazZ
(1.14) v=[a'®a +a’@a +a’®@ay) v,
I

ami egyben azt is jelenti, hogy az I tenzor ismét az egységtenzor, pontosabban az ([L.IT])
alatti alak transzponéaltja — visszautalunk itt az (L) képletet kovets magyarazatra.

1.2. KOORDINATA-RENDSZEREK

1.2.1. Ferdeszogli KR-ek (altalanositas). Az [[L2l abra egy, az (z', 2% 23), vagy
réviden (x) az modon jeldlt, ferdeszogii egyenesvonali KR-t szemléltet. Az xt, 22 és 2°
koordinata-tengelyek iranyat és iranyitasat az egymastol kiilonboz6, és egymassal nem
90°-0s szoget bezaro g1, go és gz vektorok jelolik ki. A ferdeszogii szd jelzGként torténd

lokalis bazis

1.2. abra. Ferdeszogi egyenesvonalu KR

hasznalata arra a koriilményre utal, hogy a koordindta-tengelyek nem merélegesek egy-
mésra. Felhivjuk arra is a figyelmet, hogy a g1, g» és g3 vektorok nem sziikségképen
egységvektorok. Fel fogjuk tovabba tételezni, hogy

(1.15) Yo = [818283] # 0.

Ez egyben azt jelenti az el6z6 szakaszban leirtak alapjan, hogy bazist alkotnak a gy, go
és g3 vektorok.

A g1, g9 és g3 vektorok alkotta bazist kovaridns bdzisnak, magukat a bazisvektorokat
pedig kovaridans bdzisvektoroknak nevezziilk majd. A kovaridns jelz§ egyrészt arra utal,
hogy a bazisvektorok egyméstol valdo megkiilonboztetését alsé indexpozicioban elhelyezett
szamok teszik lehetévé. A kovaridns sz6 emellett arra is utal, hogy ezek a bazisvektorok
eleget tesznek egy a .21l szakaszban részletezett transzforméacios szabéalynak a (4.I5al)
egyenletnek.

Az abra feltiinteti a tér tetszéleges P pontjanak

(1.16) r=a'g +2’g,+13gs




6 1.2. Koordinata-rendszerek

a helyvektorat, valamint a P ponthoz kotott és a g1, go és g3 vektorok altal kifeszitett
un. lokalis bazist. Ebben a lokélis bazisban adjuk majd meg a P térponthoz kotott fizikai,
vagy geometriai mennyiségeket leiré tenzorokat.

A jelen esetben minden egyes térpontban azonos a lokalis bazis. Gorbevonali KR-ek
esetén azonban, amint azt kés6bb az [L2.5] pontban majd latni fogjuk, pontrél pontra
valtozik a lokalis bézis.

Vegyiik észre, hogy

Jr ,
(1.17) 8i=7; 1=1,23.

Az (LO) képlet alapjan a
(1.18) g1:g2><g3; g2:g3Xg1; g3:glxg2

70 70 70

modon értelmezziik a g; (i = 1,2,3) vektorokhoz tartozo reciprok vektorokat.

Megjegyezziik, hogy az (LIS) képletekkel értelmezett g!, g2 és g3 vektorok ugyancsak
bazist alkotnak. Ezeket a bazisvektorokat, mivel felsé indexpozicidban van elhelyezve a
bézisvektorok megkiilonboztetését segits szamozas, kontravaridns bdzisvektoroknak nevez-
ziik. Az altaluk alkotott bazis pedig a kontravarians bazis.

A helyvektort ad6 (LIG) képletben allo ', z*, 3 koordinaték az tn. kontravaridns
koordindtdk.

Specialis esetben, ha egymaésra kolcsondsen merélegesek és egységvektorok a kovaridns
bazisvektorok, azaz ha kartéziuszi KR-¢é valik a ferdeszogi KR az

(1.19a) y=at =2, yP=23
és
(1.19b) h=il=gi=g', b==g=¢g", L=i'=g=¢

Osszefliggések allnak fenn a kontravarians koordinaték és a vonatkozo bazisvektorok ko-
z0tt.

1.2.2. A bazisvektorok tovabbi tulajdonsagai. A bazisvektorokat azonosito sza-
mok indexként jelentek meg. Tdomorebb és igy dttekinthetdbb irdsmad elérése érdekében
abban dllapodunk meg az indexek tekintetében, hogy a latin betis index az 1, 2, 3 a gorog-
betiis index pedig az 1, 2 értékeket veheti fel anélkil, hogy erre eqyéb jeldlésben kiilon s
felhivndnk a figyelmet. Az indexekre vonatkoz6 megallapodasunk szerint a

g, kifejezés onmagaban a harom kovarians bazisvektort, a

gh  kifejezés pedig a harom kontravarians bazisvektort jeloli.

A két indexes 0%, 6%, 6,%, 6, Kronecker szimbolumot (Kronecker deltat) a

5kl

o L 1 ha k=1
(1.20) b —{o ha kA1

516[

kifejezés értelmezi. Mivel az értelmezés szerint a 6%, és 6, a k és [ indexek minden lehet-
séges értékére megegyezik egymassal ezek esetén kozombos az indexek sorrendje.

Visszaidézve a bazisvektorok és a reciprok bazisvektorok kozott fennéllo (L) egyen-
letet (a*-nak g*, a;-nek g felel meg) frhatjuk, hogy

(1.21) gz =0".
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Figyeljiik meg, hogy mindkét oldalon azonos az indexek sorrendje és pozicidja.
Megmutatjuk a tovabbiakban, hogy fennall a

1 1
0 1,23
VT =1888 == =173
| ) Yo o [818283]
— itt 4° a felsGindexes bazisvektorok vegyesszorzata —, vagy ami ugyanaz a
1
(1.22) v = —
Yo

Osszefiiggés. Az igazolas a kétszeres vektorszorzatokkal kapcsolatos és a lentiekhez illesz-
kedGen az (axb)xc=(a-c)b—(b-c)a alakban kiirt kifejtési tétel alkalmazasan nyugszik:

a b N

L N~ o~/ 1 g1
g?xg’=—(Tgs x 81 ) x (81X %) = 5 [83- (81X 8) g1 —0] = =,
70 70 ’7/0
Kovetkezdleg
. 11
’y :gl-(g2xg3):gl-g1—:—
v,yo ”}/o

st =1
Az is latszik az igazolas elsd 1épéseként irt egyenlet jobb és baloldalanak egybevetésébdl,
hogy
2 o o3
g =g xgl =2 V(,g :

Ez az egyenlet azt mutatja, hogy g; vektor a reciprok bézis egyik reciprok vektora. Ha-
sonléan lehet ugyanezt igazolni a gy és gs bazisvektorok esetén. Kovetkezbleg az eredeti
g1, 82, g3 bazis a reciprok bézis reciproka.

A tovabbiakban fontos szerepet jatszik az egyenletek egyszertibb irésat szolgalo tun.
Einstein-féle dsszegezési konvencio. Az dsszegezési konvencio azt irja eld, hogy a kiillonbozo
indexpozicicban lévd azonos (néma) indexek szerint dsszegezni kell.

Igy példaul

(1.23) 0P =0 +0%+6% =3

vagy

1 ha r=m

rgl _ or sl T $2 r §3  __ ST
0"10'y, = 07107, 07907, +0"30%, =0 0 ha r#m

., mivel a kifejezés értéke {
A &7 végeredmény eldallitdsa a kovetkezd modon foglalhato szavakba: a &, -el térténd
szorzas hatasara az els§ deltaban 4llo [ néma indexet &t kell nevezni a mésodik deltaban
all6 nem néma index nevére — azaz az m névre — és ekkor elhagyhaté a masodik delta.

A szavakba foglalt megfigyelés alapjan szokas a Kronecker szimboélumot indezdtnevezd
operdtornak nevezni.

Vegyiik észre, hogy az 6sszegz$ (néma) index is dtnevezhets: 6%, = ', =™

Tovadbbi fontos megdllapodds, hogy egyenletek irdsa sordn az énmagdban (6nmagukban)
dllo, nem néma (a képletben nem ismételt) indexet (indexeket) szabad indexnek (indexek-
nek) fogjuk nevezni.

1.2.3. A permutéacioés szimboélum, vektorialis és vegyes szorzatok. Azt fogjuk
mondani, hogy a klm indexharmas paros permutacioja az 1,2,3 szamoknak, ha 123, 231
vagy 312 az értéke. Paratlan permutéciorol beszéliink, ha a klm indexhédrmasnak 132, 321
vagy 213 az értéke.
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SN

1.3. abra. Paros és paratlan permutéciok

Figyeljiik meg, hogy az 1, 2 vagy 3 szamok egyikét elsének véve a paros permutaciok az
oramutato jarasaval egyezd irdnyban, a paratlan permutaciok pedig az 6ramutato jarasaval
ellentétes iranyban olvashatok le az 1,2,3 szamokat korok segitségével szemléltets abrarol.

Az also és felsé indexes permutdcios szimbolumot az

€kim vagy el

modon jeloljiik. A permutacios szimbolumok értelmezését a

1 paros

(1.24a) eum =4 —1 haa klm paratlan permutéicioja az 123-nak
0 nem

és a
1 paros

(1.24b) eP" =¢ —1 haa pgr paratlan permutéicidja az 123-nak
0 nem

képletek adjék.
Az (LI5), (ILI8) és az ([.24a) képletek egybevetése alapjan a
(1.25a) 8k X 81 = YoCrkim8""

alakban irhato fel a g és g; bazisvektorok vektorialis szorzata.
Ugyanigy ellenérizhets, hogy

(1.25b) gl x gl =~,el g, .
Legyen
(126) ‘ Ekim = Yo €klm és gham :’70 ePI™ ‘

Az egypm, és PP mennyiségeket (objektumokat) alsdindexes (kovarians), illetve felsGindexes
(kontravarians) permutdcids tenzornak fogjuk nevezni.

Az elnevezésnek az a magyarazata, hogy epszilon tenzor tenzor tn. valoédi tenzor. Ezt
késsbb az (0.0]) osszefiiggéssel kapcesolatos gondolatmenet igazolja — a részleteket illetGen

lasd a [l oldalt.
A permutéacios tenzorok segitségével
(1.27) gL XL =Epm ™ és gl xgl=clmg
a bazisvektorok vektorialis szorzatai.
Az ([L25alb) és az (L20) felhasznalasaval
(1.28a) (81 818:] = (8 X 81) 8 = Vohir 8" * 8r = VoChim = Ektim
am
a harom alséindexes (kovarians), és
(1.28b) [8"g"8’] = (8" xg") 8" =1"e"" g, -g° =" =’
8.8
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a harom felsSindexes (kontravarians) bazisvektor vegyes szorzata.

1.2.4. Permutacioés szimboélumok szorzatai. Az aldbbiakban megvizsgaljuk, hogy
milyen értékeket vehetnek fel az

kqr klr - kfm
Ckem€ ~ €kem€ €s €kem€

szorzatok.

Vegyiik észre, hogy az els§ esetben egy index (ez a k), a méasodik esetben két index (a
k és ¢), a harmadik esetben pedig valamennyi index 6sszegez6 (néma) index.

Mivel a mésodik és harmadik eset az els6bdl szarmaztathaté érdemes az utébbit vizs-
galni el6szor. Ha kifrjuk az

kqr __ 1gr 2qr 3qr
Chem€ " = €lem€ " T E2um€ " +e3pme

haromtagn Osszeget és visszaidézziik a permutécios szimbolum definiciojat, akkor kapjuk,
hogy az Gsszeg

— csak akkor kiilonboézik zérustol,
(a) ha
l=q, m=r, (#m
és ez esetben 1 az értéke (ekkor ui. az also és fels6 indexharmasok egyszerre
vagy paros, vagy paratlan permutéaciok — a jobboldalon pedig csak egy tag
kiilénbozik zérustol)
(b) vagypedig, ha
l=r, m=q, (#m
és ez esetben —1 az értéke (ekkor ui. az also és fels6 indexharmas kiilonb6zs
permutacié — ha az egyik paros a mésik paratlan és viszont — és ismét csak
egy nem zérus tag van a jobboldalon),
— egyébként pedig, mindig zérus érték.
Nem nehéz ellendrizni, kihasznalva a Kronecker szimbolum (L20) alatti értelmezését,
hogy a
6,70, — 0,76,
kifejezés ugyanezen értékeket veszi fel. Kovetkezésképp, tekintettel az (L26]) és az (L22)
képletekre is

(1.29) Etme ™ = epume? = 57 = 6,95, " — 5,5,

az els6 szorzat értéke. A 07, negyedrendd Kronecker-deltat maga a képlet értelmezi.
Az utobbi képlet alapjan kapjuk meg a masodik szorzat értékét:
Ekﬁmekér — ekémekh — 527;1 — 5/ 5mr _567”5”1( — 25mr )
3 s

m

Innen

(1.30&) EkngMT = ekgmekér = 25mr .

Ami a harmadik szorzatot illeti, az utobbi képlettel az

(1.30b) Eptme™™ = eppme™ =20, =6.

eredmény adodik.
A maésodik szorzat egy alkalmazéasaként fejezziik ki a g™-et az (L27); egyenletbsl. Ha

atszorzunk ¥-el, akkor
klr _m

klr
€ 8L XE =ECkmE &
——
25,7

m
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az eredmény, azaz

1
(1.31a) g = 3 Mg xg .
Ugyanigy adodik, hogy

1
(1.31b) gk =5 mm g X 8"

1.2.5. Gorbevonalt koordinata-rendszerek. Az (y) kartéziuszi KR-ben a P pont-

nak
m

r=y"1i,
a helyvektora. Legyen (2!, 2%, #3) harom nem feltétleniil azonos dimenzioji valos valtozo,
amelyek mindegyike a valos szamok egy-egy részhalmazéan (vagypedig a valés szamok

teljes halmazan) fut végig. Tételezziik fel, hogy létezik az
(1.32) Y™ =y (2!, 2?, 2
fiiggvényharmas, amely differencialhatd és kolcsonosen egyértelmid, ha az y™ a tér egy

B tartomanyanak valamely pontja. Mivel a differencialhatosag miatt a P pont elemi
kornyezetében fennallnak a

ay' dy' 't o
E) dot + =% 97 de? + 22 9 da? =dy!
Oy? Oy? Oy?
1.33 _
(1.33) &Eld +53 dz? +53 dz? = dy?
oy’ dy? dy? 3
8x1d +8 dx +83d93 =dy

egyenletek az ([32]) kapcsolat csak akkor fordithaté meg az elemi kornyezetben (csak ak-
kor kolesonosen egyértelmt a P pont elemi kornyezetében), ha a dz*-t tekintve ismeretlen-
nek van megoldasa az ([L33]) linearis algebrai egyenletrendszernek. A megoldhatésagnak
az a feltétele, hogy

oyt oyt oyt

g:c g:cz %7:3
(134) Jyw’c = &yc agch 3%3 7é 0 ’

By By 8y

9zT 922  0x3
azaz zérustol kiilonbozs kell legyen a J, , Jacobi-féle fiiggvénydeterminans. Ha a B tar-
tomany minden pontjaban teljesiil az (L.34) feltétel, akkor a kapcsolat megfordithato a

teljes B tartoményban, azaz létezik az
(1.35) " ="y % %)
inverz fiiggvényharmas.

A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy kolesonosen egyértelmi (azaz megfordit-
hato) az ([L32)) fiiggvénykapcsolat. Ez esetben nyilvanvaloan zérustol kiilonbozik a

ozl 9z 9x!
By By By
922 922 Oa?
(1.36) Joy = a; 6; a; #0,
9% 0x®  0a®
oyl oy2 oyl
Jacobi-féle fiiggvénydeterminans is.
Az (L38) egyenlettel adott ™ harmast a P pont gdrbevonali (kontravaridns) koordi-
ndtdinak nevezzik.
A kés6bbiek kedvéért megallapodunk abban, hogy valamilyen kontravarians, mondjuk

az x* koordinéta szerinti parcialis derivalas esetén a nevezében allo k fels§ index a teljes
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derivaltat tekintve als6 indexnek mindsiil, és igy megjelenhet Osszegezd, illetve szabad
indexként is. Ezzel a megéllapodassal a

_ oy™
i
modon tomér alakban irhato fel az (L33) egyenletrendszer. Megjegyezziik, hogy ezt a
megallapodéast, anélkiil, hogy kimondtuk volna, mar korabban is alkalmaztuk az (LIT)
egyenlet esetén, ahol az ¢ valojaban als6 pozicioban all6 szabad indexként szerepel mindkét
oldalon.

(1.37) dy™ da*

lokalis bazis

8

1.4. 4bra. Gorbevonalu KR

Tekintettel az (L32)) fiiggvénykapcsolatra a P pont
(1.38) r=r(z', 2%, 2°) =y (2", 2%, 2®)i, +y* (2!, 2%, 2°)ig + P (2!, 2%, 2P)is
helyvektora a pont z* gérbevonalt koordinatainak fiiggvénye. Az

r(z', 2% = allandé, 2* = allando) , r(z! = allando, 2%, 2* = allando) ,

és

r(z! = allando, 2% = allando, %)
2 s 2 a paramétere. Magukat a térgoérbéket, mivel csak a gorbe
L 22 illetve

térgorbéknek rendre !,
paramétereként szereplé gorbevonali koordinata valtozik a gorbék mentén, z
2 koordinata-vonalaknak szokés nevezni.

Az

r(z! = allando, 2%, 2%) ,  r(a2?

,2? = allando, 2°),  r(z', 27, 2* = allando)

L 22, illetve 23 gorbevonalt koordinaték.

gorbiilt feliiletek mentén allando6 értékiek az x
Ez okbol Sy, S, és S3 koordinéta-feliilet a neviik. Nyilvanvalo, hogy az zt, 22, és 2% koordi-
natavonalak az Sy és Sz, az Sp és S,, illetve az Sp és Sy koordinatafeliiletek metszésvonalai.
A koordinata-vonalak
or oy, oyr. Oy,
817 51 T Bt ot Oxl 2t orl B
or oy, oyr. Oy,
B2 52 T B2 ot Ox? 2t oz 13
or oy, oyr. Oy,
S or3  Oz3 ot ox3 2t ox3 &

(1.39)
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érintSinek zérustol kiilonbozs a
Vo= | g1 5z om | = Jue

vegyesszorzata, ha kélesonosen egyértelmi az (L32)) fiiggvénykapcsolat. Mivel ez feltevé-
siink 7, # 0, kovetkezik tehét, hogy kovarians béazist alkotnak a P pontban a koordinata-
vonalak

o or
g = Gy

érinté vektorai. Ez a bazis a pontrol pontra valtozoé un. lokalis bazis, amely &altalaban
ferdeszogl de bizonyos esetekben (pl. henger KR, avagy géombi KR) ortogonalis (utob-
bi esetben bazisvektorok kolesondsen merdlegesek egymaésra). A (reciprok béazisvektoro-
kat)[kontravaridns bazist] most is (g jeloli) [a g* reciprok bézisvektorok alkotjék| és
valtozatlanul érvényesek a bazisvektorok vektorialis szorzatainak, valamint a kovaridns
és kontravarians bazisvektorok szamitédsanak az [[L2.1] és [1.2.2] szakaszokban megismert
képletei.

Magatol értetddik, hogy a P pont fizikai allapotat leiré valamennyi tenzor megadhato
ebben a bazisban.

Az a vektor példaul az

(1.40)

(1.41) a=a'gi+a’g+a’gs = mg' +ag’ +asg’
vagy tomoren az
a=a’g, = apg”
alakban irhat6 fel, ahol altalaban
(1.42) a' #ay a® # ay a® #as .

A fenti képletekben &ll6 a? és ay, rendre az a vektor kontravarians illetve kontravarians
koordinatait jeloli. A vektort tekintve

1 2 3 2 1 2 3
agi, a g, a-g3 €s “ag , ag as3g

az a koordindta-iranyu Osszetevéi a kovarians illetve kontravarians béazisban.

GYAKORLATOK

1. Vizsgalja meg vajon lineédrisan fiiggetlenek-e egyméstol az azonos ponthoz kotott-
nek tekintett (kozos alkalmazasi pontt) a;, as és a3 vektorok:

31:2i1+i2+3i3, 31:2i1+i2+3i3,
g = 511 + 1012 +213 y Ay — 6i1 +712+5i3 s
Ay = 6i1 +3i2 +9i3 s Ag = 9i1 + 10i2 +8i3 .

2. Igazolja, hogy bazist alkotnak a
g1:i1+i2+i3, g2:i1+i2+2i3 és g3:i1+2i2+3i3

vektorok. Irja fel az a = 6i; + 9i, + 14i3 vektort ebben a bazisban.
3. Tegylik fel, hogy linearisan fiiggetlenek az azonos ponthoz kotottnek tekintett ay,

ay és az vektorok. Mekkora a A allando értéke, ha linearisan Osszefiiggéek a by és
b, vektorok?

b1 = )\a1+4a2+2a3 ,b2 = a1+)\a2—a3 .
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4. Igazolja, hogy az (LI8) képletekkel értelmezett reciprok bazisvektorok is a harom-
méretd tér egy bazisat alkotjék.
5. Igazolja, hogy a
181+ A2g2 + Aags =0
egyenletnek csak trividlis megoldasa van a Ay, A2 és A3 skalarokra, ha J, , # 0






2. FEJEZET

Az indexes jelolési mod alapjai

2.1. MUOVELETEK INDEXES MENNYISEGEKKEL

2.1.1. Objektumok, sokasagok. A jelen szakaszban bevezetésre kerils jelolések, je-
161ésbeli megéllapodésoknak, 6sszhangban az eddigiekkel, az a f6 célja, hogy egyszertibbé
tegyék a vektorialis, illetve a tenzorialis egyenletek frasat.

Az |ag|{aP} szamhéarmast (valtozoharmast) [alsdindexes|{felsSindexes} vagy egyindexes
harmasnak, rendezett sokasdgnak (objektumnak) nevezziik.

Kézi szamitashoz az alsdindexes sokasagok sorvektorként illetve oszlopvektorként méat-
rixba rendezhetdk a

ag = [a1 a2 az],
vagypedig a
3]
ag = as
as

modon.

A felsGindexes a” sokasag ugyanilyen modon foglalhato sor-, vagy oszlopmatrixba.

Az egyes egyindexes sokasagok egymastol valdé megkiilonboztetését a sokasagokat azo-
nosito betik eltérése teszi lehetGvé.

Megallapodunk abban a tovabbiak soran — anélkiil, hogy erre a megallapodésra kiilon
is felhivnank a figyelmet — hogy az

ag és a?

egyindexes sokasig ugyanazon vektor kovaridns és kontravarians koordinatéit jelenti va-
lamilyen lokalis ferdeszogi bazisban.

Ami a szoéhasznalatot illeti az egyszertiségre torekedve azt fogjuk mondani, hogy az ay
vagy az af vektor.

Ha oszlopmaétrixba rendezett vektorokat hasznalunk valamilyen okbdl pl. szamitasok
végzése soran, akkor azok szedésben az

aq a
(2.1) lag] = | a2 | , illetve az [aP] = | a?
as CLS

modokon jelennek meg.
A bevezetett jeloléssel az a+b = ¢ vektorosszeg vagy az

ap+b, =cp, vagypedig az ak bk =k

alakban frhato fel.
Tovabbi fontos kérdésre vilagitanak ra az alabbiak.
Tekintsiink két, az (1) és (2) jeld, ferdeszogi KR-t. Legyen

ar, valamint a L
(1) 2)

15



16 2.1. Miiveletek indexes mennyiségekkel

az (1) ¢és (2) jeld ferdeszogti KR-ben vett szamharmas (valtozoharmas). A két harmas
akkor adja ugyanazon vektor kovarians koordinatait a vonatkoz6 KR-ekben, ha fennall az
k k

0rg = aLE

M (1) (2 (2
egyenlGség. A fenti képletbdl, amint részletesen is latni foguk az L.l szakaszban, az
kovetkezik, hogy csak akkor alkotja ugyanazon vektor harom kovarians koordinatéjat az
(1) és (2) jeld ferdeszogi KR-ben értelmezett

ar, valamint a i
(1) (2

harmas, ha alkalmas transzformécios Gsszefiiggés teljesiil a tekintett két harmas kozott.
Az
aby . agh?,  a*bt, albp , vagy ckm
mennyiségek kétindexes, illetve mdsodrendi sokasdagok, objektumok. Ezek is méatrixba ren-
dezhetsk ha megéllapodunk abban, hogy balrél jobbra haladva az elsé index (fliggetleniil
attol, hogy also vagy felsG) sort, a mésodik index pedig (ugyancsak fiiggetlentil attol,

hogy als6 avagy felsG) oszlopot azonosit. A mondottak alapjan az axb, szorzat, vagy a ¢,
sokasag a

aq b1 a1b2 a1b3 Cll 012 C13
arby = Qay bl CLng CLng s Ckm = 021 022 023
a3b1 agbg agbg 031 032 033

modon rendezhetd, illetve foglalhaté matrixba.
Visszaidézve és részben kihasznalva az (L20) és (L2I]) képleteket a kétindexes objek-

tumok tipikus példaiként adédnak a kovarians és kontravarians bazisvektorok
(2.2a) 0" =ge-g8" & " =g" g

szorzatai. Kozos méatrixuk
1
(2-2b) [5km] = [5mk] =10

alakt. Ezt ugyanolyan modon szedtiik mint az ay illetve a? vektorok oszlopmatrixait.

A kovarians bazisvektor kovarians bazisvektorral vett, illetve a kontravarians bazisvek-
tor kontravarians bazisvektorral vett skalarszorzata a gy és ¢gP? kétindexes objektumokat
értelmezi:

911 912 g13
(2.3a) 9kl = Bk 81 » [gk:l] =1 Gg21 G22 923
g31 932 Y33

(2.3b) g =g"g",  [¢M]=

Vegyiik észre, hogy a (2.3alb) képletek a gp és gP? kétindexes sokasdgok matrixait is
tartalmazzak.
Megjegyezzik, hogy:

1. Fennéllnak a skalarszorzat kommutativitasa miatt a

(2.4) =g, g1=g"

relaciok. Ezek azt fejezik ki, hogy szimmetrikusak a gy; és gP? kétindexes sokasagok
matrixai.
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2. Bar vektorok skalarszorzataiként értelmeztiik a 6,, 0™, gu és ¢g"? kétindexes
sokasagokat latni fogjuk késébb, hogy ezek a mennyiségek az egységtenzor (més
néven metrikus tenzor) kiilonbozs alakjai.

Hdaromindexes sokasdgnak tekintheték az

'S
€klm el

permutécios szimbolumok, valamint a beléliikk képzett

T o T
Ekim = YoCkim , ' =l

szorzatok az tn. epszilon tenzorok (az utoébbi mennyiségeket az (L.26]) egyenlettel értel-
meztiik, tenzor mivoltuk igazolasat a [l oldalon leljiik fel).

Visszaidézve az szakasz megallapodésait a latin (és gorog) indexek értékérsl,
az Osszegezési konvenciorol és ezzel Osszefiiggésben a néma és a szabad index fogalmarol,
valamint kihasznélva a sokasagokrol mondottakat is a

11 1 1
C21 C22 C23 a2 bz
031 032 033 a3 = b3
Oy g a b

egyenlet, ez formailag linedris egyenletrendszer a c*, = egyiitthatokkal, az ™ ismeretlennel
és a b¥ zavarotaggal, a

(2.5) ct a™=1"

tomor alakban irhato fel, ahol a pirossal szedett, az egyenleteket szamlalé index a sza-
bad index, amely mindkét oldalon ugyanabban az indexpoziciéban kell, hogy &lljon. Ha
ezt a szabdlyt nem tartjuk be sériil az indexegyensuly elve, amely azt mondja ki, hogy
egy indexes jelolésmoddban irt egyenlet minden tagjaban azonos azaz vagy felss, vagy al-
s6 indexpozicioban kell, hogy legyen(ek) a (az azonos) szabad index(ek). A tobbesszam
hasznalata az utébbi mondatban arra utal, hogy egynél tobb szabadindex is lehetséges.

2.1.2. Vektorok koordinatai, indexemelés és siillyesztés. Kiindulva az
(2.6) a=ad'g, =a,g’

egyenletbdl, majd kihasznalva az (LI0) képletet, a Kronecker delta indexatnevezd opera-
tor voltat, valamint (a [Z3alb) Osszefliggéseket azt kapjuk, hogy

(2.7a) a-g"=adg,-g"=d"0," =a",

(2.7b) a-g=a,g" g =0a,"=q.

Ha még a fenti két képletet is helyettesitjiik a lenti atalakitdsok utolsé lépésében, akkor
adodik, hogy

(2.8a) a-g"=a,g’g"=a,"= 19 =d",
Em)
(2.8b) a-g=dg-g=dgu= 1 =a.
&7h)
Osszegezve:
(2.9a) a-g =a, a-g"=a",
(2.9b) a"gr=a. apg”™™ =a™,

Szavakban: az [a; kovarians koordinata|{a™ kontravarians koordinata} az a vektor [kova-
rians g|{kontravarians g™} bézisvektorral valo skalaris szorzata.
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A (2.91), » képletek az indexemelés és indexsiillyesztés szabalyai. Segitségiikkel megad-
hatok az [a; kovaridns|{a™ kontravarians} koordinaték az {a* kontravaridns}|a, kovariéns]
koordinatakkal feltéve, hogy ismertek a gp; és gP™ objektumok.

A (2.9a), » képletek szerint a

8k 81 = gkl
~—~—
a
szorzat a gy vektor [-ik kovaridns, a
g’ -g"=g"
~—

a

szorzat pedig a gP vektor m-ik kontravaridns koordinatija. Kovetkezésképp a g és g?
bazisvektorok a

(2.10) ge=gug | & |8 =9""gnm

alakban irhatok fel. Szavakban: az indexemelés és siillyesztés (2.9h); o alatti szabalyai a
bézisvektorokra is vonatkoznak. A (2ZI0)), » Osszefiiggések kovetkezménye, hogy
g8’ = gug”"g - &m = grg""0', = gug"
— \l,_/
5,7 5

m

avagy, elhagyva a lépéseket, hogy
(2.11) 6.7 = gu g .

Kiirva a képletben szereplé objektumok métrixait

1 00 g11 912 913 911 912 913
01 0|=1]9a1 g2 923 921 922 923
001 g31 932 Y933 931 932 933

5,7 9kl gtp

az eredmény, ami azt jelenti, hogy a [gy] métrix a [¢'?] matrix inverze és viszont. A fenti
képlet alapjan azt fogjuk, mondani, hogy a by és a d? sokasagok egymaés inverzei, ha
fennall a

(2.12) b d'? =6,7

egyenlet. Ezzel a szohasznalattal élve a gy sokasdg a ¢'P sokasag inverze és viszont. Az
inverz fogalmarol masodrendii tenzorok esetén a [6.1.5l alszakaszban esik majd részlete-
sebben sz6.

2.1.3. Miiveletek vektorok k6zott. Az alabbiak az indexes jel6lésmod alkalmazésa
mellett tekintik at a vektorokkal valo miveleteket.

Szorzds skaldrral :
Tekintsiik az
a= akgk = a,g” és b= blglk = b,g’
vektorokat. Ha a
c=cg, = cpg?
vektor az a vektor és a A skalar szorzata, akkor
c* = \aF

c=)\a, vagy ¢y = Aa,
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Additiv miveletek :
Az a és a b vektorok A és p skalarokkal sulyozott c dsszege (kiilonbsége) a

c* = NaF 4+ pb*
c=)Xatub, vagy a ¢, = Aay £ b,

modon frhaté.

Ismét hangstlyozzuk a (23] egyenletet kovets bekezdés lényegét: a szabad indexek
egy egyenlet minden tagjaban azonos (vagy felss), vagypedig alsé indexpozicioban kell,
hogy legyenek.

A fenti képletek jol szemléltetik az indexes jelolésmod ama elényét, hogy nem kell
feltiintetni a vektorialis egyenletek irdsa soran a bazisvektorokat.

Skaldris szorzds:

Kihasznalva a (2.3D]) Gsszefiiggést, illetve az indexemelés és siillyesztés (2.9D); o
alatti szabélyat a
c=a-b=a,g’b,g!=a, ¢"b,=a’b, =
L. \«2-/
(2.13) = ap §"bg = ap b’ = a, B =alge, b
—~— ~—

bp algqp
alakban kapjuk az a és b vektorok skalarszorzatat.

A ([2I3) egyenlet egy jelolésbeli megallapodast tiikroz: ha nem egyméas mellett allo
vektorok kozott kell végrehajtani skalaris (vagy vektorialis) szorzést, akkor azt a fentieknek
megfelels feliil nyitott téglalapszert vonalazas segitségével szedjiik, oly modon, hogy a
miveleti jel a vizszintes vonalszakasz kozepén jelenik meg. Az is kiolvashato, mint szabaly
a fenti képletbdl, hogy néma indexpér esetén az egyik lesiillyesztése a masik felemelésével
kell, hogy tarsuljon és viszont és ez a szabdly mindig érvényes, hiszen a néma indexpér

c s

atnevezhetdsk:
a’b, = a, b’ = a b* .
Vektoridlis szorzds:
Az a és a b vektorok c vektoridlis szorzata a bazisvektorok vektorialis szorzatéat
ado (L27); 2 képletek felhasznalasaval irhatok fel

axb=aqa? blgk X g = eklmakblgm =c,g"=c,

azaz
(2.14a) Cm = Epma”b’ |
illetve
axb=a,b,g’xg!=e""a,b,g, =c'g, =c,
azaz
(2.14b) " =e"ayb, .

Az indexemelés (indexsiillyesztés) (2.9D); 2 alatti szabalyait kihasznalva atalakithato

a (2.14D) egyenlet:

T — ~pqr — ~pgr k 1
Cm =CGrm =E¢ grma'pbq =€ Irmpkdq O @ .
—_————

Masrészt a (2.14al) képlet szerint:

Cm = Ekim akbl
~
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EgyenlGség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymassal a kapcsos zardjellel megjelolt
részek:

(2.15a) Ekim = € GpkGq1Grm -

Ugyanilyen médon igazolhato, hogy
(2.15b) P = g™yl 9"™" .

A ([2I5alb) osszefliggések szerint [az alsoindexes| {a felsGindexes} epszilon tenzor gy
kaphato meg [a felsGindexes| {az alsoindexes} epszilon tenzorbol, hogy az utébbi vala-
mennyi indexét |lestillyesztjiik|{felemeljiik}.

Vegyes szorzat:
Az a, b és d vektorok d vegyes szorzata a (2.15al) dsszefiiggésbdl kovetkezs
d = [abc] = (axb)-c =""a,b,g, c;8° = " a,b,cs0,° = P a,b,cs

L.
képlet alapjan a

(2.16a) d = el ayb,cq

alakban frhato fel. Hasonloan kapjuk, hogy
(2.16b) d = epma™b'c™ .

Diddikus szorzat:

Az a, b vektorok diddikus szorzata masodrendi tenzor, amelyet a
C=a®b

moédon frunk, ahol ® a diadikus szorzas miiveleti jele. Figyelembe véve az a és b
kiilonboz6 elgallitasait a C' tenzor a
(2.17) C=ayb, g"®g"=cpg"0g"=
~—~
=a,b 9 g’ ®g, =c, g’ ®g, =
N—_——
cp®
=a,9”by g ® g = CTq g ®g!=
——
=09 09" 8, ®8s =" g Vs
N—_——
alakokban irhato6 fel, ahol altalaban
c,” # .

A (2I7) képletben &ll6 gP®g? etc. diddok a bazistenzorok, melyek indexei balrél jobbra
haladva ugyanabban a sorrendben koévetik egymast, mint néma parjaik a ¢ mellett. Mivel
indexes jelolésmodban sem a bazisvektorokat, sem pedig a bazistenzorokat nem irjuk ki
az egyszerd irasmod biztositasa kedvéért az elhagyott bazistenzorokban allo bazisvekto-

rok sorrendjét a kiirt tagok szabadindexeinek sorrendje hatarozza meg. Tekintsiik erre
példaként az eddig megismert objektumok segitségével felirt

s
dlm = _glmsd

egyenletet, amelyben pirossal szedtiik a szabadindexeket.
Elsfordulhat, hogy valamilyen okbol eltér egymastol egy indexes jelolésmodban irt
egyenletben az egyes tagok szabadindexeinek sorrendje. Ez esetben az a megéllapodas,
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hogy a tényleges sorrendet az egyenlet baloldala, vagypedig a baloldalon allo legelsé tag
hatarozza meg. FEzzel a megallapodassal élve a fenti egyenlet a
dlm = emlsds

alakban is megadhato.

Bar az utobbi megallapodas egyértelmiien meghatérozza a bazistenzort alkotd bézis-
vektorok sorrendjét, lehetGség szerint torekedni kell arra, hogy indexes jel6lésmodban irt
egyenletek esetén minden tagban azonos legyen a szabadindexek sorrendje.

GYAKORLATOK

1. Vizsgalja meg, hogy melyik kifejezés értelmes indexes jel6lésmodban a lentiek ko-
zil. Irja ki részletesen az értelmes kifejezéseket.

i a,f i " iii. ™ apm, iv. amm
v. agpb’? vi. ag b vii. a",,c™" viii. eijkajk
2. Azonos vagy eltérd jelentéstiek-e a
i. a,,"d, ii. d,a;" ii. ay,c™ iv. a,.c”"

kifejezések ?
3. Mutassa meg, hogy
ab™d =0,
ha Ap; = —ak.-
4. Igazolja indexes jel6lésmodban, hogy
[ax (bxc)] gk =a.c" bp—a.b" ¢
és, hogy
[(axb)xc|-gr=ac" b,—b.c" ay .
(Vegyiik észre, hogy a fenti Osszefliggések helyességének igazolasa valojaban az (L3)
alatti kifejtési tétel helyességének igazolasat jelenti!)
5. Mutassa meg indexes jeloléseket alkalmazva, hogy
(axb)-(cxd) = a.c" bpd® —a,d" bc" .
6. Igazolja indexes jelélésmoédban, hogy
(axb)x(cxd)=[cda]b—[cdb]a.

7. Igazolja, szimbolikus-, majd ezt kévetGen indexes jelolésmodban, hogy kollineari-
sak az a és c vektorok, ha fennallnak az

ax(bxc)=(axb)xc, a-b#0, c-b#0

Osszefliggések.
8. Az
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0
egyenlet az in. Jacobi-féle azonossag. Igazolja az azonossag fennallasat.






3. FEJEZET

A determinans

3.1. A DETERMINANS ES AZ ADJUNGALT

3.1.1. Determinéns indexes jeloléssel. A determinéns a métrixnak tekintett a”,
objektum elemeibdl képezhets, mint az Gsszes olyan haromtényezds szorzat 6sszege, amely-
ben a szorzatok minden sorbol és minden oszlopbdl csak egy-egy elemet tartalmaznak,
elgjeliiket pedig az donti el, hogy névekvs sorszam (oszlopszam) szerint rendezve a szor-
zotényezdket a sorszamok (oszlopszamok) &ltal alkotott harmasok péros vagy paratlan
permutacioi-e az 1,2 és 3 szamoknak: paros permutacioé esetén pozitiv, paratlan permu-
tacio esetén negativ az elGjel.

A determinanst az

11 1
ay, a9 Ay
(3.1) |a™,| =det(a") = | a* a° a%
ad, a®, ad;

modokon jeloljiik.
A jol ismert elsé sor szerinti kifejtéssel

(3.2a) la™,| = a11 (a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - a23a31)

a determinans értéke. Némi szamolassal és a permutacios szimbolum tulajdonsidgainak
felhasznalasaval ellendrizhets, hogy a

1. sor 2. sor 3. sor

AN AN A
|a™, | = ePr" alp a2q asr =
(3.2b) el =a' a6’ —at a*aP,+
e2ar +a'ya*ya’, —atya? P+
e3ar + a13a21a32 — a13a22a31

képlet is az elsd sor szerinti kifejtése a determinansnak hiszen a p index az oszlopokat
szamlalja.

Ha felcseréljiik a p-t és g-t a permutacios szimbolumban, akkor elGjelvaltas kovetkezik
be. Ha emellett a p-t ¢-ra, a ¢-t pedig p-re nevezziik at a

_| amn| — eqpralpa2qa3T — epqra2pa1qa3T

alakot kapjuk, ami azt tiikrozi, hogy a sorcsere elGjelvaltozast eredményez.
Visszaidézve, hogy e?'® = —1 az utobbi képlet atirhato:

o213 |a™, | = e®" ap aq aT .

Innen, egyméstol kiilonbozd betiiket téve a téglalapocskakban allo szdmok helyére, az

(3.3) eIk g™ | = eqpraipajqak

r

23
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eredmény koévetkezik. Szorozzunk most at e;;r-val és hasznaljuk ki, ijk-t gondolva klm
helyére, az (L.30D) Gsszefiiggést :

ijk| . m ) ik
eijpe’"| a™, | = egpe®"a’ o’ a
——

re

6

Innen
(3.4a) la™,| = 30 €ijk epqraipajqakr
a determinans értéke. Ugyanigy igazolhato, hogy
1 ijk pqr

(3.4b) |G| = 3 e’ el a0,

mn 1 ip . jq . kr
(3.4¢) la™"| = 3 €ijk epgra’’a’la
és, hogy

d n| __ 1 ijk pP.q_r

(3.4d) la,,"| = 3¢ i 0

Vegyiik észre, hogy a fenti négy képlet azonos szerkezett, barmelyik jobboldala megkap-
hato a masikbol, ha alkalmas indexemeléseket, illetve indexsiillyesztéseket végziink.

3.1.2. Az adjungalt és az inverz. Feltételezziik a tovabbiakban, hogy az indexként
allo nagybet rogzitett (nem futd) indexértéket jelol. Tekintsiik az

Ijk s .t
e eRstajak

szorzatot. Ha ebben az Gsszeghen a nem zérus tagokat keressiik csak, akkor fel kell téte-
lezniink, hogy

I#35#k és R#s#t.
(Feltételezziik tovabba, ez ui. nem sérti az altalanossagot, hogy parosak a szorzatot szami-
tasa soran az elséként tekintett IJK és RST permutéaciok.) A fenti szorzatot ado Osszeg

szdmitasa soran minden lehetséges esetet a rogzitett IJK és RST indexekkel adunk majd
meg. Legyen Al az 6sszeg fele. Ezzel a jeloléssel és az dsszes lehetdség figyelembevételével

I _ _Ijk s ot _
QAR—eJeRstajak—

S

(3.5)
T T S S T T S S T S T

az Osszeg, ahonnan — visszatérve a megszokott kis indexekhez — a

(3.6) A, = 3 erea’;a

alakban irjuk az A'.-et. Az A’ jelentése az A°, (3.0) alatti részletes kifrasabol olvashato
ki. Eszerint A’ az a”-hez (az r-ik sorhoz és i-ik oszlophoz) tartozo elGjeles aldeterminans.
Valoban, ha pl. I =2, R=3, akkor J =3, K =1¢és S =1, T = 2; kovetkezsleg

2 _ 1 2 1 2
A%3=aza"—a a3,

ami az a®,-hoz tartozo elGjeles aldeterminéns.
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Az allitas altalanosabb igazolasat adja az alabbi atalakités:

1 1
m n __ m - nuv q T o __ - nuv m q T _
a”, A", =a ng € Cpar 0y 0Ty =S Epgr €A, 0N, 0Ty =
~—— —
a ([E3) szerint |a®, |emar
1
_ mqr k| _ |, k|sm
_56 610617”|al|_|al|5p>
26m,,
ahonnan
A'I’L
(3.7) g L gm
) 0 TR b
|a®)|
Ugyanilyen m6édon mutathaté meg, hogy
Air _ 1 ijk rst
_56 e ag; ay,
(3.8)
A = 1 sj .tk
z‘r—§eijkersta a -,
és
(3.9) AT—le-»e”’tajak
. i —2 ijk s t
amivel
np
A _5 P mn A”P _5m
gl o T e 0
o
(3.10) ) "
n n P
a — =0 P
S

A B8), (3.8) ¢s (B.9) osszefiiggesek értelmezik az a¥,, a,,;, a* és a, sokasdgok (objek-
tumok) A’., A" A, és A adjungdltjait.
A B7) és (3.I0) képletekben allo

An Anp A AP
—= - -, valamint -
|CL l| |asj| |CL]| |as |
tortek pedig tekintettel a ([2.12]) képletre és képlet kapcsan mondottakra az o™, a,,,,, a™"

és a,," sokasdgok (objektumok) inverzeit adjak.

3.2. ALKALMAZASOK
3.2.1. Determinansok szorzastétele. Tekintsiik a

v o__ S v
Cu _au bs

szorzatot. A szorzat determinansa a (B.4d)) képlet alapjan a (B.3) figyelembevételével sza-
mithato:

1 ) .
d T k m T hy ko apl m
(3.11) e = 5 " epmcy, ¢y ¢, = o7 €M em ay, by a'by a,’b™ =

3! 3!
1 o 1

_ pqr . h i j kil m __
= _ a," a' a,’ Crim b," b;' b; =3

3!
ehidla,?| €ni|bs'] 3t

l

e" enij la,*l1b,| = la,”|Ib,’]
N——
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Szavakban: két métrix szorzatanak determinansa a matrixok determinénsainak szorzata.
Ez az eredmény a determinansok szorzastétele néven ismert. A tétel egy alkalmazasaként
tekintsiik a

(312) Gkl glq = 5kq

szorzatot. Legyen

(3.13) 9o = |gnil és 9°=14".
Az ([312) baloldalanak g,¢° a determinénsa, a jobboldalnak pedig
1 00
10,=10 1 0|=1.
00 1
Kovetkezésképp

1
3.2.2. A bazisvektorok vegyes szorzata és a metrikus tenzor determinansa.
Mivel a (2.10); alapjan
g1 = g1,8" g2 = 928", 83 = 73s8°
az ([.28alb) és az ([.22)) képletek felhasznalasaval irhato, hogy

o

1
o fry g s Pyl oS fry s — epqs
8 [g1g2g3] 91p 924 93 [g gg ] 91p Y2¢ 93 5

57)‘17":7061“17'

azaz, hogy
(70)2 = eP? 91p 92¢ 93s = Yo
———
gO
vagyis
(315&) (70)2 =Yo -
Ugyanigy mutathaté meg, hogy
(3.15b) () =g""

3.2.3. A permutacids szimbo6lum, mint determinans. Az aldbbiakban megmu-
tatjuk, hogy
6.t 8,2 6,2
(3.16a) em=| 0 07 &
6.1 5 % 4 3
A determinanst kifejtve az elsé oszlop szerint a
eredményt kapjuk. A fenti kifejezés értéke

m

0, ha klm nem permutécio (ekkor ui. van legalabb két azonos index a klm indexek
kozott, kovetkezésképp a determinans legalabb két sora azonos);

1, ha klm péaros permutacio (ekkor ui. (a) klm, Imk, vagy mkl megegyezik az 123-
al és igy a pirossal szedett szorzatokat magaba foglalé tagok egyike 1, a mésik
kettS pedig zérus, mivel az utobbi esetben kiilonboznek a d-k indexei; (b) a kékkel

szedett szorzatokat tartalmazo tagok mindegyike zérus, mert itt is kiilonboznek a
d-k indexei) ;
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-1, ha klm paratlan permutéacié (ekkor ui. (a) kml, lkm, vagy mlk megegyezik az
123-al és igy a kékkel szedett szorzatokat magaba foglald tagok egyike —1, a masik
ketts pedig zérus mivel az utobbi esetben kiilonboznek a d-k indexei; (b) a pirossal
szedett szorzatokat tartalmazo tagok mindegyike zérus, mert itt is kiilonbodznek a
0-k indexei).

Ezt kellett bizonyitani.
Hasonl6 gondolatmenettel adodik, hogy

6" 6% o
(3.16b) P =1 5,0 5,0 0,
A (BI6alb) képletek kovetkezménye, hogy
61::1 5k2 5k3 611) 51q 61r 5kp 6k:q 5kr
(3.17)  epm €T =cpmeP™ =| &1 62 62 || 6" &L & |=| 6 6% o

6, 6.2 4 3 057 037 04" 0P 0,7 0,
Az allitas belatdsahoz a determinansok szorzastételét kell visszafelé alkalmazni és figye-
lembe kell venni, hogyha igaz az allitas, akkor a

5t 62 0,2 6" 6,7 0 6 0.0 oS
5l1 5l2 5l3 5217 52‘1 52T - 6lp 5lq 5lT
5,b 6,2 0,3 05" 037 04" 0,7 0,7 6,

szorzat példaként vett és kékkel szedett eleme az els§ matrix masodik soranak és a méso-
dik matrix els6 oszlopanak kell legyen a szorzata. Valoban, kihasznalva, hogy egy Osszeg
tomoren is irhatd az Osszegezd index felhasznalaséval és atnevezs operdtornak véve az
egyik Kronecker deltat azt kapjuk, hogy

51151p+51252p+51353p — 5155317 - 5177 .
Ugyanilyen moédon eljarva a fennmarad6 nyolc elem esetén megkapjuk végiil az allitas
teljes igazoléasat.

GYAKORLATOK
1. Igazolja, hogy
09 _ Gog™? .
Gpq

2. Igazolja, az el6z6 feladat alapjan, hogy

In 9o = gpq .
pq






4. FEJEZET

Tenzorok

4.1. A MASODRENDU TENZOR

4.1.1. A méasodrendii tenzor geometriai fogalma. Els6ként visszaidézziik kissé
eltérg jeloléssel az [[L1.3] szakasz néhany eredményét. Tekintsiik az egymastol linedrisan
fiiggetlen kovetkezoleg bazist alkotd vy, vo és v3 vektorokat. Ez esetben [vy vy vs] # 0 és
bazist alkotnak a

* 1 Vo X' V3 * 9 V3 XVy * 3 Vi X' Vg
V= —— Vi=m ——, vVi= ——
[Vl Va V3] [Vl Vo V3] [Vl Va V3]

reciprok vektorok is. Kovetkezéleg tetszéleges v vektor megadhato a
v =p'vi+p*va+pivy
alakban, ahol a

*2

(4.1) pl=v-v', P =v-v?, és pP=v-v?

skalarok a v vektor v; vektorokra vonatkoztatott koordinatai.
A masodrendi tenzor fogalmanak bevezetéseként megvizsgaljuk a homogén linedris
vektor-vektor fliggvények tulajdonsagait. Azt mondjuk, hogy homogén lineéris a

(4.2) w=f(v)

vektor-vektor fiiggvény, ha teljesiil az

(4.3) f(p'vi +p*vo+p°v3) = p'f(vi) +p*f(vo) +p*f(v3)
fiiggvényegyenlet.

4.1. dbra. A v vektor leképezése a w vektorra

Geometriailag a fenti egyenlet olyan fliggvénynek tekinthetd, amely a tetszéleges O,
pontbdl felmért v vektorok harommeéreti terét leképezi az ugyancsak tetszéleges O,, pont-
bol felmért w vektorok harommeéreti terére — a[d1l abra az (y) kartéziuszi KR-ben szem-
lélteti a leképezést. A v vektorokat targyvektoroknak, a w vektorokat képvektoroknak
nevezziik. Roviden az mondhato, hogy a w vektor a v vektor képe.

Nem elfajuld a leképezés, ha a v vektorok teljes terét a w vektorok teljes terére képez-
ziik le; elfajuld (nem megfordithato) a leképezés, ha a v vektorok terét sikra, egyenesre,
avagy pontra képezziik le.

29
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Jelolje rendre
(4.4) wy =f(vy), wy = f(vy) és wy = f(v3)
a bazist alkoto vy, vy és vz vektorok képeit. Nyilvanvalo a (£.2)), (43)) és (4.4) osszefiiggések
alapjan, hogy
(4.5) w=f(v) =f(p'vi +p*va+p’v3) = p'w +p’wy +p’ws .

Ez az Osszefiiggés azt jelenti, hogy a leképezést egyértelmiien meghatarozza a vy, vy és
vz vektorok wy, wo és wy képe. A (A1) egyenlet és a diad jobboldalrol vektorral torténd
skalaris szorzasanak ([.4al) alatti szabalya segitségével tovabb alakithato a fenti képlet:

(46) WIf(V):Wl{k’I'V—l-WQ\*/'2~V—|—W3{kI3.VZ

:[w¢®$1+w@®$2+wg®$ﬂ-v,

w
ahol
(47) W:W1®€’1+W2®:’2+W3®{k’3

a leképezés mésodrendd tenzora.
Megjegyzések:
1. A fentiek szerint a tenzor barmilyen bazis és a bazis harom képvektora segitségével

— ez most a wy, és a v¥ harmas — megadhato.
2. Ennek ellenére érdemes a tekintett KR-hez igazodni (gorbevonala KR esetén a
lokélis bazist hasznélni); a kovetkezs szakasz ezt kérdést taglalja.

4.1.2. Masodrendii tenzor lokalis bazisban. Mivel a ferdeszogii KR bazisvekto-
rait és a gorbevonalu KR lokilis bazisat kifeszité bazisvektorokat ugyanigy jeloltiik, az
alabbiak mindkét esetre vonatkoznak. A kés6bbiek kedvéért azonban a gorbevonali KR-el
kapcsolatos szohasznélatot részesitjiik elénybe.

Jelolje most a a képvektorokat, és d a targyvektorokat. Az el6z6 szakasz gondolatme-
netének lépéseivel, de a gorbevonalit KR lokélis bazisat véve alapul irhatjuk, hogy

a=f(d) =f(d'g, +d’g, +d’gs) = d'f (g1) +d*f (g2) + d°f (g3) ,
N—— N—— N——
aj as as

ahol d' a d vektor g;-hez tartoz6 kontravarians koordinatija, az a; pedig a g; bazisvek-
tor képe. A fenti képlet a d¥ =gl -d ¢s ag d¥ =axgh-d = ax gl -d Osszefiiggések
figyelembevételével alakithatd tovabb:

a=f(d)="f(d'g +d°g+d’g3) =a;d' +a, d*+az d* =
= [a®g' +a0g’ +az@g’]-d.

A

Itt
A=a,0g +ta0g’taaeg’ =a0g
a leképezés tenzora. Mivel
a; = arg" = a°,g,
az A tenzor az

(4.82) A=ag'og =d g 0g
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alakokban adhat6 meg. A diadban 4ll6 masodik g’ bazisvektor i indexének lesiillyesztésével
tovabbi két alak kaphato:

A= akigilgk®gl = asigilgs ®er,
\\,l./ ——
a‘k asl

vagyis
A=qlgog =a'g.0g.

A fenti képletekben a bazisvektorok gF®g’, g,®g!, gf®g; és g,®g; diddikus szorzatait
bdzistenzornak nevezziik.

Figyeljiik meg, hogy a diddok ay;, a®;, a,' és a*! egyiitthatéinak barmelyike megkaphato
barmelyik masikbol az indexemelés és siillyesztés megismert szabélyaival.

Indexes jeldlésmodban, amikoris nem frjuk ki a bazistenzort, az ay,;, af;, a,! és a®
egyiitthatokat mésodrendd tenzornak nevezziik.

A fentiekhez kot6ds egyszerd példaként megmutatjuk, hogy a

l

Gkl gk®gl7 5kl gk®gz, 5kl g8, és gkl gr g

tenzorok mindegyike az I egységtenzor, amely minden vektort onmagara képez le.

Valéban, ha a fenti felsorolasban szereplé els két tenzort megszorozzuk jobbrol skala-
risan az u, g" vektorral majd kihasznéljuk az indexemelés és siillyesztés szabalyait illetve
a Kronecker delta indexatnevezs operéator voltat, akkor a

(4.9a) I'u=(gug"®g) (ug,)=gug v =guu' g" =u.g",
| I

valamint a

(4.9b) I-u=(5'g"0g) (ug,)=06'g" g =6 ug"=ug
L

eredményt kapjuk. Ez azt igazolja, hogy a gy g*®g! és a 6,' g ®@g; tenzorok az egység-
tenzorok.

A masik két eset vizsgalatat gyakorlatra hagyjuk.

Indexes jelolésmodban a (£9alb) egyenletek az

(410) Gkl ul = Uk és 5klul = Uk

alakban irhatok fel. Az els6 a mar jol ismert indexsiillyesztés szabélya, a masodik a Kron-
ecker delta segitségével torténd indexatnevezésé. Mivel a (L10) Osszefiiggés szerint egyik
esetben sem véltozik meg az u vektor a g és 6,' mennyiségek az egységtenzort adjak
indexes jeloléssel.

Végezetiil megjegyezziik, hogy a metrikus tenzor elnevezés onnan szarmazik, hogy a
ds ivelem négyzetének

or or
2 _ _ k I _ k..
(4.11) ds* =dr-dr = @dx : @dz = gpdx” dx
képlete magéba foglalja a metrikus tenzort. Ez a mennyiség a tér metrikajanak egy jel-
lemzdgje.

4.2. TENZOROK TRANSZFORMACIOJA

4.2.1. A kovarians bazisvektorok transzformaciéja. A L2 abra baloldala — az
(a) jeld abrarészlet — az (y) kartéziuszi, valamint az (x) gérbevonali KR-t (ez piros szinnel
van rajzolva) szemlélteti kiilon is feltiintetve a P ponthoz tartozo lokélis bazisokat. Az
abra jobboldal — (b) jelii abrarészlet — két gorbevonalia KR esetén szemlélteti a lokalis
béazisokat. Ezek koziil az elsg a baloldali abrarészleten méar szerepls (x) gorbevonalu KR,



32 4.2. Tenzorok transzformacidja

lokalis bazisok

4.2. abra. (a) Egyenes és gorbevonala KR-ek  (b) Két gorbevonala KR

a masodik pedig az (£1,£2,€3), vagy tomor jeloléssel az (€) gorbevonaltt KR.

Valamely skalar, vektor illetve tenzor megadhatd barmelyik, azaz mind az (y) karté-
ziuszi, mind pedig az (z) ¢és az (§) gorbevonalt KR-ben. A tovabbiakban azt a kérdést
vizsgaljuk, hogy miként szdmithatok at ezek a mennyiségek az egyik KR-bdl a maésikba.
Magat az atszamitast, erre utal kdzvetleniil a jelen szakasz cime is, tenzorok transzfor-
mécidjanak nevezziik. Az (y) és (x), valamint az (z) és (§) KR-ek kozotti transzformécios
szabalyokat egymassal parhuzamosan tekintjiik at, oly moédon, hogy a baloldali oszlop-
ban az (y) és (x) KR-ek kozotti osszefiiggések, a jobboldali oszlopban pedig az (x) és (€)
KR-ek kozotti osszefiiggések szerepelnek majd.

A jelolések egyértelmiivé tétele kedvéért abban allapodunk meg, hogy a vektorok, a
mésod-, vagy magasabbrendi tenzorok bettijele minden koordinata-rendszerben ugyanaz.
A kiilonbségtételt a vektort, tenzort azonosito bet el6tt felsd indexként megjelend aposzt-
rof segiti majd az (y) kartéziuszi és (£) gorbevonali KR esetén. Ez a megallapodas nem
okozhat félreértést mivel a két esetet, a fentiek szerint parhuzamosan targyaljuk majd.

Nem alkalmazzuk az aposztrof jelet olyan mennyiségekre, amelyeknek kiilénbozé a
bettjele (tehat az (y) KR bazisvektorai esetén, illetve a koordinatédk esetén). Tovabb
segiti a megkiilonboztetést a jelen a 2 alszakaszban valamint az [l fejezetben a fenti
abraval 6sszhangban &4ll6 szinek alkalmazasa az indexek esetén.

Mivel kartéziuszi az (y) KR az (ILI9D) és (L.20)alapjan fennallnak a
(4.12a) it =i, ‘9., ="6,,, és g ="

osszefiiggések. Ez egyben azt jelenti, hogy barmely kartéziuszi KR-ben a gy és g metrikus
tenzorok megegyeznek az also-, illetve felsGindexes Kronecker deltaval.
A P pont helyvektora az

(4.13) r=y' (z 2% 2%)i +y (2!, 2%, 2Di +y’ (2, 2%, 2%y = r=r(z', 2% 2%)
=y'i+y ib+y'i =r(¢',¢%,¢%)

alakban adhaté meg, ahol kolcsonosen egyértelmtiek az

(4.14a) =2y Ly YY), valamint az i =at(eh €%

fiiggvények, azaz

(4.14b)  J,, = ‘% £0 és Joe = ggi £0
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A bazisvektorok szamitasaval kapcsolatos (L40) osszefiiggés alapjan

. or or 0x° o o0z’ ) o or or 0Ozt o ox?®
1. = = " =g, es k= E s E 55k
y 0xs Oy y 0& oxrs 0 o0&
gs t s gs tks
vagy ami ugyanaz
ox* ox*
4.15a i, =g, =t°g, és gL =g,—=t"°g,.
(4.15a) g3, g Br=8ga —h'8
Ha skalarisan megszorozzuk az utobbi egyenletet g'-el, akkor a
axs S
sl ! s ! l / ! ! s ! l
gl="" g gl=t g g =t gl="" g o=t g gl =1
g =5 88 g:'g | 818 = prr 88 ~hig 8 =l
5! 5!
illetve a
ort . ox!
(4.15b) tlzﬁzl g | tkl:@:'gk'gl

eredményt kapjuk. A (£I5al); » képletek a g, béazisvektorok (y), illetve (£) KR-be valo
transzformaciojanak Gsszefiiggései. A (LI5D); 5 képletek a transzformacio ¢,' objektumait
értelmezik.

A (AI5alb); 2 képletekre vezets gondolatmenet ismétlésével kapjuk meg a g-t i,-el
illetve ‘g,,-¢l kifejezve:

or or 0Oy . | or or o¢" m
- = = ——— = T = Y— = —— —— = mT
8= 04~ ay" o l 8= 0~ 9em o, BT
=~ N~
i T ‘g T1
azaz
8@/ . agm m
(4.16a) g =gy in=n"1 | 8= 5T ‘S =7,"""8m .
A fenti egyenletbdl az i, illetve a g bazisvektorokkal térténd skalaris szorzassal a
. 81/ .. 1k agm/ 1k k
gl =—rh i =7 | 88 =588 ="
5 /5mk
illetve a
dy ) o™

eredményt kapjuk. A (EI6D) képletekkel értelmezett 7; ¥ ugyancsak transzformacios ob-
jektum.

4.2.2. Osszefiiggés a transzformacios objektumok kozott. Az ivelemvektor sza-
mitésara szolgélod

(4.17) dr=de! g =dy" i | dr = da'g, = der g, |
képletekben, tekintettel a (AI5al)-ra is
ay l azs L k 65 k l a..'lfs
dy :%dl’, l:@gs es dg :@dl’, /gk:@gs-
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Ha behelyettesitjiik az utobbi osszefiiggéseket a (AIT)-be, és elhagyjuk mindkét oldalon
a dz!-et, akkor kapjuk, hogy

dy" o0z° oEk O

4.18 == — 8 ¢ = — 8.
(4.18) 8= Bat By © es 817 9at ogk 8
Egyenl6ség csak akkor lehetséges, ha

oy" Ox* s ) OEF O s
(419&) @83/ :(5l €S ﬁagk =0 ,
vagy a (4.15b)-re, valamint a (A.I6D)-re is tekintettel, ha
(4.19b) it =9 | R =065
Ugyanigy igazolhato, hogy
(4.19¢) tln =" | tlns =77".

Tekintettel a determinansok B.2.1] alszakaszban ismertetett szorzastételére — konkrétan
a ([B.I1)) osszefiiggésre — frhatjuk, hogy

|letk5| =6, vagy |Tzk| [t° =107,
\t,./v
T

ahol a 7 és t rendre a 7;* és ¢,° determindnsa. A fenti dsszefiiggésb6l azonnal kovetkezik,
hogy

(4.20) Tt=1.

Szavakban: a 7 és t egymas reciproka.

4.2.3. A kontravarians bazisvektorok transzformacidja. A képlet szerint

g1 :w:ﬁ | g8 :W:Tz .

Mivel valamely a vektor a; kovaridns koordinataja az a; = g;-a moédon szamithato a fenti
képlet

azi" vektor | a'g" vektor

l-ik kovaridns koordinatéja. Kévetkezésképp

Jy

. e
(421) 1" = w gl — 7‘1 gl | 1k l

_ ok
= o g=7 g.
Ha most atszorzunk ¢,"-el, illetve ¢,"-el és kihasznaljuk a (4.15D]) és (4. 19al) Osszefliggéseket,
akkor a

ox" . ox" oy" ox" , ,  Ox" Ox+
i = T 8 | g =53 =78,
oy oy~ Ox Oxk Ozt Ox
; o"
o 1

1
illetve a két oldal feleserélésével a

ox" . 4y ox"
= 1 = 1 = —
dy 8

(4.22) g’

eredményt kapjuk.
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A ([AI6a), (422), [E21) és a ([fI5a) osszefliggések felhasznélasaval tablazatba foglal-

hatok a béazisvektorok transzformécios képletei:

ay . . agm/ m !,
glzwl =7 1 gl:%gm:n gm
ox" ox"
r_ i :tri T /k:tr/k
' . Oz° . , O0z* .
1 :@gs:t gs gk:@gsztk 8s
. ay r r 1ol agl r l o7
1—%g =T g g—%g—ng

1. tablazat. Bazisvektorok transzformacioja

4.2.4. Vektorok transzformacioja. Az a vektor barmely lokalis KR-ben megadha-
t6. A vektor
a = a, gr = ,al /gl
elgallitasabol, felhasznalva az [Il tablazat képleteit az

s oz, o coem o 98T !
as g zasagkgzakg | m 8 :amﬁgzalg
illetve az
ox?® oE™
1 o
(424) ap = Ag @ | a; = Gy W
Osszefiiggések kovetkeznek. Ugyanigy kapjuk az a vektor
a— al g = /ak /gk
elgallitasabol, hogy
T ragl/ 1l | 1 k1 /kazT T

g =d g m="g

azaz, hogy
¢! ox"
I r r__ 1 k
(4.25) ‘a =a o | a"="a e
A ([A24)) és ([4.25]) képletek tablazatba foglalhatok:
ay / . / agm / o m
a Dl a T, a a 5l = 7" ay,
ox” ox"
ar_ai " =t.""a ar:%lk:tkrlak
(4.26) < s
/ al' S / 0x S
a :@aszt Qg ay, WGS 1, as
/a_ay a=7"a" /l:agl r_Tlar
ox” " ox” "

2. tablazat. Vektorok transzformécioja
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Az (y) és () KR-ek kozotti transzforméacio tablazat baloldali oszlopaban allo képleteit
formalis igazoléas nélkiil kozoljiik.
Megallapithato az [l és 2l tdblazatok egybevetése alapjan, hogy

— az ay, 'a;. és 'a;, kovarians koordinatdk ugyanigy transzformalodnak, mint a g, i
és ', kovarians bazisvektorok;

— aza”,'a és’al kontravarians koordlnatak ugyanugy transzformaldédnak, mint a g”,
i'és'’g ! kontravarians bazisvektorok.

4.2.5. Masodrendii tenzorok transzforméacioja. Az A masodrendd tenzor bar-
mely lokalis KR-ben megadhato. Az A tenzor (z) és () KR-ben vett

A=ay,g’0g' ="y, 8" g, A=d, gog!=""g'vg,

alakjai kozott az [Il tablazat felhasznélasaval, azaz a bazisvektorok transzformacios kép-
leteinek helyettesitésével teremthetiink kapcsolatot:

oxP Ox4

(4.27a) A=y 808" =ty 57 aglg’“@gl:tkpthamg’“@glz’akzg’“@@gl
o Oz
(4.27b) A=d,g,0g" =d, % ol gr0g =7 11’ g wg ="d" g 0g

Hasonl6 gondolatmenettel talalhatéo meg a fennmarad6 hat transzformécios formula. A
transzformécio Gsszes képletét, beleértve azt a hatot is, amelyet fentebb formélisan nem
igazoltunk, a3l tablazatban foglaltuk Gssze:

85’“ 0£l oxP Ox1
(pg = D2 Ot ‘ap =T, kT Hag ap = _85’“ o€ apg =1, 4" apq
k !
e — Oz dxt 1, 4 Py gkl Tkl — 96" 9 Pl — 7 kol
0k OE! ko Oz Ot p e "M
4.28
(4.28) oxP 6€l o0&k Oxt
a? = ok, =t 7!k Wb == — P =71 FTqP
q agk ora ! kT ! L7 9xp oct 4 p "l g
k !
aq ag a'I‘q/ l:Tth/al Ial:axp ag aq:tp,]_laq
P &Bp (951 p 7l Tk k agk Ora P k 'q “p

3. tablazat. Masodrendt tenzor transzformacioja az (€) és (z) KR-ek kozott

A tablazat baloldali oszlopa az () KR-bél az () KR-be, a jobboldali oszlop pedig az
(x) KR-bdl az (§)-be torténd transzforméacio képleteit tartalmazza.

Megéllapithato az[Il., Bl és[3l tablazatok egybevetése alapjan, hogy a kovarians, illetve
kontravarians indexek mindig ugyanugy transzforméalédnak mindkét iranyban, fiiggetlentil
attol hogy bézsisvektorokrol, vektorokrol, avagy masodrendi tenzorok koordinatairél van
sz0.

Maga a kovarians jelz§ arra utal, hogy a kovarians (alsdindexes) bazisvektorok azono-
san transzformalodnak (egyiitt valtoznak).

Bar nem igazoltuk formaélisan, és nem is irtuk ki a masodrendd tenzorok (y) karté-
ziuszi és az (x) gorbevonalu KR-ek kozotti transzformaciojanak szabalyait azok azonnal
megkaphatok a3l tablazatbol, ha a kék indexek helyére zold indexeket és az & helyére y-t
gondolunk.
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4.2.6. Tenzorok szorzatainak transzformacioja. Tekintsiik az

A=ayg'®g!, B=V,g®g
méasodrendd tenzorokat. A
(4.29) C=A®B = gy, g'®g'®g,®g’

——
Cpq’s

negyedrendd tenzor (tenzoriélis szorzat) esetén nem nehéz meggy6z&dni arrol, felhasz-
nalva az [l tablazat képleteit, hogy

(430) ,C klmn = tkp t lq Trm tns Cpqrs

az (x) KR-bdl az (§) KR-be torténd transzformacio képlete.
Az A, B tenzorok

D=A-B=q,,g'®g'l, g g =

(4.31) =

= Gy V'8 R07.8° = a,, V7,8'0g" =d,g'®g’

skalaris szorzata méasodrendd tenzor, amely koveti a masodrendi tenzorok transzforma-

civjaval kapcsolatos Bl tablazatban részletezett szabalyokat, azaz

(432) /dkl:tk,ptls dps:tkptls apq bqs.
A kapott eredmény szerint a néma indexek nem transzformdlddnak, de megmutathato
hogy

(433) /dkl:tkptlsaquqs:'alq/bqs
Az utobbi képlet igazolasat gyakorlatra hagyjuk.
Megjegyzések:

1. A (£29) képlettel adott C két masodrendd tenzor diddikus szorzata (tenzorialis
szorzata). Mivel a szorzatban megjelend

g'®g'®eg 0’
bézistenzor négy bazisvektor diddikus szorzata a szorzatot negyedrendd tenzornak
nevezziik. Ez egyben azt jelenti, hogy a magasabbrendi tenzorok alacsonyabbren-
di tenzorok tenzoridlis szorzatanak tekinthetdk.

2. A (430) képlet két méasodrendi tenzor skalaris szorzata. Skalaris szorzas, a (A.30)
képlet megszabta moédon, magasabbrendii tenzorok kozott is végezhetd.

GYAKORLATOK

1. Igazolja, hogy a dF gr ®g’ és g** g, ®g tenzorok minden vektort Gnmagara képez-
nek le.

2. Mutassa meg, hogy fennall a ([A32]) Osszefiiggés, amely azt mondja ki, hogy két
tenzor skalaris szorzatanak transzformaltja megegyezik a transzformalt tenzorok
skalaris szorzatéaval.






5. FEJEZET

A tenzorfogalom altalanositasa

5.1. TENZOROK ERTELMEZESE INDEXES JELOLESMODBAN

5.1.1. Valodi tenzorok.

Valodi skaldr. Akkor nevezziik a (£) és (z) gorbevonalu KR-ekben egymaéstol fiiggetleniil
értelmezett @(zt, 22, 23) és P(EL, €2, €3) fiiggvényeket valddi skaldrnak (zérusrendd, vagy
nulladrendd tenzornak) ha azonos az értékiik a KR transzformacié soran, azaz

(5.1a) B, 2,67 = [a!(€1,8,67), 12(€1,6%,87), 2°(61, 6%, &%)
avagy
(5.1b) (2t 2%, 2%) = [gl(xl,xQ,x?’), (2%, %), (2t 2?, 2?) }

A valodi skalar a tér egy adott a skalar értelmezési tartoméanyéban fekvs pontjaban KR-
t6l fliggetleniil ugyanaz az érték.

Valodi vektor. Visszaidézve al. 2.4l szakasz képleteit és a2l tablazatot, és kiilon is kiemelve
az értelmezés hatterét megvilagitd képletek koziil az

! 1k s 1k s
ar g :tk as & =058

Osszefliggést azt mondjuk, hogy:
a (£), illetve az (x) gorbevonali KR-ekben egymaéstol fiiggetleniil értelmezett

‘ar, és ‘al, o

haromelemt sokasagok (objektumok) kovaridns, illetve kontravaridns vektorok (elséren-
di tenzorok), ha fennallnak kozottiik a vektorok transzforméciojaval kapcsolatos és a 2
tablazatban Gsszegezett képletek, pl.:

/ P
ar =1, as és a =a" T
etc.

Valodi mdsodrendi tenzor. Visszaidézve a [A.2.5 szakasz képleteit és a [3 tablazatot, to-
vabba kiilon is kiemelve az értelmezés hatterét megvilagité képletek koziil az

au'g" ®'g =17t ap'8" @' = a0 8" 8"
Osszefliggést azt mondjuk, hogy:
a (&), illetve az (z) gorbevonala KR~ekben egymastol fiiggetleniil értelmezett

k l

1kl pq p. ! q
a @y Ay,

/ . . /
ALy, Apg; a -, 3 a

kilencelemii sokasagok (objektumok) rendre kovaridns, kontravaridns, kontravaridins ko-
varidans indext, illetve kovaridns kontravaridns (vegyes) indexd masodrendd tenzorok, ha

c st

lazatban 6sszefoglalt képletek, pl.:

/ __ 4 Pr q 1k _ ki1 gq
ap =1t,t," ap vagy a® =1,°t"ad",
etc.

39



40 5.1. Tenzorok értelmezése indexes jelolésmodban

A valodi vektort egyszertien csak vektornak, a valodi tenzort egyszertien csak tenzornak
szokas nevezni.
Megjegyzések:
1. A vektor mint els6rendti tenzor értelmezésekor nem vetettiik fel azt a kérdést mi
a feltétele, hogy az

al, b,
tipust sokasagok (harmasok) ugyanazt a vektort adjak.
2. A maésodrendii tenzor értelmezésekor nem vetettiik fel azt a kérdést mi a feltétele,
hogy a
pg, 0,1, VP, d™
tipusu sokasagok (kilencelemti objektumok) ugyanazt a méasodrendd tenzort adjak.
A fenti kérdések megvalaszolasat gyakorlatra hagyjuk.

Harmad és magasabbrendd tenzorok. Altalanositva a valodi vektor és valodi masodrendi
tenzor értelmezését azt fogjuk mondani, hogy:
a (£), illetve az (x) gorbevonalu KR-ekben egymaéstol fiiggetleniil értelmezett
Idk AP

Ilm> qr

huszonhételemi sokasagok (objektumok) ugyanazon egyszer kontravaridns kétszer kova-
rians indexd harmadrendd tenzorok, ha fennall kozottik a

(5.2) aF, =7, P,

transzformécios Osszefiiggeés.
Tovabbmenve azt fogjuk mondani, hogy valodi n-edrendi tenzorok a (), illetve az (z)
gorbevonali KR-ben egymastol fiiggetleniil értelmezett

n1 index ny index
=~
Ib kl... . b ST... . _
pqr... €s UVW.., ni+ng=n
—~—~ ~—~~
ng index ng index
objektumok, ha fennéll kézottik a
nkl.. o k l Uy vy ow ST...
(5.3) b g =TT DT

Osszefliggés.

Masként és az indexpoziciotol fiiggetlen értelmezés érdekében tekintsiink két n indexti
objektumot az (&) illetve az (x) gorbevonalu KR-ben, melyekre balr6l jobbra szamlalva
az indexeket az azonos sorszamu indexek azonos (vagy mindkettd felsd, vagy mindkettd
als6) indexpozicioban vannak. A két objektum ugyanaz a valdédi n-edrendii tenzor, ha
a fels indexek (kontravarians indexek) a kontravarians indexekkel kapcsolatos, az alsd
indexek (kovaridns indexek) pedig a kovarians indexekkel kapcsolatos transzformacionak
megfelelGen transzforméldédnak.

5.1.2. Tenzorok-e a korabban megismert objektumok. Az alabbiakban azt a
kérdést valaszoljuk meg, példaként véve a legtipikusabb eseteket, hogy tenzorok-e az el6z6
szakasz értelmezéseit véve alapul az eddig megismert 6%, grs, 6P, Erims €PT"5 €xims €X', Yo,
Y°, 9o, g° objektumok.

A tovabbiak a tipikus esetekre vonatkozoan vizsgaljak a felvetett kérdést:

(a) Amint az kittinik az[Il tablazat felhasznalasaval adodo

(5-4) /5pq =g’ g =7" tpl g g =1" tpl &,
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(5.7a)

(5.7b)

osszefiiggésbdl a 6%, indexatnevezs operator (a Kronecker delta) masodrend ten-
zorként transzformalodik. Ez azt jelenti, hogy 0%, és 6k, ugyanaz a tenzor (valodi
tenzor).
Az (a) alatti gondolatmenet 1épéseivel azt kapjuk, hogy

L SN da" O _ 4 T8

9n =881 = 5ok pei 88 =l L1 grss

ami az jelenti, hogy 'gy; és g,s koveti a masodrendii tenzorokkal kapcsolatos transz-
formacio szabalyait. Kovetkezésképp mindkettd ugyanaz a tenzor (valodi tenzor).
A (b) alatti lépésekkel kapjuk, hogy

oz* ozt Oz™
! uvv — ! u/ v/ w| = e m| =1 kt lt m m
€ [g gv8 ] agu agv agw [gk g8 ] u Uy Ly Ekl

azaz, hogy z,,, €8 epm koveti a harmadrendi tenzorokkal kapcsolatos transz-
forméacio szabalyait. Kévetkezésképp mindketté ugyanaz a harmadrendii tenzor
(valodi tenzor).
Irjunk wu, v és w helyére 1, 2 és 3-at az (5.0) képletben. Kapjuk, hogy
€125 ="Yoe123=t,"t, 15" €ximo,
! It Fl=t
avagy
//70 = tho

ahol ¢ a |t,*| determinanst jelli. Az (B.7al) képlet szerint nem valodi skalar az a
(&) és (x) gorbevonali KR-ekben ugyantgy értelmezett

/% = ['g 1’g2/g3] ) Yo = [g1g2g3]

vegyesszorzat.
A késébbiek kedvéért az

!/

Y=t  M=1

alakba irjuk at az (0.7D]) képletet.

Alakitsuk at oly moédon az (5.6) egyenletet, hogy kapcsolatot talaljunk a (§) és
(x) gorbevonali KR-ekben tekintett permutacios szimbolumok kozott. Az egyenlet
baloldala az

/ oy
6&1}’11) - fYo euvw

a jobboldala pedig az

€/u/v/w:tuktvltwm€klm’yoz ﬂ = Yo _tuktvltwm €kim
(e t

alakban irhato fel. Egyenl&ség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymassal a
bekeretezett képletrészek. Kovetkezsleg fennall az

(5.8) Cuvw =ttt e, M =—1
egyenlet.
Megjegyzések:
1. Mivel M #0, a kovarians permutacios szimb6lum nem kéveti a harmadrendi ten-

zorokkal kapcsolatos transzformacié szabalyait. Kovetkezdleg a kovarians permu-
tacids szimbolum nem valodi tenzor.
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2. Az (B.7h) és (5.8) képletekkel adott eredmények a kovetkezs modon altalanositha-
tok. Azt mondjuk majd, hogy M stlyu tenzor a (&) és (z) gorbevonalia KR-ekben
értelmezett n-edrendii — visszautalunk itt jelolések tekintetében az (5.3) képletre
és el6zményeire —

Ibklmpqr... és bsrmuvw...
objektum, ha
(5.9) B =t T T L DT
Az M =0 esetben valédi a tenzor. Az M # 0 esetben pszeudo-, vagy éaltenzorrél

beszélink .

5.2. MOVELETEK TENZOROK KOZOTT

5.2.1. Additiv miiveletek és jel6lésbeli megallapodasok. Az aldbbi miiveletek
egy részérél méar esett sz6 a 213 alszakaszban — v.6. [I8l o. Részbeni ismétlésiiket a
tenzorjelleggel kapcsolatos allitasok megfogalmazasa indokolja.

Az aldbbiakban a tenzor tipusidn az indexkiosztds milyenségét értjiik. Az d*,; és dPi,
tenzorok harmadrendiiek, de kiilénb6z6 tipustak, mivel az els§ egyszer kontravarians,
kétszer kovarians a masodik pedig kétszer kontravarians, egyszer kovarians tenzor.

Egyszeri belatni, hogy két ugyanolyan rendd és tipusi valodi tenzor dsszegezhetd és a
stlyozott 0sszeq is valodi tenzor.

Kovetkezésképp fennallnak az alabbiak:

Két vektor silyozott dsszege.
Az a;, és by valodi vektorok

Cr = )\ak + ,U,bk
sulyozott Gsszege (A és p a sulyok) valodi tenzor.

Két masodrendi tenzor siulyozott dsszege.
Az a,? és b, valodi masodrendt és azonos tipusi tenzorok

cp? = Aay? £ puby?

stlyozott Gsszege (A és p a silyok) valodi masodrendi tenzor. (A tipus azonossaga feltétele
a szabadindexek egyensulyanak.)

A harmad és magasabbrendd tenzorok Osszegei hasonlé6 médon képezhetsk. Példaként
alljon itt az a*;, és b¥;, valodi harmadrendii tenzorok c¥, dsszege:

cklr = Aaklr :l:,Ubklr .

Felhivjuk ismét a figyelmet arra a (Z3) egyenlet kapcsan megfogalmazott szabélyra,
hogy a szabad indexek az egyenlet jobb-, és baloldalan minden tagban azonos indexpozi-
cioban kell, hogy legyenek. Ez a kovetelmény a fenti egyenletek esetén lathatoan teljesiil.

Az aldbbiak néhany eddig hallgatolagosan alkalmazott és néhany tovabbi jeldlésbeli
megdllapodast 6sszegezésszertien tekintenek at.

A wektort szimbolikus frasmodban allo félkovér kis és nagybetii egyarant jelolheti.
Indexes jelolésmodban a vektor koordinatait ugyanez de kurzivan és indexszel szedett kis
illetve nagybetti bett jeloli. Az index lehet also, vagy felsé.

Szimbolikus irdsmodban délt félkévér kis és nagybetd egyarant jelolheti a mdsodrendid
tenzort. Indexes jelolésmodban a mésodrendd tenzor koordinatait ugyanez de kurzivan és
indexekkel szedett kis illetve nagybeti jeloli. Az indexek lehetnek alsok, vagy fels6k.

Szimbolikus irasmod esetén félkovér kaligrafikus nagybeti jeloli a harmadrendid ten-
zort. Fzzel a megallapodassal 6sszhangban

(5.10) E=cumg" ®g'0g" =" g,0g,08,



5. A tenzorfogalom altalanositésa 43

az epszilon tenzor.

Negyedrendi tenzorok szimbolikus szedése esetén, amint azt méar lattuk a (d29]) egyen-
let kapcsan, kettGsen irt nagybetii a szimbolikus jel6lés. Ezzel 6sszhangban negyedrendi
a

(5.11) D=d"g' g 0g,08,

tenzor.

Indexes jeldlésmodban a szimbolikus jeldlésmod kurziv kis-, vagy nagybetiije jeloli a
harmad-, illetve magasabbrendi tenzort az indexek kifrasaval.

Megjegyezziik, hogy a bazistenzor kiirdsa esetén az indexpoziciok és a csatlakozd ba-
zisvektorok Gsszhangban kell, hogy legyenek.

5.2.2. Skalaris és diadikus szorzatok.

Két valodi vektor skaldrszorzata.
Legyen ay, a' és by, b7 valodi vektor. Ekkor a vektorok

c=apb" =aP b, = a;, g" b, = a g, *
skalarszorzata valodi skalar. A szorzat szimbolikus irasmodjat illetGen visszautalunk a (2.13))

képletre.

Mdsodrendtd tenzor é€s vektor skaldrszorzata.
Legyen a d,", dg, d's, d™ valédi masodrendd tenzor. Legyen tovabba c,,, ¢ valodi
vektor. Nem nehéz belatni, hogy valodi vektor a D tenzor és a c vektor jobbrol vett

(5.12a) a=D-c | ar = d" ¢ = disC®
| al=d'e, =d's e,
illetve balrol vett
(5.12b) b=c- D | b, =cmd™, = dg,
| bl =cnd™ =c"d,
skalarszorzata. Nyilvanvalo, hogy altaldban
(5.13) a#b | ar # by .
A teljesség kedvéért a képletek baloldali oszlopa szemlélteti a szorzatok szimbolikus irés-
modjat. Ezt a megallapodast, az attekinthet&ség kedvéért a tovabbiakban is alkalmazzuk.

Két mdsodrendi tenzor skaldrszorzata.
Tegyiik fel, hogy valédiak az a;®, ais, a*,, a
Ekkor valodi masodrend{i tenzor a két tenzor

(5.14) C=A.-C | Ckl:akmbml:akmbml

kl s s
| ¢’ =apsb® = ai” by

km &g be™, b, %, b™ masodrendi tenzorok.

skalaris szorzata.
Megjegyzések:

1. A ¢y és ¢! alakok szamitasat nem tartalmazza az (5.14) képlet. Az indexes jeld-
lesmod szabélya ennek ellenére kiolvashato az (.14]) képletbdl: (a) az els6 szorzo-
tényezd utolsd indexe és a masodik szorzotényezd elsé indexe kiilonb6z6 indexpo-
zicioban kell, hogy legyen; (b) a két index néma indexpéart kell hogy alkosson.

2. Nyilvanvalo, hogy altalaban

(5.15) A-C#C-A .
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Kettds (kétszeres) skaldris szorzat.
Az alabbiak a kettds skalaris szorzat értelmezését adjak kell altalanossiggal a negyed-
rendi C és D tenzorok segitségével szimbolikus irdsmoédban:

e .
(516) (C]D: Cmnrs gm®gn®gr®gs dpqvw gp®gq®gv®gw =
|

= O s 8 BB ®0T,0%,dM,, g 0g" =¢, ", d"7,, 8" ®e, 08" ®g" .
Indexes jelolésmodban

n s _ ns Jjr _ nr s _ nrs
Cmrsd vw_cmrdsvw_cm sdrvw_cm drsvw

a kett@s skalaris szorzat értéke.
Megjegyzések:

1. Szimbolikus frasmodban a szorzotényezsk kozé helyezett két egymaéast kdvets pont
a kett@s skalaris szorzat mtveleti jele.

2. Az értelmezés szerint az elsG szorzotényezd [utolso el6tti] {utolso} bazisvektorat
a masodik szorzotényezd [elss| {masodik} bazisvektoraval kell skalarisan 6sszeszo-
rozni. A megmarado6 béazisvektorok egyiittese valtozatlan sorrend diadként alkotja
a bazistenzort.

3. Az eredmény mint tenzor rendszama néggyel kisebb, mint a két tenzor rendsza-
manak Osszege.

4. Indexes jeloléesmodban az els6 szorzotényezd [utolso elstti] {utolso} indexe néma
indexpéart kell, hogy alkosson a méasodik szorzotényezd [elsd| {masodik} indexével.

5. Valodi tenzorok kétszeres skalaris szorzata ugyancsak valodi tenzor.

6. Két valodi méasodrendd tenzor kettds skalaris szorzata valodi skalart eredményez.
E szorzat felét energia tipusi szorzatnak is szokéds nevezni.

Két tenzor dltaldnos (diddikus) szorzata.
Az A és B masodrendd tenzorokra nézve a

(5.17) C=A®B= | cFrpg = a®1 by,
=a" by gr0g ®g’®e!

egyenlet adja az altalanos vagy diadikus szorzatot.
Megjegyzések:

1. Két tenzor altalanos vagy diddikus szorzata olyan tenzor, melynek rendszama a
két tenzor rendszdmanak Osszege.

2. Indexes jelolésmodban tigy kapjuk meg a szorzatot, hogy egyszertien egymas mellé
irjuk a két tenzort.

3. Két valodi tenzor altaldnos szorzata ugyancsak valodi tenzor.

A kontrakcio.

A kontrakcié szimbolikus irdsmoédban a bézistenzor két kiillonbozé bazisvektora kozott
végzett skalaris szorzas. Indexes jeldlésben (a) indexek egybeejtése, ha kiilonb6z6 index-
pozicidban 16v6 két indexekrdl van sz6; (b) azonos indexpozicioju indexek esetén pedig le
kell siillyeszteni (ha mindkét index felss), vagy fel kell emelni (ha mindkét index also) a
tekintett két index egyikét az indexegybeejtés el6tt. A D harmadrendd tenzor esetén

(5.18a) d*, grog g =d", g =a | d*", =a*
| E—
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az utolso el6tti és az utolsd bazisvektorok kozotti kontrakecid. Az elsé két bazisvektor
tekintetében pedig ugyanilyen médon a

(5.18b) d*, g, 0g g™ =d",, gug" = | A" it = d ¥ g = b
L.

eredményt kapjuk.
Megjegyzések:
1. A kontrakcid kettével csokkenti a tenzor rendjét.
2. Valodi tenzor esetén a kontrahalt tenzor is valédi tenzor.
3. A kontrakcié fogalmanak felhasznalasaval azt lehet mondani, hogy a kettds skaléris

szorzat a két tenzor altalanos szorzatédban az elsd tenzor [utolso el6tti] {utolso}
indexe és a méasodik tenzor |elss| {masodik} indexe kozotti kontrakeio:

(5.19) ' d = e e d

5.3. FIZIKAI KOORDINATAK

5.3.1. Vektorok fizikai koordinatai. Fizikai koordinatédkon vektorok esetén egy-
ségvektorok alkotta béazisra vonatkozo koordinatékat értiink. A fogalom bevezetését az
indokolja, hogy a bazisvektorok, kovetkezéleg a tenzorok skalarkoordinatai altalaban kii-
16nb6z6 dimenzidjiak és a maguk a bazisvektorok tébbnyire nem egységvektorok.

Ki fogjuk hasznalni a tovdbbiakban azt a megallapodast, hogy a nagybetiis index
rogzitettnek tekintett. Ezzel 6sszhangban

grk a metrikus tenzor gi1, goo, g33 skalarkoordinatainak egyike,

és ugyanigy
g"* a metrikus tenzor g'', ¢?2, ¢ skalarkoordinatainak egyike.
Figyelembe véve, hogy az

L

IKK \/ gt

vektorok egyarant egységvektorok az a vektor tekintetében irhatjuk, hogy

3
(5.21a) b g, = Z Virrd® e =a<" e
— o N—
K=1 a<K>
és
3
(5.21D) aig' =Y Vgtae' =aqs e,
L=1 v
a<rL>
ahol
(5.22) a<F> = \/gKKaK és ep> = QLLQL

a keresett fizikai koordinatak.
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5.3.2. Masodrendii tenzorok fizikai koordinatai. Az a*, masodrendii tenzor ese-
tén abbol indulunk ki, hogy a b! vektor c* képét kapjuk meg akkor is, ha a tenzor és a
vektorok fizikai koordinatéival irjuk fel a vonatkozo leképezést. A vonatkozo

k= ak b

egyenlet alapjan, fizikai koordinatakra térve 4t a c* és b! esetén, azt kapjuk, hogy

3
K> _ E:CLKL VIKK p<L>
- 9
-1 \VILL
T N ——
a<K><L>

ahonnan a tenzor jobboldali fizikai koordinétait értelmezd

(5.23a) a~f>_ o =a¥, IKK
gLr
jeloléssel
(5.23b) C<k> — a<k><l> b<l> )
Hasonlé okoskodassal kapjuk a tenzor baloldali fizikai koordinatait , ha a
d?="b"a,?

leképezést alakitjuk at a d9 és P vektorok fizikai koordinatainak helyettesitésével:
3

<> — Z p<P> ¢ p@Y gee

Y

1 grp
——
fl<P><Q>
Itt
(524&) a<P><Q> == aPQ gQ—Q
gpp

a tenzor baloldali fizikai koordinatéit adja, amivel
(5.24b) AP =bP7 a )<

Az ay; és aP? alakokhoz tartozo bal és jobboldali fizikai koordinatak meghatarozasat gya-
korlatra hagyjuk.

GYAKORLATOK

1. Vizsgalja meg, milyen feltételek teljesiilése mellett ugyanaz a vektor az
al és b,

sokasag (harmas) az (z) goérbevonalia KR-ben.
2. Vizsgélja meg, milyen feltételek teljesiilése mellett ugyanaz a tenzor az

q A Pq
Apg, 0,1, P, esad

sokasag (kilencelemii objektum) az (z) gérbevonali KR-ben.

Mutassa meg, hogy valédi tenzor a gP? metrikus tenzor.

Igazolja, hogy valodi tenzor a kontravaridns eP¢" tenzor.

Mutassa meg, hogy nem valodi skalar a v° = [g! g? g?| vegyesszorzat.

Igazolja, hogy pszeudotenzor a felsGindexes permutacids szimbolum.

Mutassa meg, hogy nem valodi skalarok a metrikus tenzorok a g, = |gri|, 9° = |94
determinansai.

N Tt W



5. A tenzorfogalom altalanositésa 47

8.
9.

10.
11.

12.

Igazolja, hogy valodi skalar két valodi vektor skalaris szorzata.

Mutassa meg hogy valodi tenzor két ugyanolyan rendd és azonos tipusi valodi
tenzor silyozott Osszege.

Mutassa meg hogy valodi tenzor két valodi tenzor [skalaris|{tenzoriélis} szorzata.
Igazolja, hogy az ay; tenzorhoz az

KK

A<KL> =AKL g
LL

jobboldali fizikai koordinatak tartoznak. Hatarozza meg a tenzor baloldali fizikai
koordinatait is.
Vezesse le az aP? tenzor jobb-, és baloldali fizikai koordinatait megado6 képleteket.






6. FEJEZET

Masodrendii tenzorok

6.1. MASODRENDU TENZOROK EGYES KERDESEI

6.1.1. A tenzor transzponaltja. Legyen A masodrendi tenzor. Legyenek tovabba
tetszélegesek a v és w vektorok. Azt fogjuk mondani, hogy az AT tenzor az A tenzor
transzponaltja, ha barmely v és w-re fennall a

(6.1) v-Aw=w-AT v

egyenlet.
Az A méasodrendt tenzor

(6.22)  ang'®g, a" g og' ay' g @g, " gL ®g
alakjaihoz tartozo6 transzponaltakat rendre
62b)  (a")yg'eg,  (")yemee,  ())g'em, (F)gog
jeloli.

Az alabbiakban, kapcsolatot keresiink az A és AT kozott. A transzponaltat értelmezd
(610 egyenletbdl kovetkezo

(6.3) w-AT v—v-A-w=0

kiilonbség részletezése soran a (6.2alb), alatti alakokat hasznaljuk fel. Ekkor a kivonando
atalakithato a

P.(qF N.oyle — P oapd — P 4 — P SL gk q —
v, 8" (0" gr®g') - wig, =v,alqw? =uw’a%v,=w" 6, a® 87 v, =
—_—— —_— ~— ~~

A g ERE

=| w,g? (a* g' @) g,

modon. A kisebbitendd tekintetében pedig a

wpg (o), mog) e, |=w, ()7, v

AT

Osszefiiggés all fenn. Mivel a kiilonbség zérus teljesiilnie kell egyrészrdl a keretezett kép-
letrészek alapjan irhato

(6.4a) w-[AT—d" gl®g] - v=0,

mésrészrél pedig az alahtizott képletrészek alapjan irhato

(6.4D) w, (a")?, v —wPalyv, =0

egyenletnek. A (6.4a) egyenlet csak akkor allhat fenn tetszéleges v és w esetén, ha
(6.5a) AT =a* glog .

Visszaidézve, hogy az A tenzor (6.2al) alatti elGallitasahoz (vagy ami ugyanez az elsé kap-
csos zéarojellel megjelolt képletrészhez) képest forditott a bazisvektorok sorrendje a (G.5al)

49
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jobboldalan (a bazistenzort alkot6 diddban) azt a szabalyt olvashatjuk ki a (6.5al) képlet-
bél, hogy a masodrendi tenzor transzponéltja a bazistenzort alkotd diddban a béazisvekto-
rok szorzasi sorrendjének felcserélésével kaphaté meg. Témoren: a transzpondlds mivelete
a bazistenzort alkoto diddok szorzdsi sorrendjének cseréje. Az utobbi mondatban arra utal
a tobbesszam, hogy a fenti eredmény érvényes az A tenzor (6.2al); 34 alatti alakjaira is:

(6.5b) AT = auglogh = ol g g = d" g g

Ennek igazolasa a ([6.4al)-ra vezet gondolatmenet szinte szoszerinti ismétlésével torténhet.
Az igazolast gyakorlatra hagyjuk.

Visszatérve a (6.4D) alatti képlethez a kivonandoban végzett indexemelések (siillyesz-
tések) utan kiemelhets a w, v? szorzat:

T
w, v [(a")? —al] =0.
Tetsz6leges w), és v? esetén csak akkor allhat fenn az utébbi egyenlet, ha

(6.6a) (a")P, =a = gaatg'.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy tgy kaphaté meg az indexes jelolésmodban (a bazis-
vektorok elhagyésdval) irt o, tenzor (aT) P, transzponaltja az eredeti o, tenzorbdl, hogy
pozicidik meghagyasa mellett felcseréljiik az indexek sorrendjét. Ez az eredmény a mésik
harom, vagyis az ay, a,’ és a* alakra is érvényes:

(6.6Db) (a") = a , (aT)kl =d,, (aT)kl =a'*.
Az igazolast ismét gyakorlatra hagyjuk. Megjegyzések:

1. Mivel méasodrendii tenzor esetén az els6é index sort, a mésodik oszlopot szamlal a
tenzor matrixaban kiolvashato a ([6.6alb) képletekbdl, hogy a tenzor transzponéalt-
janak méatrixa a tenzor méatrixanak transzponaltja.

2. A transzponélas mivelete bazisvektorok sorrendcseréje a bézistenzorban. Kovet-
kezésképp

(6.7) (AT =a

Fennall, hogy a tenzor transzponaltjanak determinansa megegyezik a tenzor determi-
nansaval.
Tekintsiik az A és B mésodrendii tenzorok

(6.8) C=AB | ck =ak b™
szorzatat. A (6.Gal) alapjan irhato

(CT) B —ef=qmb k= (bT) ko (aT) m
képlet szerint, ha

(6.9) C=A B, akkor CT"=B" A"

6.1.2. Szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzorok. Felbontasi tétel. Azt
fogjuk mondani, hogy [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} az A tenzor, ha barmely v
és w-re fennall a

(6.10) v-Aw=1w-A-v

egyenlet, ahol a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} esetben [pozitiv| {negativ} a jobb-
oldal. Mivel barmely v és w-re fennall a tenzor transzponéltjat értelmezd (6.11) egyenlet
a (GI0) és (610 kiulonbségebdl az kivetkezik, hogy a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus}
A tenzor eleget tesz a

(6.11) w-(+tA-A").v=0
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feltételnek. Innen a v és w vektorok tetszélegessége miatt az kiévetkezik, hogy akkor
szimmetrikus az A tenzor, ha megegyezik a transzpondltjdval:

(6.12)

Mivel a szimmetrikus A tenzor, megegyezik a transzponaltjaval a ([6.6alb) alapjan irhato,
hogy

(6.13a) (a")P,=al ="y, (a") = an = an,

(6.13b) (a") ) =d)=4q/, (") =a"*=d".

Ferdeszimmetrikus tenzor esetén a ([G.11]) egyenlet tetszSleges v és w-re torténd fenn-
allasabol az kovetkezik, hogy az A tenzor ellentettje a transzpondltjinak :

(6.14) A=—-A".

Ko6nnyt meggy6z&dni rola, hogy ez esetben a (613alb) képletek helyére az
(6.15a) ("), =a =—d’y, (") = aw = —an,
(6.15b) (a7),! =d\, = —a, . (aT)H = gl* = — g

osszefiiggések lépnek. Azonnal kévetkezik a (G.I5alb) képletekbdl, hogy a ferdeszimmetri-
kus A tenzor esetén

(6.16) ax®™ =axx =ad* o =a** =0.

Altalanositasok és megjegyzések:

1. Azt fogjuk mondani, hogy egy tenzor valamely két indexére nézve [szimmetrikus|
{ferdeszimmetrikus (antiszimmetrikus)}, ha a tekintett két index sorrendcseréje
esetén (ekozben az indexek megdrzik poziciojukat) a tenzor [nem valtozik meg]
{elgjelet valt}. Ha pl.

Akim = dimi vagy I r = f srt

akkor [a D| {az F} tenzor szimmetrikus [a 2. és 3. jeld]| {az 1. és 2. jeld} indexek
alkotta indexpéarjara nézve.

2. Az &€ permutécios tenzor ferdeszimmetrikus barmely indexpérjara nézve. Szokas
ezen tulajdonsaga miatt abszolut ferdeszimmetrikus tenzornak nevezni.

3. Az A tenzor értelmezés szerint

pozitiv definit w-A-w>0
pozitiv szemidefinit } . ) w-A-w>0
negativ szemidefinit ha barmely w; [w| > 0 esetén w-A-w<0(
negativ definit w-A-w<0

Legyen a D valamilyen méasodrendi tenzor. Az

(6.17) D,, =~ (D+D")

1
2

egyenlettel értelmezett masodrendd tenzor szimmetrikus, hiszen Dy, = Dz;. [Vegyiik fi-

gyelembe az ellenérzés soran, hogy (DT)T = D|. Ugyanigy kapjuk, hogy a

(6.18) D,,=-(D-D")

1
2
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egyenlettel értelmezett mésodrendd tenzor pedig ferdeszimmetrikud] mivel D,,=-D! .
A ([617) ¢s (6.I]) egyenletek folyomanya az tn. felbontasi tétel:

(6.19) | D=D,+D,... |

Eszerint az egyenlet szerint barmilyen masodrendd tenzor felbonthat6 egy szimmetrikus
és ferdeszimmetrikus tenzor 6sszegére. A D tenzor kovarians alakjara forditva a figyelmet

1
(6.20) d(im) = 3 (dip +dpt)
a tenzor szimmetrikus és

1
(6.21) djim) = 5 (dipy — dyt)

a tenzor ferdeszimmetrikus része. A fenti képletek jelolésbeli megéllapodést is kifejeznek:
a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} részt [kerek| {szogletes} zarojelben &llo indexpar
jeloli.

Megjegyzések:

1. A (620) egyenlet kovetkezménye, hogy szimmetrikus tenzor kovarians alakjanak
matrixa is szimmetrikus. Ugyanigy ellenérizhetd, hogy a szimmetrikus tenzor kont-
ravarians alakjanak matrixa is szimmetrikus.

2. Szimmetrikus tenzor kovarians kontravariéns, illetve kontravaridns kovaridns alak-
janak altalaban nem szimmetrikus a matrixa. Kivételként emlithetSk az egységten-
zor 6,7 és 0%, alakjai, melyeknek szimmetrikus és azonos a matrixuk. Emiatt ezek
irdsanal, amint erre mar a Kronecker delta értelmezése kapcsan ramutattunk, ko-
z6mbos az indexsorrend.

6.1.3. A vektorinvarians. A (62I) egyenlet mas, a vektorinvarians értelmezését
megkonnyitd alakra hozhato az (L29) képlet értelemszertd figyelembevételével :

1 1 1
(622) d[lm] = 5 (5lq5mr - 6lrémq> qu = 5 g™ Elms dqr = —C€ims (_5 e dqr) .
A kerek zarojelbe foglalt képletrész alapjan irhato
(a) 1 q T 1 qrs
(623) d :_5 dqrg Xg :_55 dqr s
(a)
d a)s

osszefiiggés a D tenzor d@ = d(® g, vektorinvariansat értelmezi.

A képletbdl kiolvashato a vektorinvaridns szamitédsanak szabélya: irjuk a diadikus
szorzas miiveleti jele helyére a vektorialis szorzas mitiveleti jelét a tenzor elGallitasaban, és
szorozzuk meg az eredményt —1/2-vel.

Az invarians sz6 arra utal, hogy valédi vektor a d(®* vektorinvarians, ha a d,, valodi
tenzor. Ennek formalis igazolasat gyakorlatra hagyjuk.

A ([©.22) és ([6.23) egyenletek egybevetése szerint
(6.24) d[lm] = —Elms d(a)s .
Ha &atszorozzuk ezt az egyenletet a tetszdleges b™ vektorral akkor a

(625&) d[lm}bm = —E€ims d(a) SH™ = g1 d(a) spm

1Az angolnyelvii szakirodalom a Dy és Dgkew m6don jeldli a tenzor szimmetrikus és ferdeszimmet-
rikus részét.



6. Méasodrendd tenzorok 53

illetve szimbolikus alakban irva a

(6.25b) D,, - b=d% xb

eredményt kapjuk.
A vektorinvarianssal kapcsolatos eddigi eredmények a kivetkez6 modon Osszegezhetdk:
Legyen az S nem azonosan zérus ferdeszimmetrikus tenzor. Ekkor létezik egy és csakis
egy olyan s® vektor, hogy az

(6.26) S.v=s"xv

egyenlet minden lehetséges v-re fennall, és megforditva valamely s(® vektorhoz tartozik
egy és csakis egy ferdeszimmetrikus méasodrendd S tenzor, amelyre nézve a (6.20]) barmi-
lyen v-re teljesiil. Ha az S tenzor adott, akkor

1
(6.27a) sl = ~3 el s,

ha pedig az 5" adott, akkor

0 _8(‘1)3 8(‘1)2
(6.27b) [Spa] = VG0 | 52 0 —s@1
—g@2 (a1 0

Megjegyezziik, hogy a (6.27Dh) a (6.24]) kovetkezménye. Ennek formalis ellendrzését gya-
korlatra hagyjuk.

6.1.4. Jellegzetes mennyiségek. A D méasodrendii tenzor nyomat, mas elnevezéssel
els6 skalarinvariansat, a

(6.28) trD=D;=1--D

kifejezés értelmezi. Nem nehéz ellendrizni, hogy

T
dpq

—
(6.29) trD =g, ®gk g'eg!= 5kp gkq dpg = 5kpdpk = dkzk
a1

[

az els6 skalarinvaridns szamitasanak képlete. Az értelmezés alapjan konnyt meggy6z&dni
arrdl is, hogy

(6.30a) trD=trD7

tovabba, hogy barmely D és S masodrendi tenzor esetén

(6.30b) tr (D+S)=trD+trS,
(6.30c) tr (D-S)=tr (S-D) ,
(6.30d) tr (D-S")=tr (S-D")=8--D=

=tr (D"-8)=tr (S"-D)=8"--D".

Tekintsiik tovabbra is a D és S mésodrendd tenzorokat. Legyen most a D szimmet-
rikus, az S pedig ferdeszimmetrikus. Ekkor

(6.31) D.--S=dys*"=0
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Valéban, ha kiirjuk a jobboldali &sszeget és kihasznaljuk dj; szimmetrikus és s ferde-
szimmetrikus voltat, akkor kapjuk, hogy

D.--S=dy s +dy % +dy 5%
1nGS _tdxp S +dzz 57+
0 0 0
+d12 812 +d21 821 +d23 823 +d32 832 +d31 831 +d13 813 =0.
—— —— ——
—dyg si2 —da3 23 —dgp s31

Hasonléan kapjuk, hogy a szimmetrikus D masodrend és az abszolit ferdeszimmetrikus
€ harmadrendid permutécios tenzor esetén hogy

(6.32a) D--£€=0 & E--D=0,
vagy ami ugyanaz, hogy
(632b) dkleklr =0 és Eklrdlr =0

Altalanositas: valamely tenzor szimmetrikus és egy mésik tenzor ferdeszimmetrikus
indexpéarja tekintetében végrehajtott kettés skalaris szorzas (kettés kontrakeio) mindig
zérus értékd.

A vektor norméja a vektor abszolit értéke.

Az S masodrendi tenzor norméajat az |S| (vagy az || S'||) modon jeloljik és az

(6.33) S| =V§--§=1/sh sy
modon értelmezziik. Megjegyezziik, hogy a D -- .S szorzat eleget tesz
(6.34) |D-- S| <|DJ|S|

Schwartz-féle egyenlStlenségnek.

6.1.5. A masodrendii tenzor inverze. Az A mésodrendd tenzor inverzét a

(6.35) Al =(a Y ug'eg =(a ) igeg=...=(") "gog

modon jelsljitk. Az A™! inverz a

(6.36a) A-AT =1 | ap (a7!) " =ai' (a71) " =6
és

(6.36b) AN A=T | (@) ™y, = (a™") 'a™s = 0

osszefliggéseknek koteles eleget tenni. A (B.8)); és (BI0); képletek alapjan alkalmas index-
atnevezésekkel irhato, hogy

(6.37a) (a™t)im = 5 |1sz| elikemst Qg Qy, -

Hasonloan kapjuk a (B.8), és ([B.10), képletek alapjan, hogy

(6.37Db) (a‘l) I = ﬁ €ljkEmst a*l ot
Tekintsiik a

(6.38a) C=A -B; ckr=ak,b™

szorzatot, ahol A és B masodrendii tenzorok. A fenti szorzat inverzét a

G3h) =B AT () 5= (071) B (0



6. Méasodrendd tenzorok 55

modon szamitjuk. Valoban, egyszerd szamitassal adodik, hogy
C'C=B'"A'"AB=B'I-B=B''B=1I.
— S~
I B
Hasonléan ellenérizhets, hogy
cC-C'=1I

Az A masodrendi tenzor transzponaltjanak inverze eleget tesz a

(6.39) (AT) t=(aT) "

Osszefiiggésnek. Szavakban: tenzor transzpondltjanak az inverze az inverz transzpondltja.
Valéban az
(aT) Im = Qm]
relacio, valamint a ([6.37al) Osszefiiggés alapjan adodik, hogy
T\ Im]—1 1 Lk _mst (. T T 1 Lik _mst —1\ mi
a =——¢c""e a) .. (a =——e"""""a a, = (a .
()™ = S e ) ) = g e 0= 07

Ezt kellett bizonyitani.

6.2. MASODRENDU TENZOROK SAJATERTEKFELADATA

6.2.1. A feladat megfogalmazasa. Tekintsiik a mésodrendd A tenzorhoz tartozo le-
képezést. Keressiik azokat az iranyokat — ezeket féiranyoknak nevezziik majd —, amelyekre
nézve fennall, hogy az iranyt kijelols

(6.40) n=n,g"; nenk =1

egységvektor és a hozzatartozd A-n képvektor egymassal parhuzamos. A 6.1 dbra ezt az
esetet szemlélteti. Ha a két vektor parhuzamos, akkor fennéll az

(6.41) A-n=)\n; aynt = An®

egyenlet, ahol a A\, hasonléan az ny, ny és nz-hoz,
egyel6re ismeretlen paraméter. A féiranyt kijelo-
16 n vektort sajatvektornak, a red merdleges sikot
pedig fésiknak fogjuk nevezni. Mivel az I egység-
tenzor minden vektort énmagara képez le a (6.41))
egyenlet atirhato a

(6.42a) (A—AI)'nA=0 | (a*—\&")n'=0

alakba. Az utobbi egyenletrendszer az n' szamita-
sara szolgaldo homogén linearis egyenletrendszer:

1 1, 1.2, 1 3_
(a L )\) noFanThagn” =0 6.1. abra. Parhuzamos targy és
(6.42Db) a*in'+ (a® —A) n*+a’3n® =0 képvektor
a*in't +a’m®+ (a®3—A)n® =0
Vezessiik be az

(643) dkl == akl - )\5kl

jelélést és legyen Ps(\)=—|d*|. Ez a fiiggvény \ kobds polinomja, az tn. karakterisztikus
polinom. A (6.42h) egyenletrendszernek csak akkor van trivalistol kiilonboz6 megoldésa,
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ha elttinik az egyenletrendszer determinénsa:

(6.44) Py(\) = —|d"| = —|a") — \oF)| =

= —%eklmepq’" (akp — )xékp) (alq — Aélq) (@™, —A0™,.)=0.
A
(6.45) Ps(\) =N — A N+ A A=A =0

egyenlet — az Aj, Aj; és Ajpr skalarok szamitédsara még visszatériink — a A paraméter
értékét meghatarozo karakterisztikus egyenlet. Mivel a (£) KR-ben

/dkl — ka dmn tln
a determinansok (3.I1]) szorzastételét, valamint a (£.20]) képletet kihasznéalva kapjuk, hogy
(6.46) Py(A) = —[d")| = = | [ [6" ][] = ~[d™] = P3(N) -
1
Ti=
Szavakba foglalva: a karakterisztikus polinom KR fiiggetlen. A A2, X és \° hatvanyok

—Ay, Ajp és —Ajr egylitthatoi pedig invariansok. Ezeket skalarinvaridansoknak nevezziik.

Mivel a karakterisztikus polinom kobos van legalabb egy valos gyoke. Jelolje A\; a
polinom valés gyokét és n; a valos gyokhoz tartozo f6iranyt. Legyen az eddigiektdl eltérGen
és a most kovetkezs gondolatmenetben olyan lokdlisan kartéziuszi KR a (£) gorbevonali
KR, hogy ‘g1 =n; — ezek a feltevések nem sértik az altalanossdgot. Ebben a KR-ben

A _ /ak:l /gk®/gl

az A tenzor alakja. A (G41]) képlet alapjan fennall, hogy
A'Il1 = A'/gl = )\1/g1 .
Részletesen kiirva
atgr gl g =" g =\ g1,
~—

/5l 1

ahonnan
/Clllz)\l és /a21:/a31:0.

A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy szimmetrikus az A tenzor. Ez esetben

A 0 0
Ik 1,2 1,2
[CL l] = 0 a9 a3
0 /a32 /a33

és ennek alapjan a bevezetett lokdlisan kartéziuszi KR-ben

A=A 0 0
_|Idkl|:_ 0 /a22_>\ /a23 —
0 /CL32 ’a33—)\

_ _()\1_)\) [)\Q—A (/a22_|_/a33)_|_/a22 /a33_(/a32)2] =0
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a karakterisztikus egyenlet. A karakterisztikus egyenletnek A = \; és a A-ban masodfoku
szogletes zarojelben szedett szorzotényezd elttinése alapjan

1
(647) )\2’3 = 5 |:/a22 +/a33 + \/</a22 +/a33)2 -4 </a22 /a33 — (’a32)2) } =

1
= 5 [/GZQ +'a33 + \/(@22 —/CL33)2 +4 (/CL32)2
a gyokei. Mivel a diszkriminans (a gyokjel alatt allo kifejezés) pozitiv adodik a kévetkez-
tetés, hogy valosak a szimmetrikus tenzorok sajatértékei.
Ha porzitiv definit az A tenzor, akkor a sajatértékek pozitiv mennyiségek. Valéban, ha

az n sajatvektor, akkor A-n = An, kovetkezfleg a tenzor pozitiv definit volta miatt
(6.48) nAn=Ann=X\>0.
1

Megmutatjuk az aldbbiakban, hogy mer&legesek egymasra a kiilonbo6z6 sajatértékekhez
tartozo féiranyok. Legyen w és A két kiillonbozd sajatérték. A vonatkozo féiranyokat m és
n egységvektorok jelolik ki. Nyilvanvalo, hogy fennallnak a

Am=wm ¢é An=JAn

egyenletek. Innen azonnal kovetkezik, hogy

(6.49) wn-m=n-Am=m-A-n=\m-n,
azaz, hogy
(w=A)m-n=0
~——
£0
vagyis
m-n=0.

Mivel lm| =1 és |n| =1 a két kiilonboz6 sajatértékhez tartozo féiranyok valoban merdéle-
gesek.

6.2.2. A fSiranyok szamitasa a gyokok ismeretében. Az alabbiak a féiranyok szami-
tasat tekintik at, ha ismeretesek a P3(\) karakterisztikus polinom gyokei. A gyokok nagységat
tekintve harom jellegzetes esetet kiilonboztethetiink meg: a gyokok kiilonboznek egymastol (min-
den gyok egyszeres), van két egybeess gyok (egy gyok kétszeres, egy gyok egyszeres), mindharom
gyok egybeesik (egy haromszoros gyok van). A [6.2l dbra ezekre az esetekre kiilon-kiilon szemlél-
teti a karakterisztikus polinomot. Az egyes eseteket az aldbbiakban vessziik sorra.

PS(Q\') P,‘;O") P%(k)

(a) (b) (c)

6.2. dbra. A karakterisztikus polinom gyokei
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(a) Legyenek kiilonboz6ek a P3(A) =0 karakterisztikus egyenlet gyokei: A\j > Ao > A3. Jelolje

(6.50)

(6.51)

2 &3 n3-t ado

D™, azn', n
(all — )\) nt+alan?+ a13n3 =dYynt+don’+ d13n3 =0
a’in'+ (a22 — )\) n?+ a23n3 =d?nt +d*mn’+ d23n3 =0
aGint+adon?+ (a33 — )\) nd =3 n' +dPon® + d33n3 =0
homogén ER egyilitthatoméatrixa d™,, eleméhez tartozo elGjeles aldeterminanst. Vegyiik
észre, hogy
dd*,
dA
Egyszertien adodik a (6.44)-bol, hogy
P dPs d 1
= —= = —— —€epime
STOAN a3

11
= g §€qu€klm |:5kpdlq dmr‘i’dkp(slq dmr‘i’dkpdlq(smr] =

=6k
pqr dk’pdlq me —

1
=3 ekpqeklmdlq d™, = DY —|—D22+D33 .

Mivel a harom gyok kiilonb6z6 ezért egyszeres, kovetkezésképp adott Ai esetén legaldbb
az egyike a D¥ i determinansoknak, mondjuk a D33 zérustél kiilonb6zs kell, hogy legyen.
Ha ugyanis nem igy lenne, elttinne a Pé\ A=), derivélt, kovetkezdleg nem lenne egyszeres
a A\, gyok — lasd a[6.2(b) abrarészlet A\; = A9 kettds gyokeét, ahol vizszintes az érintd.

Ha nem zérus a D33()\;) determinans, akkor az n' és n? ismeretleneket tekintve
linearisan fiiggetlen az n>-at paraméterként tartalmazoé (6.50) linearis egyenletrendszer
els6 két egyenlete

dllnl +d12’l’L2 = —d13’I’L3 ,
int+d*on? = —d%sn?
ahonnan
D! D
1 3.3 2 3 3
n =—-—-n", n“=—mn
D33 D33
Itt

D'y =d'yd’3—d*yd's, D*3=d*1d'3—d" d%,
D3y =d'y d*y—d*1d'y .
A paraméternek vett n® a normalési feltételbdl szamithato.
Ha ortogonalis a KR — az n? szamitasat csak erre az esetre részletezziik formalisan —
a ([6.40)2 normalasi feltétel az
nt giin' +n? gean?4ndgsznd =1
alakban irhato fel. Az n' és n? helyettesitését kovetSen kapjuk, hogy
s D%
"=
ahol
2 2 2
D? = (D'3)" g11+ (D?3)" g22+ (D?3) " g33 -
Az n? felhasznalasaval egységes alakban irhato fel a féiranyt kijelols n vektor harom
kontravarians koordinatéija:
Dl
o Dls
k) D

Az n alatt allo (k) jelzi, hogy a Ay sajatértékhez tartozoan végeztiik el a szamitast.
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Nem nehéz ellendrizni, hogy a kapott megoldas kielégiti a (6.50) linearis egyenlet-
rendszer harmadik egyenletét. Helyettesités utdn irhatjuk, hogy

d31n1 +d32n2 —|—d33n3 —
1

1
5 [d*1D s+ d*,D?s+d*3 D3] sy, = D |d¥1|[x=r, =0

~
Kifejtés utolsod sor szerint.

(A szogletes zarojelben &llo kifejezés a (6.50]) egyenletrendszer egyiitthaté matrixanak
determinansa.) A fentebb mondottak alapjan minden egyes \; gyokhoz meghatarozhato
olyan ny irdnyvektor, hogy

A- ng = )\k ng.
Az ny, vektorok elGjelét szabadon lehet megvalasztani. Kévetkezésképp mindig lehetséges

olyan vélasztas, hogy az ni, ns és ng vektorokhoz tartozé iranyok jobbsodratu kartéziuszi
KR-t alkossanak. Ebben a KR-ben

(652&) A=)\in;®n;+ A yny®ny+ A3 nz@ns
az A diadikus elGallitasa és
A 0 0
(6.52b) [akl} = [akl] = [akl] =la]=10 A2 O
0 0 As

a tenzor maétrixa.
(b) Tegyiik fel, hogy kétszeres gyok esetén A; = Ay # A3. Az el6z6ekben attekintett gondo-
latmenet és eredmények valtozatlanul érvényesek maradnak a A3 és ns-ra nézve, azaz

(6.53) n;-ng =0 és ny-ng=0.
Ami a kettds gyokot illeti
Py(A1) = P3(X2) =0.
A maésodik derivalt (al651) képlet alapjan irhato fel:

d
2P} = Y cfrae,, dlp ™, = —ekrag,, <(5lp am, —i—dlp (5mq> =
_ q m Pq _ m
kil k l
=—e"egy, d™ g —e ey, d'y = —4d™p,
N—— ————
269 m 20P;

Innen
—%P” =dY +d%+d3s5 = (all—)\) —|—(a22—)\) —|—(a33—)\) )

ahol A = A1 = Ao esetén a jobboldalon &all6 Gsszeg legaldbb egy Osszeadanddja zérus,
ellenkezé esetben ui. harom lenne a gyok multiplicitasa. Az n', n? és n3 ismeretlenek
meghatarozasara két egyenlet, a (6.50) valamelyik, mondjuk az els§ egyenlete, valamint
a (6.40) normalasi feltétel szolgal. Az igy kapott megoldassal identikusan teljesiil a (6.50])
masodik és harmadik egyenlete. Ez annak a kévetkezménye, hogy

Pg()\l):() és Pé()\l)zo.

Kétszeres gyok esetén a d¥; egyiitthatomatrix rangja egy, kovetkezésképp zérus értéki
valamennyi adjungalt: D%, =0. Ebbsl adodoan identikusan teljesiilnek az n'-re vonatkozo

nt= _dill [d12n2+d13n3]
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megoldas masodik és harmadik egyenletbe torténé visszahelyettesitésével kapott
dy (d21 nt+d%n®+d? n3) =

=—d* (d'gn®+d'3n’)+d'1d*n?+d' 1 d%n® =

= (d'1d*+d?* d's) n®—(d'5d* —d' 1 d?s) n® =

=D%n’-D%*n’=0,
~—~ ~—
=0 =0

illetve

D3yn*—D?n’ =0

~—~ ~—~

=0 =0

egyenletek.

Az ny vektort tgy érdemes megvalasztani, hogy teljesiiljon az n;-n,=0 ortogonalitasi
feltétel. Kettés gyok esetén tehat az egyértelmiien meghatarozott ng féirany mellett a
masik ketts pedig elvben szabadon felvehetd az ns-ra meréleges sikban, célszerd azonban
betartani az emlitett ortogonalitasi feltételt. Az A tenzor diddikus elGéllitdsiat annak
figyelembevételével kapjuk, hogy most A\; = Ao

A=) (®n;+ny®n2)+A3n3@n3 =

=\ (M ®n;+n;®ny+n3®n3)+ (A3 — A1) n3®@ns,
I

azZaz
(6.54) A=)\ (I-n3®n3)+A3n3®@ns.

Figyelemmel arra, hogy a féiranyokat kijeldls ny, ns és ng elGjele megvaltoztathato,
mindig biztosithatjuk, hogy az nj, ny és n3 vektorokhoz tartozé irdanyok jobbsodrata
kartéziuszi KR-t alkossanak.

(c) Haromszoros gyok esetén A\; = Ao = A3 és

(6.55) A=) (n®n;+ny@ny+n3®@n3) = A\ T,

kovetkezsleg barmely irany féirany. Az ilyen tenzort izotrdp vagy gombi tenzornak nevez-
ziik. Az utobbi elnevezést az indokolja, hogy a vonatkozd geometriai leképezés gdmbot
rendel gombhoz. Az is nyilvanvalo, hogy az ny, ny és n3 vektorok nem egyértelmiien
meghatarozottak, azonban mindig megvalaszthatjuk 6ket oly médon, hogy a hozzajuk
tartozo iranyok jobbsodrati kartéziuszi KR-t alkossanak.

Osszhangban az eddigiekkel, visszautalunk ehelyiitt a[6.2l dbrara, a \j, sajatértékeket
nagysag szerint rendezettnek tekintjiik, vagyis mindig tgy vélasztjuk meg az indexiiket,
hogy fennalljon a

(6.56) A1 > A2 > A3
relacio.

6.2.3. A f6tengelytétel. A 6211 és szakaszok eredményei a fGtengelytételben
OsszegezhetSk. A tétel megfogalmazasa elGtt a szohasznélat egyértelmiivé tétele érdekében
az alabbiakban allapodunk meg.

Valamely tenzor miikddési pontjan azt a pontot értjiik, amelyhez a tenzort kotjiik.
A miikédési pont vagy térpont, ha térpontokhoz kotott tenzorokrol van szo, vagypedig
valamely anyagi test pontja, ha a tekintett anyagi pont fizikai allapotat leird és az adott
anyagi ponthoz kétott tenzorrdl van szo.

A )\ sajatértékhez tartozo n. karakterisztikus teret — ez egy egyenes, egy sik, illetve a
haromdimenzios euklideszi tér lehet — azon n, |n| =1 vektorok feszitik ki, amelyekre nézve
ugyanazt a sajatértéket tekintve fennall a (6.40) egyenlet. A vonatkoz6 karakterisztikus
tér dimenzidja — egyenesre egy, sikra kettd, teljes térre pedig harom, — a vonatkozd A
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sajatérték multiplicitdsa. A szimmetrikus A tenzor spektruma a X sajatértékek a (G.55)
szerint rendezett

(A1, A2, A3)
listaja, amelyben minden sajatértéket annyiszor vesziink figyelembe amennyi a sajatérték
multiplicitasa.

A f6tengelytétel a kovetkezd modon fogalmazhaté meg: Legyen szimmetrikus az A
tenzor. Ekkor létezik a térben olyan ortonormalis béazis melyet az A sajatvektorai feszi-
tenek ki. Legyen ny, ny és nj ilyen bézis, és legyenek nagysag szerint rendezettek a A;, Ao
és A3 sajatértékek. Ekkor azok kiadjak a teljes spektrumot és

3
i=1
Megforditva, ha az A felirhat6 a (6.57)) alakban, aholis ortonormaélisak az n; vektorok,
akkor A1, Ay és A3 az A sajatértéke, n;, ny és ng pedig a sajatértékekhez tartozo sajat-
vektorok.
Fennall tovabba, hogy:

(a) Az A-nak akkor és csak akkor van harom kiilonb6zs sajatértéke, ha a vonatkozo
karakterisztikus tereket harom egymasra koélcsondsen merdleges és a tenzor mikds-
dési pontjan athalad6 egyenes alkotja.

(b) Az A-nak akkor és csak akkor van két kiilonbo6z6 sajatértéke, ha megadhato az

A=wn®n+A (I —n®n)
alakban, ahol |n| =1, és
AM=w, Ag=A3=); ha w> A

tovabba

A== A, \3=uw; ha w<A\.

Ebben az esetben a vonatkozo karakterisztikus tereket az n altal kijelolt egyenes,
és a red merdleges stk alkotjak a tenzor miikddési pontjaban.
(¢) Az A-nak akkor és csak akkor van egy sajatértéke, ha

(6.58) A=),

Ekkor a A sajatérték, mig a teljes euklideszi tér karakterisztikus tér. Megforditva,
ha a teljes euklideszi tér a karakterisztikus tér, akkor az A megadhat6 a (6.58))
alatti alakban.

Megjegyzések:

1. A (6.57) alatti elsallitast az A tenzor spektralis felbontasanak szokas nevezni. Az
ni, ny és n3 sajatvektorok alkotta bazisban

A 000
(6.59) [a'] = [a"] = [a"] =[aw]= | 0 X2 0O
0 0 X

a tenzor matrixa.
2. Ismét hangsulyozzuk, hogy a harom sorra vett esetben
— harom a tenzor miikodési pontjan athaladoé és egymasra kolesonosen meréleges
egyenes,
— egy egyenes és egy rea merdleges sik (kozos pontjuk a tenzor miikodési pontja),
— a teljes tér
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alkotja a karakterisztikus teret. Jelolje U, a karakterisztikus tereket (o =1,2 vagy
3.) Ezzel a jeloléssel barmely v vektor felirhato a

(660) V:ZVK, Vi EUK
K=1

alakban. A (6.60) egyenlet azt fejezi ki, hogy (a) a = 3-ra barmely v vektor az
egyszeres gyokokhoz tartozo sajatvektorok(kal parhuzamos vektorok) linearis kom-
binécidja, (b) a = 2-re barmely v vektor az egyszeres gyokhoz tartozo firannyal
parhuzamos és egy ra mergleges sikban fekvs vektor Osszegének tekinthetd, (c)
a = 1-re barmely v vektor 6nmagaban a haromdimenzios tér egy vektora.

6.2.4. A karakterisztikus polinom egyiitthatoi, skalarinvariansok. A karakte-
risztikus polinomot adé (6.44) és (6.41]) osszefiggések egybevetése alapjan

A3-nek
1
(6.61a) 3 erimeP? 0, 61, 6™, ;
A-nek —A;:
1
(661b) A[ = 5 eklmequ (akp 6lq 6m7~ + (Skp alq 5mr +5kp 5lq amT) )
A-nak
1
(6.61c) A= 30 erme’?" (akp alq o, +akp 5lq am, +5kp alq amT) :
végezetiil pedig A-nak —A;;;:
1
(661d) A[[[ = 5 eklme”‘" akp alq amr

az egylitthatoja.
A tovabbiakban egyszertibb alakra hozzuk a kapott egyiitthatokat. Tovabb alakitva
az (L30D) és a Kronecker delta indexatnevezs tulajdonsaganak kihasznalasaval a (G.61al)
képletet kapjuk, hogy A\*-nek

az egyiitthatoja.

Amint arra az[B6l oldalon mar rdimutattunk a tovabbi egyiitthatokat jelenté Ay, A;; és
Ay skalarok a skalarinvariansok. Az Aj-et ado (6.61D)képlet a Kronecker delta indexat-
nevezs tulajdonsédganak kihasznélasaval, valamint az (L.30al) segitségével egyszertsithetd:

26,7 26,4 26m"
1 im k Tegm 1 ¥ 1 k k
(6.62) A= 3 (erme™™ a*p+ epme™ ™™ d' g+ e a™,) = 52-3a e =ak .

Az eredmény, Gsszhangban a tenzor nyomaval kapcsolatos a (6.29) oOsszefiiggéssel a A
tenzor elsé skalarinvaridnsa. Kiirva az Osszeget:

(663) A[ = a11+a22—|—a33 .

Vegyiik észre, hogy a (6.61D]) képlet szerint harom determinans Osszege az A;. Kovetke-
zésképp felirhato az

all 512 513 511 alg 513 511 512 a13
(664) A[ = a21 522 523 + 522 CL22 523 + 522 522 a23
a31 532 533 533 CL32 533 533 532 a33
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alakban is.
Az Aj; skalarinvarians az A; atalakitasanak lépéseivel és az adjungaltat értelmezd
[B4a)) osszefiiggés értelemszerii felhasznéalasaval hozhaté megfelels alakra:

1
k Ir k kqr 1
(665) A]] 3' (eklmepqma a +eklm6praf amr+eklme ar g CI, )
1 pgm k Ak
2 eP e, a a = N
Részletesen kiirva
1 1 1 1 2 2
6.66 A_a1a2 a1 a3 a~2 a°3
(6.66) =12 2 3 3 3 3
1 a72 a1 a-g a2 a°3
(ez a

CLl 1 al 2 Q 1 3

CL22 a22 a 23

a33 a32 a 33
matrix f6atlojahoz tartozo aldetermindnsok osszege), vagy a (6.61d) képlet alapjan a (6.64))
Osszefiiggéshez hasonl6 alakban:

1 1 613 CL11 512 a13 611 a12

a1 a9 a3
(667) AH: CL21 a22 523 + CL22 522 CL23 + 522 a22 CL23
a’y a®y 0°3 a’s 8% a’s 03 a’y a’s

A ([6.61d) képlet szerint az Aj;; skalarinvaridns az a*; determinansa:

CL11 a12 CL13

2 2 2
(6-68) Ar=1a’y a*y a3
CL33 a32 CL33

A f6tengelyek KR-ében a (6.63)), (6.66), (6.68)) és (6.59) osszefiggések figyelembe vételével
(669) A]]]:Al‘f—)\g—f—)\g, A[[:)\l )\2‘{’)\2 )\3—|—)\3 )\1 , A]]]:Al )\2 )\3

az invariansok értéke.
Az Ap-t ad6 (6.63) képlet tovabbi, az (IL29) felhasznalasan nyugvo atalakitasaval az

1 1
A[[—erq eklmak aq ((spé(] 5q5p)a alq z(akkall—akpa”k)
A
vagyis az
1
(6.70) A= B (A7 —d*pa”y)

Osszefiiggést kapjuk az invaridnsok kozott. Visszaidézve a masodrendi tenzor nyomanak
([628)) alatti értelmezését és a szamitaséra szolgald (6.29) képletet kovetkezik, hogy

Ar=trA és at,aP, =tr (A-A),

amivel

(6.71) A :% (tr A —tr (A-A)]

a (6.70) képlet szimbolikus formaban irt alakja.
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6.3. HATVANYOZAS, TENZORPOLINOMOK, DEVIATORTENZOR

6.3.1. Masodrendi tenzorok egész kitevds hatvanyai. Gyokvonas. Az A ma-
sodrendti tenzor n-ik hatvanyan az

(6.72a) A"=A-AA A n>2

1 2 3 n
kifejezést értjiik. Indexes jel6lésmodban

(6.72b) (a™) kl:clLkm ng gLTp %le :

A hatvanyozés fenti értelmezése érvényes barmilyen mésodrendd tenzorra.
Legyen a C masodrendii tenzor szimmetrikus és pozitiv definit. Ez esetben létezik egy
és csakis egy pozitiv definit szimmetrikus U tenzor, amelyre nézve fennall, hogy

(6.73) C=U*=U-U.
Kovetkezésképp formalisan irhato, hogy
U=VC.
Legyen
3

i=1
a C tenzor spektralis felbontéasa és definidljuk az U-t az

3
i=1

modon. Konnyt meggy6zddni rola, hogy a fenti U teljesiti a (G.73]) egyenletet, és arrol is,
hogy pozitiv definit az U.
Tegyiik fel, hogy két megoldas létezik azaz

cC=U>=V?, U+V.

Legyen n sajatvektor és jelolje A a vonatkozo sajatértéket (e kettds egyike az Gsszetartozo

n; és \;-nek). Ekkor
0=(C—XM)n=U?-X)n=U+VN)-(U—-VI)-n.

Legyen

v=(U—-VX)n.
Ezzel

(U+V)-v=0,
azaz

U-v=—V\v,
ahonnan az kovetkezik, hogy a v-nek el kell tiinnie, mivel pozitiv definit az U és A > 0.
Ennélfogva fennall tehat, hogy

U-n=+vXn.
Hasonlé gondolatmenettel kimutathato, hogy

V-n=v)Xn ,
vagyis

Un=V:-.n

C minden sajatvektorara. Mivel az n sajatvektorok béazist alkotnak innen a

Uu=V.
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egyenlet kovetkezik.
Altalanosités:

— A f6tengelyek KR-ében

(6.75a) C’= Z (\)’ n;@mn;
i=1
3
(6.75D) C"=) (M)’ nen;,
i=1
illetve

0 0 (A)"

ahol az n pozitiv, negativ és tort is lehet, ha \; >0, i =1,2,3

6.3.2. A Cayley-Hamilton tétel. Megmutatjuk aldbbiakban, hogy barmely A ma-
sodrendti tenzor kielégiti az

(6.76) A3 A AP+ A A=Al =0

egyenletet.

Tekintsiik az A — ol kiilonbséget, ahol tetszsleges skalar az «. Jelolje H az A —al
tenzor adjungaltjat. Visszaidézve a (B.7) képletet, majd szimbolikus jelélésre térve at a
képlet alkalmazasa soran, irhatjuk, hogy

H - (A-al)=|A—-all|I.
A jobboldalon &ll6 determinans a (6.44)) és (6.45) alapjan helyettesithetd:
H(aI—A) = (a3—A1 a2+A]]a—A]]]) I.

Azt sugallja az utobbi képlet jobboldala, hogy a baloldalon all6 H az a kvadratikus
polinomja, azaz

H=Bd*+Ca+G.
Itt a B, C és G egyeltre ismeretlen tenzorok. Kihasznalva H fenti polinomialis elGallitasat
kapjuk, hogy

H - (aI-A)=Ba*~(B-A-C)a*’+(G-C-A)a—-G-A

Az alahuzott képletrészek csak akkor lehetnek egyenlGek egymassal, ha
B=1I, A-C=A/T,
G-C-A=AT, G-A=AI.
A fenti képletek felhasznélasaval a (6.76]) baloldala tekintetében az

As—AI A2—|—A]]A—A[[[I: A3—A1I'A2+A[[I'A—A[[[I:
A~ (A-C)-A’+(G-C-A)-A- A I=0
eredmény adodik. Ezt kellett igazolni.

A Cayley-Hamilton tétel azt mondja ki, hogy minden mdsodrendd tenzor kielégiti sajdt
karakterisztikus egyenletét.
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Tovabbi Osszefliggés allapithatd meg a skalarinvariansok kozott, ha vessziik a Cayley-
Hamilton tétel baloldalanak nyomat és kifejezziik a kapott egyenletbdl a harmadik ska-
larinvarianst:

1
A[H = 5 [—AI tl"A2+A1AH+t1" A3]
Itt a (671 alapjan
tl"A2 = A%—QA[[ .
Kovetkezdleg
1
(677) AH[: 5 [—A?—l—?)AIAH#—akpapqaqk] .

6.3.3. Tenzorpolinomok. Legyen az A tenzor szimmetrikus. Nyilvanvalé ekkor, hogy
az A tenzor

A® s=234,...
hatvanyai is szimmetrikus tenzorok.
Tekintsiik a
(6.78a) H = Z asA° n>3

tenzorpolinomot, ahol valds szamok az oy egyiitthatok.
A ([6.76]) Cayley-Hamilton tétel szerint fennall az

A3 = AI A2 —A[[ A—|—A111I

egyenlet. Az A -val torténd atszorzassal innen az

A4 = A[ As—A]] A2—|—A]]]A =
= (A;—App) A2+(A1H—AH) A+AAT

eredmény kovetkezik. A bemutatott atalakitas értelemszerd és ismételt alkalmazaséaval
megmutathato, hogy

(6.78D) H = [,A+ 51 A+ B

ahol (,, By és Py valos szamok. Ez azt jelenti, hogy barmely szimmetrikus tenzorpolinom
kifejezhets a tenzor A° = I, A' = A és A? hatvanyai segitségével.

6.3.4. Azonos karakterisztikus terd tenzorok. Legyen az S és a T mésodrendd
tenzor. Tegyiik fel, hogy szimmetrikus az S tenzor. Tegyiik fel tovabba, hogy felcserélhetd
a két tenzor skalarszorzataban a tényezdk sorrendje:

S-T=T-S.

Ekkor a T tenzor nem valtoztatja meg (valtozatlanul hagyja) az S tenzor karakterisztikus
tereit. Az utobbi allitason a kovetkezSket értjiik: Tegyiik fel, hogy a v vektor az S tenzor
valamelyik karakterisztikus teréhez tartozik, kovetkezésképp, hogy fennéll a §-v = Av
egyenlet, ahol A a vonatkoz6 sajatérték. Ekkor a T'-v vektor is az S tenzor ugyanezen
karakterisztikus teréhez tartozik.

Az allitas formalis igazolasat a skalérszorzatban allo tényezdk felcserélhetGségének
figyelembevételével kapjuk:

S(T-v)|=T-(S-v)=| NT-v)|,
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hiszen a keretezett képletrészek egyenlGsége az jelenti, tekintettel a S-v = Av egyenletre,
hogy v és T'-v az S ugyanazon a karakterisztikus térhez tartozik.
Igaz az allitas megforditasa is. Eszerint, ha valtozatlanul hagyja a T tenzor az S tenzor
karakterisztikus tereit (terét), akkor kommutativ mtivelet a két tenzor skalaris szorzata.
Tegyiik fel, hogy ¢sszhangban a (6.60) Gsszefliggéssel a v vektort a

(07
V= E Vi, vk EUK
K=1

modon bontjuk fel, ahol az Uk, K € [1,a], (o a karakterisztikus terek szama) az S
karakterisztikus tere. Mivel azt valtozatlanul hagyja a T' tenzor fennall, hogy

S'(T'VK) :)\K(TVK) :T()\KVK) :T'(S'VK), K e [1,@] .

Ha 6sszeadjuk a fenti egyenleteket, akkor kapjuk, hogy

S-T~V:iS~T'VK:iT-S-VK:T~S~V.

K=1 K=1

Mivel a v tetsz6leges S-T =T -S. Ezt akartuk igazolni.
Megjegyzések:

1. Ismét hangstlyozni kivanjuk, hogy nem sziikségképpen szimmetrikus a T' tenzor.
2. Tegyiik fel, hogy harom az S karakterisztikus tereinek szama. Tegyiik fel tovabba,
hogy a T tenzor is szimmetrikus. Ha felcserélhets a ([6.3.4) szorzat, akkor azonnal
kovetkezik a fentiekbdl, hogy megegyeznek a T' tenzor karakterisztikus terei az S
tenzor karakterisztikus tereivel. Masként fogalmazva azonosak a két tenzor fGira-
nyai. Az ilyen tenzorokat kézds fotengelyd, vagy koaxidlis tenzoroknak nevezzik.

6.3.5. Deviatortenzor és gémbi tenzor. Legyen szimmetrikus az A tenzor. Az

A
(6.79) Ad:A—?II | (aq) "1 =a" — == 6%

egyenlet az A tenzor deviatorat (az A -hoz tartozé deviatortenzort) értelmezi.
A deviator szimmetrikus tenzor.
Az A és Ay szimmetrikus tenzorok koaxiélisak, hiszen felcserélhets a szorzatuk:

A-A;=A;A.
Az els6 skalarinvarianst ado (6.63)) képlet alapjan
(6.80) (Ag)r=0.

Ennek figyelembevételével kapjuk a (G.71]) sszefliggésbol, hogy
1 1 1 A
(Ag)rr =~ tr (Ag-Ag) = —= (a) ¥y (a) v = —5 (a®i—ZL 6% ) (alu— 5L
2 2

azaz, hogy
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Az Osszegek kiiraséval és A; helyettesitésével tovabb alakithato az utobbi képlet:

1
(Ad)rr = 5 (3akz a'y —Ai) =

1
= —— [3 ((a11)2 + (CL22)2 + (a33)2) + 6(&12 a21 + CL23 CLSQ + CL31 al )—
—(CLll -+ a22 -+ a33)2] .
Innen azonnal adodik a deviatortenzor mésodik invariansanak végsé alakja:

1
(681) (Ad)[[ = _6 [(all —a22)2+ (a22 —a33)2—|— (a33 —a11)2+
+6 (a12 CL21 +CL23 a32 —l—a31 alg)} .

A fétengelyek KR-ében zérus értékiiek a féatlon kivil 4llo elemek. Kovetkezésképp

(Ad) < 0.
Visszaidézve a deviator (6.79) alatti értelmezését azonnal adodik az A tenzor
A=A,+A;
6.82 A A
(682) Aj=A-TT A=

deviatoros és gombi részekre torténd felbontasa, ahol az A, tenzor az A tenzor gdmbi
(szférikus) része, roviden gdémbi tenzor.

GYAKORLATOK

1. Igazolja az A tenzor (6.2al); 34 alatti alakjaira is, hogy a transzponalas miivelete
a bazistenzort alkot6é diddok szorzasi sorrendjének cseréje.

2. Mutassa meg, hogy az ay, ;' és a* tenzorok transzponaltja a (6.6D) képlet szerint
szamithato.

3. Legyen valodi tenzor a dg,.. Mutassa meg, hogy ez esetben valodi vektor a

a)s 1 TS
d@ = 5" dy

vektorinvarians.

4. Ellenérizze, hogy helyes-e az s,, ferdeszimmetrikus tenzor s vektorinvarianssal
torténd (6.27D)) alatti eldallitasa.

5. Mutassa meg, hogy valodi skalar a D tenzor d* nyoma (elss skalarinvariansa).

6. Ellendrizze a vonatkozo definicié felhasznalaséaval a (6.30al) és (6.30bl) képletek
helyességét.

7. Ellenérizze a (6.30d) és (6.30d) képletek helyességét is.

8. Legyen az a és b tetsz6leges két vektor. Igazolja a vektorokkal kapcsolatos

|a-b| < |a|b]

Schwartz-féle egyenlGtlenséget.
9. Legyen a D és S tetszbleges masodrendi tenzor. Igazolja hogy a D -- S szorzat
eleget tesz a ([6.34]) Schwartz-féle egyenlStlenségnek.
10. Mutassa meg a ([6.37al) képletre vezets gondolatmenet ismétlésével, hogy az a,,”
tenzornak

1 .
—1 k
(@) = gy cone™ o’
az inverze.
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11
12
13

14

15

Irja fel az el6z6 gyakorlat alapjan az a™, tenzor inverzének képletét.

Igazolja, a fétengelyek KR-ben végezve a szamitasokat, a Cayley-Hamilton tételt.
Legyen inveralhato az A tenzor. Igazolja, hogy

1

Al
AIII (

A2 —A[A+A[[I)

a tenzor inverze.
Mutassa meg, hogy szimmetrikus tenzor a szimmetrikus A tenzor s-ik s=2,3,4, ...
hatvanya.
Legyenek valamely (z) gorbevonala KR egy P pontjaban
gl:i7 g2:1§7 g3:i7
g =i, g’ =2i", g’ =i

a kovarians és kontravarians bazisvektorok az (y) kartéziuszi KR béazisvektoraival
felirva — lasd a[d.2a. abrat. Ezek birtokaban

100 1 00
[gmn) =] 0 1 0O s [dM]=1]0 40
00 1 001
a két metrikus tenzor és
100 100
7,/ =[gni']=|0 5 0 és [t"]=10 2 0
00 1 00 1

a két transzformacios tenzor. Adott a B = F - FT tenzor vegyesindexes alakjanak
matrixa a gorbevonali KR tekintett pontjaban:

104 30 0
[BP,] =] 120 40 0
0 0 48

Ellenérizze, hogy szimmetrikus-e a B tenzor majd szamitsa ki a tenzor sajatérté-
keit, sajatvektorait, illetve ha pozitiv definit akkor a B tenzor V négyzetgyokét
is.






7. FEJEZET

Specialis tenzorok

7.1. ORTOGONALIS TENZOROK

7.1.1. Az ortogonalis tenzor fogalma. Legyen a Q:Qkpgk ®g?P mésodrendd tenzor
invertalhato, azaz

det(Qkp) #0.
Azt fogjuk mondani, hogy a @ tenzor ortogonalis, ha a
(7.1) pP=Qv
és
(7.2) s=Q-w

leképezésekre nézve — itt v és w tetszéleges targyvektor, p és s a vonatkozo képvektor —
fennall a

(7.3) ps=(Qv)(Qw=(vQ)(Qw=vw

relacio. Az I metrikus tenzor (egységtenzor) felhasznéalaséaval kapjuk innét, hogy
v-Ql-Qw—-v-Iw=v-: (QT-Q—I) -w=0

ahonnan azonnal kdvetkezik, tekintettel v és w tetszGlegességére, hogy a

(7.4) Q Q-1

Osszefiiggés teljesiilése az ortogonalitéas sziikséges feltétele. A ([T4]) feltétel ugyanakkor
elégséges is, hiszen fennalladsa esetén

ps=(QVv)(Qw=vQ - Qw=v-w.
A (7)) feltétel kovetkezmeénye, hogy

(7.5) Q" =Q".

Szavakban: az ortogonélis @ tenzor transzponaltja megegyezik a tenzor inverzével.

7.1.2. Az ortogonalis tenzorhoz tartozo leképezés. Tovabbiakban a Q tenzorhoz
tartozo leképezés geometriai tulajdonsagait vizsgaljuk. A (T3) egyenlet szerint a p és s
képvektorok, valamint a v és w targyvektorok kozott fennall a

(7.6) p-s=v-w

Osszefliggés. Mivel a w tetszéleges, a w = v valasztas is lehetséges. Ez esetben p-t kell a
baloldalon s helyére irni:
p>=v2.
Az utobbi egyenlet azt fejezi ki, hogy azonos a képvektor és a targyvektor hossza, azaz
tdvolsdagtarto a leképezés.
Jelolje rendre ¢ és ¥ a p és s, valamint a v és w vektorok &ltal bezart szdget —
©, v € [0, 7]. A skalaris szorzas értelmezése alapjan az

[p| [s| cos ¢ = |v||w]|cos d

71
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egyenlet kiovetkezik a a ([L.6]) képletbdl. Ugyanakkor a leképezés tavolsagtartod volta miatt
pl=v[ és [s|=]|w]|
azaz
cos p=cos
végsG soron pedig
(7.7) p="1

ami azt jelenti, hogy a leképezés nemcsak tavolsagtartd, hanem szogtarto is.
Tekintsiik a QT-Q = Q - QT =I szorzat determinansat. A determinansok szorzéastételét
kihasznalva irhato, hogy

det (QT-Q) = det (Q) det (QT) = [det (Q)]* = det (I) .

Innen kovetkezik, hogy a Q tenzor vegyes indexes alakjara nézve — ekkor ui. az I metrikus
tenzor méatrixa a Kronecker szimb6lum matrixa —

(7.8) det (Q%) = +1.

Megjegyezziik, hogy a determinansok szorzastételébdl az is kdvetkezik, hogy
1

(79) det (ka) — det (kagsm) — det (ka) -

[

ahol g, = det (g,s) -

A (Z8]) képlet szerint a Q tenzor vegyes indexes alakjanak +1, vagy —1 a determinansa.
Alébbiak az elGjelek leképezésre gyakorolt hatasat vizsgaljak, utat nyitva ezzel a leképezés
geometriai képének teljessé tételéhez. Az [alsé indexes| {fels§ indexes} alakot tekintve

1 . a 1 TSs
(7.10) gk = —ngleml illetve ql(, ) = —QemsQ

a @ tenzor vektorinvariansa.
Megmutatjuk, hogy

ahol az elGjel pozitiv, ha det (ka) =1 és negativ, ha det (ka) =—1. Az atalakitasok soran
indexes jelolést alkalmazunk, és fel fogjuk hasznélni a (7.4) és (7.5]) alapjan irhato

(7.12) I=Q'Q=Q"-qQ
vagy ami ugyanaz a
-1
0] = Q" Qi = Q" Quu

Osszefliggést. A lépések nagy szama miatt toreksziink az atalakitasok részletes leirasara.
A vektorinvarianst ad6 (ZI0)s képlet felhasznalasaval a (TI1]) egyenletbdl

1 1
kp (a) — kp _ TS —_ kp Hyls 57” —
Q qp Q { QgprsQ } 251;7"3@ Q l
QmTle

1 1 kml kl
aJdo mdt m
59 \/%6 et(Q™)Qmi

1
- _5 v goeprstmerlele = -
—_— ———

dot(le)ekml
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kovetkezik. A (7.9) képlet helyettesitése és a (T.8)) Osszefiiggés kihasznalasa utan — tekin-
tettel a (ZI0); egyenletre is — a bizonyitani kivant eredményt kapjuk:
a 1 1 . sm
Q"q(") = —=go——=e""" det (Q*,9°") Qui =

27° /30

= det (ka) {_%6kleml} = :l:q(a)k

A most igazolt (TII)) Osszefiiggésbsl a Q7 -vel torténd atszorzéassal és a (T12) képlet
kihasznélasaval és a két oldal felcserélésével a

QT . q(a) — iq(“) :
vagy ami ugyanaz a
(7.13) q(a) Q= j:q(a)
alakok kovetkeznek.

q®
A V=D

7.1. abra.
(a) Forgatéas (b) Forgatas és tiikrozés

A ([T1II) és (7T13]) képletek segitségével teljes egészében tisztazni tudjuk a leképe-
zés geometriai jellegét. Tekintsiik a v targyvektor q(®-val parhuzamos és arra meréleges
Osszetevkre torténd felbontasat:

V=V|+VL
vixq“ =0 v, -q“=0,
majd vizsgaljuk meg, részletesebben a

P=Q-v=Q v|+Q V.

leképezést.
Mivel a v|| parhuzamos a q@-val, és mivel a leképezés tavolsagtarto a v|| képe
pP|=V| azaz Onmaga, ha det (ka =+1
p| = —V| azaz Onmaga tiikorképe, ha det (ka =—1

A q@-ra mersleges v | Osszetevs képe, azaz p | is merdleges a q(®-ra. Valéban, a 12
felhasznalasaval irhatjuk, hogy

q”p.=q“- Qv =+q v, =0.
———r
:I:q(a)
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Geometriailag ez azt jelenti, hogy a v, megtartja a sajat sikjat — a v tdmadaspontjan
atmend és a q'@-ra merdleges sikra gondolunk ehelyiitt — és természetesen hosszat is a
leképezés soran.

Ha p; = v, akkor a v, helyben marad a leképezés soran. Ez egyben azt is jelenti,

hogy

— a det (ka) =1 esetben, amint az az el6z6ekbdl nyilvanvalo, a Q tenzor énmagara
képezi le a v vektort, azaz

(7.14) Q=1,

— a det (ka) =—1 esetben pedig a v -t 6nmagéra, a v)-t pedig énmaga tiikorképére
képezi le a Q tenzor, kivetkezbleg az egymasra kolesondsen merdleges 1,2 és 3 jeld
tengelyek altal kifeszitett lokélis béazisban — a részleteket illetGen a (b) abréara
utalunk — a

10 0
(7.15) [@%]=101 0
00 —1

képlet adodik a tenzor matrixara

Ha p, # v, akkor a v, elfordul a v a tamadaspontjan dtmend és a q®-ra merdleges
sikban. Az elfordulas v szoge minden v -re — végigfutva gondolatban a targyvektorok
teljes halmazat — ugyanaz kell, hogy legyen, ellenkezé esetben ui. nem volna szoégtarté a
leképezés.

Maga a leképezés pedig

— a det (ka) = 1 esetben a v vektor tamadaspontjahoz kotott q(® mint tengely
koriili forgatas, hiszen a tengelyre es6 v|| képe 6nmaga, a v pedig a forgatas 1
szogével elfordul a q®-ra mersleges és a v tamadaspontjan dtmend sikban,

mig

— a det (ka) = —1 esetben fentiekhez a v fenti sikra torténd tiikrozése jarul —
forgatas + tiikrozés, hiszen a v tiikorképe 6nmaga.

A kapott geometriai kép alapjan a det (ka) =1 esetben a @Q ortogonalis tenzort

forgatasnak, vagy forgatod tenzornak nevezik és R-el jelolik. Az R forgatoé tenzorok az
ortogonalis tenzorok egy alcsoportjat alkotjak.

7.1.3. Ortogonalis tenzorok elGallitasa. Ortogonalis tenzorok tobbféleképpen ké-
pezhetdk. Legyen az (a, b, c) és (A, B, C) két egyméstol kiilonb6zs ortonormalis vektor-
hérmas:

(7.16) ar-a=b-b=c-c=1, a-b=b-c=c-a=0,

’ A-A=B-B=B-B=1, A-B=B-B=C-A=0.
A
(7.17) Q=a®A+bB+c®C

tenzor ortogonélis, hiszen a ([[I0]) felhasznalasaval azonnal kovetkezik, hogy
Q" Q=AA+BB+CeC=I=a®a+b®b+cc=Q-Q".

Az is nyilvanvalo, hogy

a=Q-A b=Q B c=Q-C

A=Q "a=Q"a B=Q '"b=Q"b C=Q 'c=Q"c

A leképezés forgatas, ha det (ka) =1. Ez az eset forog fenn példaul, ha a vektorharmasok
jobb-, vagy balsodratiak.

(7.18)
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Ha ¢ = C és a leképezés forgatas, akkor

(7.19) Q=R=a®kA+bB+CxC
és
(7.20) a=R-A b=R-B C=R-C

ami vildgosan mutatja, hogy a C vektort 6nmagara képezi le az R tenzor, mig az A és B
vektorok rendre az a és ¢ vektorokba fordulnak el.

7.2. A VEGES FORGATAS TENZORAI

7.2.1. A véges forgatas tenzoranak geometriai elGallitasa. Véges szoggel (azaz
nem kis szoggel) torténd forgatas esetén a abra alapjan konstrualhatjuk meg a le-
képezés tenzorat. A forgatas n tengelyét az n, |n| =1 vektor jeloli ki. A forgatas szogét

7.2. dbra. Véges forgatas

pedig a ¥, ¥ € (0,7) jeloli. A v = 0_1)4 vektort a forgatas egyel6re ismeretlen R tenzora a
p = OB vektorba forgatja el (képezi le).

Az aldbbiakban, lépésrdl 1épésre haladva, elGéllitjuk az R tenzort.

Leolvashato az dbrardl, hogy

(7.21) p:VH—}—O—)B':VH—I—O—)D'—I—ﬁ
Itt

(7.22a) vi=nn-v)=(ne®n) v,

és az is igaz, hogy

(7.22Dh) vi=v—v={I—-n®n)-v.

Az OD'B’ derékszogt haromszog egyik, az OD’ befogoja tekintetében az dbra szerint az
—
(7.23) OD' =v, costp =cos(I —n®n)-v
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- -
Osszefliggés all fenn. Vegyiik észre, hogy az ON’ vektor ugy adodik, hogy az OA" = v,
vektort elforgatjuk m/2-el az éramutato jarasaval ellentétesen az n tengely koriil. Kovet-
kezGleg

e
(7.24) ON'=nxv,= nx(v| +v,)-v=nXv.
——
ez a tag zérus
Masrészt
ON' =0B',
amivel
(7.25) D'B'=0OB'siny =0ON'sin .

Az ON' és D' B’ parhuzamossagat is kihasznélva a (7.24) és (T.25) egybevetése szerint

—

D'B'=sinynxv.
Ha ebbe a képletbe helyettesitjiik a

nxv=I-(nxv)=(Ixn)-v
atalakitast, akkor kapjuk, hogy
—

(7.26) D'B'=sin¢ (I xn)-v.
A ([[22a)), ([[23)) és ([.26]) osszefliggesek felhasznalasaval a p-t ado (T.21)) egyenletbdl a
- o p=[n®n+cosy (I —n®n)+siny I xn|-v
(7:27) =[cosp I+ (1—cosy)n®@n+siny I xn|-v

eredményt kapjuk, ahol

R=costpI+(l—cosy)n®@n+siny I xn,

7.28
(7.28) Ry = cos 1) gry + (1 —cos ) ngng +sin epy n”

a véges forgatés tenzora.

7.2.2. Ortogonalis-e a véges forgatas tenzora. A kapott eredmény alapjan azt a
kérdést vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett ortogonalis a (7.28) altalanositasa-
nak tekinthets

(7.29) Q=cosp I+(Qrr—cosy)n@n+siny I xn,
tenzor, ahol a Q77 egyelGre ismeretlen paraméter.
A kérdés tisztazasa a Q- Q7 szorzat vizsgalatat igényli.
Nyilvanvalo, hogy
(7.30) Q =cosp I+(Qrr—cosy)n®@n, Q = Q)"

a @ szimmetrikus része. Vegylik azt is észre, hogy

(7.31) (Ixn)" = (g"@gk x n)T =g, xneg'=-nxg,®g"=-nxI.
Kovetkezdleg

(7.32) Q=Q +sinyyIxn és Q' =Q"—sinynx1I,

amivel

(733)  Q-Q"=Q"-Q*+siny [(Ixn)- Q" —Q*-(nxI)]—sin®¢ (Ixn)-(nx1I).
A végss eredmény elGallitasahoz sziikség lesz a ([33)) Osszefiiggés részeinek atalakitéséval
kapcsolatos és a kovetkezSkben magyarazattal részletezett képletekre:
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(a) A Q"-ot értelmezs (T.30) alatti osszefiiggeést is felhasznalva kapjuk, hogy

(7.34a) (Ixn)- Q" =TI nxQ")=nxQ" =nx1I cosi.
(b) Ugyanilyen médon adodik, hogy:
(7.34b) Q" (nxI)=(Q"xn)- I=Q"xn=1xn cos.
(¢c) Nem nehéz belatni, hogy a fenti két képletben allo nx I és I x n szorzatok értéke
azonos:

(7.34c) nxI=n'"g xgr®g"=n"cg°®g" =g"®g°)n" =g"®g,xgn =Ixn.
(d) Tovabbi részeredmény kaphatd az alabbi atalakitéssal:
(7.344) (Ixn) - (nxI)=(g"®g,xn) (nxg'®g)=
= (g xn)-(nxg) g @g =g (n'n-g)g"0we =

-~

gk [(nx (nxg)]

= (nknl—ékl) gt®g =non—1TI.
(e) A Q" szimmetrikus tenzort ado (T.30) képlet alapjan:
(T34e) Q(Q)' =Q Q' =
=cos?th I+2cost) (Qrrr—cos®)) n@n+(Qrr—cosy))’ n@n =
= cos” Y I+ (Q7,;;—cos’ ) n®@n.

Felhasznalva, illetve helyettesitve mostmar a (734al. . .,e) részeredményeket a Q- Q*
szorzatot ado ((L.33) képletbe a

(7.35) Q- Q" =cos’ Y I+ (QF;; —cos’ ) n®n+sin®¢ I —sin*¢y n®n
=I+(Q7;;—1) n®n

eredményt kapjuk. Akkor ortogonélis a (7.29) képlettel értelmezett @ tenzor, ha egység-
tenzort ad a Q- Q7 szorzat. Azonnal latszik a (T35) Osszefiiggés alapjan, hogy ennek
a

Q%H:1 , azaz a Q= =*1
relacio fennéllasa a feltétele.

A tovabbiakban tisztazzuk a Qr; jelentését. Tegyiik fel, hogy ortonormaélis bazisban

vagyunk és fennall a

n:glzgl

egyenlet. Ez esetben
det(Q-Q") =det(Q-Q") = |Q*,, Q™,| = det(I + (Qfm—l) nn)=
1+Q%;—1 0 0

=0 1 0|=@4.
0 0 0

A kapott képlet szerint Q;;; a Q tenzor harmadik skalarinvariansanak vehetd.
Osszegezve a szakasz eredményeit igazoltuk, hogy a (7.29) képlettel adott tenzor orto-
gonalis, ha Q;;; = +£1, ahol Q;;; a tenzor harmadik skalarinvariansa. QQ;;; = 1-re a (£.29)
alatti elgallitas megegyezik a véges forgatas R tenzoraval. Kévetkezésképp ortogonélis az
R tenzor.
Szokas a véges forgatas Ry, tenzorat a

(7.36) Y=vpg"=9¢n
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forgasvektor, illetve a hozzatartozo
(7.37) Wi = —EpmP™

ferdeszimmetrikus forgastenzor segitségével is felirni.
A (Z.36)) forgasvektor helyettesitésével adodik a (Z.28)-bol

1—cos sin
(7.38) Ry = cos ¢ g+ 72¢ Vb — v
Y Y
a véges forgatés tenzoranak méasodik alakja.

Tekintsiik most a

Jlkslpsl = €ksm ¢m 88” wr gu = 5StT Esmk wm wr gu =
= <5tm 0 —0"m, 5tk> Wn Yy gu = Vi V1 — Gl (AT

Eklm Wn

atalakitast, ahonnan

VY b =%+ gra V" Y -
Az utébbi eredmény (7.38))-ba torténd helyettesitésével

1—cosv sin ¢

Ry = cos v gu + 2 (YesW° 1+ g V" ) — v Ekim V",
azaz
1—cos sin
(7.39) Ry = g+ —r L s ¥+ v Wiy

a véges forgatés tenzoranak harmadik alakja.

7.2.3. A polaris felbontasi tétel. A véges forgatassal kapcsolatos eredmények is
megjelennek a kontinuumok alakvéltozasi elméletében nagy jelentdségii poléris felbontési
tételben:

Legyen pozitiv az F = F* g, ®@g! mdsodrendi tenzor determindnsa:

(7.40) |F*)|>0.
Ez esetben mindig megadhato az F az
(7.41) |F=RU=V-R|

alakban, ahol az U €s V' pozitiv definit szimmetrikus tenzorok, mig az R tenzor forgatds.
Emellett mind U, mind pedig V' egyetlen :

(7.42) U=VFT F; V=VF-FT.

Az F=R-U és F=V - R eléillitasok az F tn. jobboldali és baloldali polaris felbontésai.
Az igazolas els§ 1épésében megmutatjuk, hogy

F'.F & F.-F"
egyarant szimmetrikus és pozitiv definit. A szimmetria azonnal kovetkezik az
(FT.F)' =F"-(F)' =F".F,
(F-FT)' = (F")".F'=F.F"
atalakitasokbol. Az is fennall, ha a v tetszéleges vektor, hogy
v-F.-FT.v= (FT-V) . (FT-V) >0,
v-F'.F-v=(F-v)-(F-v)>0.
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Mivel az F invertalhato az F-v =0 (F'.v =0) egyenletnek csak v = 0 esetén zérus a
jobboldala. Kévetkezésképp

F'. F és F.FT

egyarant pozitiv definit.

Unicités. Legyen az F' = R-U az F egy jobboldali polaris felbontasa. Mivel az R
forgatas teljesiilni kell a

F''"F=U"R'"-R-U=U"
I

egyenletnek. A négyzetgyokvonassal kapcsolatos unicitasi tételt is kihasznalva megéalla-
pithato, hogy egy és csakis egy olyan pozitiv definit és szimmetrikus U létezik, amelyre
igaz, hogy a négyzete FT-F. Mivel U egyetlen, a (Z41)); alapjan adodo

R=F.U!

is egyetlen.
Létezés. Ertelmezziik az U-t a (7.42)); Osszefiiggéssel és legyen

R=F.U'.
Annak igazolasédhoz, hogy a (7.41]); polaris felbontas, mar csak azt kell megmutatni, hogy
az R forgato tenzor (vagyis det(R) >0és R -R=1).

Mivel det(F') >0 (feltevés volt) és det(U) >0 (U pozitiv definit), az kovetkezik, hogy
det(R) > 0. Masrészt
R'"R=U'"F' FU'=1I
——
U2
vagyis valoban forgatoé tenzor az R.

Ezzel a igazoltuk a jobboldali polaris felbontas létezését és unicitésat.
Ertelmezziik most a V' tenzort a

(7.43) V=R U-R"

modon. Mivel az R és U egyetlen, a V' is az.
Vegyiik észre, hogy a V szimmetrikus és pozitiv definit.

Valéban

(a) a szimmetria azonnal kovetkezik a
V'=(RU-R')' =R-(R-U"=R.U-R'=V
atalakitasbol.
(b) Ami a pozitiv definitséget illeti tetsz6legesnek tekintve a v vektort irhatjuk, hogy

v-Viv=v-RUR v=v-RVU-VU-RT .v=
\ 4

_ (\/ﬁRT~v)~(\/URT~v) - (\/ﬁ.RT.v)2 >0,

ahol VU - R invertalhato (zérustol kiilonboz6 a determinansa), ezért csak v =0
esetén lehet a jobboldal zérus: a V' tehat pozitiv definit.

A (743) egyenlettel értelmezett V-re nézve az is fennall, hogy
V.R=RU-RT.R=R-U-=F,
I

ami azt jelenti, hogy V - R a baloldali polaris felbontas.
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7.2. Gyakorlatok

Végezetiil vegyiik azt is észre, hogy

VI=RU-R'"-RUR =F F".
S— S ——

F I FT

Ez egyben azt is jelenti, hogy fennall a ([7.42)); egyenlet is.

1.

w

GYAKORLATOK

Ellendrizze, hogy az (y1,y2,ys) kartéziuszi KR-ben tekintett Q, és @, tenzorok
ortogonélisak!

Wi Wi Wl

Q =

=
I

W Wiy WIN

WIN Wl WIN
[ (V)

o =S S

l\)|§ N[—= N
ol
N N= N

Melyik tenzor forgatd tenzor?

. Igazolja, hogy az (y1, ys, y3) kartéziuszi KR origojahoz kotottnek gondolt @ tenzor

forgatotenzor. Hatérozza meg a forgatas tengelyét és szogét, ha

r 1 _1

2 V2 2

= 1 1 1
Q 2 V3 2
1 0o L

V2 V2

a tenzor matrixa ebben a KR-ben.

. Igazolja, hogy két ortogonalis tenzor 6sszege nem sziikségképp ortogonalis tenzor.
. Legyen P, Q és R ortogonalis tenzor. Igazolja, hogy a P-Q- R szorzat ortogonélis

tenzor.

. A P tenzort permutaciés matrixinak nevezziik, ha [pkq egy-egy soraban és osz-

lopdban all6 hdrom elem koziil ketts zérus, a harmadik pedig egységnyi. Mutassa
meg, hogy ez a tenzor ortogonalis.
Legyen az a egységvektor. Igazolja, hogy az alabbi tenzor ortogonélis:

Q=1I-2aR®a

Legyen a @ ortogonalis tenzor. Legyen tovabba n pozitiv egész szam. Mutassa
meg, hogy Q" ortogonalis tenzor.
Igazolja szimbolikus jel6lésrendszerben, hogy a

Q.a=+a
egyenletnek +q, (q, a tenzor vektorinvariansa) a megoldasa az a vektorra nézve,

ahol pozitiv az elGjel ha det(Q’;) =1 és negativ, ha det(Q’;) =-1
Legyenek valamely (z) gorbevonala KR egy P pontjaban

. 1 .
g1=1, g2:§7 g3 =13,
g =i, g?=2i", g’ =i
a kovarians és kontravarians bazisvektorok az (y) kartéziuszi KR bazisvektoraival
felirva — lasd a[d.2la. abrat. Ezek birtokdban

1 0

1
[Gmn) = 0 és [gkl] =10
1 0

o O
OrI= O
O = O
—_— o O



7. Specialis tenzorok

81

a két metrikus tenzor és

1 00 1 00
7,/ ]=[gni']=]0 5 0 s [tF]=1]10 20
0 01 00 1
a két transzformacios tenzor. Hatarozza meg az F' tenzor tenzor polaris felbonta-
sait:
0 -0.8 —12 0 —-32 -—-12
[Fr]=12 0 0 , [F,"]=105 0 0
0 06 34 0 24 34

(A teljesség kedvéért megadtuk a tenzor kontravarians-kovarians koordinatai mel-
lett a kovarians-kontravarians koordinatakat is.)






8. FEJEZET

Tenzorok analizisének elemei

8.1. DERIVALASOK GORBEVONALU KR-BEN

8.1.1. Bazisvektorok analizise. Ha valamely, mondjuk az u vektort parcialisan de-
rivalni kell az 2% koordinatdk szerint, akkor a bézisvektorokat is derivélni kell. Az (y)
kartéziuszi KR-ben érvényes

oyt oy W = gy =
képlet helyére gorbevonalit KR-ben a
ou 0 ouF dg
1 —— = (uFg,) = QL
(8.1a) orl  Or! (v g)) o' gt oxl’
vagy a
(8.10) o = gut (k8 =g g kg

képletek 1épnek, mivel a bazisvektorok is a hely fiiggvényei. A (81alb) képletek vilagosan
mutatjak, hogy a béazisvektorok derivaltjainak fontos szerepe van a vektorok és tenzorok
gorbevonali KR-ben torténd derivaldsaban.

Az (L40) és (L3]) osszefiiggések felhasznalasaval konnyen belathato, hogy

og,  0r  Og  PyP - Pyr  Ox”
Ozl ~ Orkor!  ork  0rkorl T drkor! oyr o
A tovabbiakban megallapodunk abban, hogy a helykoordinaték szerinti parcialis de-

rivalast, 0sszhangban az indexes jelolés szellemével, a

(8.3) air("'):("')a’“:("')’” aiyp(...):(...)ap:(...)m

modon szedjiik. Szavakban: az alulsé indexsorban irt vessz6 utan allo és a koordinatat
azonosito index is jelolheti a koordinata szerinti parciédlis derivaltat. Ez a jelolés az illetd
mennyiség alulsé indexsoranak legvégén kell, hogy legyen elhelyezve.

A T/, méasodfaju és I'y, els6faju Christoffel szimbolumokat a

(8.2)

(8.4) 80 =8k =18 =Tu,rg

egyenlet értelmezi. Hangsulyozzuk, hogy ez esetben a vessz6 utan allo6 r index nem par-
cidlis derivaltat jelol. Ha atszorzunk skalarisan a g? vektorral, akkor tekintettel a (8.2))
Osszefliggésre is, a

Ox 1

od _T749 _, P e
(8-5) 8k,1°8 —sz—y Lkl Dy?

képletet kapjuk I') szamitasara. A ([82) és (8.3]) Osszefiiggésekbd] egyarant kovetkezik,
hogy a I'}} ¢és I'y; , Christoffel szimbolumok szimmetrikusak a kl indexpar tekintetében:

(86) F]gl = Flt]]g ) I—‘k’l,r = Flk,r

83
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Késébb, a szakaszban igazolni fogjuk, hogy a Christoffel szimbélumok nem ten-
zorok.

A ([B2]) egyenlet gi-val torténd skalaris szorzésa utéan, ezittal az els6 egyenlGségjeltsl
jobbra &llo képletrészeket hasznositva a

gl g =Tu,g" g
50, gar

azaz a

(87) Flgl :FligTq

egyenletet kapjuk, ami azt fejezi ki, hogy 'y, , birtokdban I'}) az r index felemelésével
adodik. Ha a (84)-ben g, helyére g" = ¢"*g,-t frunk, majd atszorzunk skalarisan g,-val,
akkor a

L'y gr 8¢ = Fklﬂ'gmgs'gq = Fkl,rgmgsqu
—— —— ——

9rq Gsq 67'11
azaz a

(8-8) Lhig= F;:l Grq

eredmény adodik. Szavakban I'y; , a I'j, masodfaja Christoffel szimb6lum r indexének
lesiillyesztésével szamithato.

A g" fels6indexes bazisvektorok z! szerinti parcialis derivaltja ugyancsak megadhato
a Christoffel szimbolumok segitségével. Valoban, ha a 9%, Kronecker szimbolumot parci-
alisan derivaljuk az z; szerint és felhasznaljuk a (8.6]) osszefiiggést, akkor a

0=0%,1=(8"8kr) 1=8"18r+8"8k.1,
——

il
illetve a
g’ g =4
Osszefiiggés adodik, ahonnan
(8.9) gli=-Thg".

A Christoffel szimbolumok kiszamithatoak a (8.5) és (8.8) képletek segitségével, felté-
ve, hogy mind az % = z%(y', 4%, y3) fiiggvények, mind pedig az y' = yi(x!, 22, 23) inverz
fiiggvények ismertek. A Christoffel szimboélumok meghatarozasara azonban tovabbi lehe-
tGségek is vannak.

Derivéljuk a g, metrikus tenzort x? szerint és hasznaljuk ki a (2:3a) és (84]) képlete-
ket :

(8.10) Grs,p=(8r'8s) ,p=8r,p 8T8 8s,p=DLrps+spr.
A ([BI0) osszefliggés alapjan adodo

Grs,p= Frp,s"'rsp,r s

Gps,r = Fpr,s+rsr,p )

Gpr,s = Fps,r+rrs,p

egyenleteket 1/2-el szorozva és az elsé kettd 6sszegébdl az utolsot levonva a

1
(811) Fpms:Q (grs,p+gps7r_gp7“,8)

az eredmény kovetkezik.
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Tovabbi lehetGséget kinal a Christoffel szimbolumok szamitasara a (8.7) Osszefliggeés
alapjan a gP™ szimmetriaja és a (8I0) képlet kihasznalasaval irhato
m

m m 1 m
ka:ka,pgp :§£ka,p+rkp,ngp 259 pgmpJv

Imp , k
egyenlet, ha figyelembe vessziik az alabbiakat :

(1) AG™ g, =g,0™, egyenlet — itt G™? a vonatkozo adjungalt — g, szerinti parcialis
derivaltjat képezve azt kapjuk, hogy

OG™ ggr  0go oG™ - Ogqr _

= 0™, , hiszen =0é =
agp?” agpr agpr agpr 1
—_——— N——
G™masp, 6?;90
mp

Innen 1/g,-val torténd atszorzéssal az

iwfwzgmhzi_a%
9o 9o OGmp

Osszefiiggés kovetkezik.
(2) A (BI5a) szerint g, = (7,)°.
A fentiek alapjan

11 990 Ogmp 11 g, 1 O
(8.12) o= = 990 CImp _ - 2 Y90 _ - Do
2 go OGmp OxF 2 g, Ok ~, OxF

8.1.2. Tenzorok-e a Christoffel szimboélumok. Vizsgaljuk meg azt a kérdést, va-
jon tenzorok-e a masodfaju Christoffel szimbolumok. A () gorbevonali KR-ben a (8.3])
Osszefliggés alapjan — ezuttal mindeniitt kifrva a parcialis derivaltakat és felhasznélva a
bazisvektorokkal kapcsolatos (A21]) transzformécios szabalyt, valamint a béazisvektorok
szamitasanak (L40) alatti képletét, tovabba a lancszabalyt

8/gp /k_a/gp agk m _

mk _— . — .

Loi= e 8 = Gea opm ©
P ogh 0 [ 0r Oz Ox® OEF
T 9crogd 9xm® T 9rs \dxnocr ) agd gxm ©

a masodfaju Christoffel szimbolum. A tovabbiak sorén elvégezziik az x° szerinti derivélast,
¢és ismét alkalmazzuk a bazisvektorok ([L40]) szamitési képletét:

g, Ox" Oz° Dz ok
5 T8n opm S T
Ox® O0EP OE1 0EPOET ) Ox
_O0gn ,, Ox™ Oz° ock 0?xm ock
T rc ® 9er 9gd drm T Ogracd dxm
OPxn oLk
=Tt "t Tk :
ns “’p q Tm+a€pa€q axn
Ez az eredmény mar tiikrozi, hogy a masodfaju Christoffel szimb6lumok nem tenzorok. Ha
ugyanis azok lennének, akkor — 6sszhangban a kovariédns és kontravarians indexek transz-
formacios képleteivel — az aldhiizassal kiemelt részek egyenlGségének kellene fennallnia.

A jobboldalon 1év§ mésodik Osszeadandd jelenléte tehat annak a bizonyitéka, hogy nem
tenzorok a masodfaju (kovetkezésképp az elséfaja) Christoffel szimbolumok.

/Fk _

pqg

0" =
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8.2. TENZORMEZOK DERIVALTJAI

8.2.1. A derivaltak értelmezése. Legyen az
u(t)

valamilyen tenzor (skalar, vektor, masodrendi tenzor, etc.) skalar fiiggvény, amelynek a ¢
skalar a paramétere (ez az idg, vagy valamilyen mas skalar paraméter pl. az s ivkoordinata
lehet). Az u(t) fiiggvény t helyen vett w(t) derivaltjat, ha az létezik, az
: du . 1

(8.13) u(t) = e (1112(1) o [u(t+a)—u(t)]
Osszefliggés értelmezi. Mivel két ugyanolyan rangi tenzor kiilonbsége az eredetiekkel azo-
nos rangu tenzor a skalar paraméter szerinti derivalas nem valtoztatja meg a tenzor rang-
jat. Az u(t) fiiggvény sima, ha az u(t) derivalt létezik és folytonos a tenzor skalar fiiggvény
értelmezési tartoméanyaban.

Tegyiik fel, hogy differencidlhato az u(t) a ¢ helyen. Ekkor a (8I3]) szerint

lim & [u(t+a) —u(t) — air(t)] = 0,

a—0
azaz
(8.14) u(t+a) =u(t) +ua+o(a),
ahol
lim 24 _ g
a—0

vagyis o(«) gyorsabban tart zérushoz, mint «. A (8I4]) képlet azt fejezi ki, hogy az
u(t+a) —u(t)
kiilonbség linearizalhato a ¢ helyen.
Tekintsiik most az 2((r) tenzormezst (az A(r) skalar,

vektor, masodrendi vagy magasabbrendd tenzor lehet a P
pont kornyezetében). Az 2(r) fiiggvény differencialhaté az

AT r helyen, ha az
P @ A(r+Ar) —2(r)
kiilénbség felirhato az
g r4+Ar (8.15) A(r + Ar) — A(r) = DA(r)[Ar] + o(Ar)
alakban, ahol DRA(r) a derivalt,
D2A(r)[Ar
i (r)[Ar]

homogén lineéris fiiggvénye a Ar-nek, mig az o(Ar) tag
gyorsabban tart zérushoz mint a Ar. Maga a homogén li-
8.1. abra. Ar szemléltetése nearis tag a
(8.16) D2A(r)[Ar] = lim ! [RA(r+aAr) —A(r)] = 4 [RA(r+aAr)]| ,_,
a—0 o da
modon szamithato.
Példaként tekintsiik a ¢(r) = r-r skalarfiiggvényt. A (8.10]) Osszefliggés alapjan

Do (r)[r] = - =

— [¢r+adn)]l,_o =

r-r+2ar-Ar+o’Ar-r)| =
a=0

= (2r-Ar+2aAr-r)|,_,=2r-Ar

a Ar-ben linearis tag.
A BI3) ¢s (BI6) értelmezések KR fliggetlenek.
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A homogén linearis tag () gorbevonalu KR-ben torténd szamitasahoz feltételezziik,

hogy
Ar=Az% gy .
Mivel a K index rogzitett ezzel a valasztassal (a) g irdnya a Ar a P pont kornyezetében,
(b) és ezért ugy tekinthetd, hogy az U(r) a t=2% skalar fiiggvénye, a masik két koordinéta
pedig rogzitett. Kovetkezdleg
K K
A(r+Ar) =2A(z” +4z7),

t a

ami egyuttal azt jelenti, hogy a homogén linearis tag a (814]) részeként megjelend ua
formula alapjan szamithato:

oA 0
(8.17) DAAr] = — N = (2(@ — gK) Ax gy
~ K \ ,
\a;f/; a=AzK=0 « O AxK=0 Ar

t

Az utobbi képlet alapjan a

0
8.18 V=g'_—
(8.18) g o
egyenlettel értelmezziik a nabla operatort. Vegyiik észre, hogy
k 9 ) axk d 11 9

& ouk ~ & Bel sk~ B et

ami azt jelenti, hogy valodi vektor a nabla operétor.

8.2.2. Gradiens, divergencia, rotacié. A nabla operator felhasznalasaval a (8.17)
Osszefliggés koordindtairanytol fiiggetlen, azaz tetszéleges Ar-re érvényes modon a
(8.19) DRA[Ar| = (ARV)-Ar
alakban irhato6 fel, ahol

oV ha az A skalar, ezt ¢ jeloli
(8.20a) ARV = ¢ vV ha az A vektor, ezt v jeloli
T®V ha az A tenzor, ezt T jeloli

az 21 jobboldali gradiense.
Az A baloldali gradiensét, a fentiekhez hasonlé modon az
Vi =pV
(8.20D) VA=< Vev
VeT

alakokkal értelmezziik.
A jobboldali gradienssel

(8.21) DA[Ar] = Ar- (V@A)

az 21 tenzor linearis része a P pont kornyezetében.
Els6, vagy magasabbrendi tenzor esetén az

v-V Vv
(8.22) A-V=—<¢ T -V és V-A=—< V. T

képletek értelmezik a jobboldali és baloldali divergenciat.
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Els6, vagy magasabbrendi tenzor esetén az

vxV V xv
(8.23) AXxV =1 TxV és VxA= ¢ VXT

képletek értelmezik a tenzor jobb-, és baloldali rotaciojat.
Valamely tenzor gradiense, divergenciaja, rotacioja eggyel magasabbrendi, eggyel ala-
csonyabb rendi, ugyanolyan rendd tenzor, mint az eredeti tenzor.

8.3. KOVARIANS DERIVALT

8.3.1. Vektormezd gradiense és divergencidja gorbevonali KR-ben. Tekint-
siik az u=u"* gy vektormezét. A bazisvektorok derivalasaval kapesolatos (B.4) dsszefiiggést
kihasznélva, majd alkalmasan nevezve 4t a néma indexeket, irhatjuk, hogy

Ju

u,zzuk lgk+ukgk zzuk,zgwu’“FZzgs:
=[u* 1 +uTh] g

Az utébbi képlet alapjan az

(8.25) ub . =uf | fu Tk

mésodrend( tenzort az u* kontravarians vektor kovaridns derivdltjdnak nevezziik. Az u* .,
kovarians derivalt az u vektor z! szerinti parcialis derivaltjanak gj, iranyt vektorkoordi-
nataja.

A kovarians derivéltat itt, és a tovabbiakban is, pontosvesszé utan allé és a derivalasi
valtozot azonosité alsd index jeloli.

A bevezetett jeloléssel atirhato a (8.25]) Osszefliggés:

ou

(826) %:uJ:uk;lgk_
Ennek az egyenletnek az alapjan adodik, hogy
0 0
(8.27a) u®V—u®W auz ®g' =u", gog
a jobboldali, és
0 Ju
(8.27b) V®u:ga ;Qu gl®@zuk;zgl®gk

a baloldali gradiens.

Ha az uj g* alakban adott az u vektormezs, akkor a (8.25)-ra vezeté gondolatmenet
ismétlésével és a felsGindexes bazisvektorok derivaltjat ado (89) képlet felhasznalasaval
kapjuk a vektormezs jobboldali gradiensére az

0 0
(8.28) uaV=u,gte e’ = <a Uk >®gl=

= [Umg +Uupg ,z}®g = [Uk,lgk—ukrjgs}@?gl:

=[up,i—u,Ty) g"®g',
vagy ami ugyanaz az

(8.29) u®V:uk;lgk®gl
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képletet, ahol

(8.30) g =up—url'y

az u; kovarians vektor kovaridns derivaltja.

A (B20) és (B30) képletekbdl az is latszik, hogy egy vektor kontravarians és kovarians
koordinatainak kovaridns derivaltjai nem azonosak. (Lasd még aB32l alszakaszt.)

Az u vektor divergencidja az u és a V skalaris szorzata. A (8.20), (827al), valamint
a (B29) és (8.30) képletek felhasznalasaval kapjuk, hogy

(8.31) u-V:V-u:uk;lgk-gl:uk;ldkl:uk;k:uk,k +u5f‘fk:
Zuk;lgk'glzuk;zgklzgkl (w1 —upl'g)
8.3.2. Tenzor gradiense és divergencidja gorbevonali KR-ben. Tekintsiik a

T =t" g, ®g; masodrendii tenzort. A tenzor jobboldali gradiensének szamitasa a (8.24),
(B25)-re vezets lépésekkel torténhet:

(8.32) TeV= ax—m(tklng@gl) RgM =
= [tkl,mgk@gl+tklgk,m®gl+tklgk®gl7m] ®gm =
= [t" o grg+t"T, g0+t g T 8] 0g™ =
= [tkl,m"‘rsﬁ@td"‘rslmtks} g.Rg g™
=t" e emeg™,
ahol
(8.33) P i Tk el

a t* masodrendt tenzor kovarians derivaltja. A (8.33)) vezets atalakitasok lépéseivel kap-
juk, hogy a t¥;, ;! vegyes indexes, valamint a t;; kovaridns alaknak rendre

tkl;m :tkl,m+rsﬁ1t8l_rl;tks )
(8.34) telim =t =TSt DL

kl,m s s
thiym =1 =Dy ta =T, ths

a kovarians derivaltja.
A T tenzor jobboldali divergenciaja a ([822)),, a (8:32), valamint a (833) egybevetése
alapjan a
(8.35a) T-V=t",g0g 8" =t". e
S

§m
illetve a bazisvektor elhagyaséaval és a kovarians derivalt részletezésével a
(835]3) '[;km;m — tkm,m+rs]fn t5m+rsnn1 tks

alakban irhato fel.
Ha egyenesvonaliva valik az eredetileg gérbevonali (z) KR, akkor allandoak a g, g'
bazisvektorok, kovetkezésképp eltiinnek a Christoffel szimbolumok. A kovarians deriva-

lasokkal kapcsolatos (8:29), (B30), (833) és (8.34) képletek pedig a szokvanyos parciélis
derivalédsokra egyszertisodnek.
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Legyen differencialhato a dklp gr ®g' ®gP harmadrendi tenzor. A (84), (89) felhasz-
nalasaval ismételve meg a (8.33)) és (B.34) képletekre vezets gondolatmenetet a

(8.36a) (d*,g®g'®g") OV =
= (d*, 8: 08 ©8" 0n) Ogm =d" ., 88 ©g" D m
eredmény adodik a tenzor jobboldali gradiensére, ahol

(836b) dklp;m = dklp,m+FT]:Ls dslp - FlL:rL dksp - F;m dkls

a tenzor kovarians derivaltja. Nem nehéz meggy6z&dni arrél az eddigiek alapjan, hogy a
dklp tenzornak pedig

(8.37) " =d" AT d¥ 4T v T dM

p

a kovarians derivaltja.

8.3.3. A metrikus és epszilon tenzorok kovarians derivaltjai. A metrikus ten-
zorok kovarians derivaltjai zérus értéktek:

(8.38) g =0, &F

l;m:07 gkl;mzo'

A fenti egyenletek koziil csak az els6t igazoljuk mivel a masik két esetben is hasonldéan kell
eljarni. Elss lépésben felirjuk a (833) alapjan a kovarians derivaltat, majd helyettesitjiik
a metrikus tenzor (2.3D]) alatti definiciojat, és elvégezziik a kovarians derivalt els§ tagja
esetén, kihasznalva a bazisvektorok derivaltjaival kapcsolatos (8.9]) 6sszefiiggést a parcialis
derivalasokat :

(839) g™, =g 4T E g+ g" =g, gl re" gl AT g+ g™ =
= _F'I’I:LS gs'gl_rfrlns gs'gk+rnlisgsz+F7ZrLsgks =0.
Ugyancsak zérus értéktiek az epszilon tenzorok

(840) 8pqr.m:0, 8le;m:0

3

kovarians derivaltjai.

Az alabbiak csak a (8.40), Osszefiiggést igazoljak. Legyen az a = a,gP és b = b,g?
tetszbleges, de allando vektor, melyre |a] # 0, |b| #0 és ¢ =ax b # 0. Mivel allando az
a=a,g’ és b=b,g? vektor zérus a kovaridns derivaltjuk:

pim =0, by.m=0.

Képezziik, kihasznalva, hogy a szorzatderivalas szabélya a kovaridns derivaltak esetén is
érvényes, a két vektor ¢” =eP?" a, b, vektoridlis szorzatanak kovaridns derivaltjat. Mivel
allando a c vektor, fenn kell allnia a

r — par —
c smo (5 a’pbq)H”_
— ~Ppgr par par — ~Ppgr —
=P apby+ePap by +eayby =" apby =0
SN~~~ N~~~
0 0

egyenletnek. Az alahuzott tag csak akkor tinik el tetszéleges a, és b, esetén, ha
et . =0.

Ezt kellett igazolni.
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A ([B38)) és (8A0) osszefiiggések kovetkezménye, hogy nincs hatéssal a kovarians deri-
valt értékére a képletekben megjelend metrikus, vagy epszilon tenzor. Ha az A masodrendt
tenzor akkor fennall példaul, hogy

(gklals>;m :gklals;m

(8.41a) r -
(gmna' s);r =0Ggmna s

és

(8.41b) (€ ars);m=€""ars;m

r - r
(gk’lr a s) in = E gl @ s;n
stb., ahol a;s és a”, az A tenzor kovarians, illetve kontravarians-kovarians koordinatai.

Vagy pl. a T tenzor jobboldali divergencidja a (8.35h]) Osszefliggés alapjan az alabbi
moédon is felirhato:

(841C) tk’m;m _ (tk’pgpm);m — tk’p;mgpm ]

8.3.4. Vektormezd rotacioja. A Laplace operator. Az u vektor jobboldali uxV
rotaciojara a (828)) és (8.29) felhasznalasaval az

(8.42) uxV —upghx 2 gl =
T

eredményt kapjuk.
A Laplace operatort a (8.31]) segitségével kapjuk, meg ha wy, helyére ¢ -t gondolunk,
ahol ¢ egy skalarmezd:

) )
(8.43a) Np=V V= <gl @) : (g’“%) =g'g"(0.0)u=9"(0.1) .
ahol

(8.43b) (D k)= u—Tros.
Ugyanigy mutathaté meg, hogy a

(8.44) Aug =g " Uk, s

kifejezésben

(8.45) anm

a Laplace operator, amely mtikddtetheté barmilyen tenzorra.

8.4. A RIEMANN-CHRISTOFFEL-FELE GORBULETI TENZOR

8.4.1. A derivalasok sorrendje. A Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor fogal-
ménak bevezetéséhez vizsgaljuk meg a kovarians derivalasok sorrendjében bekoévetkezd
valtozésok hatéasat. Legyen az a,, a hely fliggvényében legalabb kétszer differencidlhato
vektormez6. Vizsgéaljuk meg miként szamithato a
(8.46) Dingp = Qs qp — Qs pq

kiilonbség, ha elvégezziik a kijelolt derivalasokat. A (8.34)); derivalasi szabaly alkalmaza-
saval — a,,., felel meg t;;-nek — a kisebbitendére nézve az

J— S S
Am;qp = (am§(I)7p_Fmpas5q_quam§S
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eredmény kovetkezik. Felcserélve a q és p indexek sorrendjét a kivonandot kapjuk, mellyel
azonnal szamithato a kiilonbség:

(8:47)  Dugp = (@imsq) p— (am;p)g_rfnpasm_rfnqasm:
:(amq—anqas),p—(am,p—l“fnpas),q—
—Iyo(asq—Tla)+00, (a5 ,—Tla,) =

={0,} =0 g+ DL —TL T2 b ay.
Tomor alakban

(8.48) Um;qp — @m;pg = leqp ap,
ahol
(8.49) R =010, -0l +DL s —T.Ts.

az un. Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor. Vegyiik észre, hogy leqp formailag egy-
szer kontravarians, haromszor kovarians negyedrendi tenzor. Visszaidézve, hogy a Ch-
ristoffel szimbolumok a metrikus tenzorbol képezheték — v.6.: (8I1)) —, azonnal adodik a
kovetkeztetés, hogy leqp fiiggetlen az a; vektormezstol. Az is kiolvashato a (8.49) egyen-
letb6l, hogy csak akkor cserélhetd fel a kovarians derivalasok sorrendje, ha azonosan zérus
a Riemann-Christoffel tenzor.

Ha az a; valodi vektor, akkor az a,.qp €S G, p, kovarians derivaltak valodi tenzorok.
Mivel két valodi tenzor kiilonbsége ugyancsak valodi tenzor, a (8.49) baloldala, kovetke-
zésképp a jobboldal is valodi tenzor. Ha a (849) jobboldala valodi tenzor — ne feledjiik,
hogy az a; valodi vektor —, akkor az leqp Riemann-Christoffel tenzor ugyancsak is valo-
di tenzor. Kévetkezdleg koveti kontravaridns indexe, és kovarians indexei tekintetében is
az (B.3)) alatti szabéalyt. Fenn kell tehat allnia a

or' oy* oyv oyv
8.50 R ='R*
(8.50) map Y oyz g™ dxd OxP

egyenletnek. Mivel az (y) kartéziuszi KR-ben a bazisvektorok derivaltjai és igy a Christ-
offel szimbolumok is azonosan zérusok kovetkezik (8.49)-bél, hogy 'R?,,,, = 0. Ez viszont
a (B50) szerint azt eredményezi, hogy

l
(8.51) R, =0.

Szavakban: A Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor azonosan zérus a hdrommeéreti
euklideszi térben. A kovaridns derivdldsok sorrendje pedig felcserélhetd.

8.4.2. A Riemann-Christoffel tenzor tulajdonsagai. Az alédbbiak a tenzor legfon-
tosabb tulajdonsagait veszik sorra. A tenzor alsdindexes alakja indexsiillyesztéssel adodik

a (849)-bol:
(852) leqp glsRsmqp (anpaq) gsl— (F;qap) gSl—i_anpFSq,l_anqFSP,l :
Az Rpgp alkalmas alakra torténd transzformalasa érdekében a
aqrmp,l = aq (anp gSl) = (anp aq) gSl—i_anp (gSl aq)
egyenletbe helyettesitjiik a (23al) és (84]) osszefliggések felhasznalasaval adodo
(gsl>,q = gs,q'gl+gs ‘Bl,q= Fqs l+Fql,s
képletet és kifejezziik az eredménybdl a (FS 9) ) g s tenzort:

(8.53) (T3p0q) 91 = 04 Tomp 1 =Ty (Dgs 14+ Tt ) -
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A (B52) osszefiiggés, valamint a (8.53)-bol a ¢ és p indexek felcserélésével adodo képlet
(B5T)-ba helyettesitésével és alkalmas indexstillyesztéssel az

leqp = aq FmpJ_ap quJ -
— T (Psg i+ T, )+ (Cap 14Ty )+ 00 Usg =T Dap i =
=0y Lonp 1= 0p Tong i+ 9" (T Tsg =T Lsp 1)

eredményt kapjuk. Az utobbi egyenlet jobboldalanak elss két tagja atalakithato a (81T
képlet segitségével:

I _ = _
T Lo 2 | 0x10xP  Ox10xz™ Ox10x!
1 |: 82gml a2gql aQqu }

1 { %G % %G pm ]

ap qu,l = 5

OxPdrd  JxPdxr™ JrPix!
A kapott képletekkel

R :1 a2glp a2gmq B a2glq B a2gmp
(8.54) o | GOz Orloxr  dxmdr?  O0rldzd

+9" (Upplsg.1 =Ty Usp 1)

a Riemann-Christoffel tenzor értéke.
Kiolvashato a (8.54]) osszefiiggésbol, hogy

(8.55) Rimgp = —Romigp , Rimgp = —Rimpg -

Ez azt jelenti, hogy a Riemann-Christoffel tenzor ferdeszimmetrikus az elsé és masodik
indexparja tekintetében. Az indexparok cseréje viszont nincs hatassal a tenzor értékére,
azaz

(8.56) Rimgp = —R gpim -
Ugyancsak a (854]) kozvetlen helyettesitésével ellenérizhets, hogy
(8-57) Rimgp+ Ripgm + Rigmp = 0.

A tenzor 6sszesen 81 eleme koziil csak
Ri212, Riziz, Rases, Ri2iz, Roizz & Raiso

nem azonosan zérus és fliggetlen.

8.5. GORBE MENTI KOVARIANS DERIVALT

8.5.1. A derivalt értelmezése. Legyen
(8.58) r=y" [2'(t),2%(t),23(t)] ik te [t to] ta>t
a szakaszonként sima L térgorbe egyenlete, ahol ¢ a gorbe paramétere. Tekintettel arra,
hogy ismeretek az y*(z!, 22, x3) fiiggvények, azt is mondhatjuk, hogy
k=2t

az L térgorbe egyenlete az (x) gorbevonalu KR-ben.
A tovabbiak az L térgorbe sima iveire vonatkoznak.
Legyen

k
p o dr
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Az r(t) vektor ¢ szerinti derivaltja az £ térgorbe érintGje. Az (L40) és (B.59) osszefiig-
gések felhasznélasaval irhato, hogy

dr  dr dz* &
(8.60) T deF a8k
Legyen az A= A(z!, 22, 23) differencidlhato tenzormezs. Az altalanossag megszoritas

nélkiil feltételezhetjiik, hogy az A tenzor g-adrendd (¢ > 1) az £ térgdrbén (és annak kor-
nyezetében). Az A tenzormezd t paraméter szerinti derivaltja az £ térgdrbén, tekintettel
a (809), (L40) és (B8I8) képletekre

dA 0Adz? O0A 0A . 0A |

W e dt ot owr vV T & B = (ABV)Y
alakia. Ha ¢ = 1, akkor vektor az A tenzor. Tegyiik fel, hogy ez az eset forog fenn, és
gondoljunk a* g;-t az A helyére. A (859), (R27) és (R20) dsszefiiggések felhasznaldsaval,

az utobbi képlet esetén ak-t gondolva az u* helyére, adodik, hogy

da Oa dz? Oa %
T o dl o {% (a g'f)} o=

_ k k s D __ k p
=gk (a P ] ) vwW=gra® 0",

Ha ¢ = 2, akkor masodrend( tenzor az A. Tételezziik fel, hogy A =a* g, ®g,;. A (86
Osszefiiggésre vezetd gondolatmenet 1épéseivel, ezittal a (8.32) alapjan irhato

(8.61)

0
—aklgk@)gz: (akl,m+rsﬁ1a81+rsl¢71aks) 2,08

OxP
képletet és a (B.33)-et hasznélva fel a
dA 0
(862) E =P % (akl gk ®gl) =

= (akl,P+Fp]:aSl+Fplsaks) "WEgLRg = akl;pvpgk’@)gl

eredmény kovetkezik.
A (B6I)-bol kiolvashato, hogy a

da
8.63 — =af P
( ) dt P gk
paraméter szerinti gorbe menti derivalt
k k k
wa". = (a 7p—|—Fpsas) vP

vektorkoordinataja abban kiilonbozik a formailag vektornak vehetd

da®*  Oa* dzP
64 — =qat
(8.64) a oz a oY

derivalttol, hogy az utobbi derivaltban nincs figyelembe véve, hogy L térgérbe mentén
nemcsak az a*, hanem a g, bazisvektor is valtozik.

Bevezetjiik, felhasznalva a (8.5.1]) és (8.64)) képleteket is az értelmezéshez, a t paraméter
szerinti abszolut, vagy belsd derivalt fogalmdt, melyet vektormezé esetén az
da* da*

8.65 —=— 41T ta’
(8.65) st @ Ut

egyenlet értelmez.
Vegyiik észre, hogy a fenti definicié akkor is hasznalhato, ha az a* vektormezs csak a
L térgorbén ismert. Ha az A tenzormezd nemcsak az £ térgérbén, hanem az L térgdrbe
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kornyezetében is adott és differencialhato — ez a (8.61) ¢s a (8.62) levezetése soran hallga-
tolagos feltevés volt —, akkor a derivalhato az x? szerint és igy a (8.65]) jobboldala a (8.64)
és (B6])) egybevetése alapjan atalakithato:

da* k k k
5t =" (a 7P+Fpsas) =v"a
Masként fogalmazva, ha a differencidlhatéo A tenzormezs ismeretes az L térgorbe kornye-
zetében is, akkor a d(---)/dt operator a

J
(8.67) E(...):Up(...);p
egyenlettel értelmezhetd.
Ha az A mésodrendd tenzor csak az L térgérbén van értelmezve, akkor a (8.69)
definicionak a (8.62)) 6sszefiiggésbdl adodoan a

sak dat
(8.68) %:%—FUPF asz+vpl“plsaks

(8.66)

P

egyenlet az analogonja.
Koénnyen belathato, hogy a (867) alatti értelmezés nemcsak vektormezére, hanem
barmilyen rendd tenzormezdre is érvényes feltéve, hogy a tenzor nemcsak az £ térgérbén,

hanem annak kornyezetében is ismert. Ha zérusrendi a tenzor, azaz skalarrél van szo,
akkor

o d

6t dt’
Nem nehéz belatni, hogy a tenzorok abszolut derivaltjaira érvényes a szorzatderivélas
szabalya. A g* &%, g,, metrikus, valamint az £?4" és e,,, epszilon tenzorok abszolit
derivaltjai zérus értékiek.

8.5.2. A térgorbe geometridjanak elemei. A dr ivelemvektor
(8.69) ds® = (dr)? =dr-dr

négyzete egyben az elemi ivhossz négyzete is. A ([LI7T),, valamint a (2.3al) Osszefliggések
felhasznalasaval a fenti képletbdl az

dz® da!
(8.70) dsQZgdekdxl:gM?Ed t?

eredmény kovetkezik. Eszerint az L térgorbe [ hossza integralassal adodik:

2 k
(871) [:/ gkl —— dz didt_/ \/gklv (Y dt
¢1

Ha a t helyett az s ivkoordinatat teklntjuk az L térgorbe paraméterének és s(t!) = 0,
tovabba s >0 ha t > ¢!, akkor

[=s, ha t>t'.
A tovabbiakban feltételezziik, hogy az s ivkoordinita az L térgérbe paramétere. A X
érintiranyu egységvektor tekintettel az (L40) Osszefiiggésre a

dr dr dz* dz*

(8.72) ds _ dz* ds  ds °F

alakban irhato, ahol
B da*

k
(8.73) = —
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az érintiranyi egységvektor kontravarians vektor koordinataja. Mivel a A* egységvektor

da® da!
8.74 AA=NgrNgr=gu NN =gy ——=1
( ) 8r A8l =0kl Gkl ds ds
Vegyiik észre, hogy az utobbi egyenlet a (8.70]) képletbdl is kovetkezik, ha dt helyére ds-t
frunk.

Ami az abszolut derivéaltakkal kapcsolatos (8:63) és (B68]) Gsszefiiggéseket illeti a (859)
és (B73)) egybevetése utén, ds-t irva a dt helyére a

da*  da*
S =g T T
(8.75) a0
oa dakl prk ml pFl km
S ds +orl e+l a

képletek adodnak. Ha az A tenzor az L térgdrbe kérnyezetében is ismert, akkor a (8.67)
alapjan adodo
o
8.76 — ()= \P(-- ).
(8.76) Sl =N,

derivalési szabaly is alkalmazhato.
Ha az n* vektor merdleges a A érint6 egységvektorra, akkor elttinik a két vektor
skalaris szorzata:

(8.77) n-A=gun"AN=0.

Az n vektort a gérbe normalisanak nevezziik. Ilyen végtelen sok van a gérbére merdleges
sikban.

8.2. abra. Erint6, normaélis, binormélis

A (BT egyenletben allo kvadratikus tag értéke allando és egy. Kovetkezésképp zérus
értékd az abszolut derivaltja:
O

16
- — MNAY =g =—Ne=0.

2 55 (gkzl ) Gkl 55

A [BX7) és (BT8) képletek egybevetése szerint a dA!/ds vektor az L térgdrbe egyik nor-
mélisa. A J\'/ds normalissal parhuzamos egységvektort u'-el jeloljiik és a

(8.78)

K = —
(8.79) =5
guput=1,  K£>0
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egyenletekkel értelmezziik. A képletekben allo x az L térgorbe gorbiilete. Ez pozitiv vagy
zérus. Ayl egységvektor pedig az L térgérbe tn. fénormdlisa.

A térgorbe adott pontjaban a A érinté és p f6normalis altal kifeszitett stk a gorbe
simulosikja.

A k gorbiilet reciproka az L térgérbe R gorbiileti sugara:
(8.80) rR=l R>0.

K
Ha a p* és Al merélegességét kifejezd
(8.81) G A =0
szorzat abszolut derivaltjat képezziik majd az eredménybe helyettesitjiik a
grptn' =1 6 guAN =1
egyenleteket, akkor a

) Sk S
8.82 = (gm " X) = g (B N4 pt ) =
( ) 5 (le,u ) 9K\ 5 +u 5
St St
— g Nk g = g (H A4 L) =0
0s — 0s
gL ARN b
képletet kapjuk. Legyen
) k
(8.83) b= Ak 2
0s
A (BR82) egyenlet szerint b* és A meréleges egymasra:
(8.84) gub* A =0.

Vegyiik észre, hogy a (8.77) képletre vezets gondolatmenet a gpu” u! =1 szorzatra is
alkalmazhato. Kovetkezésképp fennall a
St B
§s
egyenlet. Ez azt jelenti, hogy mer6legesek egymasra a u* és du'/ds vektorok.

A (BRI és (BBH) képletek felhaszndlasaval azonnal adodik, hogy a b' vektor a p*
fénormalisra is merdleges. A (R.83)) segitségével valoban irhato, hogy

(8.85) G 11 0

kel k Lo kel L opt
Gr b =g p /‘?)\‘Fg =RKGu AN+ g b gzo,
0 0

A V' vektorral parhuzamos v egységvektort, mivel mind a X érint6 egységvektorra, mind
pedig a p fénormalis egységvektorra merdleges binormdlisnak nevezziik, és a

(8.86) V= P )Pyt

egyenlettel értelmezziik. Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a AP, u? és /! vektorok jobbsod-
ratt triddot alkotnak, hiszen a (880 értelmezs egyenlet felhasznalasaval adodik, hogy

(8.87) yt = ePINP I =1

A X érint6, a p f6normalis és a v = A X p binormaélis alkotta triddot kisérs triédernek
szokas nevezni.
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A (B.80) és a (B.83) egybevetésébdl a

b =11t :K)\l%—(s—'ul ,
0s
vagy atrendezve a
) l
(8.88) 5—/; =7l — k)

eredményt kapjuk, ahol a 7 E 0 az L térgorbe torzidja az adott pontban.

Tovabbi hasznos Osszefliggés vezethets le, ha a (8.80) egyenlet abszolut derivaltjat
képezziik, majd helyettesitjik a (879) és (888 képleteket és kihasznéljuk, hogy zérus a
parhuzamos vektorok vektorialis szorzata:

ov! oA )

= = clpa 5—: pg+e?iA, % = kPP I+ PN, (Trg — KAy = —TEP Y\,
Ha figyelembe vessziik, hogy jobbsodratu triddot alkotnak a v?, A, és u? vektorok a
gl v, \, vektorszorzatra a u! érték adodik. Ezzel

%
8.89 — =7y
(8.89) 5o = TH
A [BT9) (B38) és (B.89) képletek az un. Frenet formulak.
GYAKORLATOK

1. Tegyiik fel, hogy u* valodi vektor. Igazolja, hogy ekkor valédi masodrendii tenzor
az u*.; kovarians derivalt.

2. Tegyiik ismét fel, hogy u* valodi vektor. Mutassa meg, hogy ekkor valodi skalar
az u® .}, divergencia.

3. Igazolja, hogy zérus értékiek a 6%, és g,,.,, kovarians derivéltak.

4. Igazolja a (8.39) egyenlet kapcsan részletezett 1épésekkel, hogy €., = 0.

5. Mutassa meg, kétf¢leképpen is, hogy €4,,..,,, = 0.

6. Igazolja, hogy egyenes az r(s) térgorbe, ha tetszéleges s-re zérus a gorbiilete, azaz
ha k(s) =0.

7. Igazolja, hogy sikgorbe az r(s) térgorbe, ha tetszéleges s-re zérus a torzidja, azaz
ha 7(s) = 0.

8. Az 33 tengelyti csavarvonalnak

(8.90) r = Rcos i)+ Rsinpiy+mpis, m #0

az egyenlete, amelyben R > 0 allando, és ¢ a polarszog. Hatarozza meg a kisérd
triédert alkotd A, p és v vektorokat!



9. FEJEZET

A feliiletek differenciadl-geometriajanak alapjai

9.1. A FELULET GEOMETRIAJA

9.1.1. Goérbevonalti KR a feliileten és a feliilet kornyezetében. Az (y!,y?% %)
kartéziuszi KR-ben egy feliilet egyenlete kétparaméteres fiiggvény. Az altaldnossiag meg-
szorftasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a vizsgalt sima S feliilet egy (z!, 2%, 2%) gérbevonali
KR 23 =0 koordinatafeliilete; az x', 22 gérbevonali koordinatak pedig a feliilet paraméte-
rei. Az 2!, 22 koordinatak kétdimenzios gorbevonalit KR-t, més, gyakori elnevezés szerint
feliileti KR-t alkotnak az S feliileten.

Az 2? koordinatavonalak, feltevés sze-
rint, a feliiletre merdleges egyenesek, az x*
koordinata pedig az S feliilett6l mért elGje-
les tavolsag. Az igy felépitett (x!, 22, 2%) gor-
bevonali KR-t feliiletre épitett térbeli gor-
bevonali KR-nek, vagy a révidség kedvéért,
kovetve az eddigi szohasznélatot egyszertien
(2!, 2% 23) térbeli gorbevonali KR-nek ne-
vezzik.

Az (21,22 2% # 0) koordinataju P tér-
pontban értelmezett mennyiségeket feliilvo-
néssal jeloljiik és indexeiket kék szinnel szed-
juk. Az S feliileten értelmezett mennyisé-
gek esetén nem alkalmazunk megkiilonboz-
tetd jelolést. Az un. athelyezd tenzorok ese-
tén (ezek ui. a P, illetve P ponthoz tartozo
kétponttenzorok) az segiti majd az olvasot
a megkiilonboztetésben, hogy a P ponthoz 9.1. &bra. Feliiletre épitett KR
tartozo index kék.

Leolvashato a abrarol, hogy az S feliilet tetszéleges P pontjanak r = r(z!, 2?) a
helyvektora. Legyen az a3 az S feliilet normalis egységvektora a P pontban:

(9.1) agraz=1.

A P pont helyvektora, tekintettel az x5 koordinata fenti értelemezésére
(9.2) r(z!, 2%, 2°) = r(a', 2?) + 2Pag (2!, %)

alaka.

Az r(x1, ) helyvektor ismeretében a P pontbeli kovarians bazisvektorok az (IL40)
képlet alapjan derivaldsokkal kaphatok meg:

8o =T o= r7a+x3a3,a ,
g3 =rsz=ag.

Vegyiik észre, hogy a (0.1)) és ([0.3)); képletekbdl adodoan
(9.4) 838 =az-az=1,

99

(9.3)
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ahonnan z% szerinti derivalassal

(9.5a) €3,0'83=az-a3=0
adodik. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
(95b) g37 a = a3 a

vektor meréleges a g3 bazisvektorra. Ha emellett azt is figyelembe vessziik, hogy r ,-a3=0
(r o a feliilet érintGsikjaban fekszik, ag a normaélis), akkor kapjuk, hogy

(9.6) 30 = Jo3 = 83 Ba = B3~ (T a+2’a3 0) = a3+ (r o +2’a3.4) =0
A ([@.4) és ([©9.6]) képletekbsl azonnal kévetkezik, hogy
g g1z 0
(9.7) [Gr) =[8r-&]=| g1 G2 O
0 0 1

a kovarians metrikus tenzor szerkezete a P pontban.

A gF kontravarians bézisvektorok az ([25a), (L27); és (B.I5a) képletek alapjan sza-
mithatok. Ha egy index 3, akkor a mésik két index csak az 1,2 értékeket veheti fel ezért
kapjuk, hogy
(9.8a) 8o X85 = V/Jo €apsB’ = Eapsl’ .

(A permutécios szimboélum és a Kronecker delta értékkészlete KR fiiggetlen, ezért ese-
tiikben nem alkalmazzuk a feliilvonast). Innen

(9.8b) 81X 8 =128,

amelyben a vektorszorzat nyilvanvaléan meréleges az S feliiletre. Kovetkezésképp

( 1
(99) gdz — glxgleag.
Vo

Itt a A\ egyeldre ismeretlen paraméter. Ugyanakkor, tekintettel a (@.3)2, ([09) és (@)
Osszefliggésekre

1= (533 :gg'gd = )\8_3'8_3
ahonnan A = 1, kovetkezésképp
(910) gg = g3 = a3 =as.

A g' és g? bazisvektorok a ([0.9)-re vezets gondolatmenet ismétlésével és a (@I0) felhasz-
nalasaval adodnak:

(9.11) 8o X 83 = Ea338”

1 1 1 1
(9.12) Bl==BxE=—=8xay, B=—=BX&=
Vo Vo Vo Vo
Az utobbi egyenletbdl, tekintettel a (9.10)-re, azonnal kovetkezik, hogy a g! és g merd-
leges a g* = a3 vektorra — ag a feliilet normalis egységvektora — és igy

77 =g g’ =a3-a3;=1,

g3a:ga3:g3_ga:0.
Ez az eredmény azt jelenti, hogy a kontravaridns metrikus tenzor szerkezete ugyanolyan,
mint a kovarians metrikus tenzoré:

az X g .

(9.13)

(9.14) " =[g"g]=1|g" g* 0
0 0 1
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A ([@.14) 6sszefiiggés abbol is kovetkezik, hogy g* inverze gp-nek.
Az (L25D), ([L217), és (B.I5D) osszefiiggések felhasznaldsaval azonnal adodik, hogy

a (9.8a) egyenletnek a

(9-15) g xg’ =g e gy =27,
képlet, a (9.IT)-nek pedig a
(9.16) g xg’=e""gy,
az analogonja. A (9.I6)-bol, megismételve a ([Q.I2)-ra vezets gondolatmenetet,
1 ( 1 1 . 1
(9.17) g = g2 xgl= g?xa’, g, = g° x g! a’xgl.

VT V7 Vit Tt T
kovetkezik.

A feliilet P pontjaban az 23 = 0 helyettesitéssel képezhetsk a bazisvektorok és metri-
kus tenzorok. A kovarians bazisvektorok és a metrikus tenzor a (@.3), . ..,([Q.1) képletek
felhasznalasaval a
ga = ga(lﬁ,O) =aqg =T 4,

(9.18) &5 = 5(27,0)

g33 = g33(27,0) = azz =1,
(919) 9a3 = 93a = g3a(x770> = Qa3 = A3q
Gap = Qag(aﬂ,O) = Aqaf ,
alakban irhatok fel, ahol az a, vektorokat és az a,p tenzort rendre a (9.18)); és (9.19);
Osszefiiggések értelmezik.
Az a, vektorok az (x', z?) feliileti gérbevonaltt KR kovarians bazisvektorai, a,s pedig

a vonatkoz6 metrikus tenzor.
A P pontbeli kontravarians bazisvektorok és metrikus tenzor lokalizalas, illetve a (9.12),

@I0), (@13), [@14) képletek segitségével kaphatok meg:

g'=g'(27,0)=a'= g2 X g3 = a; X as

Vo Vas

1 1
(9-20) g2:g2(x7,0):a2: \/g—gs><g1: ﬁasxal )

27,0) =a® = as,

(9.21) g% = g% = g*(27,0) = a* = a**,
goz,B — go‘ﬁ(aﬂ,O) = a%8 .

Itt

(9.22) o = go = Jo(27,0) .

A kontravarians bézisvektorok a (35); szerint, kihasznalva a (TI8)o-t és a (O.21]);-et,
indexemeléssel is szamithatok:

3_ 3 31 _ 33 _
a =g =g g =a az=ag,

A

(923) o fo al a\ a
a =g =g g=9g 8x=a ax.

Az a® vektorok az (z1,x?) feliileti gérbevonaltt KR kontravarians bézisvektorai, a®?
pedig a vonatkozo6 kontravarians metrikus tenzor.
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Az a,p és az a”7 metrikus tenzorok kielégitik a (ZI1]) egyenlet analogonjét :
(9.24) aaga’ =03," .
A feliileti epszilon tenzort, felhasznalva az (I28alb), (3I5alb) és (O.I8) Gsszefiiggése-

ket, valamint a permutacios szimbolum [[.2.3] szakaszban adott értelmezését az
Eap = Eaps = Eap3(77,0) = /@, €aps

1
8a6 — 8a63 — é:aﬁ?;(xv,o) — eaﬁ3

Vao

(9.25)

egyenletek definialjak, ahol

(9.26) a’=g°=¢°x",0).
Mivel
(927) Eaf = Eap3 gof — cab3

fennéallnak az

511252228112822:0,

(9.28) 1 o1
ci/Vao ="V, =1,  en/a,=c"Va>=-1
egyenletek.
A
af _ s as B B¢ a
e =0,%,"— 0,76,
(9.29) v YT e

5@5‘“ = 65" , 5a55"5 =2

osszefliggesek az (L29), (L30alb) képletek feliileti analogonjai. Kénnyen belathato a (0.29),
Osszefiiggés felhasznalasaval, hogy a feliileten tekintett b, ” masodrendd tenzorol] deter-
minansa a

1
(9-30) b"] = 52 enubabg"

modon szamithato.
A feliileti koordinatarendszer bazisvektorait illetGen, tekintettel a (0.8al), (O.15]), (O.1TI),
([@.T6) egyenletekre, valamint a feliileti epszilon tenzor (Q.28) alatti értelmezésére, az

ag Xag = 60538_3 = 6058_3
(9.31) oo B _aps o8
a Xa =¢ az —=¢& "ag

_ = B — 3
a, X a3 = E435Q° =g,
(932) o 3 a3f Ba
a® xa’ =e""ag =¢""a;
Osszefliggések allnak fenn.
9.1.2. Christoffel szimboélumok. A gy, metrikus tenzor szerkezetébdl — v.6.: (A7) —
kovetkezik, hogy
(9.33) J3mp =10

A ([@.33) képlet kihasznalasaval a (8.9), (84, illetve (8.11]) osszefiiggésekbdl az alabbi
egyenletek adddnak a Christoffel szimbolumok szamitasara:

(934) I_133,10 = f?ﬂr,S = I_171'373 =0 >

1A b.” tenzor az Gn. gorbiileti tenzor, melyet csak késébb a (@40, Gsszefiiggéssel értelmeziink.
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_ B B 1 _
Faﬁ,B = 8a,8 83 = _5 9ap,3 = h'ozﬁ(l'la 112'2, 1,3) ;
_ B B 1 _

(9.35) ['30,8 =830"8s= 5 Jass = —hop(at, 2* 2%,

_ 1 B B
Fn)\,,u = 5 (gku,n+gn;¢,A _gn)\,u> .

A h.s mennyiséget a ([@0.35); egyenlet értelmezi.

Az elvben tizennyolc kiilonb6z6 elséfaji Christoffel szimbolum koziil az az 6t, melynek
indexei kozott a harmas legalabb kétszer fordul elg — v.6.: (@.34) — azonosan zérus. A
méasodfaju Christoffel szimbolumok a (8.5) képlet baloldala segitségével hatarozhatok meg.
A szamitasok soran vegyiik figyelembe, hogy a (0.5al) és (9.34) egybevetése alapjén

(9.36) 830-83=0,
és hogy
(9.37) g3z =az3 =0,
hiszen a g5 = a3 vektor fiiggetlen az x3-t6l. Nem részletezve az egyszerti atalakitasokat a
(9.38) I3 = f?ir - FE:& =0,

Tas=8ap 8 =—8a8s,
(9.39) [l =88 =-8",8,

féjﬁ = ga,ﬁ ’ g/i

eredmény adodik, ahol a (9:39); » esetén megfelels indexcserékkel helyettesitettiik a (810)-
et is.

A maésodfaja Christoffel szimboélumok indexemeléssel is elGallithatok, ha az elséfaja
Christoffel szimbolumok ismertek. Valoban a (87) képletbe helyettesitve a (9.34)-et és
kihasznalva, hogy a g" specialis szerkezet — v.6.:([@13) — azonnal megkapjuk (9.35)-at.
Ugyanilyen modon, a ([0.35]) felhasznéalasaval, és az eredmény (0.39)-¢l torténd egybeveté-
sével ellenérizhetd, hogy

fjﬁ - faﬁ,i’»ggg = Baﬁ = ga,ﬁ : gd )
(940) f?fla = F3aﬁgﬁu = _Baﬂgﬁﬂ = _Bau = gS,a : g” )
F:ﬁ = fSa,pgpu = gaﬁ . g# .
Hasonlboan az elséfaju Christoffel szimboélumokhoz, azok a masodfaji Christoffel szimbo-
lumok, melyek indexei kozott a harmas szam kétszer fordul el§ zérus értéktek.

A
Go3 =8a-83=0
kifejezés P szerinti derivalasaval a
gaﬁ : gd +ga ' gS,B =0
eredmény kovetkezik, ahonnan a (0.10) és a g, = g..8" képlet helyettesitése utan, tekin-
tettel a (9.40);-re, és a (Q.40)s-re, a
- - _—
Osszefliggést kapjuk.
A Christoffel szimbolumok feliileten vett értékei lokalizalassal kaphatok meg a (9.34)),

[@35), (@.38) ¢s ([@.40) képletekbsl:

Elsdfaju Christoffel szimbolumok :
(942) F33,10 = F37r,3 = F7r373 =0 >
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Lags=— % Jap3lys—0 = Ba,p 83 = 8,583 = hap(27,0) = bag ,
(9.43) U305 = % Jap3las—0 = B30 85 = B3.0-85 = —hap(2,0) = —bag ,
Ly = % (Gir + Grp ) — Grap) = 3 (@np + Qrp ) — A p) -
Masodfaji Christoffel szimbolumok :
(9.44) [ =T3=T5=0,

Fgﬁ - Bag(:ﬂ,O) = bag = ga,ﬁ'gs = —gs,a "8 = aa,,@'a3 = —a?’,a-a,@’ )
(945) F?tLOé = Bau(lﬁao) = _bau = 83" g# = gu,a ‘83 =agq- alt = a’ﬂa +as,
Pl = Daap(27,0)g7(27,0) = Tgs(27,0) = 8a,p- 8" = aa 5" .

Az S feliilet b,p gorbiileti tenzorat a (9.43),, vagy a (0.43), egyenlet értelmezi A A
b, a gorbiileti tenzor vegyes indexes alakja. Vegyiik észre, hogy b,s szimmetrikus az o
és [ indexekre nézve. A [0.1.3 szakaszban megmutatjuk majd, hogy valodi feliileti tenzor
az S feliileten értelmezett gorbiileti tenzor.

A (0.45), képletbsl kovetkezik, hogy

(9.46) I'5.8 =08 =830 =23, -

A ([@.46), [©.3) és a ([O.I8) egybevetése alapjan

(9.47) g, =go+1'T% g, =(6,"—2°b")g, =, —2°,)")a,.
Legyen

(9.48) 9, =0, —2°b.".

Ennek az sszefiiggésnek a felhasznalasaval a (0.47) atirhato a

(949) 8. = gaugu = gauau
alakba. A fenti képlet a P pontbeli g, = a, bazisvektorokat, azaz az (z',2?) feliileti
KR bazisvektorait transzformalja a P pontbeli g, bazisvektorokka. Ezek az 2® = allando
feliileten tekintett bazisvektorok.

Vegyiik észre, hogy a g,” tenzor v indexe az z3 = 0 koordinatafeliilethez tartozo, vagy
ami ugyanez, az (z', z?) feliileti KR-ben tekintett tenzorindex.

9.1.3. Feliileti tenzorok. Legyenek &* és €2 1j gorbevonali koordinatak az S feliile-
ten:

(9.50a) £ =¢%(at, 2% .
Legyen tovabba
(9.50b) =23,
Fel fogjuk tételezni, hogy kolesonosen egyértelmi a ([©.50a) fiiggvénykapcesolat, azaz
oE”
9.51 Jeo=|=—=|#0.

A (EY,6%83) és (at, 22, 23) feliiletre épitett gorbevonali KR-eket a@.2l Abra szemlélteti.

2A gorbiileti sz6, mint jelz6 geometriai hatterét a[0.2.21 alszakaszban tekintjiik at.
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Ha valamely
P L /Jmnqu(g’YjO) és djkluv — gjkluv(m’Y’())

P
tenzorok
3 Fp3 . 3 7ap3
/dﬂ—p VS(S’Y) = /dﬂp VS(S’y?O) €S daﬁ US(’Z"Y) = daﬁ US(’Z"Y’O)
részei (altenzorai) kovetik a koordinata transzformacio soran, osszhangban az (5.3]) kép-
lettel, a

O™ 0xP O
9.52 AP (7)) ="d™ () s
( a) 0'3(1' ) 113(5 )agﬂ agp axo—
vagy ami ugyanaz a fenti szabaly megforditasat jelentd
OE™ 0P Ox°
5%b ldﬂ‘p3 ~y :daﬁ?) nvs Ys
(9 o ) I/3(£ ) JS('I >8Ia 81‘6 aé-y

transzformacios torvényt, akkor a vonatkozo
A7) 6 ™ (a7

altenzorok ugyanazon feliileti tenzorok. Masként fogalmazva a fenti altenzorok, valodi
feliileti tenzorok.

A feliileten értelmezett mennyiségékre forditva tovabbiakban a figyelmet tugy is fogal-
mazhatunk (@52alb) alapjan, hogy

nL(ET) es b, (a7)

ugyanaz a kétszer kontravarians, egyszer kovarians feliileti tenzor, ha a

0z® 0z 0¢°
af YN — BT (£
(953&) h u(‘r ) h 0(£ >a£7r agp oxv
vagy ami ezzel ekvivalens, ha a
0E™ OEP Ox”
TP (¢V) — BB (7
(9.530) 7 (€)= 1%, o) S s o

egyenletek teljesiilnek.
Kimutathato, hogy a
ga/B — azaﬁ éS gOé/B — aaﬁ
metrikus tenzorok, egyiitt a 6,°, 67, Kronecker szimbolummal a feliileti KR egységtenzo-
rai. A ([9.27]) képletekkel értelmezett feliileti epszilon tenzorok ugyancsak valoédi méasod-
rendd tenzorok.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a b, gorbiileti tenzor is valodi masodrend feliileti
tenzor. Az atalakitdsok soran sziikség lesz a (&1, €2) és (o', 2?) feliileti gérbevonalt KR-ek
béazisvektorai kozott fennallo transzformécios képletekre. Szem el6tt tartva, hogy (@.3)
([@IR) képletek csak annyiban valtoznak a (€1, €2, €3) KR-ben, hogy £-t kell irni  helyére,
tovabba kihasznalva, hogy

/53 — I‘3 =0
az S feliileten irhatjuk, hogy
_Or _ Or Ox"  0Oxa" _
867 9eF ~ D~ 068 0gP "
Kovetkezik a (€1, £2,€3) KR értelmezésebsl — v.6.: 02, abra, illetve a jelen szakasz els6
bekezdése —, hogy

(9.55) ‘g, ="g’=a;y.

(9.54) /
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9.2. abra. KR-ek a feliileten

A (0.43) osszefiiggés alapjan, kihasznalva a (0.55)-et is, kapjuk, hogy

0 0
/baﬁ = <@/gﬁ) gy = <8—§°‘/gﬁ) ‘83

a gorbiileti tenzor a (£, £2) feliileti KR-ben. A (0.54)) transzformacios képlet helyettesitése
és a szorzatderivalas szabélyanak alkalmazasa utan innen a

9 [0z~ oz~ (0 0Pz
/b e /b — R — gk . _ — g . a B e
eredmény kovetkezik. Utébbi képlet tovabb alakithato, ha

— figyelembe vessziik, hogy a g, vektor mer6leges a g3 vektorra és
— kihasznaljuk, hogy

o 0 0"
oo~ Dx7 OEe

tovabba, ha
— a (@43) egyenlet alapjan felismerjiik, hogy megjelenik a képletben a b, :
, 0x" 0x° [ 0 ox"® Ox°
bﬁa = gk | '83= ——bncr
0&B g~ \ Ox° &P Og
Osszevetve ezt az Osszefiiggést a (9.53H) transzformacios képlettel azonnal adodik a ko-
vetkeztetés, hogy a b,z gorbiileti tenzor valodi feliileti tenzor.

Mivel valodi tenzorok linearis kombinacioja is valodi tenzor a (9.49) képlettel értelme-
zett u,” tenzor is valodi tenzor.

9.2. A FELULET BELSO GEOMETRIAJA

9.2.1. Meusnier tétele. Az S feliileten vett ivelem vektornak nincs gs irdnyu Ossze-
tevgje:

(9.56) dr = g,dz = a,dz* .
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A

ds? = dr-dr = g,dz* - gzda’ = g,pdr*da’ =

9.57
957 = gindztdal +2¢10dat dz? + gopdada?

ivelem négyzet az S feliilet elsd alapformdja. A Gauss altal bevezetett klasszikus
gu=an=A4, g12=a12 =B, Goz = a =C
jelolésekkel a fenti egyenlet a
dr-dr = Adz'dz' +2Bdz'd2® + Cda*da”

alakba irhato &t.
A (0.43), képletbsl kovetkezik, hogy

(958&) g3a = _baﬁgﬁ
azaz, hogy
(9.58b) dgs = g3 ,dz” = —baﬁgﬁdxo‘

A ([@.50) és ([9.58D)) egyenletek skalaris szorzatat képezve az S felilet mdsodik alapformd-
jahoz jutunk:

dgs-dr =—bapg’da® - g,da” = —bapd” dz®da” = —bagda®da’

9.59
( ) = —blldl’ldl‘l —legdl‘ldl’2—b22d.1}2d.1}2

A Gauss altal bevezetett
bu=2D, bip=D' ) age = D"
jelolésekkel
dgs-dr = Ddz*dz! +2D'dz'dz? + D"da?da?
a masodik alapforma alakja.

A abra olyan feliileti gorbéket szemléltet, ezeket rendre h, és h jeloli, melyeknek
a P pontban kozos érintdjiik van. Vegyiik észre, hogy a h, gérbe

az | x3

9.3. abra. Osszefiiggés gorbiiletek kozott
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az S feliilet egy normalmetszete, mivel a h, gorbét kimetsz6 N, siknak a P pontbeli feliileti
normaélis, az x> koordinatavonal az egyik tartoegyenese. A h gorbe tigy szarmaztathato
példéaul, hogy az N, sikot elforgatjuk a h, gérbe P pontbeli érintGje koriil, és az elforgatott
sik, ezt N jeloli, valamint az S feliilet metszésvonalat tekintjiik.

A kovetkezSkben azt a kérdést vizsgéaljuk, hogy van-e valamilyen kapcsolat a h, és h
gorbék P pontbeli gorbiiletei kozott.

Legyen % = z%(s) a h gorbe egyenlete, ahol s az ivkoordinata. A h gorbe érintéje a

dr or dz® B dx®

__\k — —
A=y ds Oz> ds ds Ea

képletbdl szamithato, azaz

dx®
-1
A )3 koordinéta (6sszetevd) eltiinése azt a nyilvanvald geometriai tényt fejezi ki, hogy a A
érint egységvektor az S feliilet érintésikjaban fekszik és igy nincs a feliilet normalisaval

parhuzamos 6sszetevdje.
A h gorbe gorbiilete a (8.79) képlet alapjan szamithato:
oA
<. T RK, k>0 )
0s

ahol k a gorbiilet, a p normalis pedig a gorbe simuldsikjaban, ez most az N sik, fekszik.
A (BT6) ¢s (R2H) képletek felhasznalasdval, az utébbi esetben \*—t gondolva u”* helyére,
a fenti egyenlet atalakithato:

K= % g = NN g =N [N+ TE N ] g =
= N[N ATEN] g+ AT [N +T2 N g3
A kovetkez6 1épésben hasznéljuk ki a (9.60), a (9.45]); Osszefiiggéseket :
(9.61) K=" [N" 42N g +brp AN gs .

A ([@6I)-re vezets gondolatmenet a h, gorbe esetére is érvényes. Az eredményt ille-
téen figyelembe kell venni, hogy a p, vektornak nincs az S feliilet érintésikjaban fekvs
osszetevije. Kovetkezésképp

(9.62) Ko by = brp A" A g3 .
A ([@.62) ([@.61)-be torténs helyettesitésével a
k=N [N +TXN] g+ ko

(9.60) A M=0.

képlet adodik. Végigszorozva ezt az egyenletet u -val a

(9.63) ‘ K cos ¥ = K, = allando ‘

eredményt kapjuk. Szavakban: mindazon feliileti gérbékre nézve, melyeknek kozos az érin-
t6jlik a P pontban a x cos ¥ mennyiség invarians azaz allandé értékid. Ez Meusnier tétele.
A h és h, gorbék

egyenletekkel értelmezett gorbiileti sugarait felhasznalva (0.63))-bol az

(9.64) R= R, cos v
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Osszefiiggés kovetkezik. Az utébbi képlet szerint R egy R, atfogoju derékszogi haromszog
9 szog melletti befogdja.

Az S feliilet P pontbeli g3 = a3 normalisara, mint tartéegyenesre illeszkedé N,, N/
siksor a h,, h, gorbéket metszi ki az S feliiletb6l. A h,, hg, stb. normalmetszetekhez
tartozo ki, elGjeles gorbiiletet a (L.62)egyenlet ag-al valo skalaris atszorzasaval kapott

(9.65) K(n) = bﬂp)\w)\p

egyenlet értelmezi, ahol A a normélmetszetet meghatarozo egységvektor (annak érinté
vektora), tovabba

— akp =k, hap, g3=p, a3>0
és

— a K@) = —FkKo, ha p, gz3=p, a3 <0.
A Q.4 abran vazolt esetben p, -as <0.

9.2.2. Gorbiileti tenzor. A (9.65)) képlet szerint a normal metszet r,) elGjeles gor-
biilete, vagy ami ugyanaz az S feliilet gorbiilete a norméal metszetben, a P pontbeli érinté
egységvektor és a gorbiileti tenzor kétszeres skaléris szorzata. Ez az a koriillmény ami miatt
a bop tenzort gorbiileti tenzornak nevezik.

Az S feliilet R, elGjeles gorbiileti sugarat a feliilet h, normal metszetében az

(9.66) 1/R(n) = —/{(n) = —bﬂp)\ﬂ)\p

egyenlet értelmezi. A negativ elGjelnek az a magyarazata, hogy az S feliilet h, normal
metszetében akkor tekintjiik [pozitivnak| {negativnak} a gorbiileti sugarat, ha a feliilet
g3 = a3 normélisa a gorbiileti [kézéppontol el|{kézéppont felé} mutat.

9.4. abra. A feliilet normalisa koriil forgatott sikok és a feliilet metszetei

Az § feliilet P pontjaban a k() elGjeles gorbiilet folytonosan valtozik, ahogy az N,
sikot forgatjuk a feliilet normalisa koriil (kivéve, ha az S felillet gomb, vagy sik a P pont
kornyezetében). Ugy is fogalmazhatunk, hogy az eljeles gorbiilet folytonosan valtozik,
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amikor az érinté egységvektor forog a P ponthoz illesztett érintGsikban. Felmertil tehét a
kérdés, hogy melyik az a A\™ irany, amelyre nézve szélsGértéke van a normélgorbiiletnek a

(9.67) TrpA™A? = 4 AN = 1

mellékfeltétel fennéllasa esetén. A kérdés megvalaszolasa, amint az a kittinik majd a kovet-
kezd gondolatmenetbdl, a gorbiileti tenzor sajatérték feladatéra vezet. Ezt azért részletez-
ziik a[6.2l szakasz eredményeire torténd részletes hivatkozas helyett, mivel (a) a gorbiileti
tenzor minddssze kétméreti tenzor (b) a gondolatmenet variacios megfontolason alapul
(c) a gondolatmenet megadasa 6nmagaban teszi olvashatova a jelen fejezetet.

Legyen a x egyel6re hatarozatlan Lagrange-féle multiplikator. A felvetett geometriai
probléma az

(9.68) F(N,x) = bag AN — X (aqgA* N —1)
funkcional szélsGértékének meghatarozasaval ekvivalens. A

oF
oA
szélsGértékfeltétel homogén linearis ER a \g szamitasara. Trivialistol kiilonb6z6 megoldés

feltétele — ilyen megoldas a (9.67)) mellékfeltétel miatt kell, hogy létezzen — a (0.69) ER
determinansanak elttinése:

(9.69) = (bap = Xap) A\’ = (b, = x3,7) A5 =0

b=\ b2
9.70 ! ! =0.
( ) b21 b22 -\
Legyen
1
(9.71) By=b" é  By=[b’|= 3 e*%,b,/"bs”.

A ([O.70) determinans kifejtésével a

Y’ —2Hx+K =0,

9.72
( ) H=DB;/2, K = By

masodfoki egyenlet adodik a y Lagrange-féle multiplikator szamitasara. A xy multiplikator
a ([9.69) egyenlet \*-val torténd végigszorzasaval és a (9.67) mellékfeltétel kihasznalasaval
kapott

(9.73) Dap AN = Xap AN = bag AN —x = b, A Ns—x =0

egyenlet szerint, tekintettel a (9.65)-re, a keresett normalmetszetbeli gorbiilet.
A ([@72), egyenlet xa) és x(2) gyokei a fégorbiiletek. A gyokok és egyiitthatok kozotti
Osszefiiggések szerint

(9.74) X tXe =2H, XWX =K,

ahol H a kozépgorbiilet, mig K, az tun. Gauss-féle gorbiilet, a két f6gorbiilet szorzata.
Ha a (9.72)); egyenlet gyokei kiilonboznek egymastol, akkor csak egy megoldésa van a
vizsgélt geometriai probléméanak.
A vonatkozd A; és Ag vektorok a b,g gorbiileti tenzor féirdnyait, vagy ami ugyanaz, a
feliilet egymasra kélesénosen merdleges fometszeteit jelolik ki. Valoban, ha a x(1) és x(2)
([@69)-be torténs helyettesitésével kapott

basg A7 = X(1)@as A"

1) )

bag A’ = X(2)0ap A7
KON

(9.75)



9. A feliiletek differencial-geometriajanak alapjai 111

egyenleteket rendre végigszorozzuk

A és A “-val
(2) (2)

majd pedig a két egyenlet kiilonbségét képezziik — kihasznalva ekozben, hogy a gorbiileti
és metrikus tenzorok egyarant szimmetrikusak —, akkor a

9.76 —X@)as A“ N = (x1) = X@) A* Ao =0
(9.76) (xw =x@)aas A" A7 = O =xe) A"

eredményre jutunk, ami vildgosan mutatja, hogy a féiranyok kolcsondsen merélegesek
egymasra.
Konnyen igazolhato, ismét kihasznélva a gorbiileti és metrikus tenzorok szimmetridjat,

hogy a (0.72)); egyenlet gyokei valosak.
A ([0.66) egyenletbdl adodik, hogy
1 1
9.77 Ry=— és Ry =——
(9.77) 0= ®= "3

a f6gorbiileti sugarak.
A ([@69) egyenlet alapjan konnyen belathato, hogy a {6gorbiileti sugarak a

(9.78) ‘5a6 + R(n) baﬁ} =0

egyenlet megoldésai.
A f6iranyokat mindeniitt érinté feliileti gorbéket garbiileti vonalaknak szokas nevezni.
Sik és gombfeliileten barmilyen feliileti gorbe gorbiileti vonal.
Legyenek kiilonbozdek a x 1y és x(2) gyokok kiilonboz6ek. Legyen tovabba &', &2 a
gorbiileti vonalak altal alkotott feliileti KR. Ebben a KR-ben

N1 . Iy 27
(9.79) A= (i\) a, I é\) a,,

ahol az ‘a; és 'a, vektorok elGjelét gy szokds megvalasztani, hogy egyiitt az ‘a; = a3
vektorral jobbsodratit KR-t alkossanak. A gorbiileti vonalak ortogonalitdsa miatt

A ([0.69) egyenlet alapjan irhato

(/bozﬁ _X(l)/aaﬁ) ,(i\)ﬁ =0.

osszefiiggést végigszorozva ’()\)a—val, kihasznalva tovabba a (O.79) és (O.80) Gsszefiiggéseket,
1
a fenti képletbdl a

eredmény adodik, mivel a gorbiileti tenzor szimmetrikus.
A ([0.80) és (9.81)) egyiittes fennéllasa esetén a

¢! = allando és €% = allando

koordinatavonalak gorbiileti vonalak.
Tekintettel a (0.24) és (O.80) képletekre a gorbiileti vonalak KR-ében

! / / ! ! / !
612 = a11 a12+ a12 a22 == all CL12 == 0
ahonnan

(9.82) ‘a? ="a* =0.
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hiszen szimmetrikus a feliileti metrikus tenzor. Ami a gorbiileti tenzor vegyes indexes
alakjat illeti a (0.81) és (0.82) felhasznalasaval adodik, hogy

(9.83a) b2 ="b,,"a"? +'b,a®? =
Hasonléan mutathato ki, hogy
(9.83b) b, =0.

A ([@.73), (©.79), (©-83ab) kihasznalasaval a
9.84a :/bﬁ/)\a/)\ :/bll)\ll)\ _|_/b2/)\2/)\ :/bl
(9.84a) XOZ P gy T @ o
Ugyanigy mutathato ki, hogy
(984b) X@©2) = /b22 .
A ([@83ab), [@8Zab) és ([O.66) egybevetésehol:

bt o0 X 0 —-1/R 0

9.85 b= 1 — | XD _ &
( ) |: a i| |: 0 /b22 :| |: 0 X(Q) 0 —1/R(2)

a gorbiileti tenzor vegyes indexes alakjanak szerkezete a gorbiileti vonalak KR-ében.
Ha
(9.86) K = XX = ———— = b >0
1X(2) R R ™ ,
azaz pozitiv a Gauss-féle gorbiilet, akkor a P pontban azonos a f6gorbiiletek, illetve a gor-
biileti sugarak el6jele (mindkét f6gorbiilet negativ, vagy pozitiv, illetve mindkét gorbiileti
sugér pozitiv, vagy negativ).
A
K=0
esetben — egymastol eltérd fGgorbiileteket tételezve fel — az egyik f6gorbiilet zérus. A
vonatkozo f6gorbiileti sugar pedig végtelen. A masik f6gorbiilet mind pozitiv, mind pedig
negativ elGjeli lehet.
A
K <0

esetben a f6gorbiiletek, illetve a f6gorbiileti sugarak kiilonboz§ elGjeltek.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy a zérus gorbiiletii iranyokat megado

(9.87) K= bap AN = b, PA% X5 =0

egyenletnek az iranyt kijelols A* vektorra vonatkozoan

valosak és kiilonbozsek K <0
valosak és egybeesnek a gyokei, ha K=0
konjugalt komplexek K>0

Masként fogalmazva a P pontban és a P elemi kornyezetében a feliilet A* zérus f6gorbiileti
iranya &ltal kijelolt {normalmetszetei }[normalmetszete]

K <0 }.
K=0].

{ két egyenest alkotnak,

| egy egyenes, ha

A K >0 esetben a P pont kiérnyezetében minden normalmetszetben azonos elGjeld és
zérustol kiilonb6z6 a gorbiilet és igy nem létezik egyenes normalmetszet.
A ([@87)-bol adodo iranyokat aszimptotikus iranyoknak szokas nevezni.
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Ismeretes a geometriabol, hogy az ellipszoid gorbiiletei azonos elGjeliek. Egy para-
bola esetén a parabola tengelyére és a parabola sikjara mer6legesen torténd eltolasaval
generélt hengerfeliilet alkotéi mentén zérus a gorbiilet. A hiperbolikus paraboloid, az tn.
nyeregfeliilet, gorbiiletei pedig kiilonbo6z6ek lehetnek elGjeliitkben.

)

ag

A

/xl
»
}“2

~/
>

Ry,

9.5. dbra. Elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontok a feliileten

A fentiek alapjan azt mondjuk, hogy a feliilet

elliptikus K > 0 (nincs aszimptotikus irany).
P pontja parabolikus pont, ha K =0 (egy aszimptotikus irany).
hiperbolikus K <0 (két aszimptotikus irany).

A0 abra az S feliilet egy-egy elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontjat szemlélteti.
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9.3. KOVARIANS DERIVALAS A FELULETEN

9.3.1. Feliileti menti és feliileti kovaridns derivalt. Legyen u = u(z!, 22, 23) az

S feliiletre épitett térbeli gorbevonalit KR-ben értelmezett vektormezs. Az o vektormezé
S feliileten torténd valtozasat az x® feliileti valtozok szerint vett derivalt tiikrozi.
A kontravarians koordinatakkal (6sszetevikkel) felirt

(9.88) u=1u(2",0) = u"g. +u’gs = u"a, +uas

felbontéasbol kiindulva, a (825]) Osszefiiggésre gondolatmenet megismétlésével, tovabba
a ([0.42), ([0.43) képletek felhasznélasaval az u vektormezs x* szerinti parcialis derivaltjé-
nak szamitasara az

(9.89) u(z7,0)0, =u 4 = u””‘aa,.@+u3‘aa3
Osszefiiggést kapjuk, ahol

(9.90) ul,=u", =ut LT+ Su® =u” D8 u" — b,
és

(9.91) =1’ =u® T30 =’ +bogu”

A ([0.90) és (Q.91)) képletek egy Jelolesbeh megallapodast is tlikroznek. A rovid fliggsleges
vonal utan all6 gorég index ui. azt kivanja hangsilyozni, hogy itt az S feliileten és feliileti
paraméterek szerint torténik a kovaridns derivalas. Ezért ezt a derivaltat felileti ment:
kovaridns derivdltnak nevezziik.

Hasonloé moédon, a ([829), (B30), [@.42) és ([@43) felhasznalasaval képezhetjiik az u

vektormez6 u,, kovaridns osszetevékkel felirt

(9.92) 0(27,0) = uag® +uzg® = usa® +uza®

alakjanak derivaltjat az S feliileten:

(9.93) U(27,0)00 =1 o = u,,a" +ug,a3,

ahol

(9.94) Upjo = Uy, o = Uy o — Loyt — I3 us= Uy o= L etlr — btz
és

(9.95) U = Ug, o = Uz —Ff3u5 =3 o +b, U,

ismét feliilet menti kovaridns derivaltak.

A (@90), (@91), ([@.94) és ([0.99) derivaltak jobboldalan allo utolso tag, tekintettel a
gorbiileti tenzor (0.45]) alatti értelmezése alapjan irhato

(9.96a) bag = —8° ,-gs=—a’ ,-ay
és
(9.96b) bl = —g37a-g“ = —a37a-a“

képletekre, a vonatkozo Gsszetevék S feliiletre merdleges valtozasanak hatéasat fejezi ki.

A ([©90), (@91), (@.94) és (O.98) képletek fennmarado része a feliilet érintésikjaban
fekvs Osszetevok feliilet menti valtozasat jeleniti meg. Mivel az u® és uz koordinatak,
vagy Osszetevlk esetén ez az x® szerinti parcialis derivalt, ugy is fogalmazhatunk, hogy a
feliilet menti valtozasok szempontjabol ezek az mennyiségek skalarként, azaz zérusrendt
tenzorként viselkednek.

A @90)-re és a ([@94)-re vezets gondolatmenet megismétlésével az u vektor feliilet
érintGsikjaban fekvs OsszetevGjének x szerinti derivaltjara, kihasznalva azt, hogy igy az

U3IU3
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koordinata Osszetevs zérusnak tekintett — az
[@"(27,0)8x(27,0)0a] = (u"ay),

R
a = Ujads;

illetve az
[U,(27,0)8"(27,0)00] = (usa") , = u,,a"

eredmény adodik, ahol

(9.97) uy g, =u" "
és
(9.98) Uy o = Uy o — L lnln

rendre az u"(z7,0) = u"(27) kontravarians és az u,(z?,0) = u,(27) kovarians altenzorok
(vagy az el6zek szerint értelmezett elsérendi feliileti tenzorok, illetve feliileti vektorok)
un. feliileti kovaridns derivdltja.

Amint az fentebb jol lathato, a felilet: kovaridns deriwdltat két révid parhuzamos
fiiggSleges vonal utan allo gérog index jeldli.

Nyilvanvalo, hogy a feliileti kovarians derivalt nem tiikrozi a feliiletre meréleges irany-
ban bekovetkezs valtozasokat. Az S feliiletre merdleges valtozasok hatésa — az a® és ag
bazisvektorok megvéltozasdnak van 23 irdnyu osszetevSje — a (0.91) és a (0.95) képletek-
ben jelenik meg, ha ott az

uw=u3=0
helyettesitéssel éliink:
(9.99) u?) o = bapt” Us) o = bty -

Vegyiik észre, hogy az S feliilet (2!, 2?) kétméretd terében érvényes (0.97) és (0.98)
képletek a haromméreti térben érvényes ([8.25]) és (8.30) képletek analogonjai, mivel a
k— kK, | — « és S—m

betticserékkel azonnal megkaphatok a (8.20) és (830) képletekbdol.
A ([O.97) és ([@.90), valamint a (9.98)) és (9.94) egybevetésébdl kovetkezik, hogy

K _ K K, 3
u ‘a—u ”a—ba u-,

(9.100)

Ugla = Ug|la ™ bnau3 :

Az S feliiletre épitett (z', 22, 23) gérbevonalt KR-ben az u(x!, 22, 2%) vektormezs az

23 koordinatavonal mentén is valtozik. Az S feliileten az
(9101) (ﬁag) |w3:0 == ﬁ,3|m3:0
derivalt jellemzi a véaltozast. A (Q.90), (9.91)) ¢s ([@.92)), valamint a (9.93)), (9.94)) és ([©.95)-ra

vezets gondolatmenet megismétlésével az
ﬁ7 3|:p3:0 = (an;:ggm +a3; 3g3) |:p3:0 = UH;3an +U3;33—3 s
(9.102) u" g =u" g+ Tghu”
U3;3 = U3,3 )
valamint az
_ - k= =3 3
U 3)p5-0 = (U, 38" + 1. 58") |s320 = Uy, 38" + g 52°
(9.103) Uiy = Uy 53— g
Uz;3 = U3 3
képleteket kapjuk a (O.I01) alatti derivalt szamitasara.
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A tovabbiakban magasabbrendi tenzorokra altalanositjuk az eddigi eredményeket.

Legyen a d* («', 22, 2%) differencialhato harmadrendi tenzor. Az S feliileten tekintve

a tenzor valtozasat a
djglp(lﬁi)) = dklp
értekek viselkedését kell vizsgalni. A (B36D) derivélasi képlet alapjan a
k k k k js s gk s gk
(9104) d :d lp;p:d +Fpsd lp_Fpld sp_Fppd ls

Iplp Ip, p

egyenlettel értelmezziik a cfklp tenzor feliilet menti kovaridns derivaltjat. Ha a cfklp tenzor
valodi tenzor a harommeéretd euklideszi térben, akkor a

K 3 K 3
d)ﬂr’ d)ﬂr’ dSn""ﬁdSS

altenzorok rendre harmad-, masod-, els6-, illetve zérusrendd feliileti tenzorok, hiszen va-
lamennyien kévetik a (@0.52alb) transzformacios torvényt. A fenti altenzorok feliilet menti
kovarians derivaltjai, kihasznalva a (9.104]), illetve a gorbiileti tenzorral kapcsolatos ([9.44])

¢és (9.45]) képleteket, a
@ xrlp = A amp =
(9.105a) =d AT dT + D =D dt =0 dry =T 7 d%, =) dr g =
=d, AT =D d —D2dr  —b S d® =y, d%, —b s,

AT, p P

d3 _ d3 —
Amlp 7 ¥ Amp T
(9 105b) = ds)\ﬂ', P + Fpg)crda)ﬂr + I1p33ds)\7r - F)i‘pdsmr - F):\)’pd?)&r - F;:pds)\cr =TI ; ds)\3 =

™™
= ds)ﬂr, p F)i‘pdsmr - F;pds)\a + bpado)ﬂr - b)\pds?ﬂr - b7rpd3)\3 )

@ 3r)p = d s =
(9 1050) = dﬁSﬂ, p + F;O'dUSﬂ’ + F;E’)ngﬂ - F?)Updntﬂr - FSSpdNSW - F;rdn?)o -T,; dHSS =

p
= dﬁSﬂ, o + F;O'dUSﬂ’ - F;rypd’{?)o - bpﬁd337r + bpad’imr - bﬂdeSS )

dS _ d3 _
33[p — % 33ip
(9.105d) = APy ,+ T A7+ D hdPy =g d? s =T APy =T dy, — '3, d 55 =
= dn37r, ) + bcrpdo33 + bpgd3cr3 + bpg d33cr
moédon szamithatok. A d**, kétszer kontravarians, egyszer kovarians altenzor tekintetében
3 gy
a fentiekhez hasonl6an mutathato ki a (837 képlet alapjan, hogy
KA RN
d 3lp ™ d 3ip T
— dHA3, ) 4 Fpﬁgdcr)\g 4 Fp)\gdﬁo3 _ bpnd3)\3 _ bp)\dn33 4 bpcrdn)\o

a feliilet menti kovaridns deriwvdlt.
Adry, d3 dR,, dPsy és d™y altenzorok feliileti kovaridns derivaltjai rendre a

A xrp)p = @ xm, p H 1 g0l s =T, d o =T 7,d%
ds)ﬂr”p = d3)\7r7 p F)C\rpd30'7r - Ffpd?)xa )
(9.106) A"srip = Qs pF 1 pe 5 =T 0 d s,
gy =3, .
AP, =d?y 4T d™+T ) d™

3
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egyenletek értelmezik. A (O.106]) feliileti kovarians derivaltakat felhasznalva a (.1054l, . . . ,e)
feltilet menti kovarians derivaltak az alabbi alakban frhatok fel:

A" xrlp = A" xl)p = bpﬁdskr by, A5 = bryd®ys
P rrtp = Coxnllp 00 rm — b, — by ys
(9.107) APsnpy = Ay — b, A5 +0,7d" b s
@y, = A3, + 05,0733 +b,7d° 15 +b,7d,

A = 4 bpn d3’\3 o bp,\ d”33 + bpcr dn,\g '

3lp 3llp

Vegyiik észre, hogy a (O.I07) felillet menti kovarians derivaltak, hasonléan a (Q.I0T]) feli-
let menti kovarians derivaltakhoz, két részbgl allnak. A jobboldalon &ll6 els6 tag, azaz a
feliileti kovarians derivalt, a feliilet érintésikjaban fekvd tenzorkomponensek feliilet érints-
sikjaban végbemend valtozasat tiikkrozi. A jobboldalon 4ll6 masodik, az tan. jarulékos rész,
tekintettel a (9101 képletekre az S felilletre merdleges tenzorosszetevdk feliilet menti
valtozasanak hatasat fejezi ki.

At (27) = U (27.0), ¢k (27) = *,(27,0), és t,(27) = £,(27,0) masodrendi tenzorok
feliileti, és feliilet menti kovarians derivaltjaival kapcsolatos Osszefiiggések a

(©.106)s, (@.106)3 és (2.106),

tovabba a

@.107)s, (9.107); és (9.107),
képletekbdl adddnak a

dkl3 N tkl 7 dHAo— — 0 ’
d*y, —t",,  d", =0,
d3lp — 1y, d*\, =

cserékkel, illetve helyettesitésekkel.

At} (x7) =1,}(27,0) egyszer kovaridns, egyszer kontravarians alakra vonatkozo képle-
teket minden magyarazat nélkil k6zoljiik.
Feliileti kovaridns derivdlt mdsodrendi tenzorra:

", =t D Et Tt
5 =", + Dty =T 8",

tAHp—t B AR B
terp = tix p FLtor T Tt s -

(9.108)

Felilet mentt kovarians derivdlt mdasodrendd tenzorra:

KA 1 KA KA Ky 3A Ay k3
=t , =t IIP_bpt _bpt ’
K K K K43 K
(9 109) t )‘|P:t A?P:t >\||P_b t A_b)‘Pt 3>
’ A A 3
Ll =8 = e Hp b bp/\tn )
t/-:)\| o tn)\,p - tﬁ)\Hp +bnpt AT b)\pt K3 *

Vegyiik észre, hogy az S feliilet kétméreti terében érvényes (9.108);, 4 képletek rendre
a haromdimenziés térben érvényes (8.33), (8.34)):,.. s képletek analogonjai, hiszen a latin
bettiket gorogre cserélve rendre megkaphatok a a (833), (8.34))); . 3 képletekbol.

Ami a ([@.97), (098) ; a (O-106)) és a (@.I08) feliileti kovarians derivaltak feliilet menti ko-

varians derivaltakkal valo kapcsolatat megado és a jarulékos tagokat tartalmazo a (OI00);
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a (O.I07) és a (O.109) osszefiiggéseket illeti az alabbi szabalyszertiség olvashato ki az utobbi

képletekbdl:
Ami a szohasznalatot illeti

— eredeti tenzornak nevezziik azt a feliileti tenzort (ezalatt magéan az S feliileten értelmezett
tenzort kell érteni) vagy azt az altenzort (az utébbi a haromdimenzios térben értelmezett
és az S feliiletre épitett KR-ben értelmezett tenzor vagy ennek egy altenzora az S feliiletre
lokalizalva) melyet derivalni akarunk,

— derivaldsi indexnek nevezziik azt a gordg indexet, melyre vonatkozdan a kovarians deri-
valtakat képezni karjuk,

— tekintett indexnek nevezziik az eredeti tenzor azon indexét, amely a jarulékos tag forrasat
adé bazisvektort azonositja.

A kovetkez$ szabalyszertiségek figyelhetSk meg:

— a jarulékos tag mindig az eredeti tenzor és a gorbiileti tenzor szorzata,

— aszorzat elGjele {negativ} [pozitiv], ha a tekintett index {gorog index} |a harmas szam)],

— a gorbiileti tenzor egyik indexe, ez mindig als6 index, a derivalési index,

— ha a tekintett index gorog beti, akkor a gorbiileti tenzor mésik indexe mindig a tekintett
index, amely megtartja az eredeti indexpoziciot, azaz {fels6} [also], ha a tekintett index
is {felsG} [also|, a tekintett index helyére pedig a harmas szam keriil,

— ha a tekintett a harmas szdm, akkor a gorbiileti tenzor masik indexe néma gordg index,
melynek pozicioja {fels6} [also], ha a tekintett harmas index {also } [felss|, mig parja a
tekintett harmas index helyén jelenik meg,

— az eredeti tenzor tobbi indexe nem valtozik.

Kimutathato a metrikus tenzor, és az epszilon tenzor kovarians derivaltjaval kapcsola-

tos (B38) és (8.40Q) képletek, valamint a (9.109), illetve a (O.107) 6sszefiiggések segitségével,

kihasznélva a metrikus és az epszilon tenzorok szerkezetét, hogy

KA _ KA o o .
(9.110) 9 =971 ="0, ialp = Iy = 0
) Lo
5:{ |p_5m ||p_0’
és, hogy
(9.111) Emslp _ Emsllp =0, € sl = Errsfp = 0

A ([@.II0)-re forditva mondjuk a figyelmet, a (838);, (O.109),, és ([@.14) alapjan a
KA KA KA Kk 3\ A K3 KA
0=g =9 1p=9 IIP_bpg _bpg =9 p

eredmény, vagyis a bizonyitani kivant allitds kovetkezik. A tobbi esetben a fentiekhez
hasonléan lehet eljarni.

9.3.2. Riemann-Christoffel gorbiileti tenzor az S feliilet kétméreti terében.
A tovabbiakban, kihasznéalva majd a 841l szakasz gondolatmenetét, arra a kérdésre ke-
ressiik a vélaszt, hogy mi a feliileti kovarians derivalasok sorrendjének hatasa. Legyen az
u,, legalabb kétszer folytonosan derivalhato feliileti vektormezd.

Elttinik a

(9.112) Airp = Upgrp — U p
kiillonbség, ha a derivalasok sorrendje felcserélhets. A (O.108), derivalasi szabéaly felhasz-
nalasaval, és a
b = Uga
cserével

J— ag (e
Uglnpg = (UHHA),p - FHpUUHA - F)\punHa
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a (@.I12) jobboldalan allo elsd tag. Felcserélve a A és p indexeket, majd a fenti képlet és
az eredmény (Q.I12)-ba torténd helyettesitése utan

(9113> dnAp = (UHH)\>7 P (uan), AT F/gpuUH)\ + F/g)\uUHp

a kiillonbség. A feliileti kovarians derivaltakkal kapcsolatos (0.98) képlet alkalmas index-
cserékkel torténd helyettesitésével, nem részletezve a nem tul bonyolult formalis dtalaki-
tasokat, innen az

(9.114) Unjinp ~ Unflor = 7ot

eredmény kovetkezik, ahol

(9.115) RY \, =0\, =0, Uy +T T —T T3

a feliileti Riemann-Christoffel féle gorbiileti tenzor.
Tekintsiik a ¢*, feliileti masodrendd tenzort. A fentiekhez hasonlé médon mutathato

ki a (©.106); majd a (9.I08]), felhasznalasaval, els6 lépésben a
Conlp = w8 Ay 2
helyettesitésekkel, hogy
K K __ 1K u
(9.116) e — Ao = 0 R

M K

AXT

a kétszeres feliileti kovarians derivaltak kiilonbsége.

Mivel a (Q.I15) a feliileti Christoffel szimbolumokat és azok derivaltjait tartalmazza a
feliileti Riemann-Christoffel tenzor fiiggetlen az u,, vektormezo6tol.

Az

Il —-v, m—=>Kk, q¢g— X, p—p

betticserékkel a haromdimenzios esetre érvényes
l _
R =0

egyenletbdl — v.6.: (L)) képlet - az S feliiletre torténd lokalizalassal, tovabba a (8.49) ,
(O.115)) és a gorbiileti tenzort értelmezd (9.45)); o képletek felhasznalasaval a

0= aAF:n - apr)l\/n + F)I\jcrr;)fn o F:UF)(\TK + F)Z\I3F;?n o F:3F§n ’
vagy ami ugyanaz a

(9.117) RY, 5, = 0\"bps — b, b

Osszefiiggés adodik. Hasonld6 modon a
Il -3, m—=>kKk, q¢q—> X, p—p

betticserékkel kapjuk, ismét kihasznalva a (9.45)); 2, valamint a (9.44) Osszefiiggéseket,

figyelembe véve tovabba a gorbiileti tenzor és a Christoffel szimboélumok szimmetriajat,
hogy
3 _ 3 3 3 1o 3 1o
(9118) R EAp aAFpn - apr)\ﬁ + F)\G'Fpﬁ - Fpar)\n
= b,w,x—bm,p+bﬂl“;;—b(,pl“fﬂ =0.

A v index lesiillyesztésével majd a Kronecker szimbolum és a (0.29); képlet felhasznala-

saval a (O.I17) alatti kifejezés atalakithato:
(9.119) R\, = buabpx —bupbre = 0,78, fbgrbpy — 0,96, byobor = (6,°6,¢ — 6,26, )borb,y

Y3 9 Y3
= Euk3€ v bﬁ)\bgpp = Euk€ Spbﬁ)\bgop =€ur3 € v bﬂ)\bcpp

VRAP
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Az utobbi képletben, amint az e,,.3 és %3 tulajdonsagait kihasznalva — v.6.: a permutacios

szimbolum [[2.3 szakaszban adott értelmezését az — kdnnyen ellenérizhetd

(9.120) "% byabp = €ps byl -

A ([©@.I20)); képlet helyettesitése utan ([@Q.I19)-bol, felhasznalva a determinansok szorzasté-
telét, a Gauss gorbiilettel kapcsolatos (9.71])2 5 képleteket, valamint a (9.22)-t, az

(9.121) R0 = €unzlaps|byn| = eunzerps|by”aur| = eunsersKa,

eredmény adodik, ahol mind K, mind pedig a, kiilonbozik zérustol. Ez egyben azt is
jelenti, figyelembevéve a ([@.28)-at, hogy

(9-122) Rzz,\p =R,5x=0

(A nagy gorog index nem Osszegezl, hanem rogzitett index, amelynek értéke vagy egy,
vagypedig kettd lehet.) és, hogy

(9.123) Rig19 = Ro1g1 = —Ryj19 = —Rygpy #0.

Utobbi egyenlet kovetkezménye, hogy a feliileti kovarians derivalasok sorrendje, ellentét-
ben a térbeli esettel, altalaban nem cserélhetd fel.

A (Q.I21)-bdl, kifejtve a |bry| determinanst az

(9124) R1212 = b11b22 - b12b12
és a
(9.125) K= R;m

képletek kovetkeznek.

A ([9.43)3 és a (O.110) képletek szerint R,,, megadhato a g.s = ans metrikus tenzor
és derivaltjai segitségével. Ennek a koriilménynek alapjan a (9.125) egyenlet geometriai
jelentése a kovetkezSképpen fogalmazhato meg:

A K Gauss-féle gorbiilet, ami az S feliilet hAromméretii térben valé viselkedésének egy
mérdszama, meghatarozhato a felilleten végzett hosszmérések segitségével. Visszaidézve
a (@.80) képletet, és pontositva az el6z6 mondatot azt mondhatjuk, hogy a két gorbiileti
sugéar szorzata mindig meghatarozhato az S feliilet kétdimenzids terében végzett méré-
sekkel, annak ellenére, hogy a f6gorbiileti sugarak a feliilet mint haromdimenziés alakzat
jellemz6i.

A (O.118) képlet kibovitésével és a feliileti kovarians derivaltakkal kapcsolatos (9.108)) 4
egyenlet felhasznaldsaval, pontosabban a

tedllo = brolns €8 Taalp = Dow|in
cserékkel, a kib&vitett egyenletbdl a
0=brp,x—L Abox =L 0bep— [brr,p =T bor — 2 bor]
vagy ami ugyanaz a
(9.126) brplr = Diexp

eredmény kovetkezik. Utobbi egyenlet szerint a A és p indexek tekintetében szimmetria
all fenn. Koévetkezésképp

(9.127) b = 0.

Ez az 6sszefiiggés a differencidlgeometria Gauss-Codazzi-féle egyenletének tenzoriélis alak-
ja.
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Az S feliileten tekintve a (8.4) és (8.9) 6sszefliggéseket, kihasznalva tovabba a gorbiileti
tenzorral kapcsolatos (0.45]); o képleteket, a

8a,5 = aa,p = ' J3a, +bapas

9.128

( ) ga7ﬁ — 8_075 — Fggaa+bﬁaa3
és

(9.129) 83,8 =a3,5= —s"a,

eredmény adodik a bazisvektorok derivaltjainak szamitasara. A (90.128)); » egyenletek Gauss
formulai. A (9.129) egyenlet pedig Weingarten képlete. A (0.129) egyenletet skalarisan
szorozva onmagaval a

(9.130) 83,0835 = by 4oy’ = 0,bos

osszefiiggés kovetkezik, ahonnan a dz®da®-val torténd atszorzassal megkapjuk az S feliilet
harmadik alapformdjdt

(9.131) das-dag = b, byp dz*da”
Legyen
(9.132) Cap = b, bop = baga” byp .

Vegyiik észre, hogy c,p szimmetrikus tenzor. A bevezetett jeldléssel

(9.133) daz-das = cup da®da® = ¢py datdat 4 2¢15 datda? + oy da?da?

a harmadik alapforma alakja.

A ([@I19), @I21)) és ([@.25]), egybevetése alapjan irhato
bl/)\bpl'i - bupb)\n =V Aok a'oe)\pK = EVHSE)\pSK
egyenlet a”?-val torténé végigszorzasaval a

(9.134) buabyp@”” — b, b — €pzerpsa’” K =0
eredmény kovetkezik. Az
(9.135) Eun3Erpsa”’ = —a™

osszefligges — ennek igazolasat gyakorlatra hagyjuk — , valamint a (7)), illetve a (@0.72),
felhasznalasaval (Q.134) a

(9.136) bHVbVA—QHbNA—FCL,{)\K: 0

alakban irhato fel. Felemelve a X indexet a (3.I36)-bol a gorbiileti tenzorra vonatkozo
Cayley-Hamilton tételt kapjuk:

(9.137) b b, —2Hb 46 K =0.
A (0.I132), illetve ([O.I30)-ba torténd helyettesitésével kapott
(9.138) | bor —2Hboy + Ka, =0

egyenlet a harom alapformaban allo g.x = @y, ber €S cex tenzorokat, vagy a da®da*-val
torténd atszorzas utan magat a harom alapforméat kapcsolja Ossze.






10. FEJEZET
Integralatalakitasi tételek és parcialis integralas

10.1. INTEGRALATALAKITASI TETELEK
10.1.1. Bevezetd megjegyzések. A leggyakrabban elGfordulé integralatalakitasi té-
telek targyalasa sorén a tételek

— szimbolikus alakban,
— az (x) gorbevonali KR-ben,

illetve ha az alkalmazasok szempontjabol sziikségesnek latszik, akkor
— az (&) feliileti gorbevonali KR-ben is

bemutatasra keriilnek.
A tételek szigoru igazolésara terjedelmi okokbol nem keriil sor. Vazlatos bizonyitést
csak a Stokes tétel esetén adunk.

10.1. abra. Az infinitezimalis ABC' haromszog
10.1.2. Stokes tétele. Tekintsiik az infinitezimalis ABC haromszoget és vezessiik be
az
(101) I‘AB:dI‘[ rAC':drII

jeloléseket. A kovarians béazisvektorok szamitasaval kapcsolatos kapesolatos (IL40]) képlet
tovabba a

(10.2a) dx’fz:nk‘B—:vk}A, dz?lzxk‘c—xk‘fl
és

or
(10.2b) dr = - dz* = g da”
Osszefliggések felhasznalasaval irhato, hogy
(103) dI‘[ = 8k dIﬂA y dI'[[ = 8k dI];I A

123



124 10.1. Integralatalakitéasi tételek

ahol a gorbevonali 2* koordinatak mellett jobbra lenn all6 rémai szamok nem a szokott
értelemben vett indexként szerepelnek. Ez a jel6lésbeli megallapodas nem okoz félreértést,
mert a kontravaridns koordinatdknak nincs als6 indexiik.

Az ABC haromszoghoz tartozo dA teriiletvektort a

1
(104) dA = EdI‘IXdI']]

vektorszorzat értelmezi. A (I0.3) képletek helyettesitésével és a kovarians bazisvektorok
vektorialis szorzatat adé (L27) egyenlet felhasznalasaval innen a

1 1
dA = 5 8 X8 da¥ dat; = 5 Ekim daj dag; g™
A A

vagy ami ugyanaz a

1
(10.5) dAp = 5 kim dz¥ dzt,

A

eredmény kovetkezik.

Az ABC haromszog altal kifeszitett sik n,, normalis egységvektorat akkor tekintjiik
pozitivnak, ha a normaélis egységvektor felol nézve — v.6. [10.Il abra — az ABC koriiljarasi
sorrend az 6ramutatd jaraséval ellentétes. Ez a koriiljarési értelem a pozitiv koriiljarasi
irany.

Nyilvanvalo, hogy

(10.6) dA,, = ny dA
ahol dA az ABC haromszog teriilete (a skalaris feliiletelem).

10.2. abra. A h gorbével hatarolt nyitott S feliilet

Legyen az S egyszeresen Osszefiiggs, szakaszonként sima nyitott feliilet. Legyen tovab-
ba h az S feliilet szakaszonként sima peremgorbéje. Az S feliilet normalis egységvektorat
n, a h peremgorbe érinté egységvektorat pedig A jeloli. A v vektor a feliilet érint&sikja-
ban fekszik és meréleges a n és A vektorokra. Feltételezziik, hogy v = A x n. Kévetkezdleg
lv| =1 (a v is egységvektor). A v, A, n harmas jobbsodratt egyenesvonali ortogonalis
KR-t feszit ki (jobbsodratu vektorharmas). A h peremgorbe mentén mért s ivkoordinéta
akkor pozitiv, ha a pozitiv s irdnyba haladva a h gorbe mentén a feliilet - feltéve, hogy a
pozitiv normalis felsl tekintjiik - a bal oldalon fekszik.

A Stokes tétel elGkészitése érdekében elGszor az infinitezimalis ABC haromszogén
tekintiink egy részproblémat. Ezt kovetGen az S feliilet esetén alkalmazzuk a kapott ered-
ményt.
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Legyen u = u; g* az infinitezimélis ABC haromszogon és annak kérnyezetében értel-
mezett, folyamatosan differencidlhaté vektormezs. Hatarozzuk meg a

(10.7) % u-dr
ABCA

vonalintegral értékét.

A haromszog egyes oldalélein vett integralokat az u vektormezd oldalfelezé pontokban
vett értékei és a vonatkozo rap, rpc, illetve roy vektorok szorzataiként szamitjuk. Az
oldalfelezé pontokhoz tartozo u értékeket pedig az A pontra tdmaszkodo linearis appro-
ximéci6 adja.

Ezek a kozelitések az ABC haromszog infinitezimalis volta miatt engedheték meg.

Fentiek alapjan

dI‘]

% u-dr:drf-(u(A)+u®V|A-—)+
ABCA 2

dr;+d
4 (dryr—dry)- {u(A)+u®V|A (M)} n

2

dI'[[

+ (—dryr)- <U(A) +ueV|, - T) :

Az utoébbi képletbdl indexes jelolésre térve at és helyettesitve a (10.2h), (10.3) és (8.29)
Osszefliggéseket a

1
% uy, do® = (uk(A)%——uk;l
ABCA 2

1
+ |:Uk(A)+ _Uk;l

da:ll) dah+
A

2

(dah + dxlﬂ)] (dzf —dxf;) +
A

1

1
+ (uk(A)—O— — U dle) dxlfl = Quk;l (dxlfl dxll—dle dx];)
A

2 A
eredmény kovetkezik. Az egyenlet jobb oldala a Kronecker szimbolummal kapcsolatos

(L20) képlet, tovabba az (L29) osszefiiggés értelemszerd alkalmazasaval, illetve a (10.5)
egyenlet felhasznalédsaval tovabb alakithato:

1
% up da® = = Up s
ABCA 2

(606" — 6 6%) da dafy =

A
1 1
=3 (. ekse, de' daf; = 3 Uk | glhsg . da¥ daf; = (5 stk uk;l) }A dA,

A A
Ha még a ([10.6), illetve a (8.72) alapjan irhato
(10.8) dr = A ds = dz*g,
Osszefliggést is kihasznaljuk, akkor a
(109&) ﬁBCA uk)\k ds = (ns &TSZk uk;l)‘AdA
illetve szimbolikus alakban irva, a
(10.9b) f u-Ads= (nxV)-ﬁ) dA

ABCA A

eredményre jutunk, ahol az u felett allo és lefelé mutato nyil azt jelzi, hogy a V operétor
az u-ra hat. Ezt a jeldlésbeli konvenciot, ha sziikséges, a tovabbiakban is alkalmazzuk.
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Visszatérve az S feliilethez tegyiik fel, hogy az S feliileten és az S feliilet kornyezeté-
ben értelmezett u vektormezs folytonosan differencidlhato. Célunk a (I0.7) vonalintegral
szamitasa ezuttal a h zart peremgorbe mentén a (I0.9al) Gsszefiiggés kihasznélasaval.

Elemi (infinitezimalis) haromszogekre osztva fel az S feliilet majd Osszeadva az ele-
mi haromszogeken tekintett (I0.9al) tipust integralokat megfigyelhetd, hogy azokon az
oldaléleken melyek két szomszédos elemi haromszoghoz tartoznak a koriiljarasi értelem
kiilonbozdsége miatt a vonatkozd vonalintegralok torlik egymast. Alkalmas hataratmenet
utan (azaz a haromszogek szamat a végtelenhez, maximaélis méretiiket pedig zérushoz ko-
zelitve) bal oldali Gsszeg hatarértéke h-n vett vonalintegral, a jobboldali 6sszeg pedig az
S-n vett feliileti integral:

(10.10a) ]{Lu-Ads:/S(nxv)-ﬁdA:/ﬁ-(nxv) dA,

S
vagy
(1010b) %uk)\kds:/nseslkuk;ldA:/uk;lnsaslde.
h S S

A (I0:I0alb) egyenletek Stokes tételének szimbolikus, illetve indexes jelolésmodban szedett
alakjai.

Ha feliileti KR-ben vagyunk, akkor a Q.11 alszakasz negyedik bekezdése és a (9.10)
Osszefliggés alapjan

(10.11) n;=az=a’.
Kovetkezoleg ha a feliileten vagyunk, akkor fennallnak a
(10.12) nxV =a’xa’d,=e*"a,i,
~~
v
és
(10.13) o = uy, ,a

egyenletek. A (I0.11)), (I0.12), valamint (I0.13)) képletek felhasznalasaval kapjuk a Stokes
tétel (I0.10a) alatti alakjabol a Stokes tétel feliileti KR-ben hasznélatos alakjat:

(10.14) éup AP ds = /5630'0 Uple dA .

A képletben u,, az u, vektormez6 feliileten vett kovaridns derivaltja. Ennek képzéséhez
elegendd az u, vektormezét magan az S feliileten ismerni.

Megjegyezziik, hogy a fenti eredmény kozvetleniil is megkaphato a Stokes tétel indexes
jelolésmoddal irt (I0.I0D) alakjabol, ha figyelembe vessziik, hogy feliileti KR-ben (a) A*=
=0 (a k helyére p irhato a baloldalon), (b) n, =0, ng =1 (a jobboldalon elhagyhat6 az
ns, az | és k indexek helyére pedig o és p irhato).

10.1.3. Green tétele. A tételt felilleti KR-ben vezetjiik le Stokes tételébdl indulva
ki. Legyen w az S feliileten értelmezett folytonosan differencidlhaté vektormezs. Legyen
tovabbé

(10.15) u=agxXw.

A (I0I5) képlet Stokes tételbe, pontosabban a (I0.10a) baloldalaba térténd helyettesité-
sével — tekintettel a[I0.2l abraval kapcsolatosan mér szerepld

(10.16) r=Axn=Axas
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Osszefliggésre - kapjuk, hogy

(10.17) %U'AdS:%A'GngW) dSIj{V'WdSIj{I/awadS
h h h h

hiszen a v vektor az S feliilet érintdsikjaban fekszik. A (I0.10al) jobboldala a (I0.15]) képlet
helyettesitésével és a (I0.12) Osszefiiggés felhasznalasaval alakithato at. Az atalakitasok
soran kihasznéaljuk a a (@.45]), és a (@.100) képletek alapjan frhato

(10.18a) 0,a® = 0,a; = g0 =15a,=—b,"a,,
(10.18b) W, =w",=w",—b, W’
tovabba a

(10.18c) Oow =w' ,a

illetve a ([@.29)) és ([@.29) egybevetésébsl adodo

(10.18d) €%Pe 3ny = 671

egyenleteket és értelemszertien alkalmazzuk a (9.32); képletet. A f6bb lépéseket az alab-
biak részletezik:

(10.19) /(nxV)-udA:/e?’"pap-(&,ag><W) dA=
s s

= / e, [Iq emwta +azx (W ,a;,)] dA =
s

S P
:/ (W™ r+ 2" w?) dA:/wwnwdA
S A

A (I0I7) és (I0.19), (I0I0a)-val torténds egybevetésével, u™-t gondolva w™ helyére, adodik

Green tétele:

(10.20) j{u” Vpds = / u™| dA .
h S

Figyeljiik meg, hogy a fenti egyenletben nem jelenik meg az u® vektorkoordinata.

10.1.4. A Green és Stokes tételek altalanositasai. Legyen ® az S feliileten —
lasd abra — és az S feliilet kornyezetében értelmezett tetszéleges tenzormezd. Legyen
tovabba a x két tenzor kozott értelmezhets barmilyen szorzas mitiveleti jele. A szimbolikus
irasmodban irt és igy koordindta-rendszertdl fliggetlen alaku

.
(10.21a) f@*Ads:/E*(nxV) dA
h s
és
1
(10.21Db) j{A*@ds:/(nxV)*QdA
h s

egyenletek a (I0.10al) Stokes tétel dltalanositasai. Valoban, ha a x mtiveleti jelet a skalaris
szorzas - miveleti jelére cseréljiik és az u vektormezst gondoljuk a ® tenzor helyére, akkor
a (10.21D) egyenletbdl azonnal megkapjuk a Stokes tétel (I0.10al) alatti alakjat.

A tovabbiakban a feliileti KR nyujtotta elényok is kihasznélasra keriilnek. Ha a (I0.2Tal)
egyenletben
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— a * helyére a vektorialis szorzas x miveleti jelét, majd
- a ® tenzor helyére ® xas-t tesziink,

akkor a Green tétel egy altalanositésat kapjuk.

A baloldal atalakitdsa soran az emlitett cserék végrehajtasa utan a ([[0I6) képlet
helyettesitése sziikséges.

A jobboldal atalakitdsa ismét az emlitett cserék utén, a (I0.12), (I0I8a...,d) és
[@.32), képletek alkalmazasa, illetve helyettesitése kivanatos. Ezt az atalakitast az alab-
biak részletezik:

4 4
3pm
(Dxag)x (nxV) = (Dxaz) x (9, a,) =
= [—(DOy) *e30r a7 +DxI'§ a, xa,| =
=¥ g3, [(DD,)xa” + D xb,"a’] =
=— [(DI,)*a’ +Dxb, a’]

Fentiek alapjan a (I0.21al) egyenletbdl a

(10.22) %@*uds:/ [(D9,)xa” +D b, a’] dA
h s

eredmény kovetkezik. Ez az Osszefiiggés a Green tétel altalanositasa. Valoban, ha a x
helyére a skalaris szorzas - mtveleti jelét és a ® helyére az u vektormezét gondoljuk és
tekintettel vagyunk a (I0.18d), illetve a (10.18D) képletekre, akkor a (I0.22)) dsszefiiggesbol
megkapjuk a Green tétel (10.20) alatti alakjat.

Ha a ® masodrendd tenzor — legyen ez mondjuk az N*-el jelélt tenzor —, a *-al jelolt
szorzas a skalaris szorzas és N* = 0 akkor a ([0.22)) dsszefiiggésbdl, szem el6tt tartva,
hogy feliileti KR-ben vagyunk, a

(1023) %ak Nk)\l/)\ ds = / ag NkA‘)\ dA
h S

eredmény kovetkezik.

10.1.5. A Gauss-Osztrogradszkij tétel. Legyen V egy a végesben fekv§ térfogati
tartomany. Jelolje S a V tartomany hatérfeliiletét. Legyen tovabba u a V-n értelmezett
egyszer folytonosan derivalhato vektormezgs. Jelolje n az S feliilet kiilsé normalis egység-
vektorat. Az

(10.24) /u-ndA:/deV
S v

Gauss-Osztrogradszkij tétel a (I0.20) Green tétel egy altalanositasanak tekinthetd.
Legyen ® a V-n értelmezett folytonosan derivalhato, egyébként tetszéleges tenzorme-
z6. A Gauss tétel altalanosabb alakja adodik a ([[0.24]) alakbol, ha az u helyére d-t és a

skalaris szorzas - mtveleti jele helyett *-t ifrunk.

(10.25) /@*ndAz/@*VdV
S 14

Ismét hangsulyozzuk, hogy a * két tenzor kozott értelmezheté barmilyen szorzast jeldlhet.
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10.2. PARCIALIS INTEGRALAS

10.2.1. Parcialis integralasok feliileten. Legyen a d* és ey az S feliileten — v.0.
10.2l abra — és annak kornyezetében értelmezett folytonos és differencialhatd tenzormezd.
Az u, vektormez6t az

kl
Up = d p €Ll
moédon értelmezziik. A d¥ és ey tenzormezdk differencidlhatosaga miatt fennall, hogy
_ _ (Kl _ gkl kl
Up;a=Upla = (d pek’l) |l — d p‘aekl+d pekl\a .

Ez az Osszefliggést a Stokes tétel (I0.14]) alatti alakjaba helyettesitve a feliileti integralokra,
vonatkoz6 egyik parcidlis integralési szabaly adodik:

(10.26) /Egopdklpgekl dA:j{)\pdklpekl dS—/EgOpdklpekladA
S h S

A feliileti integralokkal kapcsolatos masodik parciélis integralési szabaly a fentiekhez ha-
sonl6 moédon az

P (P A _ P A P Au

uHﬂ—(d /\ueu)||7r_d/\ull7reu+d M€ n
osszefliggeés és a ([0.20) Green tétel egybevetésébdl kaphato meg:
A A A

10.2.2. Parcialis integralas térfogati tartomanyon. Legyen
uk — dklm 6lm ’
ahol a d*, és '™ tenzorok differencialhatok az S feliilettel hatarolt V térfogati tartoma-
nyon. Koévetkezésképp

kE k Ilm gk Ilm k lm
u,k’_<d Im € );k_dlm;ke +d Im € ik

Utobbi egyenlet felhasznalasaval kaphaté meg a (10.24]) Gauss-Osztrogradszkij tételbsl a
térfogati integralokkal kapcsolatos

10.28 dk . Glmd[/ = ng dk elmdA— dk elm. dV
Im;k Ilm Ilm k
1% ’ S Vv '

parcialis integralasi szabéaly.







A. FUGGELEK

Térbeli feliiletekre épitett koordinatarendszerek

A.1. HENGERFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER

Az[ATl abra egy R sugart hengerfeliiletre - ez héjak esetén a héj kozépfeliilete lehet — épitett
gorbevonali KR-t szemléltet.

)/3

A.1l. 4bra.

Leolvashat6 az abrarél, hogy
(A1) t=¢, 2=y, 2*=r—R
a harom hengerkoordinéta (z'€[—n, 7], 22=y>€(—00, 00), #3>—R). A tetszblegesen valasztott P

pont helyvektora az (y!,42,y?) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozé egységvektorokat dsszhangban
az eddigiekkel rendre iy, is és i3 jeloli — az

(A2) r=r (:El,l'Q,l'S) =yl + 1yl +ylis =rcospi| +rsingig+a? iz =
= (R+23) cosa! iy + (R+2?)sina! iy + 2% i3

131
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alakban irhato fel. Kovetkezéleg
or 1

g1 =501 = —(R+2%)sina! ij +(R+2%) cos 2! iy
or or
A- o == —— = 1
(A.3) 82752 dyB 13
_ or 1. . 1.
g3 :ﬁ =COoST 11 +SInT 19
a harom bézisvektor és
(#+R)* 0 0
(A.4) Gr1] = [&r-&1] = 0 10
0 01

az alsoindexes metrikus tenzor matrixa. Ennek
(A.5) go=r? = (" +R)"

a determinéansa. A felsGindexes metrikus tenzor méatrixa az alsdéindexes metrikus tenzor matrixa-
nak inverze:

1
B (z3+R)? 00
(A.6) [§"] = 0 10
0 0 1
A felsGindexes bazisvektorok indexemeléssel szamithatok:
1
_1 1

g :gllgl = §11§1 = (— sin ! i +cosx ig)

R+23
g’ =¢"g =78 =1
g% =7%g = 75’83 = g3 = cosz' i; +sinx! iy
A masodfaji Christoffel szimbélumok a
(A-8) Tfi = gri-g"

Osszefiiggés felhasznalasaval adodnak. Az aldbbiakban csak a nem azonosan zérus Christoffel
szimbolumokat kozoljik:

(A.7)

_ 08
A9a) TY = g g =
(A9a) Y =gi1-8° =518
= [-(R+2*)cosz’ iy — (R+2”)sina’ ip] - (cosz! i +sinz’ ip) = —(R+2%)
= 083
A9b) T} =g318 =~> 8 =
( ) I's1=g31°8 Ol g
1 1
= (—sina:1 i; +cosz! i2) . Bias (—sina:l i; +cos ! i2) = i
Nem nehéz belatni az elézéek alapjan, hogy az x> = 0 hengerfeliileten a
g1 =a; =R (— sinz! iy +cos z! i2) go = ap =i3, g3=ag=cos z'i; +sinz! iy

(A.10) 1

gl=al == (— sinz! i +cosa! ig) . gt=a’=iy, gdi=a’=cosalij+sinztiy
Osszefiiggések adjak a bézisvektorokat. A metrikus tenzorokat, illetve a nem zérus Christoffel
szimbolumokat tekintve pedig az

R* 0 0 7 00
(A.11) lgr] =law] =] 0 1 0 "] =[a"]=1] 0 1 0],
0 01 0 01
illetve a
1
(A.12) 3, =-R, Ti=-—.
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képletek hasznalhatok. A Christoffel szimbélumok birtokdban

I R I B R R

a két gorbiileti tenzor méatrixa. A bazisvektorok P pontbdl a P pontba torténd athelyezésének
tenzora (a tenzor métrixa) a (048] képlet alapjan (A13)s felhasznalasaval szamithato:

v v 31 v l—l—l'S/R 0
(A.14) [9.7] = [5a —z°b, ] = [ 0 e
Ennek a tenzornak
1
(A.15) 9. = | T+F%/R 0 .
0 1
az inverze.

A.2. GOMBFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER

Az [A2l abra egy az R sugart gombfeliiletre - ez héjak esetén a héj kozépfeliilete lehet —
épitett gorbevonalt KR-t (ekvatoridlis KR-t) szemléltet.

y3 x1 _
x2 g
P
=R R
— 3
f—R+X 89=85 x3 o
¢ \

r=T(x'x20)
r(xix2 x3)

1 7

r cosx? cosx!

rcosx2gnx!

A.2. 4bra.

Leolvashat6 az abrardl, hogy
(A.16) t=¢p, 22=9, B3=r—R

a harom gémbi koordinata (z! €0, 27], 22 € [—7, 7], 23> —R). A tetszdlegesen vélasztott P pont
helyvektora az (y',y?,3?) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozo6 egységvektorokat rendre iy,is és i3
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jeloli — az

(A17) Tt=r (371,372,:1;3) :y1i1+y2i2+y3i3 =rcostcospi]+rcosdsingis+rsind iz =

2 2

=rcosx?coszt iy +rcosz?sinz! iy +rsinz?is

modon irhaté fel. Kévetkezéleg

or or . .
g1 :8—][‘1 = 8_r =r (— CcOoS :E2 sinflj1 11 +cos 332 cos 331 12)
€z '
or or
(A.18) g =52 =95 " (— sin 22 cos 2! iy —sin 2% sin x! iy + cos 22 i3)
€z '
or Or Or

_ 2 1. 2 . 1. . 9.
83 ==—% = ———= = COST~ COS T i1 +cosxz”sinx" ip+sinx” iz
ozx3  Or 0x3

a harom béazisvektor és

r2cos?z2 0 0 (333 + R)2 cos? 12 0 0
(A.19) (Gr) = (81 81) = 0 r? 0| = 0 (#3+R)* 0
0 0 1 0 0 1
az alsoindexes metrikus tenzor matrixa. Ennek
(A.20) Go =rtcos® 22 = (333 + R)4 cos? 2

a determinansa. A felsSindexes metrikus tenzor matrixa az alsdéindexes metrikus tenzor matrixa-
nak inverze:

L 0

72 cos? 12 ? 0 (z34+R)* cos? z2 .
=pq) _ _
(A.21) [g71] = L 0 @+ R?
0 0 1 0
A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel adodnak:
(A.22)
1 1
1 _ 1= _ =11~ S 1 N 1
= = = —sinz ij+cosx iy) = —————— (—sinz iy tcosz is) ,
8 T98=I Bl= s ( 1t 2) (R+x3) cos x? ( 1t 2)
1
g’ :gzlgl =§%%g, =~ (— sinz? cos 2! i; —sin 2 sin 2! iy + cos z2 ig) =
r
1 .9 1. R B 2 .
= —— (—sinz“cosx i} —sinz“sinx" ip +cos z“ i3) ,
R+ 23 ( 1 2+ 3)

g’ =0"g=9"g:=8;.
A masodfaji Christoffel szimbélumok a
(A.QS) fgi =8k" g™

Osszefiiggés felhasznalésaval szamithatok. Az alabbiakban csak a nem azonosan zérus Christoffel
szimbolumokat kozoljik:

_ B . 8@1 .
(A.24a) Fi’l =gi,1 -g‘3 = 9.1 -g‘3 =

2 1

2 1 sin ! ig) . (cosx cos ! iy +cos 2% sin ' iy + sin 22 ig) =

= —r (cos z? cos 2! i1 + cos z?

= —rcos?z?=— (R—i—az?’) cos? 22 |

= _ 0ga _
(A.24b) ng =822 -g3 = P2 -g3 =

=—r (cos 22 cos z' iy +cos 22 sin x! iy + sin 22 i3) . (cos 22 cos z' iy +cos 22 sin x! iy + sin 22 i3) =
=—r=— (R+:E3) ,



A. Térbeli feliiletekre épitett koordinatarendszerek 135

= 1 Ogs _
(A2de) Iy =gs1°8 =578
= (— cos 22 sin ! i1 +cos 22 cos ! ig) . L (— sin ! i1 + cos xt i2) = l = #
7 cos T2 r R+4+ax3’
= o Ogs _
(A24d) 1—%2 = g372 . g2 = w . g2 =

= (— sinz? cos ! i —sin 2% sin 2" iy + cos 22 13) - (— sin 22 cos 2! i} —sin 2% sin 2 iy + cos 22 13) =
r
1 1
r  R+a3’
= g1
A2de) T? =g 1-g°=—-—2-g°=
( ) 11 ) axl
=—r (cos 22 cos z' i; +cos 22 sin z* 12) - (— sin 22 cos z' i —sin 22 sin 2! iy + cos 22 13) =
r
= cos z° sin 2 ,
= g1
A24f) T, =g .-g' == .g' =
. 1. . 1 1. . sin 22
=r (51113;2 sinz! i; —sin2? cos ! 12) . 5 (— sinz! i 4cosa! 12) =——7.
T COS T cos T
Az 23 = 0 gémbfeliileten az (AI8) és (A22) képletek alapjan
gi=a;=R (— cos z? sin ! i; +cos 22 cos z* ig) ,
(A.25) go=as=R (— sin 22 cos 2! i; —sin 2% sin 2! iy + cos z2 i3) ,

2

g3 =ag = cos T~ cos zt iy + cos 2

sinz! iy +sin 22 i3
a harom béazisvektor és

1 1 1

. 1. 1.
g =a :7(—smx 11 +cosx 12),
R cos x2

(A.26) 2 1 1

1 . L
g2 :a2 = E (— SImr CosST 11 —SlIll'2

sin z! iy + cos 22 i3) ,

3 3
g =a =gz =as

a harom reciprok bézisvektor. Ami a metrikus tenzorokat illeti az (A.19) és (A.21]) képletek
alapjan irhatjuk, hogy

R%cos?2?2 0 0 mozz 0 0
= = 2 P — [P4] — 1
(A27)  [gu] = [aw] = 0 R 0|, [¢"M=[a"]= 0 L0
0 0 1 0 0 1
A gombfeliileten az (A24) képletek alapjan
1
' =—-Rcos’2?, I'y,=—-R, Fgllzﬁ,
(A.28) L1 2 o 1 .
32 R’ 11 CoOSx™ smx™ , 12 o5 22

a nem azonosan zérus Christoffel szimbolumok értéke.
Ezek birtokdban azonnal adédnak a gorbiileti tenzorok métrixai:

(A.290) [baﬁ] _ [FS,B] _ [ —-R c(())s2 2 _OR }
v 1o —& 0
(A.29D) [bg} - [gA bw} _[ = 1 } .
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Az (A29al) osszefiiggés felhasznalasaval rogton szamithato a g,” athelyezs tenzor matrixa:

T S 1+23/R 0
(A.30a) 90”1 = [0a ﬂ?ba]—[ 0 1+23/R |
amivel
+ 0
(A.30D) 9,1 = [ B ]
1+23/R

az inverz.

A.3. KUPFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER

Az[A3 abra egy a félnyilasszogi kupfeliiletre - ez héjak esetén a héj kozépfeliilete lehet —
épitett gorbevonalit KR-t szemléltet.

0 x2dna cosx! 1

xl= .
%/ x2dna

x29na dnxt

A.3. abra.

Leolvashaté az abrarol, hogy x! = ¢, x? az origd és a P pont kozotti tavolsag, 23 pedig a

P és P pontok kozotti elGjeles tavolsag, pozitiv, ha a P pont a kupfeliileten kiviil helyezkedik
el, negativ, ha a kupfeliileten belill fekszik. A kup csitcspontja szingularis pont. Nyilvanvalo,
hogy z! € [~m, 7], 22 > 0 és hogy 3 € (—332 sin a, oo]. A kupfeliillet P pontjanak helyvektora
az (y',y2,9%) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozé egységvektorokat Gsszhangban az eddigiekkel
rendre iy, io és i3 jeloli — az

(A3l) r=r (331,332,0) =y +ylis+ylis = hcos o sina i; +hsin g sina is+hcos a iz =

2 1 1

= z?cosz! sinai; +2?sinz! sinaiy+ 22 cos a is
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modon irhaté fel. Kévetkezdleg

or . . c\
g1=a =7 = z2 (— sinz! i; +cosz! 12) sin o
ox
(A.32) Or
go = as :W = (cos 2zl i +sinz! i2) sin a4+ cos ar i3
T
a két bazisvektor a kupfeliileten. A harmadik béazisvektor a
iy io i3
g1 XLy = —z?sinz!sina z?cosz!sina 0 =
cos ! sin av sinzlsina  cosa
= z? (cos z'i; +sinz! i2) sin o cos a— 22 sin? « ig
vektorszorzat
lg1 x g2| = 2%sina
abszolut értékének felhasznalasaval szamithatod
X . . . . .
(A.33) g3 —ag = Bi1x82 _ (cos z'i; +sinz?t 12) cos o — i3 sin
lg1 % g2
A bazisvektorok birtokdban
(332)2 sina 0 0
(A.34) [ke] = [are] = [k -as] = 0 10
0 01

az alsoindexes metrikus tenzor matrixa. Ennek
2 .
(A.35) go = (2?)"sin’ o

a determinéansa. A felsGindexes metrikus tenzor méatrixa az alsdéindexes metrikus tenzor matrixa-
nak inverze:
1
(x2)? sin o 00
(A.36) (9] = [a"] = 0 10
0 01

A felsGindexes bazisvektorok indexemeléssel szamithatok:

g =9"gi=g"gi = (—sin z' iy +cosz! iz) ,

2?2 sin «
(A.37) g’ =g*'gr = g*’go = go = (cosz' i; +sinz' i) sina+cos v i3,
gd=a’=gy=az= (COS:E1 i; +sina! i2) cos @ —sinaig .
A P pontnak
(A.38) F=r+aig;

a helyvektora. Kovetkezésképp
or  Or 3083 _

A.39 g1 = — = — =
( a) & ozl axt T 9l
s N 1.y . cosa x3
:g1+—2x (— SiInx” 11 +Cosx 12) SiIna—— = 1+—2(:tga g1 =
T sin a T
g1
= (332 sin v+ 22 cos a) (— sinz! i; + 22 cos x! i2) )
or Or 0
(A.39Db) g = 522 = a2 x?’a—i;’ =gy = (cosz' iy +sinz’ ip) sina+cos a iy,
=~
=0
_ or 3 3 1. . 1. . .
(A.39¢c) g3 = 923~ g’=a’=gg—az= (COS:E i +sinz 12) cosa—sin« i3
x



138 A.4. Kuapfeliiletre épitett koordinatarendszer

a harom alséindexes bazisvektor,

(372 sin o+ 23 cosoz)2 0 0
(A.40) [Gke] = (81 8] = 0 10|,
0 0 1
a kovarians metrikus tenzor matrixa, amelynek
1
B (22 sin a3 cos ar)? 00
(A.41) [97] = 0 10
0 01

az inverze. Ez egyben a kontravarians mértéktenzor matrixa. Az utobbi és az (A39) képleteket
felhasznalva kapjuk meg a kontravarians bazisvektorokat :

1
A.42a s! = gllg = —sinz! i +coszt i) |
( ) & g 81 xQSina—Fx?’cosa( 1t 2)
(A.42b) g2 = §Pg =g = (cos z! i) +sina! i2) sina+cos « i3,
(A.42¢) g2 = g?=a’=gy=a3= (cos z' i +sinz! i2) cos o —sin av i3 .

Az aldbbiakban a nem azonosan zérus Christoffel szimbélumok szamitaséat tekintjiik at:

Ozt ozt

=— (332 sin a+ 22 cos a) (cos z! iy +sin ! i2) . [(cos b iy +sina! i2) Cos o — sin « ig] =

_ 0g 0
(Ad3a) T%, =g11-8 = ﬂ-g?’ = {— (:E2 sin o+ 23 cos @) (- sinz! i) 4+ 2% cos x! ig)} g3 =

= — (ZL‘2 sina—l—a:3 COS Oé) COS «x

@.glz

A.43b) Ti =gs,-g' =
( ) 31 — 8318 Ol

1
1 . 1. . . 1. 1.
= - —— (cosz 11 +sinx 1) sina p - (—sinz 1] +cosx” 13) =
x? sin a+ 23 cos « 83:1( ) ( )

sin o sin o

(— sinz! i +cos ! ig) . (— sinz! i; +cos z! i2) =

z2sina+ 23 cos z2sina+z3 cosa

A kupfeliileten a gorbiileti tenzorok métrixai tekintetében a

- 2 . 3 2 .
=3 . —( sino—+x cosa) cosae 0 | —r"smacos« 0
(A44a) [bOé,B] - Faﬁ’w?):(] - I 0 0 :| 23—0 - |: 0 0
és
r 1 (2 3
(A.44b) {bi} = [g)‘ybun] — | (e®sinata®cosa)’ 0 (#*sina+2% cosa) cos a0 =
0 1 0 s
L z3=0
_ | ~#sma O
0 0

Osszefliggéseket kapjuk. -
A bazisvektorok P pontbol a P pontba torténd athelyezésének tenzora az (A.44D)képletek
alapjan szamithato:

3
v v v 1+ Zctga 0
A4 = —2%,)] = a? .
(A450) 0.1 = [0~ = | 1R )]
Ennek
wz 0
(A.45b) [ga’/] = [ xj-i-:cogctgoz . ]

az inverze.
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A.4. TORUSZFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER

Az[A 4l dbra az R, kozépkori és R sugart toruszfeliiletre - ez héjak esetén a héj kozépfeliilete
lehet — épitett gorbevonala KR-t szemléltet.

A 4. 4bra.

Leolvashat6 az abrarél, hogy
(A.46) tt=yp, *=9, 2*=r—R
a harom toruszi koordindta (z! € [0,27], 22 € [-m, 7], 2 > —R). A tetsz6legesen valasztott P
pont helyvektora az (y*,y?,y>) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozo egységvektorokat rendre iy,is
és i3 jeloli — az
(A47) T=rT (331, z2, xs) =yl + 1yt + 101 =
= (Ro+1rcos?) cosp iy + (Ry+rcost?)singisg+rsind is =
= [Ro + (R—I—a:3) CoS :E2] cosz! iy + [Ro+ (R—I—a:3) Cos :E2] sinz! is + (R+x3) sin 22 ig

alakban irhato fel. alakban irhaté fel. A helyvektor ismeretében

P
g1 = 8—1.1 =— [Ro—i- (R+x3) cos a:2] sinz! iy + [Ro—i- (R+x3) cos a:2] cos 2! is
T
or
(A.48) gy = 8—1.2 =— (R—I—:E3) sinz? coszt i — (R—I—a:3) sinz?sin ! is+ (R—I—a:3) cos 22 i3
T
0
g3 = 8—;3 = cosz? cos ' iy +cos 2% sin 2! iy +sin 22 iz
a harom béazisvektor és
[Ro—i- (R+x3) cos x2] 2 0 0
(A.49) [Grt] = [8r-81] = 0 (R+2%)° 0
0 0 1

az alsoindexes metrikus tenzor méatrixa. Ennek a méatrixnak

(A.50) Go = [Ro+ (R+2%) cos xQ]Q (R+x3)2
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a determinansa. A felsSindexes metrikus tenzor matrixa az alsdéindexes metrikus tenzor matrixa-
nak inverze:

1 0 ! 0 0

r2 cos? x2 (1) [Ro+(R+23) cos z2]? .
(A.51) g=| 0" L o= 0 i 0
0o 0 1 0 J

A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel adodnak:
1

Sl ol 1l B 1:
= = = —sinz i;+cosz i
g =78=7 8 RO+(R+333)COS$2{ 1+ 2}
1
(A.52) g2 =g’'g; = %8, = — (—sin x% cos 2t iy —sin 2% sin 2! iy + cos 2 is)
(R+a?)

g' =" =7"gs=8s.
Az alabbiak a nem azonosan zérus Christoffel szimbo6lumok:
8@1 _3
— { [Ro + (R+:E3) Cos 332] (cos z'i; +sinz! i2) } . (cos 22 coszt iy +cosx

S [RO+ (R+:E3) cosa:Q] cosz? |

(A53a) f?l =g1,1 gd

2sin 2t ip + sin 22 i3) =

_. og
(A.53b) T3, = gm-g?’ = a—ag;-gg =— {(R+x3) (cos 2% cos 2t iy 4 cos 2% sin z! iy 4 sin 22 ig)} .
(cos 22 cos ! i; +cos 2% sin 2t g + sin 22 i3) =— (R+:1:3) ,
= ogs
1 _ = =1 =1
(A53c) Iy =g31°8 = orl 8 =
1
= (— cos z? sin ! i; + cos 22 cos z* i2) . Ryt (Rta%) cosa? {—sinatl i; +cosz! ig} =
B cos x>
R,+ (R+x3) cosx?’
_ og
(A.53d) ng = g372-g2 = a—i;’-gz = (— sinz? cos ! i; —sin2? sin 2 iy + cos 22 i3) .
1 .9 1. R N I 2.\ 1
TR ( sinz“cosx” iy —sinx”sinx” iy +cosx 13) = R
- 5 Og1 _ e . 1.
(A.53e) F%l =gi1 g2 = Pal gt=— [Ro—l— (R+:E3) cos :E2] (cos z! iy +sin ! 12) .

1

e (— sin 22 cos ' i; —sin 2% sin 2! iy + cos 22 i3) =
x
= [Ro—i- (R—i—xS) cos x2] sinz? |
= g1
1 | =1
(AB3f) T'iy=gi12-8 = W—g =
1
= (R+:E3) (sin:n2 sinz! i; —sin 22 cos 2! i2) . Ryt (Rta%) cos a2 {—sinatl i; +cosz! ig} =

R 3
+x 22

"~ Ro+(R+23) cos 22 S
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Az 23 = 0 toruszfeliileten az (A48) és (A52) képletek alapjan

gr=a; = (RO—I—RCOSZE2) (— sinz! i; + cos 2! i2)

(A.54) go=a =R (— sin 22 cos ' i} —sinz? sin 2! iy + cos 2 i3)
g3 = ag = cos 22 cos ! i; +cosx?sinzt is +sinz? i3
a harom bazisvektor és
gl=al= - {—sinazl i; +cosz! ig}
R,+ R cos z?2
(A.55) g2 =a’= % (— sin 2% cos z! i; —sin z?sina! is + cos z? ig)

a harom reciprok bazisvektor. Ami a metrikus tenzorokat illeti, az (A.49]) és (A.51) képletek
alapjan adodik, hogy

1

(R0+Rcosa:2)2 0 0 (Ro+Rcos z2)2 0 0
(A.56) [gr]=lar]= 0 R* 0|, [¢"=["]= 0 2= 0
0 0 1 0 0 1
A toruszfeliileten az (A53) képletek alapjan
(A.57)
2
cos T
F131:—(RO+RCOSZE2)COSI'2, F232:—R’ Fgllzm,
1 . R .
ry = ik Iy = (Ro+ Rcos x2) sinaz?, T'j= "R Reoss? sin 2

a nem azonosan zérus Christoffel szimbolumok értéke. Ezek birtokaban az ([A.57)) képletek alapjan
azonnal ad6dnak a gorbiileti tenzorok matrixai:

—(Ro+R 2 2
(A.58a) [bas] = [Fo%,g] _ [ ( c(c))s:n )Cosa: o ]
és
Al = | — Ro+Rcosz2)? (R0+RCOSIE )cosa; 0 _
(A.58b)  [b2] = [g"bu| = [( oo ) h ] [ ‘ o]-

1

. cos z2 0
— Ro—+ R cos 2 .
0 R

A fenti (AL58D) osszefliggés felhasznalasaval szamithato a g,” athelyezs tenzor matrixa:

3 2
(A.59a) 0] =[50 — %] = | 1 Rerhicosr O ,
“ “ “ 0 1+23/R
amivel
——m 0
(A.59D) [9."] = | TRotheos? )
0 1+23/R

az inverz. Ha R, = 0 a jelen szakasz képleteibgl visszakapjuk a gombfeliiletre épitett KR-el
foglalkozo az[A2l szakasz valamennyi képletét.
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A.5. FORGASFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER

Az[A8 abra az S forgasfeliiletre - ez héjak esetén a forgashéj kozépfeliilete lehet — épitett
gorbevonali KR-t szemléltet.

Legyen az y! = R (y3) az (y',9%,v%) KR (y!,9%) koordinatasikjaban fekvé sikgorbe — ezt az
abra nem tiinteti fel —, amelyre nézve feltételezziik, hogy (a) y' = R(y®) > 0 tovabba, hogy (b)
az R(y3) fiiggvény folytonosan differencialhaté az y3 koordinita szerint. A gorbe mentén meért
ivkoordinatét s jeloli. Feltevés szerint ha y® = 0, akkor s = s, = 0. Megjegyezziik, hogy az R(y?)
gbrbének merididngorbe a neve.

Az S forgasfeliiletet tigy hozzuk létre, hogy megforgatjuk az R(y?) gorbét az (y',y2,3°) KR
y? tengelye koriil. Eszerint az R(y3) = R(s) a forgasfeliilet sugara az y> helyen.

A.5. 4bra.

Leolvashaté az abrardl, hogy z!' = ¢, 22 = s, az x> pedig a szokott méodon a feliilet normalisa

mentén mért eljeles tavolsag a feliileten fekvé P és a normalison fekvs P pontok kozott. a3
pozitiv, ha a P pont felé haladva tavolodunk az y3 tengelytél, ellenkezs esetben pedig negativ.
A P ponthoz tartozo y? koordinatat az y3 = f(2?) fiiggvény adja meg.

Az y3 koordinata tengelyt is tartalmazo sikok helyzetét az x' = ¢ polarszog hatarozza meg.
Megjegyezziik, hogy az abra a ¢ polarszoghoz tartozo sikban szemlélteti az R(y3) meridi-
angorbét.

Nyilvanvalo, hogy z' € [—m, 7] és z3 € (—R(y*)/ sin 9, 0o]. (0< 9 < a forgésfeliilet P pontbeli
normalisa és az > tengely kozotti szog.
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Vezessiik be a

dR(y’)
dy?

jelolést — az o szOg geometriai jelentése leolvashato az abrardl.

A forgasfeliilet P pontjanak helyvektora az (y!,v% y3) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozo
egységvektorokat osszhangban az eddigiekkel rendre iy, i és i3 jeloli — az

(A.60) =R ) =R =tga

(A.61) r=r (2", 2%0) = y'i1 + 3’2 +y iz = R(s) cos p iy + R(s) sinp iy +y° i3 =
= R(z?) cos z' iy + R(z?) sinz! ip + f(2?) i3

moédon irhaté fel. Nem nehéz ellenérizni, hogy az 2 koordinatavonalon

(4.62) ds=de = 1+ (R’ A (s°) 21
(¥*)
Az(y

az ivelem, ahol az As (y3) fiiggvényt a képlet megjelolt része értelmezi. Az As (:L‘2) fliggvény
ismeretében
3

y
(A.63) o’ =2’(y’) = 932|y3:0+/3 Ay (i7°) A’ =y
y>=0
az 2% ivkoordinita szamitasanak képlete. Az (A.62) és (A.63) képletek szerint fennall, hogy
dz? dy>  df 1 dR dRdy®? R
A.64 =4 (? == ¢ an_ondy
( ) dy3 2 (4") dz? dz?2 A, o dz?  dyddz? A,
A fentiek alapjan a forgasfeliileten
0
gr=a :8—;1 =R (— sinz! i} 4 cos z! i2) ,
(A.65)
or 1 / 1. S e 1. .
g2 =ay =5 5 = 5 (R cosz' i+ R sinz’ ip+i3)
a két bézisvektor. A harmadik bazisvektor a
. i B i
g1 Xgy=—| —Rsinz! Rcosz'! 0 |=
2| R'cosz! R'sinz! 1

1
= (Reosz! i1+ Rsina’ iy — RR'is)
2

vektorszorzat

1 1
- 2 2 1 1 gip2 1 2_ - 2 _
|g1xg2|—A2\/R (cos? 2! +sin® z1) + (RR') —A2R\/1+(R’) =R

abszolut értékének felhasznaldsaval — fentebb kihasznaltuk az As (A.62) alatti értelmezését —
szamithato

1
(A.66) g3 =ag= % =1 (cos z'i;+sinz'ip— R ig)
1 X 82 2
A bazisvektorok birtokaban irhato, hogy
R)*+1
31-31:R2, ag-agz#zl, a3-a3:1,
A3
tehéat
R 0 0
(A.67) [gkg] = [akg] = [ak 'ag] = 0 1 0 és Jo = R2
0 0 1
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az alsdindexes metrikus tenzor métrixa, illetve determindnsa. A felsGindexes metrikus tenzor
matrixa az alséindexes metrikus tenzor matrixanak inverze:

4 00
(A.63) [P =[a"]=]| 0 1 0
0 01

A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel szamithatok:

1
g' =g"gr=9"g1= = (— sinz! i +cosz! i2) ,
1
(A.69) g =g =9Pgr=go = . (R’ cos ' i+ R sina! iy +1i3) ,
2
1
gd=a’=gy=az= I (COS:L‘l i +sinalis— R i3) .
A késibbiek kedvéért Osszefoglalas-szertien megadjuk az alabbi derivaltakat:
d dR'dy® R d A d 5 1 R'R"
(A.70a) — I — =5 = — = 1+ (R’ =—— RR'=
dx dys dz Ay dy dy 14 ( R’)2 Ao
d 1 d 1Y) dy? 1dA R'R"
A.70b S (e A
( ) dz? Ay <dy3 A2> da? A3 dy? A3
d R’ d ' dy? 1 d '
1+ (R gl 1+ (R
Y1+ () o (1)

B L R B i (R/)2 R B R - (£/>2 B R
As (AQ) As <1+(R’)2)3/2 (A2)2 As (A2)4
A forgasfeliilet normalisan fekvé P pontnak

(A.71) F=r+a2’gs

a helyvektora. Kovetkezésképp — kihasznélva az (A 7Q) alatti derivaltakat mindeniitt, ahol sziik-
séges — kapjuk, hogy

or or 3083

AT22) g1 =—=2 =
( a) & ozt orl Y Bl
= +_a:3 R(—sinxli +cos:n1i)— 1+_3:3 =
= g1 AR 1 2) = AR g1 =
81
= 1_1_33—3 R(—sinx1i1+a:2cosa:1i2)
AR '
- or or 0g3 d R R
A.72b B N Bt - N B el S TNt i3 =
( ) & T gE T g =g d2A, BT8& (A2)413
~——
(AZ70d) alapjan
1 / 1 / 1 3 R”
=—< Rcosz'ij+R'sinz ig+(1—2 isp ,
AQ{ ! ? ( <A2>4> 3}

o

1
(A.72¢) g3 = =gl=al=gy=a3=— (cos:n

8%3 N Ag

! i —|—sinx1 iQ—R, 13)
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a harom alséindexes bazisvektor,

2
B (14 47) 0 0
(A.73) [Gre) = (8- 8¢) = 1 (pn2 3 R )2 ,
0 | (®) +(1 z (A2)4) 0
0 0 1

a kovarians metrikus tenzor matrixa, amelynek

—1132 0 0
R2<1+A2R) )
(A.74) "] = 0 A > 0
/ 2 R//
(R") +(1—:p3(A—2)4—)
0 0 1

az inverze. Ez egyben a kontravarians mértéktenzor matrixa. Az utobbi és az (AT1) képleteket
felhasznalva ad6dnak a kontravaridns bazisvektorok:

(A.75a)
1
g =g'gi= — (—sinz’ i +cosz' is) |
X
R(1+45)
(A.75b)
A R//
g =7"g=0-= 2 5 {R'cosxl i) + R sin 2! i2+<1—x3w> ig} ,
/ 2 - 3 R// 9
(R + (1-a% 2 )
(A.75¢)
: 1
g3 = g3 —a’= g3 —ag = T (COS:E1 i +sin 2! ion— R i3) .
2

Az alabbiakban az S feliileten vett nem azonosan zérus Christoffel szimbolumok szamitasat
tekintjiik at:

93
A.76a) T}k = ol Y83 1 _
( a) I'sy=g31-8 Eos) g
- ii (COS"Eli +sina’i;— R'i ) 2 (—sinajli +cosali ) =
83:1 A2 1 2 3 R 1 2
1 : 1. 1. 1 . 1 1 1
=T (—sinz’ i +cosa 12).E (—sinz' i +cosa' ip) = L
2 2
9g2
(A.76b) T3 =go1-g' = @'gl —
{0 (R cosa! i1+ R'sina’ i +i3) . (—sina’ i +cosz' is) =
oxl A2 R
R, 1 R/
=1L (—sinz' ij +cosz' ip) - i) (—sinz' iy +cosz’ ip) = =1
2 2
9g1
(A.76c) T2 =gi1-g°= w.g —
- iR (—sinz' i) +cosa’ ip) L (R cosz' i1+ R'sinz' is+i3) =
ozt Ay 3
RR'

1

i; —sinz! 12)-— (R' cosz! i1 + R sina! 12+13) =—

=R (— CoS T P p
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0g3 )

(A.76d) T2 =gsy-g>= ooz g’ =
B ii( 1.+. 1._R/.) L(R/ 1.+R/. 1.+.)_
=02 45 cosx  ij +sinz ip i3 s cosz iy sinz' ip+i3) =
1 1 1
:{ (%A—2> (cosa;1 i; +sinz!is— R’ ig)—g(%ff/> ig}'A—2 (R cosz'i; + R sin 2! iy +ig)=
N — ———
—R’R”/A% RN/AQ
! DI 1" 7\ 2
1
:{—RAf{T(cosgztlil—i—singtﬁlig)—(f—)2 1—(%) ig}-A—(R'cosxlil—i-R/sinxlig—i—ig):
2 2 2 2

~ (R/)2 R B R
A3 (A’

() (G () -

3} 0
(A.76e) T3, =gi1-g°= 781 gs = {—1R (—sina' i +cos z! ig)}-g2 =

ozl Ox
1 R
. _ s o Tsy & 1. . e prsy_ 1t
—R( cosx i; —sinzx 12) P (cosa: ij+sinz” io— R 13) e
0 0 1
(A.76f) F§2:g2,2-g3:a—i§-g3:{wz(R’cosxlil—i—R/sinxlig—i-ig)}-g3:
B d 1 R L3 4 Rsing! 1+ 1 dR’ Lo L 1s 3_
=\ (R cosz'iy+R'sinz 12+13)+A_2 o2 (cosz'ij+sinz'ip) p-g° =
—R’R”/A% RN/AQ
R" R 2 . . R'R" 1 . .
= 1—( — cosx’ ij+sinz’ ip) — ——i3 p-— (cosz ij +sinz' i — R’ i3) =
R R 2 R R 2 R
(A2)? <Az> (A2)° <Az> A3
A forgasfeliileten a gorbiileti tenzorok matrixai tekintetében a
_Aﬂ 0
(A.77a) [baﬁ]zFZ’w:[ 0 R_]
A3
és a
1 _R 9 -1
>\ = >\Ij = EZ O A2 /! = RA2 /!
i =[] =[] -] T e

osszefiiggéseket kapjuk. A bazisvektorok P pontbol a P pontba térténd athelyezésének tenzora
az (AT7D) képlet felhasznalasaval szamithato:

14 i—z? 0
(A.78a) [9.7] = [6," —2°b,"] = %AQ _R'.3 ]
A3
Ennek
RAs . 0
(A.78b) 9”1 = [ fidae A3 ]
0 s

az inverze.
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Nyilvanvalo a a (O0.85]) és az (A.T8b) képletek egybevetése alapjan, hogy a P pontban a g!, g3
és g2, g3 bazisvektorok altal kifeszitett sik gorbiileti f6sik, az els6 fosikban pedig

1 1 / R
A.79 b= — = — RA> = 1 N2 _
( a) 1 R(l) RA, azaz R(l) RAs =R +(RY) cosar
a f6gorbiilet sugara, a masodik fésikban pedig ugyanilyen moédon adodik, hogy
9 1 R// A%
(A79b) b2 = —% E A_g azaz R(Q) — _ﬁ X

Az els6 esetben O, a masodikban pedig Oy jeldli a gorbiileti kozéppontot az abran.






B. FUGGELEK

A gyakorlatok megoldasai

B.1. 1. FEJEZET

1. Gyakorlat: Linearisan fiiggetlenek az azonos ponthoz kotottnek tekintett (kozos alkal-
mazasi pontt) aj, as és ag vektorok, ha zérustol kiilonboz6 a vegyesszorzatuk. Nem nehéz
ellendrizni, hogy a gyakorlat egyik vektorharmasa sem linearisan fiiggetlen, mivel

2 1 3 2 1 3
[313233] =|5 10 2 |=0 ¢és [313233] =|6 7 5 |=0.
6 3 9 9 10 8

2. Gyakorlat: Ha bazist alkotnak a g;, go és g3 vektorok, akkor zérustoél kiilonbozs a
vegyesszorzatuk:

1 11
Yo=[g1g2g3]=|1 1 2 |=-1
1 2 3
A
17 i2 13
X
g1:g2 g3:_ 1 1 2 |=i1+iy—i3,
Yo 1 2 3
ip i i3
X
g2 8XBL_ | 9 3| i 9iytis
Yo 1 1 1
17 i2 13
X
g3:g1 2__11 1 1 = —ij+ip
Yo 1 1 2

reciprok vektorokkal
a' =a-g' = (6i; +9ix + 14i3) - (i +ip —i3) =6+9—-14 =1,
a’ =a-g? = (6i1 +9ip+ 14i3) - (i1 — 2ip +i3) =6 - 18+ 14 =2,
a®=a-g? = (6i1 +9ip+ 14i3) - (—i; +i2) = —6+9=3
a keresett harom koordinata, azaz
a=a'g +a’g+a’gs =g1+28>+38s.
3. Gyakorlat: Ha linearisan Osszefiigg a by és bo a hAromméreti térben, akkor fennall az
Aa; +4as+2a3 =k (a3 + \ag —ag) .

egyenlet, amelyben a A és x ismeretlen. Szorozzuk at ezt az egyenletet skalarisan az aq,
ap ¢és a3 vektorokhoz tartozo aj, aj és aj reciprok vektorokkal — mivel bazist alkotnak
az ai, ap és ag vektorok, létezik az aj, a3 és a3 reciprok vektorhdrmas —, és hasznaljuk

ki, hogy
x L i=y,
ai’aﬂ':{ 0 i#j.
Harom skalaregyenletet kapunk:
A—rk=0, 4-Ax=0 és 24k=0.
149
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B.2. 2. Fejezet

A harmadik egyenletbdl k = —2, ezzel az els6 egyenletbsl A = —2. A kapott megoldaspar
teljesiti a masodik egyenletet is.

. Gyakorlat: Bazist alkotnak a g1, g2 és g3 bazishoz tartozo és az (LI8) képletekkel

értelmezett gl, g2 és g reciprok vektorok a haromméretii térben, ha a
c1gt +cog’+e3g® =0

egyenletnek csak trivialis megoldasa van a ci, co és c3 allandokra nézve. Atszorozva a
fenti egyenletet gi-val, és kihasznélva a g, -g! = 52 Osszefiiggést azonnal kapjuk, hogy
cr = 0. Ez egyben az allitas igazolasa.

. Gyakorlat: Vegyiik észre, hogy Jy » a A1, A2 és Az-at ado

A1g1+A2g2+Aag3 =0

homogén linearis egyenletrendszer determinansa — lasd az ([L39) osszefliggést tartalmazo
bekezdést. Mivel ez nem zérus csak trividlis megoldas van a Aj, Ay és A3 skalarokra.

B.2. 2. FEJEZET

. Gyakorlat:

i. af=afl+ad+a3;

i, Qnb™ = am1b' + amab® + amsb?;
iii.  amn = clar, +Cag, +asy

iv. amm — ez a kifejezés hibas;

V. appbP? = (a11 +ag +asz) bP9;
vi. akrblw = allbn + a12b12 +a13b13 + a21b21 + a22b22 +...+ a32b32 + a33b33 ;

vii. armcmn — arlcln +ar2c2n +ar3c3n :
viii. eijkajk = el23 (a23 — a32) + e231 (a31 — a13) + e312 (CL12 — CL21) =
= (az3—asz2)+(a31 —a13) + (a2 —az1) .

. Gyakorlat:

i.-ii. Tekintettel arra, hogy a néma indexek atnevezhet6k a masodik kifejezés esetén
fennall a d, a,” = a," d,, Osszefliggés. A kifejezés jobboldala csak a szabad indexben tér
el az els6 kifejezéstsl. Mivel a szabad index tetszdleges lehet a két kifejezés ugyanazt a
mennyiséget adja eredményiil.

iii.-iv. Mivel a néma indexek atnevezheték a iv. alatti kifejezés tekintetében fennéll,
hogy a,s¢*" = apmn™”. Ez azt jelenti, hogy a iv. alatti kifejezés, valamint a 4. alatti
kifejezés értéke egyarant ugyanaz a skalar.

. Gyakorlat:

Az Osszegek alkalmas kiirasa igazolja az allitést:

aklbkbl =all blbl + ag2 b2b2 + ass bgbs"i‘
~~ ~~ ~~

+ (CL12 + a21)b1b2 + (a23 +a23)b2b3 + (CL31 + a13)b3b1 =0.
-0 =0 -0

. Gyakorlat:

Jelolje d a b x ¢ szorzatot:
d=dyg’ =bxc=¢gp,blc"g".
Felhasznalva a fenti képlet jobboldalat, valamint az ([29]) 6sszefiiggést, irhato, hogy

ax(bxc)=axd=¢e""Payd,g, =" Pepgrabic'g, =

= Ogr asbic" g, = (535;? —5:?6;;) asblc"g, = (a,"b" —ash’c") g, .
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Ha ezt az eredményt megszorozzuk skalarisan gi-val és atnevezziik az s néma indexeket
r-re, akkor az igazolni kivant eredményt kapjuk:

[ax (bxc)] -gr = (a,c"b" —asb®c") gnk = arc by —a, b ¢y, .
Szimbolikus irasmoédban :
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

Ez az eredmény az ([3a)) alatti kifejtési tétel igazoléasa.
A 4. Gyakorlat masodik egyenletének helyessége — a kifejtési tétel (L3D) alatti alakja
— hasonl6 médon igazolhato.
5. Gyakorlat:
A vektorialis szorzasok, majd pedig a skalédris szorzés végrehajtiasa utéan hasznaljuk
ki az ([.29) osszefiiggést, illetve a Kronecker-delta indexatnevezési funkciojat. Kapjuk,

hogy :
(axb)-(cxd)= b ™ M A" e s = b A" E R E s =
= a,bpc™d" (5;15]; — 5;5’;1) = a,¢" bpd® — a,d"byc" .

Ugyanez az eredmény a vegyes szorzat atalakitasaval szimbolikus irdasmédban is megkap-
hato, ha kihasznaljuk az (L3D]) alatti kifejtési tételt is:

(axb)-(ecxd)=[(axb)xc]-d= =(a-c) (b-d)—(b-c) (a-d) .
6. Gyakorlat: Az
axb=c¢p,ald g, cxd = gyppc’d’g?
és
g’ xg" =g

szorzatok, tovabba az (L29]) osszefiiggés, illetve a Kronecker-delta indexatnevezési funk-
civjanak felhasznalaséval adodik, hogy

(axb)x(cxd) = gpgre?® a®d" eypuwc’dgs =
——
Su8s—6u63
= Cuowa®c’d” bgs — b cVdY Vg =
= [acd] b—[bcd] a.

Ezt kellett igazolni.
7. Gyakorlat: Az (L3D) kifejtési tétel szerint

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
és
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a.
Mivel a gyakorlat egyik feltétele elGirja, hogy
ax(bxc)=(axb)xc
kovetkezik, hogy
(a-b)c=(b-c)a

ahonnan

b-c ) a-b

ab? és a=_ —c.

Eszerint kollinearis az a és a ¢ ha teljesiil a gyakorlat méasik két feltétele is, azaz ha
a-b#0ésb-c#0.

C =
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8. Gyakorlat: Nem nehéz ellendrizni az (L3al) kifejtési tétel értelemszerti felhasznalasaval,
hogy valoban fennall a Jacobi-féle azonossag:

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=
=(a-c)b—(a-b)c+(b-a)c—(b-c)a+(c-b)a—(cra)b=0.

B.3. 3. FEJEZET

1. Gyakorlat: Jeldlje GP" a gp, adjungaltjat. Nyilvanvalo a ([BI0); képlet alapjan — az a
bettik helyére megfelels betiinagysiagban g-t, \asj| helyére go-at kell gondolni —, hogy

(Bl) GJo = gprgpr .
Kovetkezésképp
09 ogrr 0
(B.Q) g = Gpr g _|_gp7”ﬂ
89Pq aqu 89Pq
-~
= =59

ahol a P rogzitettnek tekintett index. A képlet jobboldaldn megadott értékek magyara-

zatat az aldbbiakban ismertetjik.

(a) A jobboldalon &ll6 utols6 derivaltnak csak p= P-re kiilonbozhet az értéke a zérustol.
Ennek alapjan nyilvanvalo a

O9pr _ 54
8qu "

Osszefiiggés helyessége.
(b) Ha azt is figyelembe vessziik tovabbé, hogy az GP" adjungalt p = P esetén nem
tartalmazza gpg-t akkor azonnal kovetkezik, hogy
ogrr
8qu N

0

Fentiek alapjan atirhato a (B.2)) osszefiiggeés:

09
O9pq

(B.3) = gryt = gra.

Ha még a
Gl = gogPl

Osszefliggést is felhasznaljuk — ez az adjungalt és az eredeti tenzor kozotti kapcsolat,
melynek felirasa soran kihasznaltuk azt a koriilményt is, hogy szimmetrikus a metrikus
tenzor —, akkor azonnal megkapjuk a (B.3)-bol az igazolni kivant
9o
99pq

Pq

(B4) =909

egyenletet.
2. Gyakorlat: Az igazolni kivant képlet azonnal adodik az 1. Gyakorlat eredményének,
azaz a (B.4]) osszefliggésnek felhasznalasaval:

Olng, 1 0go 1

_ = —goghl = gl
agpq go agpq go °
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B.4. 4. FEJEZET

1. Gyakorlat: Legyen v =uv,g° =v"g, tetszéleges vektor. A gyakorlat allitasainak helyes-
sége azonnal kovetkezik a

oy grogt- (vg) = ggt g =vigr=v
N——  ad

v Jf
és
I erog (V'g) =g grgr g =g gn g =v'g, =v
N—— N~ N———
v ger 5?
atalakitasokbol.

2. Gyakorlat: Az allitas igazolasa a ([A32)) képlet alkalmas atalakitasat igényli:
A=t ap o 0%t =t,Papt 7, bt =
or

q

— p r v 1q s __ 1/ v
_tk aprtv Tq bsté —akvb R

/a/k:v /b’uz

Ezt kellett igazolni.

B.5. 5. FEJEZET

1. Gyakorlat: Ahhoz, hogy az aP és b, sokasagok ugyanazt a vektort jelentsék az (z)
gorbevonalia KR-ben a

apgp = bng — bngpgp ,

vagy ami ezzel egyenértéki a
byg? = aPg, = aPgp,e’

Osszefiiggésnek kell fennallnia. Ha az elsé egyenletet g"-el, a masodikat pedig gs-el skalé-
risan atszorozzuk, akkor kihasznalva a jol ismert g;,-g" =9, és g?-gs = 0 Ssszefiiggéseket
és indexéatnevez6 operatorként miikdodtetve a Kronecker-deltat kapjuk, hogy

a" =byg?" és by=algps.

Ez az eredmény az indexemelés, illetve siillyesztés szabalya — ez a szabaly kapcsolja tehét
ossze a af és b, sokasdgokat, ha azok ugyanazt a valédi vektort jelentik.

2. Gyakorlat: Ahhoz, hogy az a,, és by! sokasagok ugyanazt a masodrendd tenzort je-
lentsék az (x) gérbevonali KR-ben az

apeg’ ®g? =b,'g" ®g;
Osszefiiggésnek kell fennallnia. Ha ezt az egyenletet balrdl gp-val, jobbrol pedig gp-el
skalarisan megszorozzuk, és kihasznaljuk a jol ismert g -gP = 52', gl-gy= 62, g 80 =Gy
Osszefliggéseket, valamint indexatnevezs operatorként miikodtetjiik a Kronecker-deltét,
akkor apjuk, hogy

are =b.2gre -
Hasonl6 gondolatmenettel mutathaté meg, hogy a
Qe = gkpcp Y,
és
ake = Grpd gpe
Osszefiiggéseknek is fenn kell dllnia. A fenti képletek az indexemelés és siillyesztés sza-

balyai - ezek kotik tehat ossze a apq, )", &y és a dP? sokasagokat, ha azok ugyanazt a
masodrend tenzort reprezentéljik.
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3. Gyakorlat: A
/gmn —Iem '/gn — 8£m @gp .
OxP Ox4
atalakitasbol azonnal kovetkezik, hogy valodi tenzor a gP? metrikus tenzor. A fenti képlet

a kovarians metrikus tenzorokkal kapcsolatos (5.5]) alatti sszefiiggés parja.
4. Gyakorlat: Az

q _ ~-m_n pq
g_Tqug

/Euvw — (lgu % /gv) .Igw — @ agv agw (gp
OxP Oxq Oz
atalakitéasbol azonnal kovetkezik, hogy valodi tenzor a kontravarians eP?” tenzor. Fz az
osszefiiggeés egyébként a kovaridns permutécios tenzorral kapcesolatos (5.0) alatti egyenlet
parja.
5. Gyakorlat: Az el6z6, azaz a 4. Gyakorlat megoldésa szerint

1 2 3
102/5123:(/ 1X/g2)_/ 3 _ (95 (95 %

q T _u,_v,_w _pqr
xgl)-g" =1,'1,/7"¢

- - IX q. —
) g 9p9q97”(g g)g
1_2_3 _pgr 1..2_3 _pgr.o J4 o
—TquTrg —TquT,,,e Yy —‘Tk v

Kovetkezésképp 1° # v°, ami azt jelenti, hogy nem valodi skalar a ~°.
A fenti eredmény atirhato a

,’70th o; M=—1

alakba — t =1/7 =1/|7,|. Ez a képlet az (E.7D) alatti képlet parja.
6. Gyakorlat: A 4. Gyakorlat megoldasa alapjan irhato, hogy

!_uwvw __ I ol _ uvw __ (Il u ! v I w o
g =yl = ('gt x'g¥) g =
O&™ 9¥ oY
J— P q T o__ u v w pgr __ o u v w _pqgr
= gl xgl)-g" =1 7101"0 Pl =07\ VT, PN
8a:p8xq8x7”( ) poa poa
Kovetkezésképp
7’ M
e = 1t T el =t T O, P M=1
/70

Mivel y° # ~4° azonnal kovetkezik a fenti képletbdl, hogy pszeudotenzor a felsGindexes
permutacios szimbolum. A fenti eredmény egyben az (5.8) alatti dsszefiiggés parja.
7. Gyakorlat: A

v =g g’ e’ = g™ g* 6" " gk gr gm] =

g
= 9" 0% 4" ekom = 9" 5% 6¥" eptmo = =
—_—

gO
atalakitas szerint
0\2 o
(V) =9
Kovetkezésképp — tekintettel a 4° # 7° egyenl6tlenségre — fennall, hogy 'g° # ¢°. Ez azt
jelenti, hogy nem valodi skalar a g°. Mivel g, =1/¢° azonnal adodik, hogy a g, sem valodi
skalér.

8. Gyakorlat: Legyen az a és b két tetszGleges vektor. A gyakorlat allitdsanak helyessége
azonnal kovetkezik az

a-b=apb’ = aiofb" = at Fro 0" = apt Frfvt ="a, 0
~—— S~

65 la/5 /bs

atalakitasbol.
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9. Gyakorlat: Azigazolast csak masodrendi tenzorokra vazoljuk ugyanis a gondolatmenet
minden més esetben véltozatlan. Legyen a,f és blf két valédi masodrendd tenzor. Ez
esetben nyilvanval6, hogy

4 —qftkrd 4 ya _plik_q
a,’ =a;t, T, és by =0b t, T, .

Legyen tovabba « és § a két suly. A gyakorlat allitdsanak helyessége az el6z6ek alapjan
irhato

o/a,l + B, = aa,ftkagq +Bb,ftpk7'gq = <aa,f +Bb,f> tiv'gq

Osszefliggés kovetkezménye, hiszen ez vildgosan mutatja, hogy a vonatkozo transzformécié
szabélyai a stlyozott Osszegre is érvényesek maradnak. Vegyiik észre, hogy a kapott
eredmény Osszhangban van az (0.3]) Osszefliggéssel.

10. Gyakorlat: Legyen alf’" és bgy két valodi tenzor. Ez esetben fennallnak a

! vw

0, = a, "t Fr, O és "bn, = bsgtat,?

osszefiiggések. Tekintsiik elssként az ‘a,"™ by, ="c,’,, skalaris szorzatot. Nyilvanvalo, hogy

ILv 1 vw! _ o bryk_v_w Sy q __
Cun =0y " "byp=ay t,7,°7,." bsgt )} =

= akertukTZv Trwtlj bsq tnq = ak&n qu tukTZU tnq = Ck’éqtukTév tnq .
N—— N — R
5,5 ot
k q
Kiolvashat6 innen, hogy a tekintett skalaris szorzat — lasd az aladhizott képletrészeket
— eleget tesz a vonatkozd transzformacios szabalyoknak. A gondolatmenet a két tenzor
més skaléris szorzataira (més index Osszeejtésekre) is valtozatlanul alkalmazhato.

Ugyanilyen m6don mutathaté meg, hogy a ‘a,"™ by, ='d,"",,, szorzat esetén fennall

U mn
a
/vw/b _ Zrb tk Vo wySsyq
Qy, mn = A Osqly Tg Tp Uy ly
Id’U/U’L";)VL7L dkzrsq

egyenlet. Ez azt jelenti, hogy két valodi tenzor tenzoridlis szorzata is valodi tenzor.
11. Gyakorlat: Ha a ¢, = aib’ szorzatba helyettesitjiik a ¢, és b’hez tartozo cx =
= cer>/\V 95K s bt =b<L>/ /g7 fizikai koordindtakat, akkor kapjuk, hogy

3 3
CeK> b<L> gKK <L>
——= E aKL azaz, hogy C<K> = E agry| —b :
Vg =1 VIrLL L=1 JLL
N— ——
A<KL>

Innen azonnal adédik az igazolni kivant

KK
A<KL> =AQKL\| ——
gLL
Osszefiiggés. Ami a baloldali fizikai koordinatékat illeti a fenti gondolatmenettel kapjuk
a dy = bFayy szorzatbol a

3 K 3
dep> _ Z b= O Z K> a5 ﬂ
\/gﬁ =1 VIKK K1 IKK
A< KL>
vagyis az
LL

A<KL> = GKL g—
KK

eredményt.
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(B.5)

(B.6)

(B.7)

12. Gyakorlat: Az el6z6 gyakorlat megoldasanak gondolatmenet alapjan indulva ki a ¢ =
= aPib, szorzatbol irhatjuk, hogy

3

3
b
_ PQ Y<@> <P> _ pQ [9pP
= g a azaz, ho c = E a ==b .
N aaz, 08y \ g@@ <@
—_———

Q=1

C<P>

a<PQ>

Innen azonnal kovetkezik a jobboldali fizikai koordinatakat ado képlet:

<PQ> _ PQ |9PP
a =a g—QQ .

Ami a baloldali fizikai koordinatakat illeti nem nehéz a fentick és a d? = b,aP? szorzat
felhasznalaséaval ellendrizni, hogy helyes a

<PQ> _ _PQ [9QQ
a =a gPP

Osszefliggés.

B.6. 6. FEJEZET

1. Gyakorlat: Az igazolast csak a (6.2al); esetre ismertetjiik. A (6.I) képlet alapjan zérus
értéki kell legyen a (6.3) kiilonbség. Az idézett kiilonbségben a kivonandonak

gy (augk ®gé) wlgy = 1P a6 w?! = vPagqw? = wPagu?! = wP 5 ap 6 vI=

A gp-gt gk-gg

=|uwPg, (am gé@g"”) wlg,

kisebbitendének pedig

whg, - ((aT)M gk ®g£) vigy |= wp5pk (aT)M 5{1@(1 =wP (aT)pq v?

az értéke. Mivel zérus az idézett kiillonbség teljesiilnie kell egyrészrél a keretezett képlet-
részek alapjan irhaté

W - [AT—akl gl®gk} v=0,
Osszefliggésnek, méasrészrél pedig az alahtizott képletrészek alapjan adodo
wp (aT)pq vl —wP ag, vy =0
egyenletnek. A (B.H) egyenlet csak akkor teljesiilhet tetszGleges v és w esetén, ha
A" =q, g wg".

Vegyiik észre, hogy a fenti képletben az A tenzor elGallitasahoz képest — lasd az elsG
kapcsos zarojellel megjelolt képletrészt a jelen megoldés els§ képletében — forditott a
bézisvektorok sorrendje a (B.7) jobboldalan (a bazistenzort alkoté diddban). Kovetke-
zésképp azt a szabalyt olvashatjuk ki a (B.7) képletbdl, hogy az A=aygF®g’ alakban irt
masodrendii tenzor transzponaltja is gy kaphatoé meg, hogy felcseréljiik a bazistenzort
alkot6 diadban a béazisvektorok szorzasi sorrendjét. Tomoren: a transzpondlds mivelete
a bdazistenzort alkoto diddok szorzdsi sorrendjének cseréje.

A masik két esetben részint a szakasz gondolatmenetének (lasd a tenzor (6.2al)s
alatti alakjat) alapjan, részint pedig fentiek alapjan (lasd a tenzor (G.2al)4 alatti alakjat)
lathatd be, hogy a transzponélas mivelete ezekben az eseteken is a bézistenzort alkoto
diddok szorzéasi sorrendjének cseréje.
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(B.8)

2. Gyakorlat: A transzponéaltat értelmezs (6.I]) egyenletet baloldalat tekintve a

k v k v k v
v-A-w=0"gL (ap, 8" ®g7) - w" gr = v" appw" = w" agv
—_———— E—

A
a jobboldalt tekintve pedig a

AT
osszefiigges all fenn. Az alahtzott részek egyenldségébdl tekintettel w” és vf tetszoleges
voltara adodik, hogy
(CLT) ke = Qg -
A maésik két esetben a fenti 1épések értelemszert alkalmazasaval kaphatdé meg a kivant
eredmény.

. Gyakorlat: Valodi vektor a kérdéses

1
d(a) 5= —5 el"® dqr
vektorinvarians, ha (§) KR-beli
/d(a) w_ _% fuvw /duv

értelmezése, megegyezik a d(@* vektor
/d(a) wo_ d(a) sTSw

transzformaéltjaval. A vonatkozé transzforméacios képletek alapjan az elérni kivant ered-
mény adodik:

1
/d(a) w _ _5 feuvw /dm} _ _QTqu TTstwgqrstu my g =
1
= ——Tq“ t, " Tt e Ay T = — 21 dy, T, = d@ S
2h/—’\“’_/
om op

Ez egyben a gyakorlat allitasanak igazolasa.

. Gyakorlat: Ha a (6.24) képletben az eleve ferdeszimmetrikus sp, tenzort gondoljuk a

r

djjm) helyére, illetve az s, tenzor s(®7 yektorinvariansat a d(® " helyére akkor értelem-

szerl betticserékkel irhatjuk, hogy
(a)r

Spg = —Epqr 5"
Nyilvanvalé az epp, =0 (P = 1,2,3) egyenlet alapjan az
s11=s22=s533=0.
képletek helyessége.

Kihasznalva a tovabbiakban a €4, = \/go€pqr Osszefiiggést, valamint a permutécios
szimbolum tulajdonsagait irhatjuk, hogy

S12 = —\/9—061238(a)3 = —\/g_os(a)3 ) S21 = —S21,
513 = —/goe1325V? = \/gos¥? | 531 = —513 ,
593 = —/Goea318 V! = —/gos @ 532 = —523 .
Kovetkezésképp
0 _g@3 @2
ol =V | 5@ 0 sl
_gl@2 (a1 0

Ezt kellett megmutatni.
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5. Gyakorlat: A gyakorlat allitasanak helyessége azonnal kovetkezik az

ldgf — ,dZS(SSZ — ,désT]ftsk — T]f /dés tsk — dkk
~——
5t

atalakitasbol.

. Gyakorlat: A (6.30al) sszefiiggés helyessége azonnal kovetkezik az értelmezés alapjan

frhato
trD=1I--D=4d/}
képlet és az ugyancsak az értelmezés alapjan irhato
tr DT =7T.. DT — dkk: — gké désgsk: = sk gk’Z dés — déé
——
5.t

képlet egybevetésébdl.
A (6.30D) osszefiiggés helyessége azonnal kovetkezik a

tr (D+S)=1I--(D+8)=I--D+I--S=trD+trS

atalakitasbol.

. Gyakorlat: A (6.30d) képlet baloldalanak atalakitasaval kapjuk az igazolni kivant ered-

ményt:
tr (D-8)=1I--(D-8)=dys*=s%dp=I--(S-D)=tr (D-8) .

A (630d) képlet esetén az alabbi atalakitasok igazoljak az egyes képletrészek helyes-
ségét:

tr (D-ST) = dj (ST)% = s"dy = (ST)% A7)y, = s ("), =

§-D ST. DT r (5-D7)
= (T, 5" = ()" e
tr (DT.89) tr (S7-D)

. Gyakorlat: Ertelmezése szerint

a-b=a|-|b|cosy

a skalaris szorzat értéke, ahol ¢ € [0, 7] a két vektor altal bezart szog. Mivel |cos ¢| <1
nyilvanval6 a fenti értelmezés alapjan a bizonyitani kivant

|a-b[ <|a[b]

Schwartz-féle egyenlGtlenség.

. Gyakorlat: Nyilvanvalo, hogy az

f(x)=(D—-2z8)-- (D—28)=D--D-2D--S+1?S--S

fiiggvény értéke porzitiv, illetve speciélis esetben zérus. Kovetkezésképp az f(z) =0 mé-
sodfoku egyenletnek vagy két komplex, vagy speciélis esetben egy kettds valos gyoke van.
Ez csak akkor lehetséges, ha az egyenlet d diszkriminansa vagy negativ, vagypedig zérus:

d=4(D--S8)*—4(D--D)(S--8)<0.
Innen azonnal adodik a bizonyitani kivant
|D-- S| <|D| |S]|

egyenlGtlenség.
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10. Gyakorlat: A ([B.9) alapjan indexcserékkel felirhato

1 .
m mst k
AM = 5 Cuike a a,

osszefiiggés, valamint a ([B.10)3 alapjan ugyancsak indexcserékkel felirhato
l Aﬂm —§5m

 Ja

képletek egybevetése alapjan adodik, hogy

_Aﬁn_ 1

-1\ m mst ik
a ¢ = — = —
( ) |as]‘ 2' |auv‘

egie ag a;” .

Ezt kellett igazolni.
11. Gyakorlat: Nyilvanvald az el6zd képlet alapjan, hogy

1 .
—_1\m t k
(CL ) r 2!—|avu| e Erijk CL]SCL -

12. Gyakorlat: Azt kell megmutatni a f6tengelyek altal alkotott KR-ben, hogy fennall az
AP~ A AP+ A A— Al =0

egyenlet. Jelolje rendre \; és n; az A tenzor i-edik sajatértékét és sajatvektorat. Nyil-
vanvald, hogy

3 3
(Bg) A:ZAini@)ni, AQZZ)\?ni@ni,
=1 =1
3 3
(BlO) A3:Z)\?nz®nl , I:Zni®ni
=1 =1
és, hogy

Ar =M+ + 23, Arr = MA2+ A3+ A3, Arrr = MA2)s
A fenti egyenletek helyettesitésével kapjuk, hogy
AP— A A+ A A=Al =

3
= Z [)\f’ — ()\1)\2 + Ao 3 —l—)\g)\l) )\? + ()\1)\2 + Ao )3 —l—)\g)\l) i — )\1)\2)\3] n;,®n; .
i=1

Ha ¢ =1, akkor azonnal adodik, hogy az n; ®n; tag egylitthatdja zérus:
AT — (A 4+ A2+ A3) AT+ (A A2+ AsAr +A2A3) AL — Atdds = 0.

Ha ¢ =2, vagy i = 3, akkor ugyanilyen médon adédik a vonatkozé egyiitthatok elttinése.
Ezzel igazoltuk a Caley-Hamilton tétel fennéllasat a fétengelyek KR-ében.
13. Gyakorlat: A gyakorlat allitasa azonnal adodik a ([6.76]) Caley-Hamilton tételbdl, ha
atszorozzuk azt A~ !-el.
14. Gyakorlat: Legyen a B és a C két masodrendii tenzor. Ezekre szorzatara nézve fenn-
all, hogy
(B-c)F=c”. B".

A tovabbi gondolatmenetben tgy alkalmazzuk majd ezt a szabélyt, hogy arra kiilon
nem hivjuk fel a figyelmet. Ki fogjuk azt is hasznalni, hogy a szimmetrikus A tenzor
transzponaltja 6nmaga: A= A" .

Az A tenzor masodik hatvanyat tekintve irhatjuk, hogy

(A" =(A4-A)T=AT - AT=A.A= A2,
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Ezek szerint szimmetrikus tenzor a szimmetrikus tenzor mésodik hatvanya. Tegyiik fel a
tovabbiakban, hogy szimmetrikus az A® tenzor (s > 2). Megmutatjuk, hogy ez esetben
szimmetrikus az A tenzor s+ l-edik hatvanya. Elemi atalakitasokkal adodik, hogy

(As+1)T:(AS'A)T:AT'(AS)T:A-AS:As+1.

Ezt kellett igazolni.
15. Gyakorlat: A megoldast a feltett kérdések szerint tagolva kozoljik.
1. A tenzor szimmetridjanak ellendrzésére szamitsuk ki a kontravarians koordinatékat

(0sszeteviket) :
104 30 0 100 104 120 0
(B = [B™ g™ =] 120 40 0 0 40 |=]120 160 0
0 0 48]0 0 1 0 0 48

Mivel B™* = B™ a tenzor szimmetrikus. Megjegyezziik, hogy ugyanez az eredmény
azonnal kévetkezik a

B'=(F-F\'=F.F'=B

atalakitasbol is.
2. A B tenzorral kapcsolatos karakterisztikus egyenlet az

104-A 30 0
—|BE, AP, |=—| 120 40-XA 0 [=(A-48)
0 0 48—\

= (A—48) (\* — 144X\ +560) =0
alakban irhato le, ahonnan

)\1:140, )\2:48 és )\3:4

104—X 30
120 40—\

a harom sajatérték. Kovetkezdleg pozitiv definit a tenzor és igy van négyzetgyoke.
3. Nyilvanvalo [B™"] szerkezetébdl, figyelembevéve a gyokok sorrendjét, hogy a gg irany
a méasodik f6irany

Az els6 féiranyt adod
vektor a

egyenlet alapjan felirhato

(104—X) nt+30n2=-36n1+30n2=0,
(1) ) ) )
vagy
120n '+ (40— X)) n?=120n"' —1007 2
(1) (1) (1) )

egyenletekbdl szamithato. Az eredmény
5
nl=>n?.
(1 6(1)
A f6iranyok kolcsonos merdlegessége miatt az is nyilvanvalo, hogy

n3=0.
(1)

A féiranyokat kijelols iranyvektorokkal kapcsolatos normalési feltétel szerint

25 1
k l 1 1 2 2 2,2
= + = =4 =1
(711) It (7%) (711) g 11(?) (711) g 22(711) <36 4) (7%) (711) '
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ahonnan

és n- =

Végeredményben

1 1 6
n =—— (5g; +6g2) = — 51+—2>.

A harmadik féirany abbol a feltételbsl adodik, hogy jobbsodratu kartéziuszi KR-t
alkotnak a féiranyok egységvektorai:

1 1
n=nxn=——5g +6g) xg3 = —— (Se1328” +6e2318") =
Ve 751 )

@3 @O @ 34 34
V9o 1 2 1 1 2 1 1
= 6g —5 =——(6g —5 = ——=(6g1—20 , o= — .
V31 08 ~98) = g (B —587) = T (6m1 = 20e) . 40— 7
4. A f6tengelyek KR-ében
B=XAinon+Xonon+A3non =
1 @ (2) @ 3) 3
=140non+48non+4non
1 @ 2 2 6 6
a B tenzor diddikus szorzatokkal torténd elGallitasa és
V=v140non +vV48non+2non
1 @ 2 2 6 3
a tenzor négyzetgyoke, hiszen
Vi=B.
5. Az (z) gorbevonala KR-re térve at irhatjuk, hogy
v/ 140 6
V= 31 (bg1+6g2)o <5g1 + Zg2> +V/48gz 03+
1 v/ 140 1
+— (6g1—20g2) o (6g" —5g?) = ¢ —— (25g1 +30g2) + — (36g1 — 120g2) pog'+
68 34 68
3v/140 5
+{ oa (081 +682) — = (Ogs —20g2)} og’+/48gzog’
azaz, hogy
504140+ 36 60140 — 120
V= g1+ g pog'+
68 68
154/140—30 184/140+100
+ g1+ g2 p0g° +V48gzog®.
68 68
Kovetkezésképp

50v/140+36  15v/140—30 0
63 63
[Vm ] = | 60vI40-120 18V1404100
a 63 63
0 0 V48
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és amint az némi szadmolassal ellenérzésként adodik:

504140436 154/140—-30 0

[qu V%] = 60\/%—120 18\/%“00 0 X
0 0 +v48
501140436  15v/140—
ot M0-50 0 104 30 0
60v/140—120  18v/140+100 0 =120 40 0 | =[B™].
68 68 "
0 0 +/48 0 0 48

B.7. 7. FEJEZET

1. Gyakorlat: Nem nehéz ellenérizni — mindkét tenzor szimmetrikus —, hogy

2/3  2/3 —1/3 100
Q'=Q"=Q,=| 2/3 -1/3 2/3|, QQT=@=|010],
-1/3  2/3  2/3 0 0 1
2/3  2/3 —1/3
det(Ql): 2/3 —1/3 2/3 |=-1
B ~-1/3  2/3  2/3
és
1/2 /2 V2/2 10 0
Q;'=Q’=Q,=| 12 12 V32|, Q,Ql=Q=|0 10/,
V2/2 —\/2/2 0 00 1

1/2 /2 V2/2
det (Q,)=| 12 12 —v3/2|=-1.
V2/2 —/2/2 0

Mivel negativ a két determinéns egyik tenzor sem forgato tenzor.
2. Gyakorlat: Nem til nehéz ellenérizni, hogy

det _1 11 11 1 /11 11 _1111_1
@=75(3757375) 15 (3 avs) =1 Hatita =t

Fennall tovabba, hogy

A U I R
2 N 2 V2
T
= 1 1 1 1 1 =
Q9 : vz 2| | v v Y
1 0 L ~1 11
V2 V2 22 V2
1 1 1 1 1 1 1 1
2tat1 17371 3579/ Lo
= 1 1 1 1 1 1 1 1 =
Zl_§+11 zl+§+lz VNG 01 0]
2E e Wi nE 272 00 1
azaz hogy

o
~
Il

2



B. A gyakorlatok megoldésai 163

Kovetkezésképp forgaté tenzor a @ tenzor. A tovabbiakban sziikség lesz a @ tenzor
ferdeszimmetrikus részére. Jelolje ezt S. Egyszerd szamitassal kapjuk, hogy

1 1 1 1
1 1 0 <2+\/§) <2+\/§)
S = Ty _ 1 1 1 _
$=5(Q-Q)=5| 5+ 0 —2 =
1,1 1 0
2+\/§ 2
0 2 1+v2
4 4
— 1+v2 0 1
4 4
1+v2 1 0
4 4

Figyelembevéve: (a) hogy kartéziuszi az (y', y?, y>) KR (egységnyi tehat a metrikus ten-
zor determinansa), (b) és kihasznalva a (B.8) képleteket kapjuk, hogy
L 14+v2,  14+V2

Ip+ I3

(a) — gla) — g(a)14 (a)24 (@34, = 2§, —
q S ERN Vi o- D DR o i b ke 1 4

a @ tenzor vektorinvariansa. Vegyiik észre, hogy az egységnyi abszolutértéki
V2, V2

ATty

vektor mersleges q(@-re, azaz benne fekszik a forgatas sikjaban. Kovetkezésképp a for-
gatas ¢ szoge a

cosp=a-Q-a
~—~—
b
képletbdl szamithato. Fentiek szerint az elforgatott b vektor:

bes ] o] [
2
b= @ 1 1 1 — Q 1-V2 ,
-2 2 V2 2 1 2 2
1 0 -L 1 1
V2 V2 V2
és ezen részeredmény felhasznélasaval azonnal adddik a kereset szdg koszinusza és maga
a szog is:
_ 142
2
1 1 1-v2 1
=a-b==-|0 1 1 -2 | == | — — | =0.4571
cosp=a 2[ ] —1= 2( 5 +\/§> 0.457106 78,

© =1.096 056 817 radian = 62.79° .

3. Gyakorlat: Legyen ortogonalis a @, és Q, tenzor. Ha a két tenzor Gsszege is ortogonalis
akkor fenn kell allnia a

(@1+Q2) (@ +Qy)" =1
Osszefiiggésnek. A képlet baloldalat atalakitva irhatjuk, hogy
Q- Q +Q5,-Q7+Q,-Q5+Q, Q7 =1,
—— N——
I I
vagy ami ugyanaz, hogy

I+Q,-Q5+Q, QY =o0.

-1

Az utobbi egyenlet csak akkor allhat fenn ha a megjelolt képletrész a metrikus tenzor (az
egységtenzor) ellentettje. Mivel ez a feltétel csak specidlis esetben allhat fenn adodik a
kovetkeztetés, hogy két ortogonalis tenzor 6sszege nem sziikségképpen ortogonélis tenzor.
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4. Gyakorlat: A

(P-Q-R)-(P-QR"=P.Q RR' - (P.Q"=
I

—P-QQ" . PT=pP.-P"=1
~———
I
atalakitasbol azonnal kévetkezik a gyakorlat allitasanak helyessége.

Jelolje W a P-Q- R szorzatot. Nyilvanvalo a (6.6al) képlet alapjan, hogy
W, =P QSRS =(WT) .
Kovetkezésképp
Py QR (W)

s:PleququvT qupsu:
6%,

:PI};QZUQU PSU/:P]};PSZ:5I€S'

Ez az atalakitas indexes jelolésmddban igazolja a gyakorlat allitésat.

5. Gyakorlat: A szamitasokat az (y',y?,y>) kartéziuszi KR-ben végezziik. Kovetkezik a
P = Pkg i* ®1i, tenzor értelmezésébdl, hogy alkalmas sor (illetve oszlopcserékkel) diago-
nélissé tehetd a tenzor P matrixa. Mivel a f6atloban ekkor mindeniitt az egyes szdm
all azonnal adodik, hogy egységnyi a tenzor determinansa: det(P) = 1. Legyen tovabba
M =M, *i"®i; tetszdleges masodrend( tenzor. Tegyiik fel, hogy PF=1 (PqL:O, q#K).

Tekintsiik a 7),°=P," M,.® szorzatot. Nyilvanvalo a P értelmezésébdl, hogy az M *® sor (az

L-edik sor) a szorzat T} sora (a szorzat K-adik sora) lesz. Kovetkezésképp (P‘l) W, meg

kell hogy egyezzen (PT) ]f = ng,—val, mert csak ekkor torténik meg visszafelé a sorcsere,

azaz csak ekkor all fenn, hogy (P‘l) kngs =M,°*.
6. Gyakorlat: Mivel szimmetrikus a

Q=1I-2aRa
tenzor fennall, hogy
Q-QT = Q2 =(I-2a®a)-(I -2a®a)=
=I—-2a®a—-2a®a+4(a-a)aa=1
1
Ez azt jelenti, hogy valoban ortogonélis a @ tenzor.
Indexes jelolésmodban
ng = (Skg — 2akal
a kérdéses tenzor alakja, és a tenzor szimmetridjat is kihasznalva fennéall, hogy
nggs = (5k —2akag) <6£s—2a£as) =
= 5ks — 2akas — 2akas +4 agag akas = 5ks .
=1

Ez az atalakitds ugyancsak a gyakorlat allitasanak igazolésa.
7. Gyakorlat: Legyen ortogonélis a @ tenzor. Nyilvanval6,hogy

Q@) =QQQ"Q"=Q.Q"=1.
I

Ez azt jelenti, hogy ortogonalis tenzor az ortogonélis tenzor méasodik hatvinya. Tegyiik
fel a tovabbiakban, hogy ortogonélis a Q° tenzor — s > 2. Megmutatjuk, hogy ez esetben
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ortogonélis a @ tenzor s+ l-edik hatvanya. Elemi atalakitasokkal adodik, hogy
s s T s s s s s <
(Q +1),(Q +1) - (Q Q)(Q 'Q)T:Q QQT(Q )T:Q (Q )T:I.
N——
I

Ezt kellett igazolni.
8. Gyakorlat: Tekintsiik a Q7 -Q = Q- Q" = I szorzat determinansat. A determinansok
szorzéastételét kihasznalva irhato, hogy

det (QT-Q) = det (Q7) det (Q) = [det (Q)]* =det (I) =1,
ahonnan
det (Q) ==+1.

A tovabbiakban vizsgaljuk meg — 6sszhangban a Gyakorlat célkitiizésével, hogy ismeret-
lennek tekintve az a vektort van-e a

Q-a=*a
feladatnak megoldasa. Ha van, akkor fennall a
QT.a: QT-(:I:Q-a) — :I:QT-Q-a: +a
I

egyenlet is. Vonjuk ki az utébbi egyenletet az azt megel6z6 egyenletbsl majd osszuk
el az eredményt kett&vel. Tekintettel a méasodrendii tenzorok ferdeszimmetrikus részét
értelmezd (6.18) képletre kapjuk, hogy

%(Q_QT)'a:Qasz' a=0.

Jelolje q, a @ tenzor vektorinvaridnsat. A vektorinvarians birtokadban atirhato a (6.20])
Osszefliggés szerint a fenti képlet:

Q., - a=q,xa=0.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy a gyakorlatban felvetett feladat a megoldasa parhuzamos
a @ tenzor q, vektorinvaridnsaval.
Tekintsiik a tovabbiakban a @ ortogonélis tenzorral kapcsolatos

Q- a=)a, laj=1
[Aa det (Q—AI)=0 polinom gyoke.]

sajatértékfeladatot, amely A = 41 esetén megegyezik formailag a Gyakorlatban felvetett
feladattal. Ha az a sajatvektor és a A sajatérték, akkor

M=XNa.a=la-la=(Q-a)(Q-a)=a-Q-Q-a=a-a=1,
I

ahonnan valéban A\ = +1.

Vizsgaljuk meg a tovabbiakban az elGjelek szerepét.

Tételezziik el6szor fel, hogy det (Q) = 1. Az alabbi és a viszonyok tisztazasat célzo
atalakitasban (a) felhasznaljuk, hogy a tenzor determinénsa megegyezik a transzponaltja
determinansaval, (b) helyettesitjiik, ahol sziikséges a QT - Q = I képletet, és (d) alkal-
mazzuk a determinénsok szorzastételét:

det (Q —I) = det [(Q—I)T} = det (QT—1I) =det (QT - Q- Q) =
=det [QT-(I-Q)] =det (Q") det (I-Q) = —det (Q—1I).
———

det (Q)=1

Mivel egy valds szam akkor egyezik meg az ellentettjével, ha a szim zérus fennall a
det (Q—MI)|,_; =det (Q—1I)=0
egyenlet.
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Tételezziik fel masodszorra, hogy det (Q) = —1. A fenti gondolatmenet ismétlésével
kapjuk, hogy

det (Q+1I) = det [(Q—FI)T} =det (QT+1) =det (Q"+Q"- Q) =
=det [QT-(I+Q)] =det (Q7) det (I+Q) = —det (Q+1I)
——

det (Q)=1
azaz, hogy
det (Q—M)|,__,; =det (Q+1I)=0.
A kapott eredmények a kovetkez6 modon foglalhatok Gssze:
Q-q,= qg, ha det(Q)= 1 [ekkor ugyanis A =1] és
Q- 9u=—-9q, ha det (Q)= —1 [ekkor ugyanis A= —1].
Vegyiik észre, hogy fennall a

Q" q, = *a,
egyenlet is.
9. Gyakorlat: A megoldast tagoltan, a gondolatmenet 1épéseit egymastol elkiilonitve ko-
zOljik:
1. Els§ 1épésben a C = C’klgk ogl = FT. F tenzort szamitjuk ki:

0 05 0 0 —-08 —-1.2
[CEl=[(FT)* F3]=| 32 0 24 2 0 0 | =
-12 0 34 0 06 34
1 0 0
=10 4 12
0 3 13
2. A karakterisztikus egyenlet mostmér a
1-x 0 0
4-X 12
—|CP, —XCP | =—] 0 4-X 12 :()\—1)‘ 3 13_A‘:

0 3 13—-2A
=(A—1) (A =171+ 16)
alakban irhato fel, ahonnan
A =16 és A=A3=1

a harom sajatérték. Kovetkezdleg pozitiv definit a tenzor és van négyzetgyoke.
3. Nyilvanvalo [Ckl] maétrix szerkezetébdl, hogy a g; irdny féirany. Legyen ez, 6sszhang-
ban a tovabbiakkal, a masodik f&irany:

Az els6 féiranyt adod
vektor a

egyenlet felhasznalasaval adoddan a
(A=) n?4+12n3=-12n%+12n°=0,
(1) 1 1 1
vagypedig a

3n?4+(13-X\)n>=3n%-3n?
1) 1) 1) 1)



B. A gyakorlatok megoldésai 167

egyenletekbdl szamithato. Az eredmény pedig:

n2: TL3.

n @
A féiranyok merslegessége miatt az is nyilvanvald, hogy

nt=0.
(1)

A normalési feltétel szerint

k 1_ 2 2 3 3 _ 2.2 _
(711) Gkl (711) = (711) 922 (711) + (7}) 922(71‘&) = (g22+933) (711) (711) =

ahonnan

Végeredményben

n = (g:+g) = (1g2+g3>

=—(8+83)=—7 |~ .

® V5 V5 \4

A harmadik f6irany kihasznéalva az ([.27); képletet abbol a feltételbsl adodik, hogy
jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkotnak a firanyok egységvektorai:

n=nxmn= % (g2+g3)xg1= ﬁ (6213g +€3128 ) =

2\/9_0( 2—g3):i 2_g9)

= % (4g2—g3) -

4. A f6tengelyek KR-ében

C=Mnon+Xnon-+JA3non =
1 @ 2 @ 3 3

=l6non+non+non
n O @ @ 6 6

a C tenzor didadikus alakja és

U=4non+non-+mnon
1n O @ @ 6 6

a tenzor négyzetgyoke, hiszen
U*=C.
5. Az is nyilvanvalo, hogy

_1:—non—|—non+non

A 1 @ @ 6 6
6. Az (x) gorbevonali KR-re térve at irhatjuk, hogy

16 1 1
U= 5 (g2+g3)o <Zg2+g3> +g10g1+g (4g2—g3)o (g2 —g*) =
1 4 1 2
=giog + 5(g2+g3)+g(4g2—g3) og“+
16 1
+{3(g2+g3)—5(4g2—g3)}og3
azaz, hogy

L (8 3 5 12 17 5
U=gjog + 5g2+5g3 og”+ 3g2+3g3 og”.
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Kovetkezésképp

1
0
0

o7,

|

oo O

0

12
i
5

|

és amint az némi szadmolassal ellenérzésként adodik:

1 0 0 1 0 O 1 0 0
vrut]=0 8 12 0 8 L2 V1_10412|=[C"].
S P IS L Ol Il e

5 5 5 5
Az is adodik behelyettesitések utan, hogy
1 Lo, 3 1, 1 2 3
U™l == (g2tes)o( ;8°+8" | +ei08 +5(4g2—g3)0(g -g’) =

1 1 1 2

=giog + %(g2+g3)+g(4g2—g3) og +
1 1 X
- g(g2+g3)—5(4g2—g3) og
azaz, hogy
17 3 3 2
U-1— 1 ir 9 2,) 2 4 3
giog +{20g2 5g3}Og +{ 5g2+5g3}og
és
1 0 0
-n\m | _ |0 17 _3
L D
0 -5 3
Valoban

10 0 1 107 2 100

|:Uks (U—l)sli| — 0 § % 0 20 -% = 01 0
i
0 & & 0 _% % 0 01

7. A forgato tenzor kiilonbo6zd alakjai pedig az alabbiak szerint szamithatok:

0 —08 —1.2
By =[F o) =2 0 o
0 06 34
1 0o0][0 —o0.
[an]—[gnkka}: 0 % 0 2 0
00 1][0 o0
0 —05 071
0 0 1][0
100 0
[R"™] = [¢"R," | =] 0 4 0 0.5
00 1 0

1 0 0
17 3
0 5% -5 |=
3 2
0 -2 5
0 —-05 0
12 0o o],
0 0 1
0 0 —-05 0
ol=]05 o0 o],
1 0 0 1
0 0 0 -2 0
4 0|=105 0 0],
01 0 0 1
0 0 -2 0
ol=1]2 0 o].
1 0 0 1
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Ellenérzésként szamitsuk ki az R- RT szorzatot:

[er(RT)rp] _ [erRpr] _

0 -05 0 0 05 0 100
=2 0 0 -2 0 0]|=]010
0 0 1 0 0 1 0 01
Az (y) KR-ben
[R,.]=[t," Rumt,"] =
1 00 0 —-05 0 1 00 0 -1 0
=10 2 0 05 0 O 020(=({1 0 0
0 01 0 0 1 0 01 0 0 1
a forgato tenzor.
8. Végezetiil a V = F-R” képlet alapjan kapjuk, hogy
V4] = [P ety = [ ] -
0 —-0.8 —-1.2 0 05 0 1.6 0 —1.2
=12 0 0 -2 0 0= 0 1 0 ,
0 06 34 0 0 1 -12 0 34
amivel
1.6 0 —-1.2 1.6 0 —1.2 4 0 —6
[V’j V@] | 0o 1 o 0 1 0 |=|0 1 0
-1.2 0 34 -12 0 34 -6 0 13
Masrészrél, mivel V2 = F-FT mod van az ellenérzésre is:
[st (FT)SI] = [st*Fls] =
0 —08 —-1.2 0 05 0 4 0 —6
=2 0 0 -32 0 24 |=] 0 1 0
0 06 34 -12 0 34 -6 0 13

Ezzel a feladatot megoldottuk.

B.8. 8. FEJEZET

1. Gyakorlat: Megmutattuk az[Bl Fejezet 10. Gyakorlatanak megoldasa sordn — a részle-
teket illetGen lasd a 0.-t — hogy valodi tenzor két tenzor tenzoriélis szorzata. Mivel
valodi vektor az u és mivel a kérdéses u” .1 kovarians derivalt az u és nabla vektorok
tenzorialis szorzata, akkor teljesiil a jelen gyakorlat allitasa, ha valodi vektor a V vektor.
Ennek igazolasat illetGen visszautalunk a (8I8)) képletet kovetd bekezdésre.

2. Gyakorlat: Azt is megmutattuk az [l Fejezet 10. Gyakorlatdnak megoldésa soran — a
részleteket illetGen ismét 1lasd a[I55]o.-t — hogy valodi tenzor két tenzor skaléris szorzata.
Az el6z6 megoldas gondolatmenete alapjan azonnal adodik, hogy valédi skalar az uk; K
divergencia (azaz az u és nabla vektorok skalaris szorzata).

3. Gyakorlat: Els§ esetben a (834]); képlet értelemszerd felhasznélasaval, ezt kovetGen
pedig a parcilis derivalasok végrehajtasaval — alkalmazni kell ekozben a (84]) és (R.9)
Osszefliggéseket is — jutunk eredményre:

= By 0Tk 0T = g g g T T =0,

(s"ge) % 5%

S

-r vl

£m
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Masodik esetben a (834)3 ¢s a (89) képletek felhasznalasaval kaphaté meg a kivant
eredmény :

Gkezm = Gktm — 95t iom — ks Lom = U 85 8+ 10, 8185 —Uingse —Linagrs = 0.

(8%°80) m gse ks

. Gyakorlat: A (839) egyenlet kapcsan részletezett lépésekkel — alkalmazni kell ekézben a

harmadrend kovarians tenzorok kovarians derivaltjat ado osszefiiggést (ez a (837)) képlet
értelemszertd felhasznéalasaval adodik), a szorzatderivalas szabalyat és a (8.9]) képleteket
— kapjuk, hogy

pqr — par p ~sqr q ~psT T -pqs —
€ smoT € ,m +Fsm€ +Fsm€ +Fsm€ -

N——
[s”g8"]
=-I'l.[g’eg’eg"| -1, [e"e’g"| - I, [e"geg’| + 1, + T ] e +1,,e" =0.
£sqr epsT £Pqs

. Gyakorlat: Els§ esetben szinte szoszerint kovetjitk a (840]); Osszefliggés igazolasanak

gondolatmenetét. Nyilvanval6, hogy zérus a tetszéleges de egyébként allandé a=aPg, és
b =blg, (Ja| #0, |b| # 0 és c = ax b # 0) vektorok kovarians derivaltja:

a’,, =0, b1, =0.

Képezziik, kihasznalva a szorzatderivalas szabalyat a két vektor ¢, =¢ ., aP b vektorialis
szorzatéanak kovarians derivaltjat. Mivel allandé a ¢ vektor teljesiilnie kell a

Crom = (Epgr AP ). =

Tim par
a?bl+e,  adl

— a X — Pyl —
=Epgrim pgr @ e, aP b, =€ al b =0

pqr ym pgr;m
~—
=0 =0

egyenletnek. Az aldhtizott tag csak akkor tiinik el tetszGleges aP és b? esetén, ha

15 =0.

pgr;m

Ezt kellett igazolni.

Masodik esetben a (839) egyenlet kapcsan részletezett 1épésekkel — alkalmazni kell
ekozben a harmadrendd kovarians tenzorok kovarians derivaltjat ado Osszefiiggést (ez
a (RB37) képlet értelemszert alkalmazasaval irhato fel), a szorzatderivalas szabalyat és

a (89) képleteket — kapjuk, hogy
Ektrim = Eklrim stmgsfr - ngmfksr - Frsmgkﬂs =
——
[ereegr]
=T e8] + 10 8r8s8 ] + 15 [8r8e8s] — Timeser — Timersr — Drméres =0
—_——— —— ———
Eslr Eksr Ekls

Vegyiik észre, hogy ez az igazolas szinte szoOszerint megegyezik az el6z8 gyakorlatban
kozolt igazolassal.

. Gyakorlat: Ha zérus a térgorbe k(s) gorbiilete akkor fennall a (879); képlet szerint,

hogy
SN
l
=—=0.
e 0s
Ez azt jelenti, hogy alland6 a gorbe A érintGje, azaz
r(s)—ro=2As

alaku szimbolikus frasmoédban a gorbe egyenlete — r, a gorbe s = 0 pontjahoz tartozo
helyvektor. Ez egyenes egyenlete paraméteres alakban, a paraméter pedig az s ivkoordi-
nata.
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7. Gyakorlat: Megmutatjuk, hogy a kérdéses zérus torzioju (7 =0) térgorbe az

1 g2 1 2
r(§,87) =ro+& A(so) +& 1 (s0)
egyenletii sikban fekszik — &' és €2 a sik egyenletének két paramétere, r, a térgorbe
So fvkoordinatahoz tartozé pontja, A (so) és v (s,) ugyanitt az érinté és a fénormalis.
Nyilvanvalo, hogy az s {vkoordinatahoz tartoz6 gorbepont helyvektora a

r(s)zro+/sj)\(s)ds

képlettel szamithato. Tekintsiik az s, ponthoz koétottnek gondolt és az ottani kisérd
triéder altal kifeszitett KR-t: a
g1=A(s), 8 =n(s), 83=v(so)

vektorok ortogonalis egységbazist feszitenek ki. Jelolje o az erre a bazisra vonatkoztatott
koordinatakat. Ebben a KR-ben

A(s)=a'(s) g
a gorbe érint§ egységvektora. Vegyiik észre, hogy a harmadik Frenet-féle képlet szerint
—lasd a (B.89)) osszefiiggést
dv (s)
ds
Kovetkezésképp A (s)-v (so) = A (s)-g3 = 0, vagyis

A(s) = a'(s) g1 +a’(s) g =al(s) A (so) +a?(s) p (o)

=—7u(s) =0, azaz v (s) =v(so) -

amivel

S S
r(s) = 1o+ A (so)/ ol(s)ds+ p (so)/ o(s)ds.
So So
£'(s) £'(s)
Az utébbi Osszefliiggésbdl azonnal kovetkezik a gyakorlat allitasa.
8. Gyakorlat: A kérdéses csavarvonalat az [A.Il abra szemlélteti. Az abra m > 0 esetén
szemlélteti a viszonyokat.

A.1l. 4bra.
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A ([BO0) képlet alapjan irhato, hogy
d
d_r = —Rsinpi; + Rcos pis+mis,
2

Figyelembe véve mésrészrél, hogy

dr

dy

=+ R24+m? = alland6 .

dr
ds=|—|d
’ ‘dw‘ 7
kapjuk, hogy

s d
ds = vV R?2+m2de, o(s) = / S i

=0 VRZ+m?  VRZ+m?

Az utébbi Osszefliggés szerint
ms

S s
r(s) = Rcos —————.1; + Rsin ip+ iz,
(s) VR24+m? vV R2+m?

VREfm?

amivel
Aol ! Rsi +R +mi
= — = —— — m ——- l 1 1
ds R2—|—m2 S \/7 1 COS —F/—— \/7 2T M13

az érintGiranya egységvektor. A (879); képlet alapjan irhato, hogy
dA R S s .
K= — = — cos —iy
ds R2+m? VRZ+m?2 VRZ+m2

ahonnan azonnal adodik a x gorbiilet és a p gorbiileti sugar

i1 +sin

R _R m
TR VTR

m = 0-ra megegyezik a p a korhenger R sugaraval. Végezetiil a (8.86]) és (8.89) képletek

alapjan
1 i1 i2 i3
v=Axp= e | TR G Reos Ty M =
RP4m? | g s _gpo_s
R?+m?2 R?4+m?
msin ———— i —mcos ———m— i +Ri
VIR +m? VR?+m?

a binormalis és fennall, hogy
o
ds VR24+m2-»n ,/R2_|_m2

T

i +cos

S . .
ﬂ?ﬂﬁ”)‘”ﬂ

miszerint
m

VRE L2

a torzid értéke.
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els6 skalarinvarians [53] hengerfeliilet T3]
epszilon tenzor [I7], hengerfeliilet(en) 132
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indexemelés [I7 [I8] 19 24]
indexes jelolés
indexstllyesztés [18] 19
inverz
izotroép tenzor
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Lagrange-féle multiplikator
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lokalis bazis
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nabla operator [87]
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tenzorialis szorzat [37]
tenzorok transzformaciodja [B1]
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tenzor transzponaltja
tenzor transzponaltjanak determinansa
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transzponéalas [60]
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