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ELOSZO

A jelen elektronikus formaban kiadott konyv (tovabbiakban kényv) a Miskolci Egyetem
egyetemi gépészmérnock képzésben elGadésra keriil§ Kontinuummechanika cim@ tantargy
elsé félévének anyagat oleli fel és nagyban tdmaszkodik azokra a kontinuummechanikai
el6adasokra, amelyeket az elsé szerzé két évtizeden at tartott az alkalmazott mechanikai
agazat, majd pedig a gépek és szerkezetek mechanikija szakirany hallgatoi részére. A
konyvben bemutatott tananyag a fontosabb jelolések formalizmusa tekintetében teljes
meértékben igazodik az [5] tankonyv jelolésrendszeréhez (ennek atdolgozott és bévitett
kiad4asa angol nyelven jelent meg: [6]). Jelen konyv a kétlépesss képzésben a méasodik
lépes6hoz tartozd MSc hallgatok azon korét segiti tanulményaiban, akik a szakiranyukon
beliil kontinuummechanikéat is tanulnak.

A konyv a mérnokhallgatok matematikai ismereteinek alapulvételével tekinti at a ten-
zorszamitas legfontosabb elemeit. Elvben kétfajta targyalasmod lehetséges: (a) az in-
varians, vagy méas néven szimbolikus vagy direkt targyalasmod, illetve (b) az indexes
jelolésrendszer alkalmazéasa a bemutatasra keriil§ tenzorialis mennyiségek targyalasa so-
ran. Az utobbi megkozelités feltételezi az indexes jelolésmod mennyiségeinek és jeldlésbeli
konvencioinak alapos ismeretét — ezek részletes bemutatasa is feladata tehat a konyvnek.

Megjegyezziik, hogy mindkét targyalasmodnak megvannak a maga elényei, illetve hat-
ranyai. A szimbolikus irasmod el6nye, hogy a vizsgéalat targyat képezd egyenletek jobban
attekinthetSk szerkezetiiket és jelentésiiket is tekintve. Ugyanakkor elénye és hatranya is,
hogy koordinéata-rendszertdl fiiggetlen, tovabba nagyobb figyelem sziikséges a tenzoridlis
mennyiségek kozotti algebrai mtiveletek megértéséhez. Az indexes jel6lésmod elénye, hogy
a tekintett (egyébként tetszdleges) gorbevonali koordindta-rendszerben (ez specidlis eset-
ben természetesen egyenesvonali is lehet) rogton megkapjuk a vizsgélat targyat képezo
probléma skalaris alaku egyenleteit. Ugyanakkor talan kevésbé elegansan latszik a fizikai
egyenletek invarians (koordinata-rendszer fiiggetlen) volta.

Az indexes jelolésrendszer kivalasztasanal az a koriilmény jatszotta a legfontosabb sze-
repet, hogy ebben a jelolésmodban azonnal adédnak a tekintett probléma skalaris egyen-
letei. Ugy véltiik, hogy ez a koriilmény 6nmagaban is olyan elény a lehetséges alkalmazoi
kort tekintve, hogy emiatt eleve az indexes jel6lésrendszert érdemes alkalmazni a tenzor-
szamitas egyes kérdéskoreinek megtargyaldsa soran.

Megemlitjiik, hogy ahol fontosnak véltiik, ott kiirtuk a vizsgalat targyat képzé egyen-
letek szimbolikus alakjat is.

Az els6 nyolc fejezet mindenki szaméra fontos anyagot tartalmaz. A kilencedik fejezet a
feliiletek differencial-geometriajaval foglalkozik. Ezt azoknak érdemes elsésorban elolvasni,
akik héjelmélettel is foglalkoznak késébbi tanulméanyaik soran. Ismertes ugyanis, hogy a
modern héjelméleti tankonyveket tobbnyire indexes jelolésmodban irjak meg. Az utolso
fejezet a tenzoranalizis néhany tételét ismerteti tomoren.

Az egyes fejezetek végén kiilonbo6z6 nehézségii feladatok talalhatok. Tervezziik a felada-
tok szamanak bévitését, és fliggelékként a megoldasok kozlését is. A konyv jelen verzidja
azonban még nem ko6zol megoldasokat.

Miskolc, 2009. augusztus 28. Kozak Imre és Szeidl Gyorgy






1. FEJEZET

Alapfogalmak

1.1. VEKTOROK (ISMETLO ATTEKINTES)

1.1.1. Vektoralgebrai Gsszefoglaloé. A vektort (geometriailag) iranyitott egyenes-
szakasznak tekintjiik.
Tulajdonsagai:
— nagyséag (avagy abszolut érték),
— irdny (ezt a vektor un. tartéegyenese, hatéasvonala hatarozza meg),
— iranyitas (ez azt mondja meg merre mutat tartéegyenesén a vektor),
— mértékegység (a vektorok jelentése altaldban valamilyen fizikai vagy geometriai
mennyiség)
A nullvektornak vagy zérusvektornak az a jellemz&je hogy zérus az abszolit értéke.
Az egységvektor egységnyi abszolut értékd vektor.
Az aldbbiak, csak jelolésben, tehat a vonatkozo miiveletek értelmezésének elhagyasaval
tekintik at a vektorok kozotti miiveleteket :

— additiv mtiveltek, 6sszeadas, kivonas pl:

at+tb=c;
— szorzas skalarral:
pa+Ab=c;
— két vektor skalaris szorzata:
a-b=b-a=c
(pont a miivelet jele);
— vektorialis szorzés:
axb=-bxa=c;

— diadikus vagy tenzoriélis szorzas:

(1.1) a®b, (a@b)’ =b®a

ahol T a transzponalt jelolése (diddok Osszegének transzponaltja az egyes diadok
transzponéltjainak Osszege) — maga a diadikus szorzat a

ab (ab)’ =ba
alakban, azaz kiilon miveleti jel nélkiil is szedhets, de a o szimboélum is lehet
mtiveleti jel (a jelen munka mindig a ® szimbolumot hasznalja majd miiveleti
jelként)

— héarom vektor vegyes szorzata:
l[abc] =(axb)-c=a-(bxc)
=(bxc)-a=b-(cxa)
=(cxa)-b=c-(axb);

1



2 1.1. Vektorok (ismétls attekintés)

— kétszeres vektorialis szorzat szamitasa, kifejtési tétel :
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c;

— diadikus szorzat és vektor skalaris szorzata :

(1.2a) (a®@b)-c=a(b-c)
(1.2b) c-(a®b)=(c-a)b

(nem mindegy, hogy a diaddot jobbrol vagy balrol szorozzuk skalarisan a vektorral!).
— diadikus szorzat és vektor vektorialis szorzata:

(1.3a) (a®b)xc=a®(bxc)
(1.3b) cx(a®b)=(cxa)®b
Ha kartéziuszi KR-t alkalmazunk a vektorokkal, tenzo-

rokkal kapcsolatos miiveletek végrehajtasa soran, akkor —

Osszhangban az abraval és eltérGen a gyakorta hasznélatos
x, y és z a koordinata-tengelyek,
e,, e, és e, a koordinata-tengelyek pozitiv iranyaba
mutatoé harom egységvektor

jelolésektsl
yl, y? és y? jeloli a harom koordinata-tengelyt, és
iy, iy és i3 az 1, 2 és 3 jeld koordinata-tengelyek po-
zitiv irdnyaba mutato egységvektor.

1.1. abra. Kartéziuszi KR Indexes jelolésmodban a mennyiségeket (ezeket valamilyen

betii jeloli) indexekkel latjuk el. Megjegyezziik a késébbiek

kedvéért, hogy valamely egyindexes mennyiség felsd indexes értéke dltaldban nem eqyezik
meg ugyanezen mennyiséq also indexes értékével.

1.1.2. Linearisan 6sszefiiggd, linearisan fiiggetlen vektorok. Linearisan fiigget-
lenek az a;,as,...,a,; n>2 |a|>0 i=1,...,n vektorok , ha a
p1ar+paaz+...+ppa, =0

egyenletnek csak trivialis megoldasa van, azaz ha

pr=py=..=p,=0.

Linearisan osszefiiggbek az aj,as,...,a,; n>2 |a;| >0 ¢=1,...,n vektorok, ha
létezik legalabb két zérustol kiillonbozs p;.

Az alabbiakban sorra vessziik két, harom és hdromnal tobb vektor esetén a linearis
fiiggetlenség (Osszefliggdség) eseteit:

Két vektor: Két parhuzamos vektor esetén, amint az azonnal lathato a

p1a; +pras =0 | -ay
egyenletbdl az aj-el torténd szorzéas utan, linearisan Osszefiiggéek a vektorok, hi-
szen ekkor
A2-a
P1= —D2 .
ar-a

Az utobbi képlet azt is mutatja, hogy végtelen sok a megoldasok széma.
Ha nem parhuzamosak a vektorok akkor az

pra; +peag =0 |>< a
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egyenletbdl az a, vektorral jobbrol térténd szorzas utan az
p1a; Xag = 0
——
#0
eredményt kapjuk, ahonnan azonnal kovetkezik, hogy
pP1= 0 9
hiszen zérustol kiillonboz8 az a; X a, vektorszorzat.

Ugyanigy adodik az a; vektorral balrdl torténd vektoridlis szorzassal, hogy
pP1= 0.

Kovetkezésképp két nem parhuzamos vektor mindig linearisan fiiggetlen.

Ha lineérisan fiiggetlenek az a;, as vektorok, akkor barmely az a; és a, altal
kifeszitett sikkal parhuzamos vektor kifejezhets az a; és as linearis kombinacidja-
ként: azt mondjuk, hogy sikbeli bazist alkotnak az a; és as vektorok.

Harom vektor: Ha a harom vektor komplanéaris (egy sikban van), akkor

[a1 as ag] = O

és a hérom vektor linearisan Osszefiiggs. Valoban,

(a) ha nem parhuzamosak, akkor azért, mert barmelyik megadhato megadhato a
maésik kettd linearis kombinacidjaként ;

(b) ha kett parhuzamos, akkor azért, mert ez a ketts linearisan Gsszefliggd;

(¢) ha mindharom parhuzamos, akkor pedig azért, mert a (b) szerint van kozottik
két linearisan Osszefiiggd vektor.
Ha a harom vektor nem komplanaris (nincs egy sikban), akkor

[ajasaz] = a, #0
kovetkezéleg a
as X ag
pra; +peas+pzaz =0 - azxXap
a; X as
szorzatokbdl a
pilarazaz] =0 polajazas] =0  pslajaas] =0
vagy ami ugyanaz a
=0 p2=0 p3=0

eredményt kapjuk. Eszerint a harom vektor linearisan fiiggetlen.
Négy vagy tobb vektor: ElGszor négy vektort tekintiink.
(a) Ha kett6 parhuzamos, vagy harom egy sikban van, akkor az el6z6ek alapjan
linearisan Gsszefliggbek a vektorok.
(b) Tegyiik fel, hogy harom vektor, mondjuk az a;, as, és ag nem komplanaris. Az

m n 1
as X ag
2 31
p1a; +peag +pzaz+piay, =0 <4 azxag 3 1 9
axay 4 9 3

szorzatokbol, tekintettel a képletsor jobboldaldn allo tablazatra, illetve az m,
n és i bettik tablazattal definidlt értelmezésére a

pilay az as] +ps[asana,] =0 i=1,2,3

eredmény kovetkezik. Mivel az a, nem lehet egyidejtileg az
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As a3

a3 a; Aaltal kifeszitett sikokban

a] A
a fenti egyenletek koziil legalabb egynek van nem trivialis megoldasa. Négy
vektor tehat mindig linearisan Osszefliggs. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
négynél toébb vektor is mindig linearisan sszefiiggs.

Tegyiik fel, hogy a;, as, és a3 nem komplandaris, azaz [a; as as] = a, # 0. Ekkor, fennall
a fentiek alapjan a

= —&al—@%—@% = \a; + Aas+ Aza3
P4 P4 Pa
—~ M
A1 A2 A3
egyenlet. Az egyenlet szerint tetszéleges a, vektor kifejezhet6 a nem komplanaris a;, as,
és ag vektorok segitségével. A nem komplanaris a;, ay és ag vektorok tehat az euklideszi
tér egy béazisat alkotjak.

1.1.3. Vektor tetszdleges (ferdeszogii) bazisban. Az a;,ay és ag bazisvektorok-
hoz értelmezés szerint a

Ao X ag ag X ag a; X Ay
(1.4) al = ;oa’= ; a’=

a, a, ay

reciprok vektorok (reciprok bazisvektorok vagy réviden bazis) tartoznak (tartozik).
Konnyen ellenérizhets, hogy a bazisvektorok és reciprok bazisvektorok kozott a

v . J lhak=l B
(1.5) a -al—{ 0ha k1 k,1=1,23

Osszefliggés 4ll fenn.
Mivel bézist alkotnak az a;, a; és ag vektorok barmely v vektor kifejezhets segitsé-
glikkel a

(1.6) v =v'a; +v’a,+v’ay

alakban, ahol v!, v? és v rendre a v vektor a;, as, és ag-ra vonatkozoé koordinatajat jeloli.
Az (LG) képlet alapjan, kihasznélva az (LH) Osszefiiggeést a

(1.7a) v'=v-al; v*=v-a} *=v-.a’

alakban kapjuk a v’ koordinatakat. Témoren :

(1.7b) vi=v-a'; i=1.23.
Visszahelyettesitve a vi-re vonatkozo képleteket elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy
(1.8) v =v'a; +v’ay+v’ay = a;(a'-v)+ay(a® - v)+az(a®-v)
azaz, hogy
(1.9) v=la®a taea’tay®a’l v,
I

ahol a megjelolt képletrész az I egységtenzor kell legyen, hiszen az I onmagara képezi le
a v vektort.
Az (LQ) és (LO) képletek kozotti gondolatmenet ismétlésével irhatjuk, hogy

(1.10) v=uva' +va’° +v3a’°
ahonnan — ismét kihasznalva az ([LH]) Osszefliggést — kapjuk, hogy

(1.11a) v =V-a; Uy = V-ay; v3=V-asz.
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Az utoébbi egyenletben &ll6 vy, vy és v3 a v vektor a!, a%, a® bazisra vonatkoztatott
koordinatait jeloli. Témor alakban:

(]_]_1b) vVi=V-a;.
A fentiek alapjan fennall, hogy
v=al(a;-v)+a’(ay-v)+a’(az-v)
SN—— ~—— ——

1 V2 v3

azaz
(1.12) v=[a'®a +a’®a; +a’©ay]-v,
T

ami egyben azt is jelenti, hogy az I tenzor ismét az egységtenzor, pontosabban az (L9)
alatti alak transzponaltja — visszautalunk itt az (II]) képletet kovetd magyarazatra.

1.2. KOORDINATA-RENDSZEREK

1.2.1. Ferdeszogi KR-ek (altalanositas). Az [[L2 abra egy, az (z', 2% 2?%), vagy
roviden (z) az modon jeldlt, ferdeszogi egyenesvonaltt KR-t szemléltet. Az x!, 22 és 2®
koordinata-tengelyek iranyat és iranyitasat az egymastol kiilonbozd, és egymassal nem
90°%-0s szoget bezard g, go és g3 vektorok jelolik ki. A ferdeszogt szo jelzSként torténd

|okalisbazis

1.2. dbra. Ferdeszogi egyenesvonali KR

hasznalata arra a koriilményre utal, hogy a koordindta-tengelyek nem merélegesek egy-
masra. Felhivjuk arra is a figyelmet, hogy a g1, gs és g3 vektorok nem sziikségképen
egységvektorok. Fel fogjuk tovabba tételezni, hogy

(1.13) Yo = [818283] # 0.

Ez egyben azt jelenti az el6z6 szakaszban leirtak alapjan, hogy bazist alkotnak a gq, g
és g3 vektorok.

A g1, g9 és g3 vektorok alkotta béazist kovaridns bdzisnak, magukat a bazisvektorokat
pedig kovaridans bdzisvektoroknak nevezziik majd. A kovaridns jelzd egyrészt arra utal,
hogy a bazisvektorok egymastol valdé megkiilonboztetését also indexpozicioban elhelyezett
szamok teszik lehetévé. A kovarians szd emellett arra is utal, hogy ezek a béazisvektorok
eleget tesznek egy a [L21]l szakaszban részletezett transzformécios szabalynak a (4.15al)
egyenletnek.

Az abra feltiinteti a tér tetszéleges P pontjanak

(1.14) r:xlgl —|—x2g2 +x3g3




6 1.2. Koordinata-rendszerek

a helyvektorat, valamint a P ponthoz kotott és a gq, gs és gz vektorok altal kifeszitett
un. lokélis bazist. Ebben a lokalis bazisban adjuk majd meg a P térponthoz kétott fizikai,
vagy geometriai mennyiségeket leiré tenzorokat.

A jelen esetben minden egyes térpontban azonos a lokalis bazis. Gérbevonali KR-ek
esetén azonban, amint azt késébb az [L2.5] pontban majd latni fogjuk, pontrol pontra
valtozik a lokalis béazis.

Vegylik észre, hogy

or

(1.15) g = s

i=123.
Az (4] képlet alapjan a

(1.16) g1:g2><g3‘ g2:g3><g1, g3:g1><g2

Yo Yo Yo

modon értelmezziik a g; (i = 1,2,3) vektorokhoz tartozo reciprok vektorokat.

Megjegyezziik, hogy az (L16]) képletekkel értelmezett g!, g? és g vektorok ugyancsak
bézist alkotnak. Ezeket a bazisvektorokat, mivel fels§ indexpozicioban van elhelyezve a
bézisvektorok megkiilonboztetését segits szamozas, kontravaridns bdzisvektoroknak nevez-
zik. Az altaluk alkotott bazis pedig a kontravarians bazis.

A helyvektort ado (ILI4) képletben &ll6 x', 2%, 23 koordinaték az tn. kontravaridns
koordindtdk.

Specialis esetben, ha egymaésra kolcsondsen merélegesek és egységvektorok a kovaridns
bazisvektorok, azaz ha kartéziuszi KR-é valik a ferdeszogi KR az

(1.17a) yr=at yr=2%, yP=23
és
(1.17b) h=il=gi=g', h=i=g=g", L=""=g=¢g

Osszefiiggések allnak fenn a kontravaridns koordinatak és a vonatkozd bazisvektorok ko-
zOtt.

1.2.2. A bazisvektorok tovabbi tulajdonsagai. A béazisvektorokat azonosité sza-
mok indexként jelentek meg. Tomdrebb és igy dttekinthetdbb irdsmod elérése érdekében
abban dllapodunk meg az indexek tekintetében, hogy a latin betis index az 1, 2, 3 a gorog-
betiis index pedig az 1, 2 értékeket veheti fel anélkil, hogy erre eqyéb jeldlésben kiilon is
felhivndnk a figyelmet. Az indexekre vonatkozo megallapodasunk szerint a

g, kifejezés onmagaban a harom kovarians bazisvektort, a

gh  kifejezés pedig a harom kontravarians bazisvektort jeloli.

A két indexes 0%, 6%, 8%, 0 Kronecker szimbolumot (Kronecker deltat) a

5kl

ol f1 hak=I
(1.18) 5t —{o ha k #

5191

kifejezés értelmezi. Mivel az értelmezés szerint a 6% és ;% a k és | indexek minden lehet-
séges értékére megegyezik egymassal ezek esetén kozombos az indexek sorrendje.

Visszaidézve a bazisvektorok és a reciprok bazisvektorok kozott fennallo (LE) egyen-
letet (af-nak g¥, a;-nek g felel meg) frhatjuk, hogy

(1.19) g g =0".
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Figyeljiik meg, hogy mindkét oldalon azonos az indexek sorrendje és pozicidja.
Megmutatjuk a tovabbiakban, hogy fennall a

1 1
%= g'g’e’ = — = ——
Yo [218283]
vagy ami ugyanaz a
1
(1.20) Vo = —
Yo

Osszefliggés. Az igazolés a kétszeres vektorszorzatokkal kapcsolatos és a lentiekhez illesz-
kedGen az (axb)xc=(a-c)b—(b-c)a alakban kiirt kifejtési tétel alkalmazasan nyugszik:

a b ¢

Il o~ o~ —— 1 g1
g2><g3=?( g5 X g1 )><(g1><g2)=¥[gs-(glxgz)g1—0]=—~
Kovetkezoleg
11
To=g"(g"xg’)=g" g1 —=—
W—/"}/O ’}/O

=1
Az is latszik az igazolas elsd 1épéseként irt egyenlet jobb és baloldalanak egybevetésébdl,

hogy
g? x g
Yo

Ez az egyenlet azt mutatja, hogy g; vektor a reciprok bézis egyik reciprok vektora. Ha-
sonldan lehet ugyanezt igazolni a g, és g3 bazisvektorok esetén. Kovetkezéleg az eredeti
g1, 2, g3 bazis a reciprok bazis reciproka.

A tovabbiakban fontos szerepet jatszik az egyenletek egyszeriibb irésat szolgalo un.
Einstein-féle dsszegezési konvencid. Az dsszegezési konvencio azt irja eld, hogy a kiillonbozd
indexpozicidban lévd azonos (néma) indexek szerint dsszegezni kell.

Igy példaul

g1 =g’ xg’=

(1.21) & = 06" +8%+0% =3

vagy

1 ha r=m

rgl _ or sl r 52 r §3  __ ST
LT LR L LY, U, SR, L S ) 0 ha r£m

., mivel a kifejezés értéke {
A 6", végeredmény eldallitdsa a kovetkezd modon foglalhato szavakba: a &, -el térténd
szorzas hatésara az els¢ deltaban 4llo [ néma indexet 4t kell nevezni a masodik deltaban
allo nem néma index nevére — azaz az m névre — és ekkor elhagyhaté a masodik delta.

A szavakba foglalt megfigyelés alapjan szokéas a Kronecker szimboélumot indexdtnevezd
operdtornak nevezni.

Vegyiik észre, hogy az ésszegz6 (néma) index is atnevezhets: 6%, = 64 = o™,

Tovdbbi fontos megdllapodds, hogy egyenletek irdsa sordn az énmagdban (6nmagukban)
dllo, nem néma (a képletben nem ismételt) indezet (indexeket) szabad indexnek (indezek-
nek) fogjuk nevezni.

1.2.3. A permutéicids szimboélum, vektoriilis és vegyes szorzatok. Azt fogjuk
mondani, hogy a klm indexharmas paros permutacidja az 1,2,3 szdmoknak, ha 123, 231
vagy 312 az értéke. Paratlan permutaciorol beszéliink, ha a klm indexharmasnak 132, 321
vagy 213 az értéke.
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3/1\2\ '/3/1\2

1.3. abra. Paros és paratlan permutéaciok

Figyeljiikk meg, hogy az 1, 2 vagy 3 szamok egyikét elsének véve a paros permutaciok az
oramutato jarasaval egyezd irdnyban, a paratlan permutaciok pedig az 6ramutatoé jarasaval
ellentétes irdanyban olvashatok le az 1,2,3 szamokat korok segitségével szemléltets abrarol.

Az also és felsd indexes permutdcids szimbolumot az

€klm vagy e’

modon jeloljik. A permutécios szimbolumok értelmezését a

1 paros

(1.22a) eum =4 —1 haa klm péaratlan permutéicioja az 123-nak
0 nem

és a
1 paros

(1.22b) eP" = —1 haa pgr paratlan permutacioja az 123-nak
0 nem

képletek adjék.
Az (LI3), (LI0) és az (L.22a) képletek egybevetése alapjan a
(1.23a) 8k X 81 = YoChim8"

alakban irhato fel a g és g; bazisvektorok vektorialis szorzata.
Ugyanigy ellendrizhetd, hogy

(1.23b) g’ x g7 =7,e""gm
Legyen
(1.24) ‘ Eklm = Yo €kim és glPdm =~ ePd™ ‘

Az egym és PP mennyiségeket (objektumokat) alsdindexes (kovarians), illetve felsGindexes
(kontravarians) permutdcios tenzornak fogjuk nevezni.

Az elnevezésnek az a magyarazata, hogy epszilon tenzor tenzor un. valoédi tenzor. Ezt
késsbb az (0.0) osszefiiggéssel kapesolatos gondolatmenet igazolja — a részleteket illetGen
lasd a [39] oldalt.

A permutéacios tenzorok segitségével
(1.25) g Xg =cumg" & glxgi=e""g,

a bazisvektorok vektorialis szorzatai.

Az ([[23alb) és az ([24) felhasznalasaval

(1.26a) (81 81 8] = (8K X 81) & = YoChir 8" * 8 = VoChim = Ekim
am
a harom alsoindexes (kovarians), és
(1.26b) [g" g8’ = (g" x g) -g" =’ g, - g° = 7°e"? = PP
5
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a harom felsGindexes (kontravarians) bazisvektor vegyes szorzata.

1.2.4. Permutacioés szimb6lumok szorzatai. Az aldbbiakban megvizsgaljuk, hogy
milyen értékeket vehetnek fel az

kqr klr - klm
)

€kim€ €kim€ €s €kim€

szorzatok.

Vegyiik észre, hogy az elsd esetben egy index (ez a k), a masodik esetben két index (a
k és 1), a harmadik esetben pedig valamennyi index 6sszegez6 (néma) index.

Mivel a mésodik és harmadik eset az els6bdl szarmaztathaté érdemes az utébbit vizs-
galni el6szor. Ha kifrjuk az

kqr __ 1qr 2qr 3qr
erime " = eyme I + egme™ 4 ez e’

haromtagu Osszeget és visszaidézziik a permutacios szimbolum definiciojat, akkor kapjuk,
hogy az Osszeg

— csak akkor kiilonbézik zérustol,
(a) ha
l=q, m=r, l#m
és ez esetben 1 az értéke (ekkor ui. az also és fels6 indexharmasok egyszerre
vagy paros, vagy péaratlan permutéiciok — a jobboldalon pedig csak egy tag
kiilénbozik zérustol)
(b) vagypedig, ha
l=r, m=q, l#m
és ez esetben —1 az értéke (ekkor ui. az also és fels indexharmas kiilonb6z6
permutacié — ha az egyik paros a masik paratlan és viszont — és ismét csak
egy nem zérus tag van a jobboldalon),
— egyébként pedig, mindig zérus érték.
Nem nehéz ellenérizni, kihasznalva a Kronecker szimboélum (LI8)) alatti értelmezését,
hogy a
6,96, —0,"9,,1
kifejezés ugyanezen értékeket veszi fel. Kovetkezésképp, tekintettel az (L24]) és az (L20)
képletekre is

(127) Eklmgqu = eklmequ = 5lq5mr - 5lr5mq

az elsé szorzat.
Az utobbi képlet alapjan kapjuk meg a masodik szorzat értékeét:
rme™” = epme™ = 6} 6,7 =66, =26,".
3 S

Innen

(128&) €klm6klr = eklmek” = 25mr .

Ami a harmadik szorzatot illeti, a fenti képletbdl az

(128b) €klm8klm = €klm€klr = 25mm =6.

eredmény adodik.
A maésodik szorzat egy alkalmazasaként fejezziik ki a g"-et az (L20]); egyenletbdl. Ha

atszorzunk ¥-el, akkor

klr klr _.m
€ Bk X8I =EkmE 8
——

26,,"

m
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az eredmény, azaz

1
(1.29a) g = ) elg x g .
Ugyanigy adodik, hogy
(1.29b) g = 5 cmm B X 8"

1.2.5. Gorbevonaliu koordinata-rendszerek. Az (y) kartéziuszi KR-ben a P pont-

nak

r=y"i,
1,2

a helyvektora. Legyen (z!, 2%, x*) harom nem feltétleniil azonos dimenzioji valos véltozo,
amelyek mindegyike a valos szamok egy-egy részhalmazan (vagypedig a valés szamok
teljes halmazéan) fut végig. Tételezziik fel, hogy létezik az

(1.30) Y™ =y (2t 2%, 2?)

fliggvényharmas, amely differencialhato és kolcsondsen egyértelmtd, ha az y™ a tér egy
B tartoméanyanak valamely pontja. Mivel a differencialhatosag miatt a P pont elemi
koérnyezetében fennéllnak a

ayt oy oyt o
Es) dz' + == 92 da® + == 93 dz? = dy’
8y oy? oy?
1.31 =
(1.31) Eys) dot + == 92 do? + -7 93 da? = dy?
Oy’ oy’ oy’ 3
axld +8 dx —i—agdx =dy

egyenletek az (L30) kapcsolat csak akkor fordithaté meg az elemi kornyezetben (csak ak-
kor kdleséndsen egyértelmt a P pont elemi kdrnyezetében), ha a da*-t tekintve ismeretlen-
nek van megoldasa az ([L3])) linearis algebrai egyenletrendszernek. A megoldhatésagnak
az a feltétele, hogy

oyt oyt oyt

gz 21‘2 1313
(1.32) Jyz = az azQ ai’g #0,

oy oy oyd

ozl 0xz2 08
azaz zérustol kiilonbozé kell legyen a J, , Jacobi-féle fiiggvénydeterminéns. Ha a B tar-
toméany minden pontjaban teljesiil az (IL.32) feltétel, akkor a kapcsolat megfordithato a

teljes B tartomanyban, azaz létezik az

(1.33) " ="y % %)
inverz fiiggvényharmas.

A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy kolcsénosen egyértelmi (azaz megfordit-
hato) az (L30) fiiggvénykapcsolat. Ez esetben nyilvanvaloan zérustol kiilonbozik a

ozt 9z 9zl
<9y <9y <9y
_ | oz2 922 922
(1.34) Ty=| 55 5= 55 | #0,
oz 9x®  9z8
By By By

Jacobi-féle fliggvénydeterminans is.

Az (L33) egyenlettel adott ™ harmast a P pont gorbevonali (kontravaridns) koordi-
natdainak nevezzik.

A késtbbiek kedvéért megallapodunk abban, hogy valamilyen kontravarians, mondjuk
az =¥ koordinéta szerinti parcidlis derivilas esetén a nevezében &llo k felsé index a teljes
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derivaltat tekintve als6é indexnek mindsiil, és igy megjelenhet Osszegezd, illetve szabad
indexként is. Ezzel a megéllapodassal a

_ o
© Oak
tomor alakban frhato fel az (L31]) egyenletrendszer. Megjegyezziik,a megallapodast, anél-

kiil, hogy kimondtuk volna, méar korabban is alkalmaztuk az (LI5]) egyenlet esetén, ahol
az 1 valojaban alsé pozicioban all6 szabad indexként szerepel mindkét oldalon.

(1.35) dy™ da* |

1.4. 4bra. Gorbevonalu KR

Tekintettel az (L30) fiiggvénykapcsolatra a P pont

(1.36) r=r(z', 2% %) =yl (2!, 2% )i + P (2t 22, 2P)ig + i (2t 27, 2P)is
helyvektora a pont z* gérbevonalii koordinatainak fiiggvénye. Az
r(z', 2* = allando, 2° = 4llando) r(z' = allando, 2%, 7 = allando) ,

és
r(z! = allando, 2? = allando, °)
2 ¢s 2% a paramétere. Magukat a térgorbéket, mivel csak a gorbe

L 22 illetve

térgérbéknek rendre xt,
paramétereként szereplé gorbevonalt koordinata valtozik a gorbék mentén, x
23 koordinata-vonalaknak szokas nevezni.

Az

1 1,2

r(z' = allando, 2%, %), r(z', 2* = allando, %), r(z', 2% 2 = allando)

gorbiilt feliiletek mentén allando értéktek az zt, 22, illetve 2® gdérbevonalt koordinatak.
Ez okbol Sy, S, és S3 koordinata-feliilet a neviik. Nyilvanvalo, hogy az 2!, 22, és 2% koordi-
natavonalak az Sy és Ss3, az S és 5o, illetve az S; és Sy koordinatafeliiletek metszésvonalai.
A koordinata-vonalak
or oyt. oyr. 0y,
S ] bt Oxl 2t orl B
or oyt. oyr. oy,
827 52 T Bs2 bt Ox? 2t or2 3
_ Or _8y1i +8y2. oy .
S oxd 073 ' ox

(1.37)
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érintSinek zérustol kilonbozs a

| o2 oy®  oy? _
Yo = ozl 922  9x3 | Jy,x

vegyesszorzata, ha kolcsonosen egyértelmii az (L30) fiiggvénykapcsolat. Mivel ez feltevé-
siink v, # 0, kovetkezik tehat, hogy kovarians bazist alkotnak a P pontban a koordinata-
vonalak

(1.38) gi

or
- Ot
érint6 vektorai. Ez a bazis a pontrdl pontra valtozoé un. lokalis bazis, amely altalaban
ferdeszogt de bizonyos esetekben (pl. henger KR, avagy gombi KR) ortogonalis (utob-
bi esetben bazisvektorok kolecsondsen merdlegesek egymasra). A (reciprok bézisvektoro-
kat)[kontravaridns bézist] most is (g* jeloli) [a gF reciprok bazisvektorok alkotjak| és
valtozatlanul érvényesek a bazisvektorok vektoridlis szorzatainak, valamint a kovarians
és kontravaridns bézisvektorok szamitasanak az [L2.1l és szakaszokban megismert
képletei.

Magatol értetédik, hogy a P pont fizikai allapotat leir6 valamennyi tenzor megadhato
ebben a bazisban.

Az a vektor példaul az

(1.39) a=a'g +a’g+a’gs = mg' +ag’ +asg’
vagy tomoren az
a=a’g, = ag"
alakban irhato6 fel, ahol altalaban
(1.40) a#ay, a’+#ay , a#ag.
A fenti képletekben all6 a? és a;, rendre az a vektor kontravarians illetve kontravarians

koordinatait jeloli. A vektort tekintve

1 2 3 . 1 2 3
ag, ag, ags €s a@mg , a8, as3g

az a koordindta-iranyu Osszetevési a kovarians illetve kontravarians bézisban.

GYAKORLATOK
1. Vizsgalja meg vajon lineéarisan fiiggetlenek-e egymastol a kozos alkalmazasi ponti
ai, as és ag vektorok:
a; = 2i; +iy + 3i3 a; = 2i; +iy+ 3i3
ay = Hi; + 101y + 2i; a, = 6i; + 7iy + bis
a, = 6i; + 3iy 4 9i3 ay = 9i; + 101y + 8i;



2. FEJEZET

Az indexes jelolési moéd alapjai

2.1. MOVELETEK INDEXES MENNYISEGEKKEL

2.1.1. Objektumok, sokasagok. A jelen szakaszban bevezetésre kerils jelolések, je-
161ésbeli megéllapodésoknak, 6sszhangban az eddigiekkel, az a f6 célja, hogy egyszertibbé
tegyék a vektorialis, illetve a tenzoridlis egyenletek irasat.

Az |ax]{a’} szamharmast (valtozoharmast) [alsoindexes| {felsGindexes} vagy egyinde-
res harmasnak, rendezett sokasdgnak (objektumnak) nevezziik.

Kézi szamitashoz az alsdindexes sokasagok sorvektorként illetve oszlopvektorként mat-
rixba rendezhetdk a

a = [a1 a2 az],
vagypedig a
a1
ap = a9
as

modon.

A felsGindexes aP sokasig ugyanilyen médon foglalhato sor-, vagy oszlopmétrixba.

Az egyes egyindexes sokasagok egymastol valé megkiilonboztetését a sokasagokat azo-
nosito betik eltérése teszi lehetévé.

Megallapodunk abban a tovabbiak soran — anélkiil, hogy erre a megallapodésra kiilon
is felhivnank a figyelmet — hogy az

ag és a?f

egyindexes sokasag ugyanazon vektor kovarians és kontravaridns koordinatait jelenti va-
lamilyen lokalis ferdeszogt bazisban.

Ami a szohasznalatot illeti az egyszertiségre torekedve azt fogjuk mondani, hogy az a;
vagy az aP vektor.

Ha oszlopmaétrixba rendezett vektorokat hasznalunk valamilyen okbdl pl. szamitasok
végzése soran, akkor azok szedésben az

aq a
(2.1) l[ag] = | a2 | , illetve az [aP] = | a?
as a?

modokon jelennek meg.
A bevezetett jeloléssel az a+b = c vektorosszeg vagy az

ar+br = ¢y, vagypedig az a4k ="

alakban irhato fel.
Tovabbi fontos kérdésre vilagitanak ra az alabbiak.
Tekintsiink két, az (1) és (2) jeld, ferdeszogi KR-t. Legyen

a, valamint a
(1) @)

13
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az (1) és (2) jeld ferdeszogii KR-ben vett szamharmas (valtozoharmas). A két harmas
akkor adja ugyanazon vektor kovarians koordinatait a vonatkozé KR-ekben, ha fennall az
k k
O'E T oS

egyenlGség. A fenti képletbdl, amint részletesen is latni foguk a 7. szakaszban, az kovet-
kezik, hogy csak akkor alkotja ugyanazon vektor harom kovaridns koordinatajat az (1) és
(2) jeld ferdeszogi KR-ben értelmezett

ar, valamint a

1) (2
hérmas, ha alkalmas transzforméacios Osszefiiggés teljesiil a tekintett két harmas kozott.

Az
arby,  apb?,  a"b, albp , vagy c*

mennyiségek kétindexes, illetve mdsodrendi sokasdgok, objektumok. Ezek is matrixba ren-
dezhetsk ha megallapodunk abban, hogy balrél jobbra haladva az els§ index (fliggetleniil
attol, hogy alsé vagy felsG) sort, a masodik index pedig (ugyancsak fiiggetleniil attol,
hogy also avagy fels6) oszlopot azonosit. A mondottak alapjan az axb; szorzat, vagy a ¢,
sokasag a

aq b1 a,lbg CL1b3 Cll 012 013
akbl = a9 b1 azbg a263 s Ckm = C21 C22 C23
a3b1 agbg agbg C31 C32 C33

modon rendezhetd, illetve foglalhaté métrixba.
Visszaidézve és részben kihasznalva az (LI8) és (LI9) képleteket a kétindexes objek-

tumok tipikus példaiként adodnak a kovarians és kontravarians bazisvektorok

(2.:2a) 0" =gr-g" & 0 =g" gk
szorzatai. K6zos matrixuk

1 00
(2.2b) [0, =["]=10 1 0

0 0 1

alakt. Ezt ugyanolyan modon szedtiik mint az ay illetve a? vektorok oszlopmatrixait.

A kovarians bazisvektor kovarians bazisvektorral vett, illetve a kontravarians bazisvek-
tor kontravarians bazisvektorral vett skalarszorzata a g és gP? kétindexes objektumokat
értelmezi:

g11 912 g13
(2.3a) 9kl = Bk 8l ; gr] = | 921 922 o3
g3 g32 933
911 912 913
(2.3b) gl =gP. g9, (g7 = | ¢?* ¢ ¢*
g31 g32 g33

Vegyiik észre, hogy a (23alb) képletek a gy és gP? kétindexes sokasadgok matrixait is
tartalmazzak.
Megjegyezziik, hogy:
1. Fennallnak a skalarszorzat kommutativitasa miatt a

(2.4) Ikl = Jik » g =g"

relaciok. Ezek azt fejezik ki, hogy szimmetrikusak a gy; és gP? kétindexes sokasagok
matrixal.
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2. Bar vektorok skalarszorzataiként értelmeztiik a 6,, 0™, gu és g"? kétindexes
sokasagokat latni fogjuk késébb, hogy ezek a mennyiségek az egységtenzor (més
néven metrikus tenzor) kiilonbozs alakjai.

Hdromindexes sokasdgnak tekintheték az

par
Ckim » €

permutacios szimbolumok, valamint a bel6liik képzett

T o T
Ekim = YoChim , €1 =~eM

szorzatok az un. epszilon tenzorok (az utébbi mennyiségeket az (L24)) egyenlettel értel-
meztiik, tenzor mivoltuk igazolasat a B9 oldalon leljiik fel).

Visszaidézve az szakasz megallapodésait a latin (és gorog) indexek értékérsl,
az Osszegezési konvenciorol és ezzel Osszefiiggésben a néma és a szabad index fogalméarol,
valamint kihasznélva a sokasagokrol mondottakat is a

11 1 1
621 C22 C23 a2 b2
031 032 033 a3 = b3
c’y Cy g a b

egyenlet, ez formailag linedris egyenletrendszer a c* = egyiitthatokkal, az a™ ismeretlennel
és a b* zavarotaggal, a

(2.5) ¢t a™="b"

m

tomor alakban irhato fel, ahol a pirossal szedett, az egyenleteket szamlalé index a sza-
bad index, amely mindkét oldalon ugyanabban az indexpoziciéban kell, hogy alljon. Ha
ezt a szabalyt nem tartjuk be sériil az indexegyensuly elve, amely azt mondja ki, hogy
egy indexes jelolésmodban irt egyenlet minden tagjdban azonos azaz vagy felss, vagy al-
s6 indexpozicioban kell, hogy legyen(ek) a (az azonos) szabad index(ek). A tobbesszam
hasznélata az utéobbi mondatban arra utal, hogy egynél tobb szabadindex is lehetséges.

2.1.2. Vektorok koordinatai, indexemelés és siillyesztés. Kiindulva az
(2.6) a=a"g, = a,g’

egyenletbdl, majd kihasznalva az (L8]) képletet, a Kronecker delta indexatnevezs operator
voltat, valamint (a[Z3alb) Osszefiiggéseket azt kapjuk, hogy

(2.7a) a-g"=ad'g,-g"=d"5" =a",
(2.7b) ag=0a,8" 8 =0, =q.

Ha még a fenti két képletet is helyettesitjiik a lenti atalakitasok utolso lépésében, akkor
adodik, hogy

(2.8a) a-g"=a,g"g" =a,g"=f =a",
@)
(2.8b) ag=dg-g=dgu= 1 =a.
@10
Osszegezve:
(2.9a) a-g =aq, a-g"=a",
(2.9Db) g =a . a,g’ =a™,

Szavakban: az |a; kovarians koordinata|{a™ kontravarians koordinata} az a vektor |kova-
rians g|{kontravarians g™} bazisvektorral valo skalaris szorzata.
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A (2.90), » képletek az indexemelés és indexsiillyesztés szabalyai. Segitségiikkel megad-
hatok az [a; kovaridns|{a™ kontravarians} koordinaték az {a* kontravaridns}|a, kovariéns]
koordinatakkal feltéve, hogy ismertek a g, és g”™ objektumok.

A (2.94), » képletek szerint a

8k 8= gkl
~—~—
a
szorzat a gy vektor [-ik kovaridns, a
g’ -g"=g"
~—~

a

szorzat pedig a gP vektor m-ik kontravaridns koordinataja. Kovetkezésképp a g és gP
bazisvektorok a

(2.10) g =gng'| 6 | g’ =g""gn

alakban irhatok fel. Szavakban: az indexemelés és siillyesztés (2.9D)); o alatti szabalyai a
bazisvektorokra is vonatkoznak. A (2.I0)); » Osszefiiggések kovetkezménye, hogy
28" = grg""g  8m = gug”" 0 = grig”
\,p_/ Hl,_/
5, Sty

avagy, elhagyva a lépéseket, hogy
(2.11) 5.7 =g g .

Kiirva a képletben szereplé objektumok matrixait

100 g11 J12 G13 911 912 913

01 0] =192 g22 9o3 g 21 g 22 g 2

001 g31 932 933 931 932 933
5,7 e giv

az eredmény, ami azt jelenti, hogy a [gy;] métrix a [¢'?] matrix inverze és viszont. A fenti
képlet alapjan azt fogjuk, mondani, hogy a by és a d'? sokasdgok egymés inverzei, ha
fennall a

(2.12) b d? =6,7

egyenlet. Ezzel a szohasznalattal élve a g sokasig a g sokasdg inverze és viszont. Az
inverz fogalmar6l masodrendi tenzorok esetén a [6.1.5l alszakaszban esik majd részlete-
sebben sz6.

2.1.3. Miiveletek vektorok kozott. Az alabbiak az indexes jelolésmod alkalmazasa
mellett tekintik at a vektorokkal valé mitiveleteket.

Szorzds skaldrral :
Tekintsik az

a=a'g, =a,g’ és b = blgy, = byg*
vektorokat. Ha a
c=cg, = cpg?
vektor az a vektor és a A skalar szorzata, akkor

k= \a*

c=)\a, vagy ¢, = Aa,
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Additiv midveletek:

Az a és a b vektorok A és p skalarokkal sulyozott ¢ osszege (kiilonbsége) a
ck = NaF £ pb®
c=JXlatub, vagy a ¢, = Aay+ b,

modon {rhato.

Ismét hangstlyozzuk a (2.5]) egyenletet kovets bekezdés lényegét: a szabad indexek
egy egyenlet minden tagjaban azonos (vagy felss), vagypedig alsé indexpozicioban kell,
hogy legyenek.

A fenti képletek jol szemléltetik az indexes jelolésmod ama elényét, hogy nem kell
feltiintetni a vektorialis egyenletek irdsa soran a bazisvektorokat.

Skaldris szorzds:
Kihasznalva a (2.3D]) osszefiiggést, illetve az indexemelés és siillyesztés (2.9D); o
alatti szabalyat a
c=a-b=aqa,g’b,g"=a,¢"b,=a’b, =
. \a;—/
(2.13) =a, ¢’y = a, VP = a, b’ =alg, b’
~~ —~—
bp algqp
alakban kapjuk az a és b vektorok skalarszorzatat.

A ([2I3) egyenlet egy jelolésbeli megallapodast tiikroz: ha nem egymas mellett allo
vektorok kozott kell végrehajtani skalaris (vagy vektorialis) szorzést, akkor azt a fentieknek
megfelels feliil nyitott téglalapszert vonalazas segitségével szedjiik, oly modon, hogy a
miveleti jel a vizszintes vonalszakasz kozepén jelenik meg. Az is kiolvashatd, mint szabaly
a fenti képletbdl, hogy néma indexpéar esetén az egyik lesiillyesztése a masik felemelésével
kell, hogy tarsuljon és viszont és ez a szabaly mindig érvényes, hiszen a néma indexpar

c st

dtnevezhetdk:
q o . k
a’b, =a, 0P =a, b .
Vektoridlis szorzds:

Az a és a b vektorok c¢ vektorialis szorzata a bazisvektorok vektorialis szorzatat

ado6 (L.20); 2 képletek felhasznalasaval irhatok fel

axb=alblg,xg =ecpmatig™ =c,g™ =c,
azaz
(2.14a) Cm = Epma’d’
illetve
axb=a,b,g"’xg!=e"a,b,g =c'g, =c,
azaz
(2.14b) " =eP"ayb, .

Az indexemelés (indexsiillyesztés) (2.9D); » alatti szabalyait kihasznalva atalakithato

a (2.14D)) egyenlet:

r T r k1
Cm = C Grm = P Grmapby = € Grmprgg a”a’ .
—_————

Mésrészt a (2.14al) képlet szerint:
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EgyenlGség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymassal a kapcsos zardjellel megjelolt
részek:

(2.15a) Ekim = €™ GpkGqGrm -

Ugyanilyen modon igazolhato, hogy

(2.15b) e = ey g™ .

A ([2I5alb) osszefliggések szerint [az alsdindexes| {a felsGindexes} epszilon tenzor gy
kaphato meg |a felsdindexes| {az alsdindexes} epszilon tenzorbdl, hogy az utobbi vala-
mennyi indexét [lesiillyesztjiik|{felemeljiik}.

Vegyes szorzat:
Az a; b és d vektorok d vegyes szorzata a (ZI5al) 6sszefiiggésbol kovetkezs
d=[abc] = (axb)-c =e""a,b,g, csg° = e’ a,b,cs0,° = P a,bycs

. L.
képlet alapjan a

(2.16a) d = e’ apbycy

alakban irhaté fel. Hasonléan kapjuk, hogy
(2.16b) d = epmatblc™ .

Diddikus szorzat:

Az a, b vektorok diddikus szorzata masodrendii tenzor, amelyet a
C=a®b

modon frunk, ahol ® a diddikus szorzas mitveleti jele. Figyelembe véve az a és b
kiilonbozé elallitasait a C' tenzor a
(2.17) C=ab,g"®g!=cyg"®g!=
~—
Cpq
= apbngs gp ® gs = Cps gp ® gs =
——
cp®
=a,9"b, g R =", g gl =
——
[
= apgprbngs g R8s =c"g Qg
TS
alakokban irhato fel, ahol altalaban
¢, #Fcp.

A ([2I7) képletben &llo gP®g? etc. diddok a bazistenzorok, melyek indexei balrél jobbra
haladva ugyanabban a sorrendben koévetik egymast, mint néma parjaik a ¢ mellett. Mivel
indexes jelolésmodban sem a bézisvektorokat, sem pedig a bazistenzorokat nem irjuk ki
az egyszerd irasmod biztositasa kedvéért az elhagyott bézistenzorokban all6 bazisvekto-

rok sorrendjét a kiirt tagok szabadindexeinek sorrendje hatérozza meg. Tekintsiik erre
példaként az eddig megismert objektumok segitségével felirt

s
dlm = _glmsd

egyenletet, amelyben pirossal szedtiik a szabadindexeket.
El6fordulhat, hogy valamilyen okbol eltér egyméstol egy indexes jelolésmodban irt
egyenletben az egyes tagok szabadindexeinek sorrendje. Ez esetben az a megéllapodas,
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hogy a tényleges sorrendet az egyenlet baloldala, vagypedig a baloldalon allo legelss tag
hatarozza meg. Ezzel a megallapodéassal élve a fenti egyenlet a
dlm = gmlsds

alakban is megadhato.

Bar az utobbi megallapodas egyértelmtien meghatarozza a bazistenzort alkotd bézis-
vektorok sorrendjét, lehetGség szerint torekedni kell arra, hogy indexes jel6lésmodban irt
egyenletek esetén minden taghan azonos legyen a szabadindexek sorrendje.

GYAKORLATOK

1. Vizsgalja meg, hogy melyik kifejezés értelmes indexes jel6lésmodban a lentiek ko-
zil. Irja ki részletesen az értelmes kifejezéseket.

i af i apnb” iii. ™ amn, iv. ™amm
v. appb’? vi. ap, b vii. a", ™" viii. eijkajk
2. Azonos vagy eltérd jelentéstiek-e a
i. a,"d, ii. d,a;" iii. a,,,c™" iv. a,,c¢*"

kifejezések ?
3. Mutassa meg, hogy
aklbkbl =0 s
ha ap; — —Qak.-
4. Tgazolja indexes jelolésmodban, hogy
l[ax (bxc)] gk =a.c" bp—a.b" ¢
és, hogy
[(axb)xc|-gr=a.c" b,—b.c" ay .
5. Mutassa meg indexes jeloléseket alkalmazva, hogy
(axb)-(cxd) = a,c" bpd" —a,d" bc" .
6. Igazolja indexes jel6lésmodban, hogy

(axb)x (cxd)=[abd]c—[abc]d = [cda] b—[cdb]a.






3. FEJEZET

A determinans

3.1. A DETERMINANS ES AZ ADJUNGALT

3.1.1. Determinans indexes jel6léssel. A determindns a matrixnak tekintett a?,
objektum elemeibdl képezhetd, mint az 6sszes olyan hdromtényezds szorzat 6sszege, amely-
ben a szorzatok minden sorboél és minden oszlopbdl csak egy-egy elemet tartalmaznak,
elgjeliiket pedig az donti el, hogy névekvés sorszam (oszlopszam) szerint rendezve a szor-
zotényezdket a sorszamok (oszlopszamok) altal alkotott harmasok paros vagy pératlan
permutécidi-e az 1,2 és 3 szdmoknak: paros permutacié esetén pozitiv, paratlan permu-
tacio esetén negativ az elGjel.

A determinanst az

(3.1) |a™,| = det(a?,) = azl aiz azg
a’y a7 a3y
modokon jeloljiik.
A jol ismert els6 sor szerinti kifejtéssel

3

(3.2a) la™,| = all (a22a33 - a23a32) - alz(azlag?, - a23a31) + a13 (azla’ 2 a23a31)

a determinans értéke. Némi szamolassal és a permutacios szimbolum tulajdonsdgainak
felhasznélasaval ellenérizhetd, hogy a

1. sor 2. sor 3. sor

A~
|amn| — ebar alp a2q a/3r —
(3.2b) e = a'ya’ya’s —a'ya’ya’s+
e +a'ya?ya®, —atya? a’s+
€3qr 4 &130,210,32 . a13a22a31

képlet is az els§ sor szerinti kifejtése a determinansnak hiszen a p index az oszlopokat
szamlalja.

Ha felcseréljiik a p-t és g-t a permutécios szimbolumban, akkor elGjelvaltas kovetkezik
be. Ha emellett a p-t ¢-ra, a ¢-t pedig p-re nevezziik at a

3 3

| ,m | _ ,qpr, 1 2 o _pqr 2 1
|a™, | =e""a" a"a’, = e""a” 0" a”,

alakot kapjuk, ami azt tiikrozi, hogy a sorcsere elGjelvaltozast eredményez.
Visszaidézve, hogy €2 = —1 az utobbi képlet atirhato:

o213 |a™, | = e®" ap aq ar :

Innen, egymastol kiilonbozs betiiket téve a téglalapocskakban all6 szamok helyére, az

(3.3) ekl a™, | = e d' o a*

r

21
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eredmény kovetkezik. Szorozzunk most at e;jp-val és hasznaljuk ki, ¢jk-t gondolva kim
helyére, az (L.28D) Osszefliggést:

ijk| m ) ik
eijpe’"| a™, | = egpe®"a’ 0’ a
——

e
6

Innen

k
r

(3.4a) la™ eijk €’ a’ ja? a

a determinans értéke. Ugyanigy igazolhato, hogy

1 ..
(3.4b) |G| = 3 etk e’ g Qg
mn 1 i iq  kr
(3.4c) la™"| = 3 €ijk epgra’ta’a
és, hogy
n 1 ijk pP.q. T
(3.4d) la,,"| = 3¢ ety

Vegyiik észre, hogy a fenti négy képlet azonos szerkezett, barmelyik jobboldala megkap-
hato a masikbol, ha alkalmas indexemeléseket, illetve indexsiillyesztéseket végziink.

3.1.2. Az adjungalt és az inverz. Feltételezziik a tovabbiakban, hogy az indexként
allo nagybeti rogzitett (nem futo) indexértéket jell. Tekintsiik az
Ijk

s t
e eRStajak

szorzatot. Ha ebben az Gsszeghen a nem zérus tagokat keressiik csak, akkor fel kell téte-
lezniink, hogy

I#35#k és R#s#t.
(Feltételezziik tovabbé, ez ui. nem sérti az altalanossagot, hogy parosak a szorzatot szami-
tasa soran az elsgként tekintett IJK és RST permutaciok.) A fenti szorzatot ado Gsszeg

szamitasa soran minden lehetséges esetet a rogzitett IJK és RST indexekkel adunk majd
meg. Legyen Al az dsszeg fele. Ezzel a jeloléssel és az Osszes lehetGség figyelembevételével

I Ijk st
2A°p =eepga®;a’y, =

S

(3.5)
T T T _ T T T
=a%;a’ g +a'ga¥;—a®al j—al jaP =2 (0% 0"k —aPkal))

az Osszeg, ahonnan — visszatérve a megszokott kis indexekhez — a

(36) Azr = 5 ezjkerst asj atk

alakban frjuk az A’ -et. Az A’ jelentése az A, ([3.0) alatti részletes kifrasabol olvashato
ki. Eszerint A’ az a”;-hez (az r-ik sorhoz és i-ik oszlophoz) tartozo elGjeles aldeterminans.
Valoban, ha pl. I =2, R=3, akkor J =3, K=1¢és S=1,T = 2; kovetkez6leg

2 1 2 12
A%y =aza"—a a’y,

ami az a3,-hoz tartozo elGjeles aldeterminéns.



3. A determinans 23

Az allitas altalanosabb igazolasat adja az alabbi atalakités:
1 1

m An __ .m  _nuv q v _ nuv . m .q T  __
a”, A", =a ng € Cper @'y = S Cpgr €00, a7y =
—_——
a ([B3) szerint |ak,|emar
_1 mqr ‘k|_|k|5m
—26 Epgr |07 = [a"|0™,
20m,,
ahonnan
An
m P __ m
a~
Ugyanilyen médon mutathatd meg, hogy
o 1 i7k rst
A gy
- 2 €€ a’sj Qg 5
(3.8)
A _1 sj .tk
ar §eijkersta a
és
(39) Ar_l o rst j k
. ; —26Uk6 ag a,”
amivel
AP
2 _g50p mn “Inp _ om
Ay, =4,,", a 5 =0",,
|a;] |a*|
(3.10) AP
q "I — p
S

A [B8), B3) és BY) osszefiiggések értelmezik az a;, ay,, a™ és a;’ sokasagok (objek-
tumok) A’ A" A, és A adjungdltjait.

A (B1) és BI0) képletekben allo

A" Anp A AP
—kp , — :1.9 , valamint "j
|a”] |agl || |as’|
tortek pedig tekintettel a (2.12]) képletre és képlet kapcsan mondottakra az o™, a,,.., a™"

és a,," sokasdgok (objektumok) inverzeit adjak.

3.2. ALKALMAZASOK
3.2.1. Determinansok szorzastétele. Tekintsiik a
CuU — aus bsv

szorzatot. A szorzat determinansa a (B.4d)) képlet alapjan a (8.3) figyelembevételével sza-
mithato:

1 ‘ .
(3‘11) |Cfd| — § ePar Chim Cpkcqlcrm _ 5 ebar Chim aphbhk aqzbil arj bjm _
1 o 1 ..
=51 &7y a0 enm bbb = 7 ¢ eny a7 lIb] = a7l 10

VvV VvV
ehij |aw?] €hij bt 3!
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Szavakban: két matrix szorzatdnak determinénsa a métrixok determinansainak szorzata.
Ez az eredmény a determinansok szorzastétele néven ismert. A tétel egy alkalmazasaként
tekintsik a

(a) g 9" = 6,1
szorzatot. Legyen
(3.12) 9o = |gwil és 9°=1g"|.
Az (@) baloldalanak g,¢g° a determinéansa, a jobboldalnak pedig
1 00
10, /=10 1 0|=1.
001
Kovetkezésképp

e
3.2.2. A bazisvektorok vegyes szorzata és a metrikus tenzor determinansa.
Mivel a ([210); alapjan
g1=91p8",  82=928", 8= 938
az (L26alb) és az (L20) képletek felhasznélaséval irhato, hogy

o

1
o= |818283] = s 8’8’| = s — ePe®
i [ 182 3] J1p 924 93 [ ] 91p 92¢ 93 5

gPIT =~0ePaT

azaz, hogy
(70)* = € g1p G2q 935 = 9o
—_———
gO
vagyis
(3.14a) (1) = 9o
Ugyanigy mutathatoé meg, hogy
(3.14b) (=g

3.2.3. A permutéaciés szimbdlum, mint determinans. Az alabbiakban megmu-
tatjuk, hogy

(3.15a) eum=| &' & &
5,0 0,2 6,3

A determinanst kifejtve az els6 oszlop szerint a
0 (0,20,,°=6,,20,°) +6,1 (6,,%0,° = 6,20,,%) +6,,1 (0,70, = 6,°6,°)
eredményt kapjuk. A fenti kifejezés értéke

m

0, ha klm nem permutécioé (ekkor ui. van legalabb két azonos index a klm indexek
kozott, kovetkezésképp a determinans legalabb két sora azonos);

, ha klm paros permutacio (ekkor ui. (a) klm, Imk, vagy mkl megegyezik az 123-
al és igy a pirossal szedett szorzatokat magaba foglalé tagok egyike 1, a mésik
kettS pedig zérus, mivel az utobbi esetben kiilonboznek a d-k indexei; (b) a kékkel
szedett szorzatokat tartalmazé tagok mindegyike zérus, mert itt is kiilonboznek a

0-k indexei) ;

1
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-1, ha klm péaratlan permutacio (ekkor ui. (a) kml, lkm, vagy mlk megegyezik az
123-al és igy a kékkel szedett szorzatokat magaba foglald tagok egyike —1, a masik
kettS pedig zérus mivel az utobbi esetben kiilonboznek a d-k indexei; (b) a pirossal
szedett szorzatokat tartalmazé tagok mindegyike zérus, mert itt is kiilonboznek a
d-k indexei).

Ezt kellett bizonyitani.
Hasonlé gondolatmenettel adodik, hogy
05" 05" 05"
A [BI5alb) képletek kovetkezménye, hogy
6k1 5k2 5k3 6117 51(] 617‘ 6kp 6kq 5kT'
(316) eklm epqr - gklm 617(]7' - (sll 512 513 5217 52q 52T - 5lp 5lq 5l’l"
5, b 6,2 0,3 R P N 0,7 0,9 9,,"
Az allitas belatdsahoz a determinansok szorzastételét kell visszafelé alkalmazni és figye-
lembe kell venni, hogyha igaz az allitas, akkor a

5l<;1 5k2 5k3 5117 5161 51T 5kp 5kf1 5kr
5l 1 5l 2 5l3 5217 5261 527“ — 5127 5161 5l r
6.1 6,2 6,° DR 6,7 6,9 6"

szorzat példaként vett és kékkel szedett eleme az els6é matrix mésodik soranak és a maso-
dik matrix els6 oszlopanak kell legyen a szorzata. Valoban, kihasznalva, hogy egy Osszeg
tomoren is irhatd az Osszegezs index felhasznéalasaval és atnevezs operatornak véve az
egyik Kronecker deltat azt kapjuk, hogy

5l151p+5l252p+5l353p == 5l855p = (slp .
Ugyanilyen moédon eljarva a fennmaradé nyolc elem esetén megkapjuk végiil az allitas
teljes igazolaséat.

GYAKORLATOK
1. Igazolja, hogy
ago — gogpq )
agpq

2. Igazolja, az el6z6 feladat alapjan, hogy

Ing, = g% .
9Ypq






4. FEJEZET

Tenzorok

4.1. A MASODRENDU TENZOR

4.1.1. A masodrendii tenzor geometriai fogalma. Els6ként visszaidézziik kissé
eltérd jeloléssel az [L1.3l szakasz néhany eredményét. Tekintsiik az egymastol linearisan
fiiggetlen kovetkezgleg bazist alkotd vy, vo és vs vektorokat. Ez esetben [vq vy vs] # 0 és
bazist alkotnak a

* 1 Vo X V3 * o V3 XVy * g Vi X Vg
V= ——, Vi=— V= —
[Vl Vo V3] [Vl Vo V3] [Vl Vo Vg]
reciprok vektorok is. KovetkezGleg tetszdleges v vektor megadhato a
V= plvl +p2V2 —|—p3V3
alakban, ahol a

(4.1) pl=v-vl, pPP=v-v?, és PP =v-v
skalarok a v vektor v; vektorokra vonatkoztatott koordinatai.

A masodrendd tenzor fogalmanak bevezetéseként megvizsgaljuk a homogén linedris
vektor-vektor fiigguények tulajdonsagait. Azt mondjuk, hogy homogén linearis a

(4.2) w=f(v)

vektor-vektor fliggvény, ha teljesiil az

(4.3) f(p'vi+p*va+p°vs) = p'(vi) +p*f(va) +p*E(va)
fiiggvényegyenlet.

4.1. abra. A v vektor leképezése a w vektorra

Geometriailag a fenti egyenlet olyan fiiggvénynek tekinthetd, amely a tetszdleges O,
pontbol felmért v vektorok harommeérett terét leképezi az ugyancsak tetszéleges O,, pont-
bol felmért w vektorok harommeéretd terére — a1l abra az (y) kartéziuszi KR-ben szem-
lélteti a leképezést. A v vektorokat targyvektoroknak, a w vektorokat képvektoroknak
nevezziik. Roviden az mondhato, hogy a w vektor a v vektor képe.

Nem elfajuld a leképezés, ha a v vektorok teljes terét a w vektorok teljes terére képez-
ziik le; elfajulé (nem megfordithato) a leképezés, ha a v vektorok terét sikra, egyenesre,
avagy pontra képezziik le.

27
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Jelolje rendre
(4.4) wy =f(vy), wy = f(vq) és  wy=1f(v3)

a bazist alkot6 vy, vo és v3 vektorok képeit. Nyilvanval6 a (£2), (£3) és (£.4) Ssszefiiggések
alapjan, hogy

(4.5) w="f(v)= f(prl —|—p2v2 +p3V3) = plwl +p2W2 +p3W3 .

Ez az Osszefiiggés azt jelenti, hogy a leképezést egyértelmiien meghatérozza a vy, vo és
v vektorok wy, wy és wy képe. A ([T egyenlet és a diad jobboldalrél vektorral torténd
skalaris szorzasédnak ([L2al) alatti szabalya segitségével tovabb alakithato a fenti képlet:

(4.6) W= E(v) = Wi Vv wa Vv wy Vv =

:[w¢®$?+wa®$2+wg®$ﬂ~v,

. /

W
ahol
(4.7) W =w, v + Wy @ V2 + w3 Qv°

a leképezés masodrendt tenzora.
Megjegyzések:
1. A fentiek szerint a tenzor barmilyen bazis és a bazis harom képvektora segitségével
— ez most a wy, és a v¥ harmas — megadhato.
2. Ennek ellenére érdemes a tekintett KR-hez igazodni (gorbevonala KR esetén a
lokalis bazist hasznalni); a kovetkezs szakasz ezt kérdést taglalja.

4.1.2. Masodrendi tenzor lokalis bazisban. Mivel a ferdeszogi KR bazisvekto-
rait és a gorbevonali KR lokalis bazisat kifeszit6 bazisvektorokat ugyanugy jeloltik, az
alabbiak mindkét esetre vonatkoznak. A késébbiek kedvéért azonban a gérbevonalit KR-el
kapcsolatos szohasznalatot részesitjiik elénybe.

Jelolje most a a képvektorokat, és d a targyvektorokat. Az el6z6 szakasz gondolatme-
netének lépéseivel, de a gorbevonalit KR lokalis bazisat véve alapul irhatjuk, hogy

a=f(d)=f(d'g +d’g +d’gs) = d'f (g1) +d*f (g2) +d’f (g3) ,
~—~— ~—~— ~—~—
a; as as

ahol d' a d vektor g;-hez tartozo kontravarians koordinataja, az a; pedig a g; bazisvek-

tor képe. A fenti képlet a d¥ =gl -d és ax d¥ =axgh-d = axr gl - d Osszefiiggések

figyelembevételével alakithato tovabb:
a="f(d)=f(d'g +d°g, +d’g3) =a,d' +a,d* + a3 d* =

= [ai®g'+a,®g’+a;®g%]-d.

. /

A
Itt
A=a, g +a®g’+a;0g’ =a,0g’
a leképezés tenzora. Mivel
a; = am’gk =a’;8s
az A tenzor az

(4.8a) A=a,g'eg =a g 0g
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alakokban adhat6 meg. A diadban all6 masodik g’ bazisvektor 7 indexének lesiillyesztésével
tovabbi két alak kaphato:

A=a,g'g"0g =d'g'g. 2,

l

sl
G,k a

vagyis
A=q/'g g =a'g.0g.

A fenti képletekben a bazisvektorok gF®g’, g, ®g’, g*®g; és g,®g; diadikus szorzatait
bdzistenzornak nevezziik.

Figyeljiik meg, hogy a diadok ay;, a®;, a,! és a*! egyiitthatéinak barmelyike megkaphat6
barmelyik masikbol az indexemelés és siillyesztés megismert szabélyaival.

Indexes jeldlésmodban, amikoris nem frjuk ki a bazistenzort, az ay,;, a®;, a,' és a®
egyiitthatokat mésodrendd tenzornak nevezziik.

A fentiekhez kot6ds egyszeri példaként megmutatjuk, hogy a

l

l

me'®g, &legfwg,  Fegee, & Moo

tenzorok mindegyike az I egységtenzor, amely minden vektort onmagéra képez le.

Valoban, ha a fenti felsorolasban szerepls els két tenzort megszorozzuk jobbrol skala-
risan az u, g" vektorral majd kihasznaljuk az indexemelés és siillyesztés szabalyait illetve
a Kronecker delta indexatnevezd operator voltat, akkor a

(4.9a) I-u=(gx ghogh)- (u"g,) = gu gk(slrur =guu' gt =ug",
L.

valamint a

(4.9b) Iu=(5'g" ®g) (ug,)=0,g" gru =5 ug" =ug
L.

eredményt kapjuk. Ez azt igazolja, hogy a gn g"®g! és a §,' g¥®g; tenzorok az egység-
tenzorok.

A masik két eset vizsgalatat gyakorlatra hagyjuk.

Indexes jelolésmodban a (£9alb) egyenletek az

(4.10) g b =y és 5klul = uy

alakban frhatok fel. Az els6 a mar jol ismert indexsiillyesztés szabalya, a masodik a Kron-
ecker delta segitségével torténd indexatnevezésé. Mivel a (A I0]) szerint egyik esetben sem
valtozik meg az u vektor a gy; és 6,! mennyiségek az egységtenzort adjak indexes jeloléssel.

Végezetiil megjegyezziik, hogy a metrikus tenzor elnevezés onnan szarmazik, hogy a
ds ivelem négyzetének

Jor or
2 _ _ k I _ k..
(4.11) ds —dr-dr—@dx : @d = gpda"dx
képlete magéba foglalja a metrikus tenzort. Ez a mennyiség a tér metrikajanak egy jel-
lemzdje.

4.2. TENZOROK TRANSZFORMACIOJA

4.2.1. A kovarians bazisvektorok transzformacioja. A [42l abra baloldala — az
(a) jeld abrarészlet — az (y) kartéziuszi, valamint az (x) gérbevonalit KR-t (ez piros szinnel
van rajzolva) szemlélteti kiilon is feltiintetve a P ponthoz tartozoé lokalis bazisokat. Az
abra jobboldal — (b) jeld abrarészlet — két gorbevonali KR esetén szemlélteti a lokalis
béazisokat. Ezek koziil az els6 a baloldali abrarészleten mar szerepls (x) gérbevonalu KR,
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lokalis bazsok

4.2. dbra. (a) Egyenes és gorbevonalt KR-ek  (b) Két gérbevonalia KR

a mésodik pedig az (€', &2, €3), vagy tomor jeloléssel az () gorbevonalt KR.

Valamely skalar, vektor illetve tenzor megadhato barmelyik, azaz mind az (y) karté-
ziuszi, mind pedig az (z) és az (§) gorbevonali KR-ben. A tovabbiakban azt a kérdést
vizsgaljuk, hogy miként szamithatok at ezek a mennyiségek az egyik KR-bdél a masikba.
Magat az atszamitast, erre utal kdzvetleniil a jelen szakasz cime is, tenzorok transzfor-
macidjanak nevezziik. Az (y) és (x), valamint az (z) és (£) KR-ek kozotti transzformacios
szabalyokat egymassal parhuzamosan tekintjiik at, oly moédon, hogy a baloldali oszlop-
ban az (y) és (v) KR-ek kozotti Osszefiiggések, a jobboldali oszlopban pedig az (x) és (€)
KR-ek kozotti Osszefiiggések szerepelnek majd.

A jelolések egyértelmiivé tétele kedvéért abban allapodunk meg, hogy a vektorok, a
mésod-, vagy magasabbrendi tenzorok bettijele minden koordinata-rendszerben ugyanaz.
A kiilonbségtételt a vektort, tenzort azonositd beti elétt felsd indexként megjelend aposzt-
rof segiti majd az (y) kartéziuszi és (§) gorbevonali KR esetén. Ez a megéllapodas nem
okozhat félreértést mivel a két esetet, a fentiek szerint parhuzamosan targyaljuk majd.

Nem alkalmazzuk az aposztrof jelet olyan mennyiségekre, amelyeknek kiilénbozé a
bettjele (tehat az (y) KR bézisvektorai esetén, illetve a koordinatédk esetén). Tovabb
segiti a megkiilonboztetést a jelen a [£2l alszakaszban valamint az [l fejezetben a fenti
abraval 0sszhangban 4ll6 szinek alkalmazasa az indexek esetén.

Mivel kartéziuszi az (y) KR az (LI17D) és (LIY)alapjan fennallnak a

(4.12a) it =i, ‘g =01, és g ="

osszefiiggések. Ez egyben azt jelenti, hogy barmely kartéziuszi KR-ben a gy és g metrikus
tenzorok megegyeznek az also-, illetve felsGindexes Kronecker deltaval.
A P pont helyvektora az

(4.13) r=y' (2" 2% 2¥)i +y” (2", 2% 2*)i +y’ (2!, 2% 2°)i, = r=r(z', 2% 2%)
=y ity b+y'i =r(¢',&%,¢%)

alakban adhaté meg, ahol kdlcsénosen egyértelmiiek az

(4.14a) =2y Ly Y, valamint az vt =2 (€ €267

fliggvények, azaz

(4.14b)  J,,= ’g—j £0 és T = g?: £0
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A bazisvektorok szamitasaval kapcsolatos (L38]) osszefiiggés alapjan
or  Or 0Ox° 0x* , or  Or Oz° ox*

i — = B :gs— éS gk: k s k:gs—k’
oy ox® Oy oy 0& oxs 0¢ o€
gs t, S 8s t,°
vagy ami ugyanaz
ox® s ) , Ox® s
(4158’) i _gsay =1, 8s €s gk:gsa—gk:tk s -
Ha skalarisan megszorozzuk az utobbi egyenletet gl-el, akkor a
0x® ox®
<l ! s ! l / ! ! s ! l
1, - = — s° — t s” = t . = — s g t s° — t
g =g, 88 glg | R T kglg k
s, o
illetve a
ozt ox!
(4.15b) tl:@ZI g | thZ@z’gk-gl

eredményt kapjuk A ([EEED 12 képletek a g bazisvektorok (y), illetve (f) KR be Valé
értelmezik.

A ([EI5alb); o képletekre vezetd gondolatmenet ismétlésével kapjuk meg a gt i,,-el
illetve ‘g,,-el kifejezve:

or or Oy ] | or ar ogm m
- = 2 =1 T, == —— = mT
8= 54~ By o l 87 5ad ~ 9em ot BT
~~— = ~—
i Tl /g m Tl m
azaz
y . o
(4.16a) g = o T 71 | g = o B =17""8m-
A fenti egyenletbél az i", illetve a g* bazisvektorokkal torténd skalaris szorzéssal a
g oyt o
gi =i i =7 | g =5 g =n"
/6 /6771]‘:
illetve a
Iy "
(416b) T % = g[ | T k— W =g /gk

eredményt kapjuk. A (EI6D) képletekkel értelmezett 7, ¥ ugyancsak transzformacios ob-
jektum.

4.2.2. Osszefiiggés a transzformacios objektumok k6z6tt. Az ivelemvektor szé-
mitasara szolgald

(4.17) dr=dalg =dy" i | dr = da'g, = d¢¥ g, |
képletekben, tekintettel a (£I5al)-ra is
_ oy Lo O’ Y S O
d dz _E . deh = &gt ..
vo=oa b=5,8 és 3 o 1T BT 5 8
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Ha behelyettesitjiik az utobbi osszefiiggéseket a ({LI7)-be, és elhagyjuk mindkét oldalon
a dz!-et, akkor kapjuk, hogy

dy" O0x* ok ox®

4.18 = — s : = s -
(4.18) 8= 5ul oy & o 817 9l 9 &
Egyenl6ség csak akkor lehetséges, ha

dy" Ox* s , OEr Oz® s
(419&) % ay :51 €s %@ =0 ,
vagy a (d.I5Db)-re, valamint a (4.16D)-re is tekintettel, ha
(419b) Tl t 5= 5l8 ‘ le tk.s — 5l8 .
Ugyanigy igazolhato, hogy
(4.19¢) tln =% \ tlns =%7".

Tekintettel a determinansok B.2.11 alszakaszban ismertetett szorzastételére — konkrétan
a (BIT)) osszefiiggésre — irhatjuk, hogy

|letks‘ = ‘ 518‘ y vagy ‘Tzk| ‘tks| = |5zs| )
—— =~
t T

ahol a 7 és t rendre a 7;* és ¢,° determindnsa. A fenti dsszefiiggésb6l azonnal kovetkezik,
hogy

(4.20) Tt=1.

Szavakban: a 7 és t egymas reciproka.

4.2.3. A kontravarians bazisvektorok transzformaciodja. A (4.16D) képlet szerint

. dy w08 k
g1 T o | g8 T of

Mivel valamely a vektor a; kovarians koordinatija az a; = g;-a médon szamithato a fenti
képlet

azi" vektor | a'g" vektor

[-ik kovaridns koordinataja. Kovetkezésképp

Oy

. e
(421) 1" = % gl — Tl gl | 1k k

S s e
Ha most atszorzunk ¢,"-el, illetve ¢,"-el és kihasznaljuk a (4.15D)) és ([L.I9al) 6sszefiiggeéseket,
akkor a

ox" g oz" Oy" | dz", ,  Ox" dx+
oyt oyt Ol & Orr & T gur 0L 8
—_——— ——

o, o

illetve a két oldal felcserélésével a

(4.22) g = i =t'i g =——'gF =t""g"

eredményt kapjuk.
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A (AI6a), [A22), (421) és a (AI5a) osszefiggések felhasznalasaval tablazatba foglal-

hatok a béazisvektorok transzformécios képletei:

83/ . . agm m
glzﬁl =7 1 glzmlgm:ﬁ Cm
or" ) ox”
gT:ay —=t+7i gr:agklgk:tkr/gk
4.23
( ) X axs 5 , axs 5
1 :@gs:t s gk:@gs:tk s
i:ay gT:T gr /gl:a_élgr:Tlgr
ox” " ox” "

1. tablazat. Bazisvektorok transzformacioja

4.2.4. Vektorok transzformacioja. Az a vektor barmely lokélis KR-ben megadha-
t6. A vektor
a=a, gr :/al /gl

elgallitdasabol, felhasznalva az[Il tablazat képleteit az

0x* oE™
g gs = a, agk /gk: _ ,ak /gk: | /am Igm — /am afxl gl — algl
illetve az
ox?® oE™
r o
(424) QA = Qg @ ‘ a; = W
osszefiiggések kovetkeznek. Ugyanigy kapjuk az a vektor
a=a'g ="a""g,
elsallitasabol, hogy
r Tagl/ 1l ) ,kﬁx’" T
a'g=a o m=ag | R
azaz, hogy
¢! ox"
4.25 at =a" T gk 2
(4.25) @ =a" - | o =da 3 e
A ([{29) és (E29) képletek tablazatba foglalhatok:
_ ay / _ ) agm / m !
U= o7 =1 = > Gn =7" "t
ox” ox"
ar:a; / =t"' ar:%/k_tkr/ak
(4.26) s s
, Ox o Ox s
a _83/ as=1.°ag k @as . as
/ :ay a" =71'!la" /l_agl ’":Tla’"
ox" " ox” "

2. tablazat. Vektorok transzformécioja
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Az (y) és () KR-ek kozotti transzforméacio tablazat baloldali oszlopaban allo képleteit
formalis igazolas nélkiil koézoljiik.
Megéallapithato az[Il és Pl tablazatok egybevetése alapjan, hogy
— az ay, 'a; és 'a;, kovarians koordinatak ugyanugy transzformalodnak, mint a g, i
és 'gy. kovarians bazisvektorok;
— aza",'a és'a’ kontravarians koordinatak ugyanigy transzformalédnak, mint a g”,
i’ és 'g! kontravarians béazisvektorok.

4.2.5. Masodrendii tenzorok transzformacioja. Az A masodrendii tenzor béar-
mely lokalis KR-ben megadhato. Az A tenzor (z) és () KR-ben vett

A=aqy,g’0g' ="y, 8"®g, A=d, g wg'=""g'vg,

alakjai kozott az [Il tablazat felhasznalaséaval, azaz a bézisvektorok transzformacios kép-
leteinek helyettesitésével teremthetiink kapcsolatot:

(4.27a) A=a,g’'®g'=a o” Ozt Fogl=t t%a,, g"0g ='a, g"og

: pq 8 g pqafk 8£Zg g E U Gpg 8 g Kl 8 g
oEk x4

(4'27]3) A= apq gp®gq — apq % a—g gk®gl = Tkp th apq gk®gl = /akl gk®gl

Hasonl6 gondolatmenettel talalhaté meg a fennmaradé hat transzformaciés formula. A
transzforméacié Osszes képletét, beleértve azt a hatot is, amelyet fentebb formélisan nem
igazoltunk, a3l tablazatban foglaltuk Gssze:

o og! e OxrP 0xt
a’pq - axp axq /ak?l == Tp Tq /a’k‘l /a’k'l = agk agl apq = tkpth apq
k ael
Pl — Qa® daf Ikl — ¢ Py 1okl Tkl — g™ 9 Pl — 1 kg
(4.28) Cogk gt T R © Qzp Qza P 1M
4.28 l k
P = S Ik — Py Ligk 0k — 9g" Oxf AP — 7 kg gp
q agk Ord l k 'q l l orp agl q p 7l q
0" O, kpdar 1 o Ox O Pl
= gar og1 =T M @ = 5 gar @' = W @'

3. tablazat. Masodrendd tenzor transzformacioja az (£) és (x) KR-ek kozott

A tablazat baloldali oszlopa az () KR-bél az (x) KR-be, a jobboldali oszlop pedig az
(x) KR-bdl az (§)-be torténd transzformécio képleteit tartalmazza.

Megéallapithato az[Il., Bl és[3l tablazatok egybevetése alapjan, hogy a kovarians, illetve
kontravarians indexek mindig ugyanugy transzformaloédnak mindkét irdnyban, fliggetleniil
attol hogy bazsisvektorokrol, vektorokrol, avagy masodrendi tenzorok koordinatairdl van
sz0.

Maga a kovarians jelz6 arra utal, hogy a kovarians (alsdindexes) bazisvektorok azono-
san transzformalodnak (egytitt valtoznak).

Bar nem igazoltuk formaélisan, és nem is irtuk ki a masodrendd tenzorok (y) karté-
megkaphatok a3l tablazatbol, ha a kék indexek helyére zold indexeket és az £ helyére y-t
gondolunk.
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4.2.6. Tenzorok szorzatainak transzformacidéja. Tekintsiik az

A=ayg'®g!, B=V, g ®g’
maéasodrendd tenzorokat. A
(4.29) C=A®B=qy,b' g'®g'®g ®g"
——

prgqg s
(més néven ) esetén nem nehéz meggydzédni arrol, felhasznalva az [Il tablazat képleteit,
hogy
(430) /C k‘lmn - tk,p t lq Trm tns Cpqrs
az (r) KR-bdl az (€) KR-be torténd transzforméacio képlete.
Az A, B tenzorok
D=A-B=qa,g'®g'l,g 8" =
L.

(4.31) —

=y, V' 81 ®0%.8° = a,,10.,8°0g° =d,g'®g’
skaléris szorzata mésodrendd tenzor, amely koveti a masodrendii tenzorok transzforma-
civjaval kapcsolatos Bl tablazatban részletezett szabalyokat, azaz
Idkl = tkptlsdps = tkptls Qpq bqs’

A kapott eredmény szerint a néma indexek nem transzformdlodnak, de megmutathatod
hogy
(432) Idkl:tkptlsaquqszlalq,bq
Az utoébbi képlet igazolasat gyakorlatra hagyjuk.

Megjegyzések:

1. A (£29) képlettel adott C két masodrendd tenzor a (a). Mivel a szorzatban meg-

jelené

S

g'®g'®eg g’
bézistenzor négy bazisvektor a a szorzatot negyedrendid tenzornak nevezziik. Ez
egyben azt jelenti, hogy a magasabbrendid tenzorok alacsonyabbrendi tenzorok
tenzorialis szorzatanak tekinthetok.
2. A (£30) képlet két méasodrendi tenzor skalaris szorzata. Skalaris szorzas, a (4.30)
képlet megszabta moédon, magasabbrendd tenzorok kozott is végezhetd.

GYAKORLATOK

1. Igazolja, hogy a 6% g ®g; és g g ® g tenzorok minden vektort nmagara képez-
nek le.

2. Mutassa meg, hogy fennall a (A30]) Osszefiiggés, amely azt mondja ki, hogy két
tenzor skalaris szorzatanak transzforméltja megegyezik a transzformélt tenzorok
skalaris szorzataval.






5. FEJEZET

A tenzorfogalom altalanositasa

5.1. TENZOROK ERTELMEZESE INDEXES JELOLESMODBAN

5.1.1. Valodi tenzorok.

Valodi skaldr. Akkor nevezziik a (€) és (z) gorbevonali KR-ekben egymaéstol fliggetleniil
értelmezett @(zt, 22, 13) és B(EL, €2, €3) fiiggvényeket valddi skaldrnak (zérusrendd, vagy
nulladrendd tenzornak) ha azonos az értékiik a KR transzformacié sorén, azaz

(5.1a) D¢, &%, ) =2 [21(¢1, 67,67, 2%(¢1, 6%, 6%), 2*(¢1, €%, €%)]
avagy
(5.1b) (', 2%, 2%) =@ [ (2!, 27, 2°), E(a', 2%, 2%), & (2,27, 2%) ]

A valodi skalar a tér egy adott a skalar értelmezési tartomanyéban fekvé pontjaban KR-
t6l fiiggetleniil ugyanaz az érték.
Valodi vektor. Visszaidézve ald24l szakasz képleteit és a2l tablazatot, és kiilon is kiemelve
az értelmezés hatterét megvilagitd képletek koziil az
/ak /gk — tks g /gk = ay gs
Osszefliggést azt mondjuk, hogy:
a (€), illetve az (z) gorbevonala KR~ekben egymastol fiiggetleniil értelmezett

‘an, @ és ‘al, a"

haromelemt sokasagok (objektumok) kovaridns, illetve kontravaridns vektorok (elséren-

s stz

tablazatban Gsszegezett képletek, pl.:
‘o, =t,% as és a=daT
ete.

Valodi mdsodrendi tenzor. Visszaidézve a .25 szakasz képleteit és a [3l tablazatot, to-
vabba kiilon is kiemelve az értelmezés hatterét megvilagitd képletek koziil az

/akl /gk:®/gl — tk:p th pq /gk®/gl = Upq gp®gq

Osszefiiggést azt mondjuk, hogy:
a (£), illetve az (x) gorbevonali KR-ekben egymaéstol fiiggetleniil értelmezett

k 11

1kl Pq p . q
a @y Ay, Ay

/ . X /
A K1y Apg; a -, 3 a
kilencelemii sokaségok (objektumok) rendre kovaridns, kontravaridins, kontravaridins ko-
varidans indexd, illetve kovaridns kontravaridns (vegyes) indexid masodrendd tenzorok, ha
fennallnak kozottiik a mésodrendd tenzorok transzformaciojaval kapcsolatos és a3l tab-
lazatban osszefoglalt képletek, pl.:

/ 1 Pr q 1k kyq

ap=1,"1," apq vagy a® =1,"t," a”,
etc.

37
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A valodi vektort egyszertien csak vektornak, a valodi tenzort egyszertien csak tenzornak
szokas nevezni.
Megjegyzések:
1. A vektor mint els6rendt tenzor értelmezésekor nem vetettiik fel azt a kérdést mi
a feltétele, hogy az
a?, b,

tipusu sokasagok (harmasok) ugyanazt a vektort adjak.

2. A masodrendii tenzor értelmezésekor nem vetettiik fel azt a kérdést mi a feltétele,
hogy a

b2, WP, d¥

tipust sokasagok (kilencelemi objektumok) ugyanazt a masodrendi tenzort adjak.

Qpg;

A fenti kérdések megvalaszolasat gyakorlatra hagyjuk.

Harmad és magasabbrendd tenzorok. Altalanositva a valodi vektor és valodi masodrendd
tenzor értelmezését azt fogjuk mondani, hogy:
a (€), illetve az (z) gorbevonala KR~ekben egymastol fiiggetleniil értelmezett
ak . d

lm» qr

huszonhételemt sokasagok (objektumok) ugyanazon egyszer kontravaridns kétszer kova-
ridns indexd harmadrendd tenzorok, ha fennall kozottik a

(5.2) dr, =T, 0 A,

transzforméacios Osszefiiggeés.
Tovabbmenve azt fogjuk mondani, hogy valodi n-edrendii tenzorok a (&), illetve az (x)
gorbevonali KR-ben egymastol fiiggetleniil értelmezett

ny index n1 index
/b kl... 2 b ST... . _

pqr... €S UVW.., m +n2 =n

~—~ ~

ng index no index
objektumok, ha fennall kozottiik a

nki.. k l Uy vy ow ST...

(5.3) b g =TT 0T

Osszefiiggés.

Masként és az indexpoziciotol fiiggetlen értelmezés érdekében tekintsiink két n indexti
objektumot az (£) illetve az (z) gérbevonali KR-ben, melyekre balrol jobbra szamlalva
az indexeket az azonos sorszami indexek azonos (vagy mindkettd felss, vagy mindkettd
also) indexpozicibban vannak. A két objektum ugyanaz a valodi n-edrendi tenzor, ha
a fels6 indexek (kontravarians indexek) a kontravarians indexekkel kapcsolatos, az also
indexek (kovarians indexek) pedig a kovaridns indexekkel kapcsolatos transzformécionak
megfelelGen transzformélodnak.

5.1.2. Tenzorok-e a korabban megismert objektumok. Az alabbiakban azt a
kérdést valaszoljuk meg, példaként véve a legtipikusabb eseteket, hogy tenzorok-e az el6z6
szakasz értelmezéseit véve alapul az eddig megismert 6%, grs, G*9, €xims €775 €xim, €7 Yo,
Y, go, 9° objektumok.

A tovabbiak a tipikus esetekre vonatkozoan vizsgaljék a felvetett kérdést:

(a) Amint az kittinik az[Il tablazat felhasznalasaval adodo

(5.4) 5P =g’ g, =10t g" g =71t 0%
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(5.7a)

(5.7b)

osszefiiggésbdl a 6%, indexatnevezs operator (a Kronecker delta) masodrendii ten-
zorként transzformdalodik. Ez azt jelenti, hogy 6%, és 6k ugyanaz a tenzor (valodi
tenzor).
Az (a) alatti gondolatmenet lépéseivel azt kapjuk, hogy

’ 7 . dz" Ox* 4 Tys

gkl = 8k 81 = @ a—flgr'gs _tk; tl Grs

ami az jelenti, hogy ‘g és g,s koveti a masodrendii tenzorokkal kapcsolatos transz-
formécio szabalyait. Kovetkezésképp mindketts ugyanaz a tenzor (valodi tenzor).
A (b) alatti lépésekkel kapjuk, hogy

[/ /) ]_axka—xlax—m[ ]_tktltm

)
6Q,LU’U -

azaz, hogy z,,, €8 epm koveti a harmadrendi tenzorokkal kapcsolatos transz-
formécié szabélyait. Kovetkezésképp mindkettd ugyanaz a harmadrendd tenzor
(valodi tenzor).
Irjunk u, v és w helyére 1, 2 és 3-at az (5.6]) képletben. Kapjuk, hogy

€123 ="Yoe123 =t t, t3™ erimo

! [t k=t
avagy
/’70 =1

ahol t a |t,*| determinénst jeloli. Az (5.7a) képlet szerint nem valodi skalar az a
(&) és (z) gorbevonala KR-ekben ugyantugy értelmezett

Yo =[g1'82'g3] , Yo = 818283

vegyesszorzat.

A késébbiek kedvéeért az

/

’yO:tM’yO; M=1

alakba irjuk at az (0.7D]) képletet.

Alakitsuk &t oly modon az (5.6]) egyenletet, hogy kapcsolatot talaljunk a (&) és
(x) gorbevonali KR-ekben tekintett permutécios szimbolumok kozott. Az egyenlet
baloldala az

! 1
6uv’w - /yo euvw

a jobboldala pedig az

g’u’v’w:tuktvltwmeklmﬁyoz ﬂ :/70 _tuktvltwmeklm
fowen! ¢

alakban irhato fel. Egyenl&ség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymassal a
bekeretezett képletrészek. Kovetkezbleg fennall az

(5.8) v ="t g, M =—1
egyenlet.
Megjegyzések:
1. Mivel M # 0, a permutaciés szimbo6lum nem koveti a harmadrendii tenzorokkal

kapcsolatos transzformécio szabalyait. Kovetkezéleg a permutécios szimbélum nem
valodi tenzor.



40 5.2. Miveletek tenzorok kozott

2. Az (B.1D) és (B.8) képletekkel adott eredmeények a kovetkezé modon altalanositha-
tok. Azt mondjuk majd, hogy M sulyu tenzor a (£) és (x) gorbevonalu KR-ekben
értelmezett n-edrendd — visszautalunk itt jelolések tekintetében az (5.3]) képletre
és el6zményeire —

Ibklmpqr... és bsrmuvw...
objektum, ha
(5.9) B e = T T L T
Az M =0 esetben valodi a tenzor. Az M # 0 esetben pszeudo, vagy éltenzorrol

beszélunk.

5.2. MUOVELETEK TENZOROK KOZOTT

5.2.1. Additiv miiveletek és jel6lésbeli megallapodasok. Az aldbbi miiveletek
egy részérél méar esett szo a [2.1.3 alszakaszban — v.06. 0. Részbeni ismétlésiiket a
tenzorjelleggel kapcsolatos éllitasok megfogalmazasa indokolja.

Az aldbbiakban a tenzor tipusan az indexkiosztas milyenségét értjiik. Az d*,; és dPd,
tenzorok harmadrendiiek, de kiilénb6zd tipustiak, mivel az els§ egyszer kontravarians,
kétszer kovarians a masodik pedig kétszer kontravarians, egyszer kovarians tenzor.

Egyszeri belatni, hogy két ugyanolyan rendi és tipusi valodi tenzor dsszegezhetd és a
stlyozott 0sszeq is valodi tenzor.

Kovetkezésképp fennallnak az aldbbiak:

Két vektor silyozott dsszege.
Az ay, és b, valodi vektorok

C, = /\ak + ,U,bk
stlyozott Gsszege (A és p a stlyok) valodi tenzor.

Két mdsodrendi tenzor siulyozott dsszege.
Az a,? és b,? valodi mésodrendd és azonos tipusi tenzorok

cpl = Aap? £ puby?

stlyozott Osszege (A és p a silyok) valodi masodrendii tenzor. (A tipus azonossaga feltétele
a szabadindexek egyensulyanak.)

A harmad és magasabbrendi tenzorok Osszegei hasonlé6 médon képezhetsk. Példaként
alljon itt az a*;, és b¥;,. valodi harmadrendii tenzorok c¥;,. Gsszege:

Cklr = )\aklr iubklr .

Felhivjuk ismét a figyelmet arra a (2.5) egyenlet kapcsan megfogalmazott szabalyra,
hogy a szabad indexek az egyenlet jobb-, és baloldalan minden tagban azonos indexpozi-
cioban kell, hogy legyenek. Ez a kivetelmény a fenti egyenletek esetén lathatoan teljesiil.

Az aldbbiak néhény eddig hallgatolagosan alkalmazott és néhany tovabbi jelolésbeli
megdllapoddst 6sszegezésszertien tekintenek at.

A wektort szimbolikus frasmoédban allo félkovér kis és nagybet egyarént jeldlheti.
Indexes jelolésmodban a vektor koordinatait ugyanez de kurzivan és indexszel szedett kis
illetve nagybetti bett jeloli. Az index lehet also, vagy felsé.

Szimbolikus irasmodban délt félkoveér kis és nagybeti egyarant jelolheti a mdsodrendid
tenzort. Indexes jelolésmodban a mésodrendi tenzor koordinatait ugyanez de kurzivan és
indexekkel szedett kis illetve nagybetii jeloli. Az indexek lehetnek alsok, vagy felsok.

Szimbolikus irasmod esetén félkovér kaligrafikus nagybeti jeloli a harmadrendid ten-
zort. Fzzel a megallapodassal 6sszhangban

(5.10) E=cumg'@g' 0g" =" g,0g,08,
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az epszilon tenzor.

Negyedrendi tenzorok szimbolikus szedése esetén, amint azt méar lattuk a (d29) egyen-
let kapcsan, kettGsen irt nagybetii a szimbolikus jel6lés. Ezzel 6sszhangban negyedrendi
a

(5.11) D=d."g"0g ®g,0g,

tenzor.

Indexes jelolésmoédban a szimbolikus jelolésmod kurziv kis-, vagy nagybettje jeldli a
harmad-, illetve magasabbrendd tenzort az indexek kifrasaval.

Megjegyezziik, hogy a bazistenzor kifrasa esetén az indexpoziciok és a csatlakozo ba-
zisvektorok ¢sszhangban kell, hogy legyenek.

5.2.2. Skalaris és diadikus szorzatok.

Két valodi vektor skaldrszorzata.
Legyen ag, a' és b,, b? valodi vektor. Ekkor a vektorok

c=apb"=aP b, =ayg" b, =d g,
skalarszorzata valodi skalar. A szorzat szimbolikus frasmodjat illetGen visszautalunk a (Z.13))

képletre.

Madsodrendid tenzor és vektor skaldrszorzata.
Legyen a d;™, dg., d's, d™ valédi masodrendii tenzor. Legyen tovabba c,,, ¢ valodi
vektor. Nem nehéz belatni, hogy valodi vektor a D tenzor és a c vektor jobbrol vett

(5.12a) a=D-c | ar = di" ¢, = disC®
| al=dle,=d' ¢,

illetve balrol vett

(5.12b) b=c-D | b, =c,d™L = c’dg
\ bl =cpd™ =c"d,

skalarszorzata. Nyilvanvalo, hogy altaldban

A teljesség kedvéért a képletek baloldali oszlopa szemlélteti a szorzatok szimbolikus iras-
modjat. Ezt a megallapodést, az attekinthetGség kedvéért a tovabbiakban is alkalmazzuk.

Keét mdsodrendi tenzor skaldrszorzata.
Tegyiik fel, hogy valodiak az ai®, ais, a*,,, a*™ és by™, by, b, b™ méasodrendii tenzorok.
Ekkor valodi masodrendd tenzor a két tenzor

(514) C=A-C | ckl:akmbml:akmbml
| M = ags b*1 = ap” by

skaléris szorzata.

Megjegyzések:

1. A ¢y és ;! alakok szamitdsat nem tartalmazza az (5.14) képlet. Az indexes jelo-
lésmod szabalya ennek ellenére kiolvashato az (5.14]) képletbdl: (a) az els6 szorzo-
tényezd utolsd indexe és a méasodik szorzotényezd elsé indexe kiilonbozé indexpo-
zicioban kell, hogy legyen; (b) a két index néma indexpart kell hogy alkosson.

2. Nyilvanvalo, hogy altalaban

(5.15) A-C+C-A .
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Kettds (kétszeres) skaldris szorzat.
Az alabbiak a kettds skalaris szorzat értelmezését adjak kells altalanossiaggal a negyed-
rendid C és D tenzorok segitségével szimbolikus irdsmodban:

1
(5.16) C--D=¢,", ., g"®g.®g ®g d" g, ®g,0g" ®g" =
L . 1

=Cp s 8 OB ®0,0%dY,, g ®g" =¢," d",, 8" ©g. 0" g
Indexes jelolésmodban

n rs _ ns Jjr _ nr s _ nrs
Cm rsd vw_cmrdsvw_cm sdrvw_cm drsvw

a kettds skalaris szorzat értéke.
Megjegyzések:

1. Szimbolikus frasmodban a szorzotényezGk kozé helyezett két egymaést kdvets pont
a kettds skalaris szorzat miiveleti jele.

2. Az értelmezés szerint az els6 szorzotényezs [utolso el6tti| {utolso} bazisvektorat
a masodik szorzotényezd [els6| {masodik} bazisvektoraval kell skalarisan 6sszeszo-
rozni. A megmarado béazisvektorok egyiittese valtozatlan sorrendii diadként alkotja
a bazistenzort.

3. Az eredmény mint tenzor rendszama néggyel kisebb, mint a két tenzor rendszé-
méanak Osszege.

4. Indexes jelolésmodban az els§ szorzotényezs [utolso elstti| {utols6} indexe néma
indexpart kell, hogy alkosson a méasodik szorzotényezd [els6| {mésodik} indexével.

5. Valodi tenzorok kétszeres skalaris szorzata ugyancsak valédi tenzor.

6. Két valodi masodrendi tenzor kettds skalaris szorzata valodi skalart eredményez.
E szorzat felét energia tipusu szorzatnak is szokas nevezni.

Két tenzor dltaldnos (diddikus) szorzata.
Az A és B masodrendi tenzorokra nézve a

(5.17 C=A®B= | Cklpq:aklbpq
=a" by g 08 ©g’0g!

egyenlet adja az altalanos vagy diadikus szorzatot.
Megjegyzések:

1. Két tenzor altalanos vagy diadikus szorzata olyan tenzor, melynek rendszama a
két tenzor rendszdmanak Osszege.

2. Indexes jelolésmodban ugy kapjuk meg a szorzatot, hogy egyszeriien egymas mellé
irjuk a két tenzort.

3. Két valodi tenzor altalanos szorzata ugyancsak valodi tenzor.

A kontrakcio.

A kontrakcié szimbolikus irasmoédban a bazistenzor két kiilénbozs bazisvektora kozott
végzett skalaris szorzéas. Indexes jelolésben (a) indexek egybeejtése, ha kiilonb6z6 index-
pozicidban 1év6 két indexekrdl van sz6; (b) azonos indexpozicioju indexek esetén pedig le
kell siillyeszteni (ha mindkét index felss), vagy fel kell emelni (ha mindkét index also) a
tekintett két index egyikét az indexegybeejtés el6tt. A D harmadrendd tenzor esetén

(5.184a) dklmgk@)gl@gm =d", . g, =a | dkm. =a*
L.
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az utolso el6tti és az utolsd bazisvektorok kozotti kontrakcid. Az elsé két bazisvektor
tekintetében pedig ugyanilyen moédon a

(518]3) dklm gk®gl®gm - dklm 9kl gm = | dklm gkl = dkkm = bm
I
= dkkm gm =b

eredményt kapjuk.
Megjegyzések:

1. A kontrakci6 kettével csokkenti a tenzor rendjét.

2. Valodi tenzor esetén a kontrahalt tenzor is valodi tenzor.

3. A kontrakci6 fogalmanak felhasznéalasaval azt lehet mondani, hogy a kettds skaléris
szorzat a két tenzor altalanos szorzataban az els6 tenzor [utolso el6tti] {utolso}
indexe és a méasodik tenzor [elss] {masodik} indexe kozotti kontrakeio:

(5.19) cn A = e e d

5.3. FIZIKAI KOORDINATAK

5.3.1. Vektorok fizikai koordinatai. Fizikai koordinatdkon vektorok esetén egy-
ségvektorok alkotta bazisra vonatkozo koordinatékat értiink. A fogalom bevezetését az
indokolja, hogy a bazisvektorok, kévetkezéleg a tenzorok skaldrkoordinatéi altaldban kii-
16nb6z6 dimenzidjiak és a maguk a bazisvektorok tébbnyire nem egységvektorok.

Ki fogjuk hasznalni a tovabbiakban azt a megéllapodast, hogy a nagybettis index
rogzitettnek tekintett. Ezzel 6sszhangban

gr i a metrikus tenzor gi1, goo, g33 skalarkoordinatainak egyike,

és ugyanigy

g"* a metrikus tenzor ¢!, ¢?2, ¢ skalarkoordinatainak egyike.

Figyelembe véve, hogy az

L
gk , L g
€S e =

IKK \/ gL

vektorok egyarant egységvektorok az a vektor tekintetében irhatjuk, hogy

3

(5.21a) a*gp = Z Vorra® e =a~" e,
— N
K=1 a<K>
és
3
(5.21b) alglzz Voltarel =aos €,
L=1 M
a<rL>
ahol

(5.22) a~*” = /grra® és acr> =/ g*ag

a keresett fizikai koordinétak.
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5.3.2. Masodrendii tenzorok fizikai koordinatai. Az a*; masodrendd tenzor ese-
tén abbol indulunk ki, hogy a b' vektor c* képét kapjuk meg akkor is, ha a tenzor és a
vektorok fizikai koordinatéival irjuk fel a vonatkozo leképezést. A vonatkozo

*=ak b

egyenlet alapjan, fizikai koordinatékra térve at a c” és b' esetén, azt kapjuk, hogy

3
<E> Z ok, VIKK p<L>
Y
=1 VYLL
————

Q<K><L>

ahonnan a tenzor jobboldali fizikai koordinatait értelmezs

(5.23a) a“f>_ o =a¥, JKK
grr
jeloléssel
(5.23b) = a™ o b
Hasonl6 okoskodassal kapjuk a tenzor baloldali fizikai koordinatéit, ha a
d9="0b"a,?

leképezést alakitjuk a4t a d? és bP vektorok fizikai koordindtainak helyettesitésével:

3

3
d<Q> _ Z p<pP> apQ 9Q ’
1 gpp

|

acp><Q>

Itt

(5.24a) acps>~9 =ap?, /99
grp

a tenzor baloldali fizikai koordinatait adja, amivel
(5.24b) 459> = p<r> q_, <0

Az ay; és aP? alakokhoz tartozo bal és jobboldali fizikai koordinatak meghatarozasat gya-
korlatra hagyjuk.

GYAKORLATOK

1. Vizsgalja meg, milyen feltételek teljesiilése mellett ugyanaz a vektor az
a? és b,

sokasag (harmas) az (x) gérbevonali KR-ben.
2. Vizsgélja meg, milyen feltételek teljesiilése mellett ugyanaz a tenzor az

q A Pq
pg, D1, P, esa d

sokasag (kilencelemtd objektum) az (z) gérbevonali KR-ben.

Mutassa meg, hogy valédi tenzor a gP? metrikus tenzor.

Igazolja, hogy valodi tenzor a kontravarians €P?" tenzor.

Mutassa meg, hogy nem valodi skalar a v° = [g! g2 g3 vegyesszorzat.

Igazolja, hogy pszeudotenzor a felsGindexes permutacios szimbolum.

Mutassa meg, hogy nem valodi skalarok a metrikus tenzorok a g, = |gul, 9° = |9
determinansai.

NS Tt W
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8.
9.

10.
11.

12.

Igazolja, hogy valodi skalar két valodi vektor skalaris szorzata.

Mutassa meg hogy valddi tenzor két ugyanolyan rendd és azonos tipusi tenzor
stlyozott Osszege.

Mutassa meg hogy valodi tenzor két valodi tenzor [skalaris|tenzoriélis szorzata.
Igazolja, hogy az ay; tenzorhoz az

KK

U<KL> = QKL
grr
jobboldali fizikai koordinaték tartoznak. Hatarozza meg a tenzor baloldali fizikai
koordinatait is.
Vezesse le az aP? tenzor bal és jobboldali fizikai koordinatait.






6. FEJEZET

Masodrendii tenzorok

6.1. MASODRENDU TENZOROK EGYES KERDESEI

6.1.1. A tenzor transzponaltja. Legyen A masodrendti tenzor. Legyenek tovabba
tetszGlegesek a v és w vektorok. Azt fogjuk mondani, hogy az A’ tenzor az A tenzor
transzponaltja, ha barmely v és w-re fennéall a

(6.1) v-Aw=w-AT v

egyenlet.
Az A méasodrendd tenzor

(6.2a) an g" g, a* gL g, ay' g ®g, g g

alakjaihoz tartozo transzponaltakat rendre

(6.2b) (a")ug'wg,  (Neeg, ())gos, ()eaog
jeldli,

Az alabbiakban, kapcsolatot keresiink az A és AT kozott. A transzponaltat értelmezd
(610 egyenletbdl kovetkezos

w-AT . v—v-A-w=0

kiilonbség részletezése soran a (6.2alb), alatti alakokat hasznaljuk fel. Ekkor a kivonando
atalakithato a

k ! Ik
v, 8" (a*1 g ®g') wigy =vpal w =wPa®v,=w" §,' a* & v, =
—_—— E— N~ ~—

A gp-g! 8r-g?

=| w,g” (a"1 g'®gr) v'g,

modon. A kisebbitendd tekintetében pedig a

w, gP- ((aT) kl gk®gl> vlg, |=w, (aT)pq 4

J/

-~

AT

Osszefiiggés all fenn. Mivel a kiilonbség zérus teljesiilnie kell egyrészrél a keretezett kép-
letrészek alapjan irhato

(6.3a) w~[AT—akl gl®gk}-V:O,
mésrészrél pedig az alahtzott képletrészek alapjan irhato
(6.3b) w, ()P, v —w’a’ v, =0

egyenletnek. A (6.3a) egyenlet csak akkor allhat fenn tetszdleges v és w esetén, ha
(6.4a) AT =d* glog .

Visszaidézve, hogy az A tenzor (6.2al) alatti elGallitasahoz (vagy ami ugyanez az elss kap-
csos zarojellel megjelolt képletrészhez) képest forditott a bazisvektorok sorrendje a (6.4al)

47
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jobboldalan (a bazistenzort alkot6 diadban) azt a szabalyt olvashatjuk ki a (G.4al) képlet-
bél, hogy a masodrendi tenzor transzponéltja a bazistenzort alkotd diddban a béazisvekto-
rok szorzasi sorrendjének felcserélésével kaphaté meg. Témoren: a transzpondlds mivelete
a bazistenzort alkoto diddok szorzdsi sorrendjének cseréje. Az utobbi mondatban arra utal
a tobbesszam, hogy a fenti eredmény érvényes az A tenzor (6.2al); 34 alatti alakjaira is:

(6.4D) AT = ayg'eeg = a)'g'wg = g og.

Ennek igazolasa a (6.3al)-ra vezets gondolatmenet szinte szoszerinti ismétlésével torténhet.
Az igazolast gyakorlatra hagyjuk.

Visszatérve a (6.3D)) alatti képlethez a kivonandoban végzett indexemelések (siillyesz-
tések) utan kiemelhetd a w, v? szorzat:

wy o8 (@)%, ~a 7] =0.

Tetsz6leges w), és v? esetén csak akkor allhat fenn az utoébbi egyenlet, ha

(6.5a) (aT)pq =a =gaatg?.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy tgy kaphaté meg az indexes jelolésmodban (a bazis-
vektorok elhagyéséval) irt o, tenzor (aT) P, transzponaltja az eredeti a”, tenzorbdl, hogy
poziciéik meghagyésa mellett felcseréljiik az indexek sorrendjét. Ez az eredmény a masik

harom, vagyis az ay, a,' és a* alakra is érvényes:
6.5b al),, =a al) l=d al )kl =q'* .
( Kl Ik k k>
Az igazolast ismét gyakorlatra hagyjuk.
Megjegyzések:

1. Mivel masodrendii tenzor esetén az elsé index sort, a mésodik oszlopot szamlal a
tenzor matrixaban kiolvashato a (6.5alb) képletekbdl, hogy a tenzor transzponélt-
janak matrixa a tenzor matrixdnak transzponaltja.

2. A transzponalas mitvelete bazisvektorok sorrendcseréje a bazistenzorban. Kovet-
kezésképp

(6.6) (A7) = A

Fennall, hogy a tenzor transzponaltjanak determinansa megegyezik a tenzor determi-
nansaval.
Tekintsiik az A és B mésodrendii tenzorok

szorzatat. A (Ghal) alapjan irhato
(CT) kb =gy k= (bT) ko (aT) m,

képlet szerint, ha

(6.8) C=A B, akkor Cc"=B"-A".

6.1.2. Szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzorok. Felbontasi tétel. Azt
fogjuk mondani, hogy [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} az A tenzor, ha barmely v
és w-re fennall a

(6.9) v-Aw=1w-A-v

egyenlet, ahol a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} esetben [pozitiv| {negativ} a jobb-
oldal. Mivel barmely v és w-re fenndll a tenzor transzponéaltjat értelmezd (6.1)) egyenlet
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a ([69) és () kiilonbségebdl az kovetkezik, hogy a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus}
A tenzor eleget tesz a
(6.10) w-(£tA-A") - v=0

feltételnek. Innen a v és w vektorok tetszGlegessége miatt az kovetkezik, hogy akkor
szimmetrikus az A tenzor, ha megegyezik a transzpondltjdval :

(6.11)

Mivel a szimmetrikus A tenzor, megegyezik a transzponéltjaval a (65alb) alapjan irhato,
hogy

(6.12a) (aT)pq =a =d¥, (aT)kl =y = ay ,

(6.12b) (a")) =d\y=q, (a" ) =d* =a".

Ferdeszimmetrikus tenzor esetén a ([6.10]) egyenlet tetszdleges v és w-re torténd fenn-
allasabol az kovetkezik, hogy az A tenzor ellentettje a transzpondltjinak :

(6.13) A=-AT.

Koénnyd meggy6z6dni rola, hogy ez esetben a (6.12alb) képletek helyére az
(6.14a) ("), =a =—d’y, (") =aw = —an,
(6.14b) (aT)kl —d, = —a, (aT)kl k= M

osszefliggések lépnek. Azonnal kovetkezik a (6.14alb) képletekbdl, hogy a ferdeszimmetri-
kus A tenzor esetén

(6.15) ax®™ =axx =a* . =a** =0.
Altalanositasok és megjegyzések:
1. Azt fogjuk mondani, hogy egy tenzor valamely két indexére nézve [szimmetrikus|
{ferdeszimmetrikus (antiszimmetrikus)}, ha a tekintett két index sorrendcseréje

esetén (ekozben az indexek megdrzik poziciojukat) a tenzor [nem valtozik meg]
{el6jelet valt}. Ha pl.

dim = dgmi 5 vagy e t=f srt
akkor |a D| {az F} tenzor szimmetrikus [a 2. és 3. jeld]| {az 1. és 2. jeli} indexek
alkotta indexparjara nézve.
2. Az € permutaciés tenzor ferdeszimmetrikus barmely indexparjara nézve. Szokas
ezen tulajdonsaga miatt abszolut ferdeszimmetrikus tenzornak nevezni.
3. Az A tenzor értelmezés szerint

pozitiv definit w-A-w>0
pozitiv szemidefinit i . i w-A-w>0
negativ szemidefinit ha barmely w; [w] > 0 esetén w-A-w<0
negativ definit w-A-w<0

Legyen a D valamilyen méasodrendi tenzor. Az

(6.16) D, = % (D+D")

egyenlettel értelmezett masodrendd tenzor szimmetrikus, hiszen Dy, = D! . [Vegyiik fi-
gyelembe az ellenérzés soran, hogy (DT)T = D|. Ugyanigy kapjuk, hogy a

(6.17) D,, == (D-D")

Do | =
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egyenlettel értelmezett méasodrendd tenzor pedig ferdeszimmetrikud] mivel D,,= —DZSZ.
A ([610) és ([6.I7) egyenletek folyoméanya az un. felbontasi tétel:

(6.18) | D=D,,+D,,. . |

Eszerint az egyenlet szerint barmilyen masodrendd tenzor felbonthat6 egy szimmetrikus
és ferdeszimmetrikus tenzor Osszegére. A D tenzor kovarians alakjara forditva a figyelmet

1
a tenzor szimmetrikus és
1

a tenzor ferdeszimmetrikus része. A fenti képletek jel6lésbeli megallapodést is kifejeznek:
a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} részt [kerek| {szogletes} zarojelben &llo indexpar
jeloli.

Megjegyzések:

1. A (EI9) egyenlet kovetkezménye, hogy szimmetrikus tenzor kovarians alakjanak
matrixa is szimmetrikus. Ugyanigy ellenérizhetd, hogy a szimmetrikus tenzor kont-
ravarians alakjanak matrixa is szimmetrikus.

2. Szimmetrikus tenzor kovarians kontravariéns, illetve kontravaridns kovaridns alak-
janak altaldban nem szimmetrikus a matrixa. Kivételként emlithet6k az egységten-
zor 0,7 és 0% alakjai, melyeknek szimmetrikus és azonos a matrixuk. Emiatt ezek
irdsanal, amint erre mar a Kronecker delta értelmezése kapcsan ramutattunk, ko-
zombos az indexsorrend.

6.1.3. A vektorinvarians. A (6.20) egyenlet mas, a vektorinvarians értelmezését
megkonnyits alakra hozhato az (L27) képlet értelemszertd figyelembevételével :

1 1 1
(621) d[lm] = 5 (5lq5mr _6lr5mq) qu = 5 g™ Elms dqr = —€lms (_5 el dqr> .
A kerek zarojelbe foglalt képletrész alapjan irhato
(a) 1 7w o7 L s
(6.22) d :—adqrg X g =—35¢ dgr 8s
(@)
d a)s

osszefiiggés a D tenzor d@ = d(@ g, vektorinvariansat értelmezi.

A képletbdl kiolvashaté a vektorinvarians szamitdsdnak szabalya: irjuk a diadikus
szorzas miiveleti jele helyére a vektorialis szorzas miiveleti jelét a tenzor elGallitasaban, és
szorozzuk meg az eredményt —1/2-vel.

Az invarians szo6 arra utal, hogy valodi vektor a d(®* vektorinvarians, ha a dgr valodi
tenzor. Ennek formalis igazolasat gyakorlatra hagyjuk.

A ([621) és (6.22) egyenletek egybevetése szerint
(6.23) Ajtm] = —Eims d@s
Ha atszorozzuk ezt az egyenletet a tetszéleges b™ vektorral akkor a

(624&) d[lm}bm = —E€lms d(a) spm — Elom d(a) spm :

1Az angolnyelvi szakirodalom a Dy és Dgyew modon jeldli a tenzor szimmetrikus és ferdeszimmet-
rikus részét.
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illetve szimbolikus alakban irva a
(6.24b) D,,,-b=d9 xb

eredményt kapjuk.
A vektorinvarianssal kapcsolatos eddigi eredmények a kdvetkez6 moédon Osszegezhetdk :
Legyen az S nem azonosan zérus ferdeszimmetrikus tenzor. Ekkor létezik egy és csakis
egy olyan s® vektor, hogy az

(6.25) S.v=s@xv

egyenlet minden lehetséges v-re fennall, és megforditva valamely s(® vektorhoz tartozik
egy és csakis egy ferdeszimmetrikus méasodrendd S tenzor, amelyre nézve a (6.25]) barmi-
lyen v-re teljesiil. Ha az S tenzor adott, akkor

1
(6.26a) sl = =5 Pl s,
ha pedig az 59" adott, akkor
0 _g@3 )2
(6.26b) [$pa) = /9o | 53 0 —st
_g@2 a1

Megjegyezziik, hogy a (6.26D) a (6.23) kovetkezménye. Ennek formélis ellenérzését gya-
korlatra hagyjuk.

6.1.4. Jellegzetes mennyiségek. A D mésodrendd tenzor nyomét, mas elnevezéssel
els6 skalarinvariansat, a

(6.27) trD=D;=1--D

kifejezés értelmezi. Nem nehéz ellendérizni, hogy

.7 1
(6.28) trD =g, ®gk dy, g’ ®g!= 5kp gkq dpy = 5kpdpk — dkk
I — |

az els6 skalarinvaridns szamitasanak képlete. Az értelmezés alapjan konnytd meggy6z&dni
arrol is, hogy

(6.29a) trD=trD”

tovabba, hogy barmely D és S méasodrendd tenzor esetén

(6.29b) tr (D+8S)=trD+trS,
(6.29¢) tr (D-S)=tr (S-D) ,
(6.29d) tr (D-S")=tr (§-D")=8--D=

=tr (D"-8)=tr (§"-D)=S8"--D".

Tekintsiik tovabbra is a D és S méasodrendd tenzorokat. Legyen most a D szimmet-
rikus, az S pedig ferdeszimmetrikus. Ekkor

(6.30) D.--S=dyus"=0
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Valéban, ha kiirjuk a jobboldali dsszeget és kihasznaljuk dj; szimmetrikus és s* ferde-
szimmetrikus voltat, akkor kapjuk, hogy

D--S=d; s" +dyy 5% +dsgz3 s
ngS _tdyp S +dzz 57+
0 0 0
—I—dlg 812 —f-dgl 821 +d23 823 +d32 832 ‘I‘dgl 831 ‘I—dlg 813 =0.
~—— — ——
—di2 sl2 —da3 523 —d31 31

Hasonloan kapjuk, hogy a szimmetrikus D méasodrendd és az abszolut ferdeszimmetrikus
€ harmadrendid permutécios tenzor esetén hogy

(6.31a) D--£=0 és E--D=0,
vagy ami ugyanaz, hogy
(6.31b) d"ep, =0 6 epdT=0.

Altalanositas: valamely tenzor szimmetrikus és egy mésik tenzor ferdeszimmetrikus
indexparja tekintetében végrehajtott kettGs skalaris szorzas (kettds kontrakci6) mindig
zérus értékd.

A vektor norméja a vektor abszolut értéke.

Az S masodrendi tenzor norméjat az |S| (vagy az || S'||) modon jeldljik és az

modon értelmezziik. A D - S szorzat normaja eleget tesz
(6.33) |D-S| <|DJ|S|

Schwartz-féle egyenlGtlenségnek.

6.1.5. A masodrendii tenzor inverze. Az A méasodrendd tenzor inverzét a

(6.34) Al = (e ugteg =(a) iaveg = = () " gog

modon jeloljikk. Az A~ inverz a

(6.35a) A-AT =1 | Akl (Cfl) = ay! (afl) =0
és

(6.35D) A A=T | (™) " amp = (a7") 'ma™, = &%

osszefiiggéseknek koteles eleget tenni. A ([B.8)); és (3.10); képletek alapjan alkalmas index-
atnevezésekkel irhato, hogy

- m 1 ik _ms
(6.36a) (at)im = o] e*em aay, .
Hasonloan kapjuk a ([B.8)), és ([BI0), képletek alapjan, hogy
1 .
(636b) (a_l) Im = W €1jkEmst a® atk .
Tekintsiik a
(6.37a) C=A B; ckr=ak, 0™

szorzatot, ahol A és B masodrendii tenzorok. A fenti szorzat inverzét a

(6:37b) C'=B"'A" () fr=(07") (@) ™
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modon szamitjuk. Valoban, egyszerd szamitassal adodik, hogy
c'C=B'"A'"AB=B'I-B=B''B=1I.
—_— ~—
I B
Hasonloan ellenérizhetd, hogy
c-c'=1I

Az A masodrendd tenzor transzponaltjanak inverze eleget tesz a

(6.38) (") " =(a)’

osszefliggésnek. Szavakban: tenzor transzpondltjanak az inverze az inverz transzpondltja.
Valoban az
T
(0, ) Im = Qm]

relacio, valamint a ([6.36a]) Osszefiiggés alapjan adodik, hogy

_ 1 - 1 ,
[(CLT) lm] 1 _ 5 |aT' 6l]kemst (CLT) o (aT) = o |a8j| eljkemst aj, Gy = (a—l) ml ]
slag; !

Ezt kellett bizonyitani.

6.2. MASODRENDU TENZOROK SAJATERTEKFELADATA

6.2.1. A feladat megfogalmazasa. Tekintsiik a mésodrendd A tenzorhoz tartozo le-
képezést. Keressiik azokat az iranyokat — ezeket fGiranyoknak nevezziik majd —, amelyekre
nézve fennall, hogy az iranyt kijelols

(6.39) n=ng"; nent =1

egységvektor és a hozzatartozo A-n képvektor egymaéassal parhuzamos. A [6.1l dbra ezt az
esetet szemlélteti. Ha a két vektor parhuzamos, akkor fennéll az

(6.40) A-n=)\n; a® nt = \n”

egyenlet, ahol a A\, hasonléan az ny, ny és nz-hoz,
egyel6re ismeretlen paraméter. A féiranyt kijelo-
16 n vektort sajatvektornak, a red merdleges sikot
pedig f6siknak fogjuk nevezni. Mivel az I egység-
tenzor minden vektort 6nmagéra képez le a (6.40)
egyenlet atirhato a

(6.41a) (A=X)mA=0 | (a*—=X6")n'=0
alakba. Az utobbi egyenletrendszer az n' szAmité-
sara szolgaldo homogén linearis egyenletrendszer:

1 1,1 .2 1 3_
(Z 1 1 )‘>7Z Ta 2n2—|—a23n 0 6.1. abra. Parhuzamos targy és
(6.41b) a*in' + (a2 — ) n® +a*n® =0 képvektor
a*in' +a’n?+ (@’ —A) n® =0
Vezessiik be az

(642) dkl = akl — )\5191

jelolést és legyen P3()\)=—|d*|. Ez a fiiggvény A kobos polinomja, az tn. karakterisztikus
polinom. A (6.41D]) egyenletrendszernek csak akkor van trivalistol kiilonb6z8 megoldasa,
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ha elttinik az egyenletrendszer determinénsa:

(6.43) P3(\) = —|d*)| = —|a*; — \o%)| =

= —%eklmepqr (akp —A5*,) (alq — A8y (@™ —=A8") =0.
A
(6.44) Ps(N) =N A N+ A A=A =0

egyenlet — az Ay, Aj; és Aj; skalarok szamitéasara még visszatériink — a A paraméter
értékét meghatarozo karakterisztikus egyenlet. Mivel a (£) KR-ben

/dk:l — ka dmn tln
a determinansok (B.I1]) szorzéstételét, valamint a (L20) képletet kihasznalva kapjuk, hogy
(6.45) Py(A) = —[d")| = = |7 [ [6"] [d™] = ~[d™] = P3(N) -
t=1
Szavakba foglalva: a karakterisztikus polinom KR fiiggetlen. A A%, X\ és A\’ hatvanyok

—Ayp, A és —Ajr egylitthatoi pedig invariansok. Ezeket skalarinvaridnsoknak nevezziik.

Mivel a karakterisztikus polinom kobos van legaldbb egy valos gyoke. Jelolje A\ a
polinom valds gyokét és n; a valos gyokhoz tartozo féiranyt. Legyen az eddigiektdl eltérGen
és a most kovetkezs gondolatmenetben olyan lokdlisan kartéziuszi KR a (€) gorbevonali
KR, hogy ‘g1 = n; — ezek a feltevések nem sértik az altalanossagot. Ebben a KR-ben

A= /akl 'gk;@'gl

az. A tenzor alakja. A (6.40) képlet alapjan fennall, hogy
A'Hl = A'/gl = )\1/g1 .
Részletesen kiirva
tige gl g ="a"1"g=\"g1,
—

5l 1

ahonnan
,(Ill:Al és 'a21:'a31:0.

A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy szimmetrikus az A tenzor. Ez esetben

A O 0
[/ak] — 0 /aQ2 /a23
0 /a32 Ia33

és ennek alapjan a bevezetett lokélisan kartéziuszi KR-ben

A=A 0 0
—‘Idkl‘:— 0 /a22_)\ ,67,23 —
0 IOJ32 ’a33—)\
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a karakterisztikus egyenlet. A karakterisztikus egyenletnek A = \; és a A-ban masodfoku
szogletes zarojelben szedett szorzotényezd eltiinése alapjan

1 . ) .
(646) )\273 — 5 |ja% +/a33 + \/(/a22 —f-/a33)2 -4 (/a22 /a33 — (’a32)2) :| =

1 ‘ ‘ ‘
= 5 |:,a22 —f-'a33 + \/(’(122 —’a33)2 +4 (/CLSQ)Q
a gyokei. Mivel a diszkriminans (a gyokjel alatt allo kifejezés) pozitiv adodik a kovetkez-
tetés, hogy valdosak a szimmetrikus tenzorok sajatértékei.
Ha porzitiv definit az A tenzor, akkor a sajatértékek pozitiv mennyiségek. Valoban, ha

az n sajatvektor, akkor A-n = A\n, kovetkez&leg a tenzor pozitiv definit volta miatt
(6.47) nAn=\Ann=X\>0.
1

Megmutatjuk az alabbiakban, hogy merélegesek egymésra a kiilonbozé sajatértékekhez
tartozo fGiranyok. Legyen w és A két kiilonboz§ sajatérték. A vonatkozo fGiranyokat m és
n egységvektorok jelolik ki. Nyilvanvalo, hogy fennallnak a

A m=wm és A-n=An

egyenletek. Innen azonnal kévetkezik, hogy

(6.48) wn-m=n-Am=m-An=\m-n,
azaz, hogy
(wW=A)m-n=0
——
#0
vagyis
m-n=20.

Mivel |m| =1 és |n| =1 a két kiilénboz6 sajatértékhez tartozo f6iranyok valoban merdle-
gesek.

6.2.2. A fGiranyok szamitasa a gy6kdk ismeretében. Az alabbiak a féiranyok szami-
tasat tekintik at, ha ismeretesek a Ps(A) karakterisztikus polinom gyokei. A gyokok nagysagat
tekintve harom jellegzetes esetet kiilonboztethetiink meg: a gy6kok kiilonboznek egymastol (min-
den gyok egyszeres), van két egybeess gyok (egy gyok kétszeres, egy gyok egyszeres), mindharom
gyok egybeesik (egy haromszoros gyok van). A 6.2l abra ezekre az esetekre kiilon-kiilon szemlél-
teti a karakterisztikus polinomot. Az egyes eseteket az alabbiakban vessziik sorra.

Py P, P,

6.2. abra. A karakterisztikus polinom gyokei
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(a) Legyenek kiilonbozéek a P3(A) =0 karakterisztikus egyenlet gyokei: A\ > Ay > A3. Jelolje

(6.49)

(6.50)

D™, az n', n? és n3-t ado

(all -) nt+alan?+alsn® =d'in' +dton? +dtsn® =0

a*1n' + (a®2 —A) n® +a?sn® = d*1n' + d®n*+ d*sn® = 0

a*in'+a*on?+ (a®s —N) n® = d*1n' + d®n*+ d*3n® = 0
homogén ER egyiitthatomatrixa d™,, eleméhez tartozo elGjeles aldeterminanst. Vegyiik
észre, hogy

dd*
— L=k
dA
Egyszerten adodik a (643])-bol, hogy

I_dPg_ d 1 pqr k 1 m
Pg—ﬁ——ageklme dpdqd r =

11
= =5 e |05,y A" +d"y 8l d "+ dbydl 07| =
1
= 5 ekpqeklmdlq d™, = Dll +D22+D33 .

Mivel a harom gyok kiillonbozd ezért egyszeres, kovetkezésképp adott Aj esetén legalabb
az egyike a DX g determinansoknak, mondjuk a D33 zérustol kiilonboz6 kell, hogy legyen.
Ha ugyanis nem igy lenne, elt{inne a Pé| A=), derivélt, kovetkezSleg nem lenne egyszeres
a A\ gyok — lasd a[6:21(b) abrarészlet A; = Ay kettSs gyokét, ahol vizszintes az érintd.

Ha nem zérus a D33(\;) determindns, akkor az n' és n? ismeretleneket tekintve
linearisan fiiggetlen az n-at paraméterként tartalmazo (6.49) linedris egyenletrendszer
els6 két egyenlete

dllnl —|—d12n2 = —d13n3 s
d21n1 —|—d22n2 = —d23n3
ahonnan
D! D
1 3.3 2 3 3
n =—-—-—=mn"n", n"=—n
D33 D33
Itt

D's=d'yd’s—d*yd's, D*3=d*1d's—d' d’s,
D3y =d' d*y—d* d's .
A paraméternek vett n? a normalasi feltételbdl szamithato.
Ha ortogonalis a KR — az n? szamitasat csak erre az esetre részletezziik formalisan —
a (639)2 normaélasi feltétel az
n'gun'+n®gnn®+n’gn®=1
alakban frhato fel. Az n' és n? helyettesitését kovetSen kapjuk, hogy
nd = —D33
D 7
ahol
2 2 2
D*= (D'3)" g11+ (D?;)" g22+ (D?3) " g33 -
Az n? felhasznalaséval egységes alakban irhaté fel a féiranyt kijelols n vektor harom
kontravarians koordinatéja:
Dl
nl==22
(k) D

Az n alatt allo (k) jelzi, hogy a A\ sajatértékhez tartozoan végeztiik el a szamitast.
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(6.51a)

(6.51D)

(b)

(6.52)

Nem nehéz ellendrizni, hogy a kapott megoldas kielégiti a (6.49) linearis egyenlet-
rendszer harmadik egyenletét. Helyettesités utan irhatjuk, hogy

d31n1 + d32n2 +d33n3 =

1 1
=5 [d31D13+d32D23 +d33D33} IA=x, = D |d¥1||a=x, =0

Kifejtés utolso6 sor szerint.

(A szogletes zarojelben allo kifejezés a (6.49]) egyenletrendszer egyiitthaté matrixanak
determinénsa.) A fentebb mondottak alapjan minden egyes A\ gyokhoz meghatarozhato
olyan ny irdnyvektor, hogy

A- ng = )\k ng.
Az ny, vektorok elGjelét szabadon lehet megvalasztani. Kovetkezésképp mindig lehetséges

olyan vélasztas, hogy az ni, ns és ng vektorokhoz tartozo iranyok jobbsodratu kartéziuszi

KR-t alkossanak. Ebben a KR-ben

A=An®n+An®ny+A3n3®@ns
az A diddikus elsallitasa és
A 0 0
[akl} = [akl] = {akl] = [akl] = 0 )\2 0
0 0 M3

a tenzor matrixa.
Tegyiik fel, hogy kétszeres gyok esetén A1 = Ao # A3. Az el6z8ekben attekintett gondo-
latmenet és eredmények valtozatlanul érvényesek maradnak a A3 és ng-ra nézve, azaz

n;-ny3=20 és ng-n3g=0.
Ami a kettds gyokot illeti
Ps(M1) = P3(X2) =0.
A maésodik derivalt (a [6.50) képlet alapjan irhato fel:

d
2Pé/ = ﬁ ekpqeklm dlp qu = _ekpqeklm <5lp qu +dlp 5mq> =
= Mgy, ™y — ekpqekpm dlp = —4d™,,
N—— N——
209, 207,

Innen
—%P” =d'1+d%+d*s = (a'1 =)+ (a®2— )+ (a®s— ) ,

ahol A = A1 = XAy esetén a jobboldalon &all6 Gsszeg legalabb egy Osszeadanddja zérus,
ellenkezé esetben ui. harom lenne a gyok multiplicitdsa. Az n', n? és n? ismeretlenek
meghatéarozasara két egyenlet, a (6.49) valamelyik, mondjuk az els§ egyenlete, valamint
a ([6:39) normalasi feltétel szolgal. Az igy kapott megoldassal identikusan teljesiil a (6.49])
masodik és harmadik egyenlete. Ez annak a kovetkezménye, hogy

Pg()\l)zo és Pé()\l)zo

Kétszeres gyok esetén a d¥; egyiitthatomatrix rangja egy, kovetkezésképp zérus értékii
valamennyi adjungalt: D', =0. Ebbsl adodoan identikusan teljesiilnek az n'-re vonatkozo

nt = _dill [dlgnz—i-dlgng]
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megoldas mésodik és harmadik egyenletbe torténd visszahelyettesitésével kapott
d'y (d*1n'+d*n*+d%*sn®) =

— 42 (d12n2+d13n3) +d d2on?4dt d?snd =

_ (d11d22+d21d12) n2— (d13d21—d11d23) 3_

n
3.n2—D%n® =0,

=D
~—~ ~—~—~
=0 =0

illetve

D3;n?—D?%*n®*=0

~— ~—~

=0 =0

egyenletek.

Az ny vektort tgy érdemes megvalasztani, hogy teljesiiljon az nj-ns =0 ortogonalitési
feltétel. Kettds gyok esetén tehat az egyértelmiien meghatarozott ng féirany mellett a
mésik ketts pedig elvben szabadon felvehetd az ns-ra merdleges sikban, célszerii azonban
betartani az emlitett ortogonalitasi feltételt. Az A tenzor diddikus elGallitasat annak
figyelembevételével kapjuk, hogy most A\; = Ay:

A=) (1®n;+ny®n2)+A3n3@ng =
=\ (N ®n;+n2®ny+n3®n3)+ (A3 — A1) nz®@ns,

n'g

I

azaz,

(653) A=)\ (I—n3®n3)+)\3n3®n3.
Figyelemmel arra, hogy a f&iranyokat kijel6l6 ny, no és ns elGjele megvaltoztathato,
mindig biztosithatjuk, hogy az nj, ny és ng vektorokhoz tartozé irdnyok jobbsodrati

kartéziuszi KR-t alkossanak.
(c) Haromszoros gyok esetén A\; = Ao = A3 és
(6.54) A=\ (n®n;+np®ny+n3@n3) =\ 1,

kovetkezsleg barmely irany féirany. Az ilyen tenzort izotrdp vagy gombi tenzornak nevez-
ziik. Az utobbi elnevezést az indokolja, hogy a vonatkozd geometriai leképezés gombot
rendel gdbmbhoz. Az is nyilvanvald, hogy az nj, ny és n3 vektorok nem egyértelmtien
meghatarozottak, azonban mindig megvalaszthatjuk ket oly médon, hogy a hozzajuk
tartozo iranyok jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak.

Osszhangban az eddigiekkel, visszautalunk ehelyiitt a[6.2l abrara, a \j, sajatértékeket
nagysag szerint rendezettnek tekintjiik, vagyis mindig tgy vélasztjuk meg az indexiiket,
hogy fennalljon a

(6.55) A1 > A2 > A3
relacio.

6.2.3. A fétengelytétel. A G271 és szakaszok eredmeényei a f6tengelytételben
OsszegezhetSk. A tétel megfogalmazasa el6tt a szohasznélat egyértelmiivé tétele érdekében
az alabbiakban allapodunk meg.

Valamely tenzor miikédési pontjan azt a pontot értjiik, amelyhez a tenzort kotjiik.
A mikodési pont vagy térpont, ha térpontokhoz kétott tenzorokrdl van szd, vagypedig
valamely anyagi test pontja, ha a tekintett anyagi pont fizikai allapotat leird és az adott
anyagi ponthoz kotott tenzorrdl van szo.

A )\ sajatértékhez tartozo an. karakterisztikus teret — ez egy egyenes, egy sik, illetve a
haromdimenzios euklideszi tér lehet — azon n, |n|=1 vektorok feszitik ki, amelyekre nézve
ugyanazt a sajatértéket tekintve fennall a (6.39) egyenlet. A vonatkozé karakterisztikus
tér dimenzidja — egyenesre egy, sikra ketts, teljes térre pedig harom, — a vonatkozo A
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sajatérték multiplicitasa. A szimmetrikus A tenzor spektruma a \ sajatértékek a (6.54)
szerint rendezett

()\1 9 )\2 ) )\3)
listaja, amelyben minden sajatértéket annyiszor vesziink figyelembe amennyi a sajatérték
multiplicitasa.

A fétengelytétel a kovetkez6 modon fogalmazhatdé meg: Legyen szimmetrikus az A
tenzor. Ekkor 1étezik a térben olyan ortonormalis bézis melyet az A sajatvektorai feszi-
tenek ki. Legyen ny, ny és ng ilyen bazis, és legyenek nagysag szerint rendezettek a Ay, Ao
és A3 sajatértékek. Ekkor azok kiadjak a teljes spektrumot és

3
i=1
Megforditva, ha az A felirhato a (656) alakban, aholis ortonormaélisak az n; vektorok,
akkor A\i, A\g és A3 az A sajatértéke, ni, ny és ns pedig a sajatértékekhez tartozo sajat-
vektorok.
Fennall tovabba, hogy:

(a) Az A-nak akkor és csak akkor van harom kiilonbozs sajatértéke, ha a vonatkozo
karakterisztikus tereket harom egymasra kolcsonosen meréleges és a tenzor miko-
dési pontjan athalad6 egyenes alkotja.

(b) Az A-nak akkor és csak akkor van két kiilonbo6zd sajatértéke, ha megadhato az

A=wn®n+A (I -n®n)
alakban, ahol |n| =1, és
AM=w, Aga=A3=)\; ha w> A

tovabba

AM=X=A, \3=uw; ha w<A\.

Ebben az esetben a vonatkozo karakterisztikus tereket az n altal kijelolt egyenes,
és a rea merdleges sik alkotjék a tenzor miikdési pontjaban.
(¢c) Az A-nak akkor és csak akkor van egy sajatértéke, ha

(6.57) A=)I.

Ekkor a A sajatérték, mig a teljes euklideszi tér karakterisztikus tér. Megforditva,
ha a teljes euklideszi tér a karakterisztikus tér, akkor az A megadhato a ([657)
alatti alakban.

Megjegyzések:

1. A (E50) alatti elgallitast az A tenzor spektralis felbontasanak szokas nevezni. Az
ni, ny és n3 sajatvektorok alkotta bazisban

A000
(6.58) [a'] =[d"] =[a"] =la]= ][0 X 0
0 0 A

a tenzor matrixa.
2. Ismét hangsilyozzuk, hogy a harom sorra vett esetben
— hérom a tenzor miikddési pontjan dthalado és egymésra kélesonosen merdleges
egyenes,
— egy egyenes és egy rea merdleges sik (kozos pontjuk a tenzor miikodési pontja),
— a teljes tér
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alkotja a karakterisztikus teret. Jelolje U, a karakterisztikus tereket (o =1,2 vagy
3.) Ezzel a jeloléssel barmely v vektor felirhato a

(6.59) v=> vi, vk €EUgk
K=1

alakban. A (610) egyenlet azt fejezi ki, hogy (a) a = 3-ra barmely v vektor az
egyszeres gyokokhoz tartozo sajatvektorok(kal parhuzamos vektorok) lineéris kom-
binacioja, (b) a = 2-re barmely v vektor az egyszeres gyokhoz tartozo fGirannyal
parhuzamos és egy ra mergleges sikban fekvs vektor Osszegének tekinthetd, (c)
a = 1-re barmely v vektor 6nmagaban a haromdimenzios tér egy vektora.

6.2.4. A karakterisztikus polinom egyiitthatoi, skalarinvariansok. A karakte-
risztikus polinomot adé (6.43) és (6.40) osszefiiggések egybevetése alapjan

\3-nek
1
(6.60a) 3 CrimeP 5kp 5lq 0",
)\Q—nek —Aji
1
(6.60Db) A= 3 ertme’? (akp 5lq o, +5kp alq o, —|—5kp 5lq amT) :
A-nak
1
(6.60c) A= 3 CrimeP? (akp alq o, —I—akp 5lq a™, —|—5kp alq amT) :

végezetiil pedig \-nak —A;;;:

1
(6.60d) A= 3 Crime’d akp alq a™m,

az egyiitthatoja.
A tovabbiakban egyszertibb alakra hozzuk a kapott egyiitthatokat. Tovabb alakitva
az (L28D) és a Kronecker delta indexatnevezs tulajdonsiaganak kihasznalasaval a (6.60al)
képletet kapjuk, hogy A3-nek

az egyiitthatoja.

Amint arra az[b4l oldalon mar ramutattunk a tovabbi egyiitthatokat jelenté Ay, A;; és
Ajppr skalarok a skalarinvariansok. Az Aj-et ado (6.60D)képlet a Kronecker delta indexat-
nevezd tulajdonsaganak kihasznalasaval, valamint az (L.28al) segitségével egyszertisithetd:

26,7 26,9 26m"
L im & wam 1, ir 1 k k
m m T m
(6.61) A1:§(eklme” a’p+ erime ™ d' y+ epme™” a r):§2'3a e =ak .

Az eredmény, 6sszhangban a tenzor nyoméval kapcsolatos a (6.28) Osszefiiggéssel a A
tenzor elsé skalarinvariansa. Kifrva az Osszeget :

(662) A[ :all —|—CL22+CL33 .

Vegyiik észre, hogy a (6.60D) képlet szerint harom determinans Osszege az A;. Kovetke-
zésképp felirhato az

aq (512 513 511 alg 513 511 (512 alg
(663) A[I a21 (522 523 -+ 522 CL22 523 + 522 (522 a23
a31 (532 533 533 CL32 533 533 (532 a33
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alakban is.
Az Aj; skalarinvarians az A; atalakitasanak lépéseivel és az adjungaltat értelmezd
(B 4al) osszefiiggés értelemszert felhasznéalasaval hozhato megfelelg alakra:

1
m _k l lr k m kqr 1
(6.64) Arr = = (eume™™ a*pd' g+ epme™ a*pa™ 4 epme™™ d'ya™,) =

3!
1 pgm k k
=—ePem a a = T =A%
2
Részletesen kifrva
aq a12 all alg a22 a23
(665) A= 2 2 3 3 3 3
() a1 a3 a7 a3
(ez a

a11 a12 a 13

a’y a*y a’y

&33 a32 a 33
matrix f6atlojahoz tartozo aldeterminansok osszege), vagy a (6.60d) képlet alapjan a (6.63))
Osszefiiggéshez hasonl6 alakban:

all a12 513 all 512 a13 511 alg a,lg

(666) A[[: CL21 a22 (523 + a22 522 CL23 + (522 a22 CL23
3 3 3 3 3 3 3 3 3

a“1 a’s ) 3 a~3 ) 2 Q73 ) 3 Q"9 A3

A képlet szerint az A;;; skalarinvarians az a”; determinénsa:
!

a11 a 9 alg
(667) A[[] = a22 a22 CL23
a*s a’y a’s
A fétengelyek KR-ében a (6.62)), (6.65), (6.67) és (6.58) osszefiiggeések figyelembe vételével
(668) A[[[:)\1+)\2—|—)\3, A[]:)\l )\2"—)\2 )\3+)\3 )\1 y A[[[:)\l )\2 )\3

az invariansok értéke.
Az Aj-t ado ([6.64) képlet tovabbi, az (IL27) felhasznalasan nyugvo atalakitasaval az

1 1
Apy = g ey abyaly = 5 (5251 -0,107) ayaly = 3 (g aly—aby )
A7
vagyis az
1
(669) AII e 5 (A?_ak‘p apk-)

Osszefliggést kapjuk az invariansok koézott. Visszaidézve a masodrendid tenzor nyoménak
(627)) alatti értelmezését és a szamitasara szolgald ([6.28) képletet kovetkezik, hogy

Ar=trA és a*,afy =tr(A-A),

amivel

(6.70) A :% (tr A —tr (A - A)]

a (6.69) képlet szimbolikus formaban irt alakja.
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6.3. HATVANYOZAS, TENZORPOLINOMOK, DEVIATORTENZOR

6.3.1. Masodrendii tenzorok egész kitevds hatvanyai. Gyokvonas. Az A ma-
sodrendti tenzor n-ik hatvanyén az

(6.71a) A"=A-AA A n>2

1 2 3 n
kifejezést értjiik. Indexes jel6lésmodban

(6.71b) (a™) % = clzkm CQLmT cgzrp e %Sl )

A hatvanyozéas fenti értelmezése érvényes barmilyen mésodrendd tenzorra.
Legyen a C masodrendi tenzor szimmetrikus és pozitiv definit. Ez esetben 1étezik egy
és csakis egy pozitiv definit szimmetrikus U tenzor, amelyre nézve fennall, hogy

(6.72) C=U’=U-U.
Kovetkezésképp formalisan irhato, hogy
U=VC.
Legyen
3
C= Z )\Z n; X n;

i=1
a C tenzor spektralis felbontasa és definidljuk az U-t az

3
(6.73) U=> \n®n
=1

modon. Konnyt meggy6zédni rola, hogy a fenti U teljesiti a (G.72]) egyenletet, és arrol is,
hogy pozitiv definit az U.
Tegyiik fel, hogy két megoldas létezik azaz

C=U*=V?, U+#V.

Legyen n sajatvektor és jelolje A a vonatkozo sajatértéket (e kettds egyike az Gsszetartozo
n; és \;-nek). Ekkor

0=(C—\)-n=U*~\)-n=U+VA) - (U=VI)n.

Legyen

v=(U-VA)n.
Ezzel

(U+VX)-v=0,
azaz,

U-v=—Vav,
ahonnan az kovetkezik, hogy a v-nek el kell tiinnie, mivel pozitiv definit az U és \ > 0.
Ennélfogva fennéll tehat, hogy

U-n=+v)n.
Hasonlé gondolatmenettel kimutathato, hogy

V-n=+v\n ,
vagyis

Un=V:n

C minden sajatvektorara. Mivel az n sajatvektorok béazist alkotnak innen a
Uu=Vv.
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egyenlet kovetkezik.
Altalanositas:

— A f6tengelyek KR-ében

(6.74a) C*= Z (M) n;®n;

(6.74b) c"= Z (M)’ m;®n;

illetve

0 0 (A)"
ahol az n pozitiv, negativ és tort is lehet, ha \; >0, i=1,2,3

6.3.2. A Cayley-Hamilton tétel. Megmutatjuk alabbiakban, hogy barmely A ma-
sodrendti tenzor kielégiti az

(6.75) AP~ A AP+ A A— A I=0

egyenletet.

Tekintsiik az A — ol kiilonbséget, ahol tetszsleges skalar az «. Jelolje H az A —ald
tenzor adjungaltjat. Visszaidézve a ([B.71) képletet, majd szimbolikus jelolésre térve at a
képlet alkalmazasa soran, irhatjuk, hogy

H - (A-ol)=|A—aol|I.
A jobboldalon &ll6 determinans a (6.43)) és (6.44)) alapjan helyettesithetd:
H(C(I—A) = (OLB—A[Oéz—l-A[[Oé—A][[) I.

Azt sugallja az utobbi képlet jobboldala, hogy a baloldalon all6 H az a kvadratikus
polinomja, azaz

H=Bd*+Ca+G .
Itt a B, C és G egyel6re ismeretlen tenzorok. Kihasznalva H fenti polinomialis elGallitasét
kapjuk, hogy

H-(aI-A)=Ba*~(B-A-C)a*+(G-C-A)a—G-A

Az aldhiizott képletrészek csak akkor lehetnek egyenléek egymassal, ha
B=1I, A-C=Al,
G-C-A=A;T, G-A=AI.
A fenti képletek felhasznélasaval a ([6.75) baloldala tekintetében az

AP A AP+ A A— Al = AP A T-A*+ A T-A— Ay I =
A (A-C)-A2+(G-C-A)-A—A;;I=0

eredmény adodik. Ezt kellett igazolni.
A Cayley-Hamilton tétel azt mondja ki, hogy minden mdsodrendd tenzor kielégiti sajdt
karakterisztikus egyenletét.
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Tovabbi Osszefiiggés allapithaté meg a skalarinvariansok kozott, ha vessziik a Cayley-
Hamilton tétel baloldaldanak nyomét és kifejezziik a kapott egyenletbdl a harmadik ska-
larinvarianst:

1
A[[[ = g [—A[ trA2+A[AII+tT A3]
Itt a (G70) alapjan
tI’A2 = A%—QA]] .
Kovetkezoleg
1
(676) A[[[ = g [—A?‘I—BA[AII‘f‘akp apq aqk] .

6.3.3. Tenzorpolinomok. Legyen az A tenzor szimmetrikus. Nyilvanvalé ekkor, hogy
az A tenzor

A’ s=234,...
hatvanyai is szimmetrikus tenzorok.
Tekintsiik a
(6.77a) H=) o,A", n>3

tenzorpolinomot, ahol valés szdmok az «, egyiitthatok.
A ([675) Cayley-Hamilton tétel szerint fennéll az

A=A A2 — A A+ A

egyenlet. Az A -val torténg atszorzassal innen az

A*=A A3 — A A2+ A A=
=A; (AI A*— Ay A+AHII) — A A+ A A=
= (Ar—Ar) A%+ (Arrr—An) A+ ArA I

eredmény kovetkezik. A bemutatott atalakitas értelemszerd és ismételt alkalmazaséaval
megmutathato, hogy

(6.77b) H =p3,A*+3,A+0,I,

ahol (,, By és Py valos szamok. Ez azt jelenti, hogy barmely szimmetrikus tenzorpolinom
kifejezhetd a tenzor A° =TI, A' = A és A? hatvanyai segitségével.

6.3.4. Azonos karakterisztikus terd tenzorok. Legyen az S és a T mésodrendd
tenzor. Tegyiik fel, hogy szimmetrikus az S tenzor. Tegyiik fel tovabba, hogy felcserélhets
a két tenzor skalarszorzataban a tényezdk sorrendje:

S-T=T-S.

Ekkor a T tenzor nem valtoztatja meg (valtozatlanul hagyja) az S tenzor karakterisztikus
tereit. Az utobbi allitason a kovetkezsket értjiik: Tegytik fel, hogy a v vektor az S tenzor
valamelyik karakterisztikus teréhez tartozik, kovetkezésképp, hogy fennall a S-v = Av
egyenlet, ahol A a vonatkoz6 sajatérték. Ekkor a T -v vektor is az S tenzor ugyanezen
karakterisztikus teréhez tartozik.

Az allitas formalis igazolasat a skalarszorzatban allo tényezdk felcserélhetGségének
figyelembevételével kapjuk:

S(T-v)|=T-(8-v)=| NT-v)|,
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hiszen a keretezett képletrészek egyenlGsége az jelenti, tekintettel a S-v = Av egyenletre,
hogy v és T'-v az S ugyanazon a karakterisztikus térhez tartozik.
Igaz az allitas megforditasa is. Eszerint, ha valtozatlanul hagyja a T" tenzor az S tenzor
karakterisztikus tereit (terét), akkor kommutativ mtvelet a két tenzor skalaris szorzata.
Tegyiik fel, hogy Osszhangban a (6.59) Gsszefiiggéssel a v vektort a

a
V= E Vi, Vk EUK
K=1

modon bontjuk fel, ahol az Uk, K € [1,a], (o a karakterisztikus terek szama) az S
karakterisztikus tere. Mivel azt valtozatlanul hagyja a T tenzor fennall, hogy

S'(T'VK) I)\K(TVK) IT()\KVK) IT'(S'VK), K e [1,0(] .

Ha Gsszeadjuk a fenti egyenleteket, akkor kapjuk, hogy

S-T-V:ZS-T-VK:ZT-S-VK:T-S-V.
K=1 K=1

Mivel a v tetsz6leges S-T =T -S. Ezt akartuk igazolni.
Megjegyzések:

1. Ismét hangsilyozni kivanjuk, hogy nem sziikségképpen szimmetrikus a T' tenzor.
2. Tegyiik fel, hogy harom az S karakterisztikus tereinek szama. Tegyiik fel tovabba,
hogy a T tenzor is szimmetrikus. Ha felcserélhetd a ([6.3.4) szorzat, akkor azonnal
kovetkezik a fentiekbdl, hogy megegyeznek a T' tenzor karakterisztikus terei az S
tenzor karakterisztikus tereivel. Masként fogalmazva azonosak a két tenzor fGira-
nyai. Az ilyen tenzorokat kézds fétengelyd, vagy koaxidlis tenzoroknak nevezziik.

6.3.5. Deviatortenzor és gombi tenzor. Legyen szimmetrikus az A tenzor. Az

A
(6.78) Ad:A—?II | (aq) ¥1=a* — = 6%

egyenlet az A tenzor deviatorat (az A -hoz tartozé deviatortenzort) értelmezi.
A deviator szimmetrikus tenzor.
Az A és A, szimmetrikus tenzorok koaxialisak, hiszen felcserélhetd a szorzatuk:

A-A;=A; A.
Az els§ skalarinvarianst ado (6.62]) képlet alapjan
(6.79) (Ag)r=0.

Ennek figyelembevételével kapjuk a (6.70) osszefiiggésbdl, hogy

1 1 1 A
(Aa)ir = —tr (Ag-Ag) = —3 (aq) "1 (aa) e = -3 (akz— - 5'“1) (alkl_ _5lk>

azaz, hogy
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Az Osszegek kiiraséval és A; helyettesitésével tovabb alakithato az utobbi képlet:

1
(Ad)[[ = _6 (3aklalk—A§) =

1
=3 [3 ((a'1)? + (a%)? + (a%5)?) +6(a's 0%y +a25 a*y +a* a's)—
—(a11+a22+a33)2] '
Innen azonnal adodik a deviatortenzor mésodik invariansanak végsé alakja:

1
(6.80) (Ag)ir = 6 [(all—a22)2—|—(a22—a33)2+(a33—a11)2+
+6 (a'y a*1 +a’s a’y +a*; 0,13)] )

A fétengelyek KR-ében zérus értékiek a f6atlon kiviil 4ll6 elemek. Kovetkezésképp

(Ad) <0.
Visszaidézve a deviator (6.78) alatti értelmezését azonnal adodik az A tenzor
A=A;+A;
6.81 A A
(6.81) Ad:A—?II A, =211

devidtoros és gombi részekre torténd felbontasa, ahol az A, tenzor az A tenzor gémbi
(szférikus) része, roviden gombi tenzor.

GYAKORLATOK

1. Igazolja az A tenzor (6.2al); 34 alatti alakjaira is, hogy a transzponalas mivelete
a bézistenzort alkot6 diddok szorzasi sorrendjének cseréje.

2. Mutassa meg, hogy az ay;, a,' és a* tenzorok transzponéltja a (6.5b) képlet szerint
szamithato.

3. Legyen valodi tenzor a dg-. Mutassa meg, hogy ez esetben valodi vektor a

1
d(a)s — _5 cars dqr

vektorinvarians.

4. Ellenérizze, hogy helyes-e az s,, ferdeszimmetrikus tenzor s vektorinvarianssal
torténd (6.26D)) alatti elGallitasa.

5. Mutassa meg, hogy valodi skalar a D tenzor d* nyoma (elss skalarinvariansa).

6. Ellendrizze a vonatkozo definici6 felhasznéalasaval a (6.29a) és (6.29D) képletek
helyességét.

7. Ellendrizze a ([6.29d) és (6.29D)) képletek helyességét is.

8. Legyen az a és b tetsz&leges két vektor. Igazolja a vektorokkal kapcsolatos

|a-b| < |a|[b|

Schwartz-féle egyenlGtlenséget.

9. Legyen a D és S tetszbleges masodrendd tenzor. Igazolja hogy a D - S szorzat
normaja eleget tesz a (6.33) Schwartz-féle egyenl6tlenségnek.

10. Mutassa meg a ([6.36al) képletre vezetd gondolatmenet ismétlésével, hogy az a,,”

tenzornak .
(a, 1) lm = 72' ‘a/sj‘ eljkemSt aS] a; .

az inverze.
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11. Irja fel az el6z6 gyakorlat alapjan az a™, tenzor inverzének képletét.
12. Igazolja, a f6tengelyek KR-ben végezve a szamitasokat, a Cayley-Hamilton tételt.

13. Mutassa meg, hogy szimmetrikus tenzor a szimmetrikus A tenzor s-ik s=2,3/4, ...
hatvanya.






7. FEJEZET

Specialis tenzorok

7.1. ORTOGONALIS TENZOROK

7.1.1. Az ortogonalis tenzor fogalma. Legyen a Q:Qkpgk ®gP masodrendi tenzor
invertalhato, azaz

det(Q",) #0.
Azt fogjuk mondani, hogy a @ tenzor ortogonalis, ha a
(7.1) P=Q-v
és
(7.2) s=Q W

leképezésekre nézve — itt v és w tetszGleges targyvektor, p és s a vonatkozo képvektor —
fennall a

(7.3) ps=(Qv)(Qw)=(vQ)(Qw=vw

relacio. Az I metrikus tenzor (egységtenzor) felhasznalasaval kapjuk innét, hogy
v-Ql - Qw—v-I-w=v- (QT-Q—I) -w=0

ahonnan azonnal koévetkezik, tekintettel v és w tetsz6legességére, hogy a

(7.4) Ql Q=1
Osszefliggeés teljesiilése az ortogonalités sziikséges feltétele. A ([L4]) feltétel ugyanakkor
elégséges is, hiszen fennallasa esetén

ps=(QVv)(Qw=vQ - Qw=v-w.
A ([T4]) feltétel kovetkezmeénye, hogy

(7.5) Q" -q.

Szavakban: az ortogonélis @ tenzor transzponaltja megegyezik a tenzor inverzével.

7.1.2. Az ortogonalis tenzorhoz tartozo6 leképezés. Tovabbiakban a Q tenzorhoz
tartozo leképezés geometriai tulajdonsagait vizsgaljuk. A (Z3)) egyenlet szerint a p és s
képvektorok, valamint a v és w targyvektorok kozott fennall a

(7.6) p'S=v-w

Osszefiiggés. Mivel a w tetszbleges, a w = v vélasztas is lehetséges. Ez esetben p-t kell a
baloldalon s helyére frni:
p>=v2.
Az utobbi egyenlet azt fejezi ki, hogy azonos a képvektor és a targyvektor hossza, azaz
tavolsdgtarto a leképezés.
Jelolje rendre ¢ és ¥ a p és s, valamint a v és w vektorok &ltal bezart szoget —

©, 0 € [0, 7]. A skalaris szorzas értelmezése alapjan az
1P| 5| cos o = [v] [w] cos 0

69
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egyenlet kovetkezik a a (0] képletbdl. Ugyanakkor a leképezés tavolsagtartod volta miatt
pl=Iv[ és [s|=]w]|
azaz
cos (p=cos

végsG soron pedig
(7.7) p="1

ami azt jelenti, hogy a leképezés nemcsak tavolsagtartd, hanem szogtarto is.
Tekintsiik a Q7-Q = Q - QT =I szorzat determinansat. A determinansok szorzastételét
kihasznalva irhato, hogy

det (QT- Q) = det (Q) det (QT) = [det (Q)]* = det (I) .

Innen kovetkezik, hogy a Q tenzor vegyes indexes alakjara nézve — ekkor ui. az I metrikus
tenzor métrixa a Kronecker szimbélum matrixa —

(7.8) det (Q%) = +1.

Megjegyezziik, hogy a determinansok szorzastételébdl az is kdvetkezik, hogy

(7.9) det (Q) = det (Q¥,g™) = det (Q%) —

o

ahol g, = det (g,s) -

A (T.8) képlet szerint a Q tenzor vegyes indexes alakjanak +1, vagy —1 a determinansa.
Alabbiak az elGjelek leképezésre gyakorolt hatasat vizsgaljak, utat nyitva ezzel a leképezés
geometriai képének teljessé tételéhez. Az [also indexes| {felsd indexes} alakot tekintve

a 1 m : a 1 s
(7.10) gDk = —55]“ {Quu  illetve ql() ) = —égme

a @ tenzor vektorinvariansa.
Megmutatjuk, hogy

ahol az elGjel pozitiv, ha det (ka) =1 és negativ, ha det (Q";) =—1. Az atalakitasok soran
indexes jelolést alkalmazunk, és fel fogjuk hasznalni a (4]) és (TH) alapjan irhato

(7.12) I=Q7'Q=Q"-Q
vagy ami ugyanaz a
-1
5lT = Qerml = erle

Osszefliggést. A lépések nagy szama miatt toreksziink az atalakitasok részletes leirasara.
A vektorinvarianst adé (Z.10), képlet felhasznalasaval a (T.11]) egyenletbél

1 1
kp (a) _ ~kp ) _ = rs \ 7 kpls — gr =
Q (:Zp Q { 5prsQ } 2€pT’SQ Q l

2
erle
1 kp ! [ Kl
= 35 oCprs e ml — T Yo — " det mi
VI Q@™ Qi =~ 30— et Q)

det(le)ekml
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kovetkezik. A (Z9) képlet helyettesitése és a (T.8) Gsszefiiggés kihasznalasa utan — tekin-
tettel a (ZI0); egyenletre is — a bizonyitani kivant eredményt kapjuk:

1 1
Qk:pqz()a) =—Zg, ek:ml det ( k:sgsm) le _

27 /90
1
= det (ka) {_égkleml} = iq(a)k

A most igazolt (TII) Gsszefiiggésbsl a QT-vel torténd atszorzassal és a (TI12) képlet
kihasznalaséval és a két oldal felcserélkésével a

Q"-q"“ =+q"“,
vagy ami ugyanaz a
(7.13) q9.-Q = iq(a)

alakok kovetkeznek.

q@®
f Vi=Pj

P,

7.1. abra.
(a) Forgatas (b) Forgatas és tiikrozés

A (TII) és (TI3) képletek segitségével teljes egészében tisztazni tudjuk a leképe-
zés geometriai jellegét. Tekintsiik a v targyvektor q'®-val parhuzamos és arra merdleges
Osszetevikre torténd felbontasat :

V=V|+VL
vixq@ =0 vi-q@ =0,
majd vizsgaljuk meg, részletesebben a

Pp=Q-v=Q v|+Q v,

leképezést.
Mivel a v|| parhuzamos a q@-val, és mivel a leképezés tavolsagtarto a v képe
p|=V| azaz 6nmaga, ha det (ka =+1
p| = —V| azaz onmaga tiikkorképe, ha det (ka =—1

A q“-ra meréleges v, Osszetevs képe, azaz p is merdleges a q(®-ra. Valoban, a (T12)
felhasznéalasaval irhatjuk, hogy

q9-p, =q® -Qv, =+q@.v, =0.
~——

iq(a)
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Geometriailag ez azt jelenti, hogy a v, megtartja a sajat sikjat — a v tamadaspontjan
atmend és a q(@-ra merdleges sikra gondolunk ehelyiitt — és természetesen hosszat is a
leképezés soran.

Ha p, = v, akkor a v, helyben marad a leképezés soran. Ez egyben azt is jelenti,

hogy

— a det (ka) =1 esetben, amint az az el6z6ekbdl nyilvanvalo, a Q tenzor énmagara
képezi le a v vektort, azaz

(7.14) Q=1,

— a det (ka) =—1 esetben pedig a v -t 6nmagéra, a v|-t pedig 6nmaga tiikorképére
képezi le a Q tenzor, kdvetkeziSleg az egymasra kolesonosen merdleges 1,2 és 3 jeld
tengelyek altal kifeszitett lokalis béazisban — a részleteket illetGen a (b) abréara
utalunk — a

10 0
(7.15) [Q"]=101 0
00 —1

képlet adodik a tenzor méatrixara

Ha p, # v, akkor a v, elfordul a v a tamadaspontjan dtmend és a q®-ra merdleges
sikban. Az elfordulas v szoge minden v -re — végigfutva gondolatban a targyvektorok
teljes halmazat — ugyanaz kell, hogy legyen, ellenkez& esetben ui. nem volna szégtarto a
leképezés.

Maga a leképezés pedig

— a det (Q";) =1 esetben a v vektor tamadaspontjihoz kétott q® mint tengely
koriili forgatas, hiszen a tengelyre esé v|| képe onmaga, a v, pedig a forgatas ¢
szogével elfordul a q(®-ra mersleges és a v tamadaspontjan atmend sikban,

mig

— a det (Q%,) = —1 esetben fentiekhez a v fenti sikra torténd tiikrozése jérul —
forgatas + tiikrozés, hiszen a v tiikkorképe onmaga.

A kapott geometriai kép alapjan a det (ka) =1 esetben a @ ortogonalis tenzort
forgatasnak, vagy forgatd tenzornak nevezik és R-el jelolik. Az R forgatd tenzorok az
ortogonalis tenzorok egy alcsoportjat alkotjak.

7.1.3. Ortogonalis tenzorok elGallitasa. Ortogonalis tenzorok tébbféleképpen ké-
pezhetSk. Legyen az (a, b, c) és (A, B, C) két egymastol kiilonb6z6 ortonormalis vektor-
harmas:

(7.16) ara=b-b=c-c=1, a-b=b-c=c-a=0,

’ A-A=B-B=B-B=1, A-B=B-B=C-A=0.
A
(7.17) Q=a®A+bB+cxC

tenzor ortogonalis, hiszen a ([T.I6) felhasznéalasaval azonnal kovetkezik, hogy
QT Q=A3A+B®B+C®C=I=a®a+bb+c®c=Q-Q".
Az is nyilvanval6, hogy
(7.18) a=Q A , b=Q1B B r
A=Q a=Q a B=Q ‘b=Q ‘b C=Q c=Q" -c

A leképezés forgatas, ha det (ka) =1. Ez az eset forog fenn példaul, ha a vektorhdrmasok
jobb-, vagy balsodratiak.
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Ha c = C és a leképezés forgatas, akkor

(7.19) Q=R=a®kA+bB+CxC
és
(7.20) a=R-A b=R-B C=R-C

ami vildgosan mutatja, hogy a C vektort 6nmagara képezi le az R tenzor, mig az A és B
vektorok rendre az a és ¢ vektorokba fordulnak el.

7.2. A VEGES FORGATAS TENZORAI

7.2.1. A véges forgatas tenzoranak geometriai elGallitasa. Véges szoggel (azaz
nem kis szoggel) torténd forgatas esetén a abra alapjan konstrualhatjuk meg a le-
képezés tenzorat. A forgatas n tengelyét az n, |n| =1 vektor jeloli ki. A forgatés szogét

7.2. abra. Véges forgatas

pedig a 1, 1 € (0, 7) jeloli. A v = O—zzl vektort a forgatas egyelGre ismeretlen R tenzora a
p = OB vektorba forgatja el (képezi le).

Az alabbiakban, 1épésrdl 1épésre haladva, elgallitjuk az R tenzort.

Leolvashato az abrarol, hogy

(7.21) p:v||+O—>B’:VH+O—>D’+ﬁ
Itt

(7.22a) vi=nn-v)=nen) v,

és az is igaz, hogy

(7.22b) vi=v—v| =T —-n®n)-v.

Az OD'B’ derékszogt haromszog egyik, az OD’ befogoja tekintetében az abra szerint az

—
(7.23) OD'=v, costp =costp(I—n®n)-v
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— —
osszefliggés all fenn. Vegyiik észre, hogy az ON’ vektor ugy adodik, hogy az OA" = v,
vektort elforgatjuk 7/2-el az éramutato jarasaval ellentétesen az n tengely koril. Kovet-
kez6leg

—
(7.24) ON'=nxv,= nx(v| +v,)-v=nXxv.
———

ez a tag zérus
Masrészt

ON' =0B',
amivel
(7.25) D'B'"=0B'sinty =0ON'sin .

Az ON' és D' B’ parhuzamossagat is kihasznélva a (T.24) és ([.25) egybevetése szerint

—

D'B'=sinynxv.
Ha ebbe a képletbe helyettesitjiik a

nxv=I-(nxv)=(Ixn)-v
atalakitast, akkor kapjuk, hogy
—
(7.26) D'B'=siny (I xn)-v.
A (T224), (T.23) és (7.20)) osszefiiggések felhasznalasaval a p-t ado (T21) egyenletbdl a
p=[n®n+costy (I —n®@n)+sinyy I xnl-v

(7.27) .
=[costp I+ (1—cosy)n@n+siny I xn|-v

eredményt kapjuk, ahol

R=costyI+(1l—cosy)n®@n+siny I xn,

7.28
( ) Ry = cos ) gy + (1 —cos ) ngng +sin g ey n'

a véges forgatés tenzora.

7.2.2. Ortogonalis-e a véges forgatas tenzora. A kapott eredmény alapjan azt a
kérdést vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett ortogonalis a (7.28)]) altalanositasa-
nak tekinthets

(7.29) Q=cos I+ (Qrr—cosy)n®@n+siny I xn,
tenzor, ahol a Q777 egyelére ismeretlen paraméter.
A kérdés tisztazésa a Q- QT szorzat vizsgalatat igényli.
Nyilvanvalo, hogy
(7.30) Q" =cosY I+ (Qrrr—cosy)n®n, Q = Q)"

a @ szimmetrikus része. Vegyiik azt is észre, hogy

(7.31) (Ixn)' = (gk®gk X n)T =g, xneg=-nxg,®g"=-nxI.
Kovetkezdleg

(7.32) Q=Q +sinyIxn é& Q'=Q —sinynxI,

amivel

(733)  Q-Q"=Q"- Q" +siny [(Ixn)- Q" —Q* - (nxI)]—sin®¢ (Ixn)-(nxI).
A végss eredmény elGallitasahoz sziikség lesz a (L33)) Osszefiiggés részeinek atalakitasaval
kapcsolatos és a kovetkez6kben magyarazattal részletezett képletekre:
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(a) A Q"-ot értelmezs (T30) alatti osszefliggést is felhasznalva kapjuk, hogy

(7.34a) (Ixn)- Q" =I nxQ")=nxQ"=nx1I cosy.
(b) Ugyanilyen m6don adodik, hogy:
(7.34Db) Q (nxI)=(Q" xn)- I=Q"xn=1Ixn cosy.
(¢) Nem nehéz belatni, hogy a fenti két képletben allo n x I és I x n szorzatok értéke
azonos:

(7.34c) nxI=n"g xgr®g" =n"cg'®g" =g"®g°n" =g" ®gLxgn =Ixn.
(d) Tovabbi részeredmény kaphato az alabbi atalakitéssal:
(7.34d) (Ixn)-(nxI)=(g"®gxn) (nxg'®g)=
:\(gk xn)-(nx glzgk@)gl =gk (nln—gl) ghog =

-~

gk [nx (nxg)]

= (nknl—ékl) g"og =non—1I.
(e) A Q" szimmetrikus tenzort adoé ((T30) képlet alapjan:
(7.34e) Q@) =@ @ =
=cos? Y I +2cosy (Qrrr—costh) n@n+(Qrrr — cos w)2 nen=
= cos? Y I + (Q%H—COS2 w) nen.

Felhasznalva, illetve helyettesitve mostmar a (Z34al. . .,e) részeredményeket a Q- Q”
szorzatot ado ((L.33) képletbe a

(7.35) Q- QT =cos> Y I+ (Cﬁn—(:os2 w) n®n+sin?y I —sin?¢n®n
=I+(Qf;—1) n®n

eredményt kapjuk. Akkor ortogonéalis a ([.29]) képlettel értelmezett @ tenzor, ha egység-
tenzort ad a Q- Q" szorzat. Azonnal latszik a (735) Osszefiiggés alapjan, hogy ennek
a

Qir=1, azaz a Q=1
relaci6 fennéllasa a feltétele.
A tovabbiakban tisztazzuk a QQrr; jelentését. Tegyiik fel, hogy ortonormalis bazisban

vagyunk és fennall a

egyenlet. Ez esetben
det(Q-Q") = det(Q-Q") = |Q*,, Q™| = det(I + (QF;; —1) n®n) =
1+Q%;—1 0 0

= 0 1 0|=Q%,.
0 00

A kapott képlet szerint QQ;;; a Q tenzor harmadik skalarinvariansanak vehetd.
Osszegezve a szakasz eredményeit igazoltuk, hogy a ([C29) képlettel adott tenzor orto-
gondlis, ha ;7 = %1, ahol Q;;; a tenzor harmadik skalarinvaridnsa. Q= 1-re a ([Z.29)
alatti elgallitas megegyezik a véges forgatas R tenzoraval. Kévetkezésképp ortogonélis az
R tenzor.
Szokas a véges forgatas Ry, tenzorat a

(7.36) Y=1yg"=¢n
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forgasvektor, illetve a hozzatartozo

(7.37) Wi = —Epm™
ferdeszimmetrikus forgastenzor segitségével is felirni.

A ([30]) forgasvektor helyettesitésével adodik a (Z.28))-bol

1_;Osw¢k¢l sn;@b

a véges forgatés tenzoranak méasodik alakja.
Tekintsiik most a

W) = s V™ €y g = € g V" Uy gu =
= (0 0" =" ') W gy = U Vi — g V"

(738) Ry, = cos w Q1+ Eklm @/)m

atalakitast, ahonnan

V0 =YV 1+ g " 1y
Az utobbi eredmény (7.38))-ba torténd helyettesitésével

1—cosv sm@/)

Ry = cos gy + e (Vs 1 4 gra V" r) — v Ekim Y™
azaz
1—cos sin
(7.39) Ry = g+ Td) Vs ¥+ L Wi

a véges forgatas tenzoranak harmadik alakja.

7.2.3. A polaris felbontasi tétel. A véges forgatassal kapcsolatos eredmények is
megjelennek a kontinuumok alakvéltozasi elméletében nagy jelentGségii poléris felbontési
tételben:

Legyen pozitiv az F = F¥, g, ®@g! mdsodrendi tenzor determindnsa:

(7.40) |F%|>0.
Ez esetben mindig megadhato az F az
(7.41) |F=RU=V-R|

alakban, ahol az U és V pozitiv definit szimmetrikus tenzorok, mig az R tenzor forgatds.
Emellett mind U, mind pedig V' egyetlen :

(7.42) U=VF" F, V=VF-F".

Az F=R-U és F=V - R el6allitasok az F' un. jobboldali és baloldali polaris felbontéasai.
Az igazolas els6 lépésében megmutatjuk, hogy

F'.F ¢ F-F'
egyarant szimmetrikus és pozitiv definit. A szimmetria azonnal kévetkezik az
(FT.F)' =F" - (F")' =F".F,
(F-FT)' =(F")".FT=F-.F"
atalakitasokbol. Az is fennall, ha a v tetszéleges vektor, hogy
v-F-F'.v=(F"-v) (F"-v)>0,
v-F'.F-v=(F-v)-(F-v)>0.
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Mivel az F invertalhato az F-v =0 (F’.v =0) egyenletnek csak v = 0 esetén zérus a
jobboldala. Kévetkezésképp
F'.F ¢ F-F'

egyarant pozitiv definit.

Unicitas. Legyen az F' = R-U az F egy jobboldali polaris felbontasa. Mivel az R
forgatas teljestilni kell a

Fl''F=U"R" R U=U"
I

egyenletnek. A négyzetgyokvonassal kapcsolatos unicitési tételt is kihasznalva megélla-
pithato, hogy egy és csakis egy olyan pozitiv definit és szimmetrikus U létezik, amelyre
igaz, hogy a négyzete FT-F. Mivel U egyetlen, a (Z4I)); alapjan adodo

R=F.U"'

is egyetlen.
Létezés. Ertelmezziik az U-t a ([L42]); Osszefliggeéssel és legyen

R=F.U'.

Annak igazolasahoz, hogy a ((T41]); polaris felbontas, mar csak azt kell megmutatni, hogy
az R forgato tenzor (vagyis det(R) >0 ¢ RT-R=1).

Mivel det(F) >0 (feltevés volt) és det(U) >0 (U porzitiv definit), az kovetkezik, hogy
det(R) > 0. Masrészt

T p_gpr-1. 0T . 77-1 _
R -R=U "F -F-U =1
U2

vagyis valoban forgaté tenzor az R.

Ezzel a igazoltuk a jobboldali poléris felbontas létezését és unicitasat.

Ertelmezziik most a V' tenzort a

(7.43) V=R-U-R"

modon. Mivel az R és U egyetlen, a V is az.
Vegyiik észre, hogy a V szimmetrikus és pozitiv definit.

Valéban

(a) a szimmetria azonnal kovetkezik a
VI=(RU-R)' =R (RUT=RU-R =V
atalakitasbol.
(b) Ami a pozitiv definitséget illeti tetszdlegesnek tekintve a v vektort irhatjuk, hogy

v-Vv=v-RU R .v=v-RVU-VU-R" .v=
v

— (VU-B"-v)- (VU-B'-v) = (VO -B"-v) >0,

ahol VU - R" invertalhato (zérustol kiilonbozs a determinansa), ezért csak v =0
esetén lehet a jobboldal zérus: a V' tehat pozitiv definit.

A (T43) egyenlettel értelmezett V-re nézve az is fennall, hogy
f— . . T . f— . p—
V-R=R-U-R . R=R-U=F,

ami azt jelenti, hogy V - R a baloldali polaris felbontas.
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Végezetiil vegyiik azt is észre, hogy
V*=RUR RUR =F F".
F F

Ez egyben azt is jelenti, hogy fennall a a (.42]), egyenlet is.

G YAKORLATOK

1. Igazolja, hogy az ortogonalis tenzorok Osszege és szorzata nem sziikségképp orto-
gonélis tenzor.

2. Legyen P, @ és R ortogonalis tenzor. Igazolja, hogy a P-Q - R szorzat is ortogo-
nalis tenzor.

3. A P tenzort permutaciés matrixinak nevezziik, ha [p,ﬂ egy-egy soraban és osz-
lopaban all6 harom elem koziil kett6 zérus, a harmadik pedig egységnyi. Mutassa
meg,hogy ez a tenzor ortogonalis.

4. Legyen az a egységvektor. Igazolja, hogy az alabbi tenzor ortogonalis:

Q=1I-2a®a

5. Legyen a Q ortogonalis tenzor. Legyen tovabbéa n pozitiv egész szam. Mutassa
meg, hogy Q" ortogonalis tenzor.



8. FEJEZET

Tenzorok analizisének elemei

8.1. DERIVALASOK GORBEVONALU KR-BEN

8.1.1. Bazisvektorok analizise. Ha valamely, mondjuk az u vektort parcialisan de-
rivalni kell az 2* koordinatdk szerint, akkor a bézisvektorokat is derivélni kell. Az (y)
kartéziuszi KR-ben érvényes

8_u_i(ukz>_8_ukz %_
oyl oy! B oyt R oyl
képlet helyére gorbevonali KR-ben a

ou 0 Koy OuP w 09
(8.12) gat = aat (U 9K) = Gur gkt G
vagy a
(8.1b) oo = pt (9) =g ey

képletek lépnek, mivel a bazisvektorok is a hely fiiggvényei. A (8Ialb) képletek vilagosan
mutatjak, hogy a bézisvektorok derivaltjainak fontos szerepe van a vektorok és tenzorok
gorbevonali KR-ben torténd derivaldsaban.

Az ([L38) és (L36]) osszefiiggések felhasznalasaval konnyen belathato, hogy
(8.2) g,  0r  Og PyP ; PyP  Ox"

‘ ozl Oxkox!  Oxk  Oxkox! P Oxkox! oyr &

A tovabbiakban megallapodunk abban, hogy a helykoordinaték szerinti parcialis de-

rivalast, 0sszhangban az indexes jelolés szellemével, a

(8.3) air("'):('“)ar:(“')v” a%(...):(...)ap:(...),p

modon szedjiik. Szavakban: az alulsé indexsorban irt vessz6 utan allo és a koordinatat
azonosito index is jelolheti a koordinata szerinti parciélis derivaltat. Ez a jelolés az illetd
mennyiség alulsé indexsoranak legvégén kell, hogy legyen elhelyezve.

A T}, méasodfaju és I'y; . els6faju Christoffel szimbolumokat a

(8.4) 80 =8k =18 =Thrg

egyenlet értelmezi. Hangsulyozzuk, hogy ez esetben a vessz6 utan allo r index nem par-
cidlis derivaltat jelol. Ha atszorzunk skalarisan a g? vektorral, akkor tekintettel a (8.2l
Osszefiiggésre is, a

Ox 1
8.9 gl =79 — P 27
(8.5) 8k,1°8 K=Y Lkl dy?
képletet kapjuk I'}} szamitasara. A ([B2) és (BH) Osszefiiggésekbsl egyarant kovetkezik,
hogy a qul és I'y; » Christoffel szimbolumok szimmetrikusak a &l indexpér tekintetében:

(86) Flgl = Fl?g ) Fkl,r = Flk,r

79
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Késtbb, a szakaszban igazolni fogjuk, hogy a Christoffel szimbélumok nem ten-
zorok.

A ([B4) egyenlet gi-val torténd skalaris szorzésa utéan, ezittal az els6 egyenlGségjeltsl
jobbra &llo képletrészeket hasznositva a

Iaghegr =Tu, g’ g
N—~— N—~—
09y gar

azaz a

(8.7) T =Th,rg™

egyenletet kapjuk, ami azt fejezi ki, hogy I'y; , birtokdban I'}} az r index felemelésével
adodik. Ha a (84)-ben g, helyére g" = ¢"*gs-t irunk, majd atszorzunk skalarisan g,-val,
akkor a

11,1:;“1 8¢ = Fk;l,rgrsgs'gq :Fkl,rgrsgsqa
e S—— S——

9grq Gsq 6"q
azaz a

(8.8) Lig =Tk Grq

eredmény adodik. Szavakban I'y; , a I'j, masodfaji Christoffel szimbolum 7 indexének
lesiillyesztésével szamithato.

A g" fels6indexes béazisvektorok z! szerinti parcialis derivaltja ugyancsak megadhato
a Christoffel szimbolumok segitségével. Valoban, ha a 0%, Kronecker szimbolumot parci-
alisan derivaljuk az x; szerint és felhasznaljuk a (8.0]) Osszefiiggést, akkor a

0=06%,1=(g"gr), =81 8gr+g"8r,
——
Ta
illetve a
gl g =Ty
Osszefiiggés adodik, ahonnan

(8.9) gl =-Tlg".

A Christoffel szimbolumok kiszamithatoak a (8H) és (8.8) képletek segitségével, felté-
ve, hogy mind az z* = z'(y', 3%, y3) fiiggvények, mind pedig az y* =y*(z!, 22, 23) inverz
fiiggvények ismertek. A Christoffel szimbolumok meghatarozasara azonban tovabbi lehe-
tGségek is vannak.

Derivaljuk a g, metrikus tenzort x? szerint és hasznaljuk ki a (2.3al) és (8.4]) képlete-
ket :

(810) Grs,p = (grgs) P gr,p'gs+gr'gs,p = Frp,s+rsp,r .
A ([BI0) osszefligges alapjan adodo

Grs,p = Frp,s+rsp,r )

Gps,r = FpT,S—’_PST,pa

Gpr,s = Fps,r+rrs,p

egyenleteket 1/2-el szorozva és az els6 kettd Gsszegébdl az utolsot levonva a

1
(811) Fpr,szé (grs,p+gpS7T_ng,S)

az eredmény kovetkezik.
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Tovabbi lehetGséget kinal a Christoffel szimbolumok szamitasara a (87) Osszefliggés
alapjan a gP™ szimmetriaja és a (8I0) képlet kihasznalasaval irhato

1 1
FIZLn :ka,pgpm = igrkm,p+rkp,ngpm = _gmp Imp , k

2

9mp , k
egyenlet, ha figyelembe vessziik az alabbiakat:

(1) AG™ g, =g,0™, egyenlet — itt G™? a vonatkoz6 adjungalt — g, szerinti parcialis
derivaltjat képezve azt kapjuk, hogy

oG™ g,.  0g, . oG ™1 0Gr
gq — 9 5mr , hiszen =0 és ﬂ — 5Pq
agp?" agp?" agpr 3gpr
—— N —
qu(SPq aif:zp

Innen 1/g,-val térténg atszorzassal az

iCTYWLp:gWLq:i ago
o 9o OGmp

Osszefiiggés kovetkezik.
(2) A [BI4a) szerint g, = (7,)%
A fentiek alapjan

(8.12) nglg_@o@mgiig®ozia%.
"2 go Ogmp Oz 2 g, OxF 7y, Ox*

8.1.2. Tenzorok-e a Christoffel szimbélumok. Vizsgéiljuk meg azt a kérdést, va-
jon tenzorok-e a masodfaju Christoffel szimbolumok. A (§) gérbevonali KR-ben a (8.5)
Osszefliggés alapjan — ezuttal mindeniitt kifrva a parcialis deriviltakat és felhasznélva a
béazisvektorokkal kapcsolatos (A21]) transzformécios szabalyt, valamint a béazisvektorok
szamitasanak (L38) alatti képletét, tovabba a lancszabélyt

Tk — '8y gk — d'gy . og" g™
Pa¢a oc1  gzm
R T . or Ox™\ Ox* Ok
T 0eracs 9rm® T 9rs \ oz 0cr ) de1 oxm ©
a masodfaju Christoffel szimboélum. A tovabbiak soran elvégezziik az x* szerinti derivalast,
és ismét alkalmazzuk a bazisvektorok (L38) szamitési képletét:
n s 2,.m k
Tk 0g, 0z" Oz te, 0z 0¢ g =
—— Jx® 0EP OE4 oEroEs ) Ox™
08y, Ox" Ox® OEF Pxm ock
“Orc ® 9er 9ed drm T Ogrocd dxm
Pz oLk
=Tt "t Tk :
ns ”p q Tm+a€pa€q axn

Ez az eredmény mar tiikkrozi, hogy a masodfaja Christoffel szimb6lumok nem tenzorok. Ha
ugyanis azok lennének, akkor — 6sszhangban a kovarians és kontravarians indexek transz-
formacios képleteivel — az alahtizassal kiemelt részek egyenlGségének kellene fennéllnia.
A jobboldalon 1évé méasodik Osszeadandé jelenléte tehat annak a bizonyitéka, hogy nem
tenzorok a masodfaju (kovetkezésképp az elséfajiu) Christoffel szimboélumok.

m

0, =
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8.2. TENZORMEZOK DERIVALTJAI

8.2.1. A derivaltak értelmezése. Legyen az
u(t)

valamilyen tenzor (skalar, vektor, masodrendi tenzor, etc.) skalar fiiggvény, amelynek a ¢
skalar a paramétere (ez az id6, vagy valamilyen méas skalar paraméter pl. az s ivkoordinéta
lehet). Az u(t) fiiggvény t helyen vett w(t) derivaltjat, ha az létezik, az

du 1
=g = bm— [u(t+ o) —u(t)]
Osszefiiggés értelmezi. Mivel két ugyanolyan rangi tenzor kiilonbsége az eredetiekkel azo-
nos rangu tenzor a skalar paraméter szerinti derivalas nem valtoztatja meg a tenzor rang-
jat. Az u(t) fiiggvény sima, ha az u(t) derivalt 1étezik és folytonos a tenzor skalar fiiggvény
értelmezési tartomanyaban.

Tegyiik fel, hogy differencialhato az u(t) a ¢ helyen. Ekkor a (813]) szerint

(8.13) 1w(t)

lim & fu(t+a) —u(t) — 0ie(t)] = 0,

a—0
azaz
(8.14) u(t+a)=u(t)+ua+o(a),
ahol
lim o(a) =0,
a—0

vagyis o(a) gyorsabban tart zérushoz, mint «. A ([814]) képlet azt fejezi ki, hogy az
u(t+a)—u(t)
kiilonbség linearizalhato a t helyen.
Tekintsitk most az (r) tenzormezst (az 2A(r) skalar,

vektor, mésodrendd vagy magasabbrendi tenzor lehet a P
pont kérnyezetében). Az (r) fliggvény differenciadlhato az

AT r helyen, ha az
P @ A(r+ Ar) —A(r)
kiilonbség felirhatd az
g r+Ar (8.15) A(r + Ar) —A(r) = DA(r)[Ar] +o(Ar)
alakban, ahol DRA(r) a derivalt,
5 D2A(r)[Ar]
homogén lineéris fliggvénye a Ar-nek, mig az o(Ar) tag
gyorsabban tart zérushoz mint a Ar. Maga a homogén li-
8.1. abra. Ar szemléltetése nearis tag a
1 d
(8.16) DA(r)[Ar] = lim — [A(r+aAr) —A(r)] = — [RA(r+aAr)]| _,
a—0 da

modon szamithato.
Példaként tekintsiik a ¢(r) = r-r skalarfiggvényt. A (8I0]) Osszefiiggés alapjan

Do(r)[Ar] = - <

— [p(r+aln)]|,, =

r-r+2ar-Ar+o’Ar-r)| =
a=0

= (2r-Ar+2aAr-r)|,_,=2r-Ar

a=
a Ar-ben linearis tag.

A [RBI3) és (BIO) értelmezesek KR fiiggetlenek.
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A homogén linearis tag () gorbevonali KR-ben torténd szamitasahoz feltételezziik,

hogy

Ar = Az gy .
Mivel a K index rogzitett ezzel a valasztassal (a) gy iranya a Ar a P pont kornyezetében,
(b) és ezért tigy tekinthetd, hogy az 2A(r) a t=x" skalar fiiggvénye, a masik két koordinata
pedig rogzitett. Kovetkezéleg

A(r+Ar) =A( 2" +Az"),
t «

ami egyuttal azt jelenti, hogy a homogén linearis tag a (8.I4]) részeként megjelend v
formula alapjan szamithato:

oA 0

(8.17) DRA[Ar] = —— Axf = (2(@— gK) A gy
~— K \ ,
QZ:/'/ a=AzK=0 « Oz AzE=0 Ar
T
Az utobbi képlet alapjan a
0
8.18 V=g—
(8.18) &k
egyenlettel értelmezziik a nabla operatort. Vegyiik észre, hogy
gk 0 1l al,k d 11 9

R I N T
ami azt jelenti, hogy valédi vektor a nabla operator.

8.2.2. Gradiens, divergencia, rotacio. A nabla operator felhasznalasaval a (817)
Osszefliggés koordinatairanytol fiiggetlen, azaz tetszéleges Ar-re érvényes modon a
(8.19) DRA[Ar] = (AR V) Ar
alakban irhato fel, ahol

eV ha az A skalar, ezt ¢ jeloli
(8.20a) ARV =< vV ha az A vektor, ezt v jeloli
T®V ha az 2 tenzor, ezt T jeloli

az 21 jobboldali gradiense.
Az A baloldali gradiensét, a fentiekhez hasonlé6 moédon az

Vip=pV
(8.20b) VA= Vv
veT

alakokkal értelmezziik.
A jobboldali gradienssel

(8.21) DA[Ar] = Ar- (V@A)

az 21 tenzor lineéris része a P pont kornyezetében.
Els6, vagy magasabbrendi tenzor esetén az

v-V V-v
(8.22) AV = TV és VA= V- T

képletek értelmezik a jobboldali és baloldali divergenciat.
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Els6, vagy magasabbrendi tenzor esetén az

vxV V xv
(8.23) AXxV =< TxV és VxAUA= ¢ VT

képletek értelmezik a tenzor jobb-, és baloldali rotaciojat.
Valamely tenzor gradiense, divergenciaja, rotacidja eggyel magasabbrendd, eggyel ala-
csonyabb rendi, ugyanolyan rendd tenzor, mint az eredeti tenzor.

8.3. KOVARIANS DERIVALT

8.3.1. Vektormezé gradiense és divergenciaja gorbevonala KR-ben. Tekint-
siik az u=u* g vektormezst. A bazisvektorok derivalasaval kapcsolatos (8.4]) osszefiiggést
kihasznalva, majd alkalmasan nevezve at a néma indexeket, irhatjuk, hogy

ou
(8.24) @:u,l:Uk,lgk‘l‘ukgk,l:uk,lgk+ukrlilg5:

= [ukJ—l—uSFfl] gk -
Az utébbi képlet alapjan az

(8.25) ubo=u  +uTh

mésodrend( tenzort az u* kontravarians vektor kovaridns derivdltjdnak nevezziik. Az u* .,
kovarians derivalt az u vektor z! szerinti parcialis derivaltjanak gj, iranyt vektorkoordi-
nataja.

A kovarians derivaltat itt, és a tovabbiakban is, pontosvesszé utéan allo és a derivalasi
valtozot azonositod alsé index jeloli.

A bevezetett jeloléssel atirhato a (R.25]) Osszefiiggés:

ou

(8.26) @:u,l:uk;lgk-
Ennek az egyenletnek az alapjan adodik, hogy
0 ou
(8.27&) u®V:u®%gl:@®gl=uk;zgk®gl
a jobboldali, és
0 ou
(8.27b) Vou=g'- - eu=ge - =u"ga

a baloldali gradiens.

Ha az u ) g* alakban adott az u vektormezd, akkor a (8.25)-ra vezet§ gondolatmenet
ismétlésével és a fels6indexes bazisvektorok derivaltjat ado (89) képlet felhasznalasaval
kapjuk a vektormezd jobboldali gradiensére az

0 0
(8.28) u®V:ukgk®@gl: (%ngk>®gl:
!

= [Uk,lgkﬂ“dkgk,z} ®g' = [Uk,lgk—ukrﬁgs} ®¥g =
= [ur—u T g" g’
vagy ami ugyanaz az

(8.29) ueV=u;, g"eg
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képletet, ahol

(8.30) Upr=ug,—upl'y

az u; kovarians vektor kovaridns derivaltja.

A ([R25) és (830) képletekbdl az is latszik, hogy egy vektor kontravarians és kovarians
koordinatainak kovaridns derivaltjai nem azonosak. (Lasd még a 832 alszakaszt.)

Az u vektor divergencidja az u és a V skalaris szorzata. A (8.25), (8.27al), valamint
a (829) és (830) képletek felhasznalasaval kapjuk, hogy

(8.31) uwV=Vou=u*,grg=u",6 ' =uf=u" +uTk =
Zuk;zgk'glzuk;zgklzgkl (ki —url'g) -
8.3.2. Tenzor gradiense és divergenciaja gorbevonali KR-ben. Tekintsiik a

T =t" g, ®g; masodrendii tenzort. A tenzor jobboldali gradiensének szamitasa a (8.24)),
-re vezet$ 1épésekkel torténhet:
p

0

(8.32) TeV=|-—"("eros) | 08" =
=[t" ngr®gi+tY g g+t g Rg | ®g™ =
= [t" ngr@g TS, g 08+t g O, 8] ©g™ =
=[tM 4T E 4T tH] grogog™
:tkl;mgk®gl®gm7

tk;l

ahol

(833) tkl;m:tk17m+rs]:nt81_'_rslrntks

a t* masodrendd tenzor kovarians derivéltja. A (833) vezets atalakitasok lépéseivel kap-
juk, hogy a t*;, t;! vegyes indexes, valamint a tj; kovarians alaknak rendre

k k k ;s s 41k
i =t Lt =1 %,

(8.34) tlim =t =TS AT

kL,
tkl;m:t m_rk%tsl_rlﬁntks

a kovarians derivaltja.
A T tenzor jobboldali divergencidja a (822)2, a (832), valamint a (833]) egybevetése
alapjan a
(8.35a) T V=th o g™=t" e
—
am
illetve a bazisvektor elhagyaséaval és a kovarians derivalt részletezésével a
(8.35b) thm =tk 4Dk pem ks

alakban irhato fel.
Ha egyenesvonaliva valik az eredetileg gérbevonalt (x) KR, akkor allanddak a g, g’
bazisvektorok, kovetkezésképp eltiinnek a Christoffel szimbolumok. A kovarians derivé-

lasokkal kapcsolatos (8.25), (830), (R33) és (834) képletek pedig a szokvanyos parcialis

derivalasokra egyszertisodnek.
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Legyen differencialhato a dklp gr ®g'®gP harmadrendii tenzor. A (84), (8J) felhasz-
nalasaval ismételve meg a (833)) és (834]) képletekre vezets gondolatmenetet a

(8.36a) (d*,gi0g ®g")®V =
= (d", g0 ®g" ) Ogmn=d", 808 R’ ®gn
eredmény adodik a tenzor jobboldali gradiensére, ahol

(836b) dklp;m = dklp,m+rnlzs dslp _Fliz dksp _F;m dkls

a tenzor kovarians derivaltja. Nem nehéz meggy6z&dni arrél az eddigiek alapjan, hogy a
d klp tenzornak pedig

(8.37) d¥ . =d" ATt T dv T d,

p

a kovarians derivaltja.

8.3.3. A metrikus és epszilon tenzorok kovarians derivaltjai. A metrikus ten-
zorok kovarians derivaltjai zérus értéktek:

(8.38) g" =0, &F

l;m:O’ gkl;m:O'

A fenti egyenletek koziil csak az els6t igazoljuk mivel a masik két esetben is hasonloan kell
eljarni. Elss lépésben felirjuk a (833) alapjan a kovarians derivaltat, majd helyettesitjiik

c stz

esetén, kihasznalva a bazisvektorok derivaltjaival kapcsolatos ([8.9]) 6sszefiiggést a parcialis
derivalasokat :

(839) g, =" AT g™+ 9" =" g gt gl AT g T g =
:_Fnk;sgs'gl_rrlnsgs'gk—i_rnk;sgsz—i_rjnsgks:0’
Ugyancsak zérus értéktiek az epszilon tenzorok

(840) gpqr'm =0, Ekirym = 0

kovarians derivaltjai.

Az alabbiak csak a (8.40); Osszefliggést igazoljak. Legyen az a = a,g” és b = b,g?
tetszdleges, de allando vektor, melyre |a| # 0, |b| #0 és ¢ =ax b # 0. Mivel alland6 az
a=a,gP é b =10,g7 vektor zérus a kovarians derivaltjuk:

Ap:m =10, byim=0.

Képezziik, kihasznalva, hogy a szorzatderivalas szabélya a kovarians derivaltak esetén is
érvényes, a két vektor ¢" = e?? a, b, vektoridlis szorzatdnak kovarians derivaltjat. Mivel
allando a c vektor, fenn kell allnia a

T (gbar _
C.m= (" apby),r =
— o par par par — o par _
=P L apbyt+ePTap by teayby =" apyby =0
S~~~ N~~~

0 0

egyenletnek. Az alahtizott tag csak akkor tinik el tetsz6leges a, és b, esetén, ha
el ., =0.

Ezt kellett igazolni.
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A ([B3]) és (BA0) osszefiiggések kovetkezménye, hogy nincs hatéssal a kovarians deri-
valt értékére a képletekben megjelend metrikus, vagy epszilon tenzor. Ha az A masodrendti
tenzor akkor fennall példaul, hogy

(gkla'ls);m :gklals;m

(8.41a) v -
(gmna s);r =0mn 0 4.,

és

(8 41b) (quram);m :qurars;m

T —
(gklra’ s) in = E g A s;n
stb., ahol a;s és a”, az A tenzor kovarians, illetve kontravarians-kovarians koordinatai.

Vagy pl. a T tenzor jobboldali divergenciaja a (8.35D]) Osszefiiggés alapjan az alabbi
modon is felirhato:

km o k m _ 4k m

(841C) t ym T (t pgp );m =t p;mgp .
8.3.4. Vektormezd rotacidja. A Laplace operator. Az u vektor jobboldali uxV
rotaciojara a ([828) és ([829) felhasznalasaval az
0

8.42 xV=urgx-—g'=
(8.42) u ukg X558

0

= (Wukgk) x g :uk;lgk x g :5klruk;1gr
x
—_—
uk;lgk

eredményt kapjuk.
A Laplace operatort a (8.31)) segitségével kapjuk, meg ha wy helyére ¢ -t gondolunk,
ahol ¢ egy skalarmezd:

(8.43a) Ap=V V= (gl il) ( k%) =g'g" (o) 1=9"(0.1) 1,

Ox & ork
ahol
(8.43b) (@)= u—T7ho,s-
Ugyanigy mutathatéo meg, hogy a
(3.44) At = g™t
kifejezésben
(8.45) 9 )

a Laplace operator, amely miikédtetheté barmilyen tenzorra.

8.4. A RIEMANN-CHRISTOFFEL-FELE GORBULETI TENZOR

8.4.1. A derivalasok sorrendje. A Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor fogal-
ménak bevezetéséhez vizsgaljuk meg a kovarians derivalasok sorrendjében bekovetkezd
valtozésok hatasat. Legyen az a,, a hely fliggvényében legalabb kétszer differencidlhato
vektormez§. Vizsgaljuk meg miként szamithatod a

(8.46) Dingp = @m;qp — Qm; pq

kiilonbség, ha elvégezziik a kijelolt derivalasokat. A (8343 derivalasi szabaly alkalmaza-
séval — a4 felel meg t,;-nek — a kisebbitendére nézve az

— _Ts R k]
am;‘lp_(am§q),p Fmpas;q qua'm;s
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eredmény kovetkezik. Felcserélve a ¢ és p indexek sorrendjét a kivonandot kapjuk, mellyel
azonnal szamithato a kiilonbség:

(8.47) qup:(am;q),p_(GM;p>,q_F;pGS;q_F;qGS;p:
= (am,q_rfanS) T (am,p—rfanS) a
=0, (a&q—F;"an) +I'7, (a&p—ngar) =
={0, L}, =0 g+, —TLTs bay.
Tomor alakban

(8.48) (m;qp — Am;pg = leqpal ;
ahol

l o l l l s l s
(8.49) Ry =0l 5y = OpL 1 00 — T 00

az un. Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor. Vegyiik észre, hogy leqp formailag egy-
szer kontravarians, hdromszor kovarians negyedrendi tenzor. Visszaidézve, hogy a Ch-
ristoffel szimbolumok a metrikus tenzorbol képezheték — v.6.: (8I1)) —, azonnal adodik a
kovetkeztetés, hogy leqp fiiggetlen az a; vektormezstsl. Az is kiolvashato a (8.49) egyen-
letbdl, hogy csak akkor cserélhetd fel a kovarians derivalasok sorrendje, ha azonosan zérus
a Riemann-Christoffel tenzor.

Ha az a; valodi vektor, akkor az a,,,qp €s a,.pq kovarians derivaltak valodi tenzorok.
Mivel két valodi tenzor kiilonbsége ugyancsak valodi tenzor, a ([8.49) baloldala, kovetke-
zésképp a jobboldal is valodi tenzor. Ha a (8.49) jobboldala valodi tenzor — ne feledjiik,
hogy az a; valodi vektor —, akkor az leqp Riemann-Christoffel tenzor ugyancsak is valo-
di tenzor. Kovetkezdleg koveti kontravaridns indexe, és kovarians indexei tekintetében is
az (0.3) alatti szabalyt. Fenn kell tehat allnia a

ozl oy* oyv oyv
8.50 R =R
(8.50) map YU Oy® Qx™ Oxd OxP

egyenletnek. Mivel az (y) kartéziuszi KR-ben a bazisvektorok derivéltjai és igy a Christ-
offel szimbolumok is azonosan zérusok kovetkezik (849)-bsl, hogy 'R?,, ., = 0. Ez viszont
a (850) szerint azt eredményezi, hogy

!
(8.51) R, =0.

Szavakban: A Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor azonosan zérus a hdrommeéreti
euklideszi térben. A kovaridns derivdldsok sorrendje pedig felcserélhetd.

8.4.2. A Riemann-Christoffel tenzor tulajdonsagai. Az alabbiak a tenzor legfon-
tosabb tulajdonsagait veszik sorra. A tenzor alsdindexes alakja indexsiillyesztéssel adodik

a (849)-bol:
(852)  Rimgp=91s R*pgpar = (Lp0) 91— (L00p) 90+ Tqi—T iy Capi-
Az R alkalmas alakra torténd transzformalasa érdekében a
0L 1 =0y (anp 951) = (anp aq) ga+T, (g0,
egyenletbe helyettesitjiik a (23al) és ([8.4]) osszefliggések felhasznalasaval adodo
(951),0=85,0°81+ 85 81,¢=Tgs,1+ Tt s

képletet és kifejezziik az eredménybdl a (F fnpﬁq) g« tenzort:

(853) (F;paq) Gsl :aq Pmp,l_rgmp (FQS:l+Pq178) .
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A (RE2) osszefliggeés, valamint a (853)-bol a ¢ és p indexek feleserélésével adodo képlet
(B.EI)-ba helyettesitésével és alkalmas indexsiillyesztéssel az

leqp = aq Fmp,l_ap qu,l -
=Ty Usq i+ T ) 10, Csp 14T )+ 15, Tsg =10 Uap i =
=0y i1 = Op Dong i+ 9% (T2 Tsq, i — T Usp 1)

eredményt kapjuk. Az utobbi egyenlet jobboldalanak els két tagja atalakithato a (811)
képlet segitségével:

o, -t g Pgp Pgpm
q pmvl—Q O0r19z?  Ozx19x™ Ozxidzt|’

a T _l aQle aQqu . aQqu
pram T o 9ppdrd | 9xrdr™  Oxror!|
A kapott képletekkel

R :1 gy 0*Gimq _ P14 _ 0 Gmp
(8.54) Mo | rmdrd | 9rloxr  drmdrP  Orldzd

+g s (Frfzprsq T FrquPSP ; l)

a Riemann-Christoffel tenzor értéke.
Kiolvashato a (8.54]) 6sszefiiggésbdl, hogy

(8‘55) leqp = _leqp ) leqp = _lepq .

Ez azt jelenti, hogy a Riemann-Christoffel tenzor ferdeszimmetrikus az elsé és masodik
indexparja tekintetében. Az indexparok cseréje viszont nincs hatassal a tenzor értékére,
azaz

(8.56) Rimgp = — R gpim -
Ugyancsak a ([854]) kozvetlen helyettesitésével ellendrizhetd, hogy
(8.57) leqp—l—Rlpqm-l—qump =0.

A tenzor Osszesen 81 eleme koziil csak
Ri212, Riziz, Rases, Ri2iz, Raaz és M3z

nem azonosan zérus és fiiggetlen.

8.5. GORBE MENTI KOVARIANS DERIVALT

8.5.1. A derivalt értelmezése. Legyen
(8.58) r=y" [z'(t),2%(t),2°(t)] ik tet,to ta>t
a szakaszonként sima L térgorbe egyenlete, ahol ¢ a gorbe paramétere. Tekintettel arra,
hogy ismeretek az y*(x!, 22, x3) fiiggvények, azt is mondhatjuk, hogy
k=2t
az L térgorbe egyenlete az (z) gorbevonalu KR-ben.

A tovabbiak az L térgérbe sima iveire vonatkoznak.
Legyen

k
p dr

8.59 =—.
(8.59) vt=—
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Az r(t) vektor t szerinti derivéltja az L térgorbe érintGje. Az (L38)) és (R5J) Osszefiig-
gések felhasznéalasaval irhato, hogy
dr  dr dz* &
T dr ar Y B
Legyen az A= A(z!, x?, x3) differencialhat6 tenzormezs. Az altaldnossag megszoritas

nélkiil feltételezhetjiik, hogy az A tenzor ¢g-adrendd (¢ >1) az £ térgoérbén (és annak kor-
nyezetében). Az A tenzormezs t paraméter szerinti derivaltja az £ térgoérbén, tekintettel

a (800), (L38) és (BIF) képletekre
dA  0Adz?  0A 0A _0A

— - 57’ VP

TR A L T AT
alakia. Ha ¢ = 1, akkor vektor az A tenzor. Tegyiik fel, hogy ez az eset forog fenn, és
gondoljunk a* g;-t az A helyére. A (859), (R27) és (8.26) dsszefiiggések felhasznalasaval,
az utobbi képlet esetén a*-t gondolva az u”* helyére, adodik, hogy

da Oa dx? Oa
—_— = = pP— | — k P —
dt ~ dxr dt  Oxp " [83:1’ (a gk)} !

=g (ak7p+F1f9a5) w=gra

(8.60)

g gy’ =(AR’V) v

(8.61)

k P
p U -

Ha ¢ = 2, akkor masodrendii tenzor az A. Tételezziik fel, hogy A =a* g, ®g,;. A (B61)
Osszefliggésre vezetG gondolatmenet lépéseivel, ezittal a (832) alapjan irhato

0
%aklgk®gz = (akl,m+rslfna8l+rslmaks) 8rX8
képletet és a (833))-et hasznalva fel a
dA 0
8.62) — =v" — (a™ =
(8.62) —==v"5— (e 8r®8))

= (akl,p+Fp’§aSl+Fplsaks) WegLRg, = akl;pvpgk@)gl

eredmény kovetkezik.

A ([B6T)-bél kiolvashato, hogy a

da &
—=q”. P
dt U 8k

paraméter szerinti gorbe menti derivalt

vpak;p = (ak’p—i—Fprsas) P

(8.63)

vektorkoordinataja abban kiilonbozik a formailag vektornak vehetd

da*  Oa* dzP &
_ _ P
(8.64) P e i a® v

derivalttol,hogy az utébbi derivaltban nincs figyelembe véve, hogy L térgérbe mentén
nemcsak az a¥, hanem a g;, bazisvektor is valtozik.

Bevezetjiik, felhasznalva a (85.70)) és (8.64) képleteket is az értelmezéshez, a t paraméter
szerinti abszolit, vagy belsd derivdlt fogalmdt, melyet vektormezs esetén az
da*  da®

8.65 = — 4+ PT kg
(8.65) 5t @ Ve

egyenlet értelmez.
Vegyiik észre, hogy a fenti definicié akkor is hasznalhato, ha az a* vektormezs csak a
L térgérbén ismert. Ha az A tenzormezd nemcsak az £ térgérbén, hanem az L térgdrbe
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kornyezetében is adott és differencialhato — ez a (B.61)) és a (862) levezetése soran hallga-
tolagos feltevés volt —, akkor a derivalhato az xP szerint és igy a (8.63]) jobboldala a (8.64)
és (B.6])) egybevetése alapjan atalakithato:

da* k k k
W =P (a 7p—i—Fpsas) =vPa
Masként fogalmazva, ha a differencidlhatdo A tenzormezs ismeretes az L térgorbe kornye-
zetében is, akkor a d(---)/dt operator a

o
(8.67) E(”'):UP("')”’
egyenlettel értelmezhetd.
Ha az A mésodrendi tenzor csak az L térgorbén van értelmezve, akkor a (8.65)
definicionak a (8.62) 6sszefiiggésbdl adodoan a

K kl d kl

(8.66)

ip°

egyenlet az analogonja.

Konnyen belathato, hogy a (8.67) alatti értelmezés nemcsak vektormezdre, hanem
barmilyen rendd tenzormezére is érvényes feltéve, hogy a tenzor nemcsak az £ térgorbén,
hanem annak kornyezetében is ismert. Ha zérusrendi a tenzor, azaz skalarrél van szo,

akkor

o d

ot dt’
Nem nehéz beldtni, hogy a tenzorok abszolut derivaltjaira érvényes a szorzatderivélas
szabalya. A g™ &% g,, metrikus, valamint az eP?" és £,,, epszilon tenzorok abszolut
derivaltjai zérus értéktek.

8.5.2. A térgorbe geometridjanak elemei. A dr ivelem vektor
(8.69) ds®* = (dr)* =dr-dr

négyzete egyben az elemi ivhossz négyzete is. A (AI7),, valamint a a (2.3al) osszefiiggések
felhasznéalasaval a fenti képletbdl az

dz* da!
At dt
eredmény kovetkezik. Eszerint az L térgorbe [ hossza integraléssal adodik:

d:c’“ dx
(871) [—/ 9kl —— / \/gkl’U v dt

Ha a t helyett az s ivkoordinatét teklntjuk az L térgorbe paraméterének és s(t') = 0,
tovabba s > 0 ha t > t!, akkor

(8.70) ds’* = g dz®de! = g —

[=s, ha t > th.
A tovabbiakban feltételezziik, hogy az s ivkoordinata az L térgérbe paramétere. A A
érintGiranyu egységvektor tekintettel az (L38) osszefiiggésre a

dr dr dz* dz*

(8.72) Azgzdxk ds _ ds &k

alakban irhato, ahol
da®

8.73 N =
(8.73) e
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az érintGiranyu egységvektor kontravarians vektor koordinataja. Mivel a A* egységvektor

d k d l
(8.74) AA=Ngp Mg = gu N\ =g &0 =1

ds ds
Vegyiik észre, hogy az utébbi egyenlet a (870) képletbdl is kovetkezik, ha dt helyére ds-t
irunk.

Ami az abszolut derivaltakkal kapcsolatos (8.60)) és (B.68]) osszefiiggéseket illeti a (8.59)
és (B73) egybevetése utan, ds-t irva a dt helyére a

da*  da®
S =g T T
(8.75) 5 5
5a’kl dakl T k ml T l km
S ds +otl a0t a

képletek adodnak. Ha az A tenzor az L térgorbe kérnyezetében is ismert, akkor a (8.67)
alapjan adodo
)
8.76 — ()= A\P(-- ).
(5.76) Sl =N,

derivalési szabaly is alkalmazhato.
Ha az n* vektor merdleges a A érint egységvektorra, akkor elttinik a két vektor
skalaris szorzata:

(8.77) n-A=gun"AN=0.

Az n vektort a gérbe normalisanak nevezziik. Ilyen végtelen sok van a gorbére merdleges

sikban.

8.2. abra. Erint6, normalis, binormalis

A ([BT4) egyenletben allo kvadratikus tag értéke allando és egy. Kovetkezésképp zérus
értékid az abszolut derivéltja:

16 )
(8.78) 5%(%1)\ )\)—gklEA =0.

A BT7) és (BTR) képletek egybevetése szerint a dA!/ds vektor az L térgorbe egyik nor-
malisa. A §A!/ds normalissal parhuzamos egységvektort jul-el jeloljiik és a

K = —
(8.79) =5
guptpt =1,  K£>0
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egyenletekkel értelmezziik. A képletekben allo k az L térgorbe gorbiilete. Ez pozitiv vagy
zérus. A ! egységvektor pedig az £ térgérbe tn. fénormdlisa.

A térgorbe adott pontjaban a A érinté és p f6normalis altal kifeszitett sik a gorbe
simulosikja.

A k gorbiilet reciproka az L térgorbe R gorbiileti sugara:
(8.80) Rl R>0.

K
Ha a p* és A merélegességét kifejezd
(8.81) G A =0
szorzat abszolit derivaltjat képezziik majd az eredménybe helyettesitjiik a
guptut =1 & guNN=1
egyenleteket, akkor a

5 5t SN
8.82 2 kA = (—Al RO
( ) 55 (gkzu ) Gkl 5 +p 5s>
Sk Sk
=gk %/\l"f’/fgkl Pt = g\ (/f/\k-F%) =0
Y —

képletet kapjuk. Legyen

Sk
8.83 W=k N+ ——.
(8.83) RAT+—
A (B82) egyenlet szerint b* és Al mercleges egymasra:
(8.84) gub" A =0.

Vegyiik észre, hogy a (8177) képletre vezets gondolatmenet a gy u* pu! = 1 szorzatra is
alkalmazhat6. Kovetkezésképp fennall a
ot
e
egyenlet. Ez azt jelenti, hogy mer6legesek egymasra a u* és du'/ds vektorok.

A (B3I és (B8H) képletek felhasznalasaval azonnal adodik, hogy a o' vektor a p*
fénormalisra is merdleges. A (B83)) segitségével valoban irhato, hogy

(8.85) gr i 0

5,ul 5,u,l
g = g " (,{)\14-%) =K g N + g pF 35 0,
0 N——r

0

A b vektorral parhuzamos v egységvektort, mivel mind a A érint6 egységvektorra, mind
pedig a p fénormalis egységvektorra mer6leges binormdlisnak nevezzik, és a

(8.86) V= P )Py

egyenlettel értelmezziik. Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a AP, u? és ! vektorok jobbsod-
ratu triddot alkotnak, hiszen a (8.80]) értelmezd egyenlet felhasznalasaval adodik, hogy

(8.87) yt =PIt =1

A (B0 és a (B83) egybevetésébsl a

V=10t = kA

ot

ds
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vagy atrendezve a

oy l

8.88 — =7 =g\
(8.88) 5. =TV Tk
eredményt kapjuk, ahol a 7 z 0 az L térgorbe torzidja az adott pontban.

Tovabbi hasznos Osszefliggés vezethetd le, ha a (880]) egyenlet abszolut derivaltjat
képezziik, majd helyettesitjik a (879) és (888) képleteket és kihasznaljuk, hogy zérus a
parhuzamos vektorok vektorialis szorzata:

o' g 0N ! o ! ! l

5e =g 5—Spu +ePl ), 5—; =rePpPpt 4N, (tv,— kA = —1e P 1\,
Ha figyelembe vessziik, hogy jobbsodratu triddot alkotnak a v?, A, és pu? vektorok a
l? y, )\, vektorszorzatra a u' érték adodik. Ezzel

Sv!
8.89 — =7y
(8.89) 5o = TH
A BT9) (BBY) és (B89) képletek az un. Frenet formulak.
GYAKORLATOK

1. Tegyiik fel, hogy u* valodi vektor. Igazolja, hogy ekkor valodi masodrendi tenzor
az u®.; kovarians derivalt.

2. Tegyiik ismét fel, hogy u* valodi vektor. Mutassa meg, hogy ekkor valodi skalar
az u* . divergencia.

3. Igazolja, hogy zérus értékiek a 6%, és g ki.m KOvarians derivaltak.

Igazolja a (8.39) egyenletben részletezett lépésekkel, hogy eP7". = 0.

5. Mutassa meg, kétféleképpen is, hogy €,..,,, = 0.

s



9. FEJEZET

A feliiletek differenciadl-geometriajanak alapjai

9.1. A FELULET GEOMETRIAJA

9.1.1. Goérbevonali KR a feliileten és a feliilet kornyezetében. Az (y',y?, %)
kartéziuszi KR-ben egy feliilet egyenlete kétparaméteres fiiggvény. Az altalanossig meg-
szoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a vizsgalt sima S feliilet egy (z!, 2%, x®) gdrbevonali
KR 23 =0 koordinatafeliilete; az x!, 2% gérbevonal koordinatak pedig a feliilet paraméte-
rei. Az o', 22 koordinatak kétdimenzids gorbevonalit KR-t, mas, gyakori elnevezés szerint
feliileti KR-t alkotnak az S feliileten.

Az 2? koordinatavonalak, feltevés sze-
rint, a feliiletre meréleges egyenesek, az a®
koordinata pedig az S feliilettsl mért elGje-
les tavolsag. Az igy felépitett (x!, 22, 23) gor-
bevonalu KR-t feliiletre épitett térbeli gor-
bevonalit KR-nek, vagy a rovidség kedvéért,
kovetve az eddigi szohasznélatot egyszertien
(2!, 2% 23) térbeli gorbevonali KR-nek ne-
vezziik.

Az (21,22 2® # 0) koordinataju P tér-
pontban értelmezett mennyiségeket feliilvo-
néssal jeloljiik és indexeiket kék szinnel szed-
jik. Az S feliileten értelmezett mennyisé-
gek esetén nem alkalmazunk megkiilonboz-
tetd jelolést. Az un. athelyezd tenzorok ese-
tén (ezek ui. a P, illetve P ponthoz tartozo
kétponttenzorok) az segiti majd az olvasot
a megkiilénboztetésben, hogy a P ponthoz 9.1. abra. Feliiletre épitett KR
tartozo index kék.

Leolvashato a abrarol, hogy az S feliilet tetszéleges P pontjanak r = r(z!, 2%) a
helyvektora. Legyen az a3 az S feliilet normélis egységvektora a P pontban:

(9.1) ag-azg=1.

A P pont helyvektora, tekintettel az x5 koordinata fenti értelemezésére
(9.2) t(z!, 2%, 2°) = r(a', 2?) +2’az (2t %)

alakd.

Az r(x1,75) helyvektor ismeretében a P pontbeli kovarians bazisvektorok az (L38)
képlet alapjan derivaldsokkal kaphatok meg:

g,=F ,=r,+1a3,,
gs=r3=as.

Vegyiik észre, hogy a (@) és (@3); képletekbsl adodoan
(9.4) g3-g3=az-azg=1,

95

(9.3)
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ahonnan z% szerinti derivalassal

(9.5a) 83,083 =asq-a3=0
adodik. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
(95b> gS,a = 33704

vektor meréleges a g3 bazisvektorra. Ha emellett azt is figyelembe vessziik, hogy r ,-az=0
(r o a feliilet érintdsikjaban fekszik, ag a normalis), akkor kapjuk, hogy

(96) g3o¢ = ga& = g3 ga = g& : (r,a +x3a3,a) =ag- (r,a +x3a3,a) =0
A ([@.4) és ([O.6]) képletekbd] azonnal kévetkezik, hogy
gin giz O
(9.7) O] =[8k-&=| G21 G2 O
0 0 1

a kovarians metrikus tenzor szerkezete a P pontban.

A g* kontravarians bazisvektorok az (L23al), (L25); és (3.14al) képletek alapjan sza-
mithatok. Ha egy index 3, akkor a mésik két index csak az 1,2 értékeket veheti fel ezért
kapjuk, hogy
(98&) ga X gﬁ = \/aeaﬂ3g3 = gocﬁng .

(A permutécios szimbolum és a Kronecker delta értékkészlete KR fiiggetlen, ezért ese-
tiikkben nem alkalmazzuk a feliilvonast). Innen

(9.8b) g1 X8 =/Joc1238”
amelyben a vektorszorzat nyilvanvaléan meréleges az S feliiletre. Kovetkezésképp

1
(9.9) g'=—=gixg =\a;.
Vo

Itt a A\ egyeldre ismeretlen paraméter. Ugyanakkor, tekintettel a ([@3),, ([@9) és (@)
Osszefiiggésekre

1=0,"=g;-8" = \az-ag
ahonnan \ = 1, kovetkezésképp
(9.10) g'=g;=a’=ay.
A g! és g* bazisvektorok a ([0.9)-re vezetd gondolatmenet ismétlésével és a ([O.10) felhasz-
nalasaval adodnak:
(9.11) o X 83 =Ea3s8” |

1 1 1 1
(9.12) ==& X&=——8Xa, B =—"—gX&=——a;x8.
Vo Vo Vo VY

Az utobbi egyenletbél, tekintettel a (@.I0)-re, azonnal kovetkezik, hogy a g' és g2 mers-
leges a g° = a3 vektorra — ag a feliilet normalis egységvektora — és igy

(9.13)

Ez az eredmény azt jelenti, hogy a kontravaridns metrikus tenzor szerkezete ugyanolyan,
mint a kovarians metrikus tenzoré:

(9-14) 5" =1g"-gl=| 7" 7 0
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A ([@14) 6sszefiiggés abbol is kovetkezik, hogy g* inverze gj-nek.
Az (L23h), ([I27), és ([B.I14D) osszefiiggések felhasznalasaval azonnal adodik, hogy
a (@.8al) egyenletnek a

(915) ga % gﬁ — \/?eaﬁi’rgg _ gaﬁiigg

képlet, a (@I1))-nek pedig a

(9.16) g% x gS _ g@gﬁgﬁ 7

az analogonja. A (@.I0)-bol, megismételve a (A.I2)-ra vezets gondolatmenetet,
(9.17) 8= —=gxg'=—=g'xa’, g=—=g'xg'=—=a’xg".

V3° v9° V3° v9°
kovetkezik.

A feliilet P pontjaban az z® = 0 helyettesitéssel képezhetSk a bazisvektorok és metri-
kus tenzorok. A kovarians bazisvektorok és a metrikus tenzor a ([@.3)), . . .,([0.7) képletek
felhasznalasaval a

ga :ga x’y’o =ag =T o,
(9.18) (_ 7)

g3 = g3(27,0)
933 =ga3(27,0) = az =1,
(919) Ja3 = g3a = ?]304(5157,0) = Qa3 = A3q
9o = Gop(27,0) = aag ,

alakban irhatok fel, ahol az a, vektorokat és az a.g tenzort rendre a (@.I8); és (O.19);
Osszefliggések értelmezik.

Az a,, vektorok az (z', 2%) feliileti gérbevonaltt KR kovarians bézisvektorai, a,s pedig
a vonatkoz6 metrikus tenzor.

A P pontbeli kontravarians bazisvektorok és metrikus tenzor lokalizalas, illetve a (9.12)),

@10), @13), ([@I14) képletek segitségével kaphatok meg:

gl=g'(27,0)=a' = 8o X g3 =

1 1
V90 Vo
1 1
(9.20) g? = gQ(xV,O) —a’= g3 X g = azxaj,

Vo Vo

27,0) =a’ = as,

az Xag,

P =gB@0)=a® =1,

(9.21) g% = g% = (@7,0) = = ¥
gaﬁ — go‘ﬁ(xV,O) — a%8

Itt

(9.22) o= go = Go(27,0) .

A kontravarians bazisvektorok a (35); szerint, kihasznalva a (OI8)o-t ¢és a (@.21));-et,
indexemeléssel is szamithatok:

(0.23) a’ =g’ = g"g = a¥Paz = a,

' a® =g" = g"'g; = g*'gy = a™a, .

Az a® vektorok az (xt,2?) feliileti grbevonaltt KR kontravarians béazisvektorai, a®?
pedig a vonatkozé kontravarians metrikus tenzor.
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Az a.p és az a’7 metrikus tenzorok kielégitik a (ZIT)) egyenlet analogonjat:
(9.24) aopa® =46," .

A feliileti epszilon tenzort, felhasznélva az (L26alb), (BI4alb) és (OI8) sszefiiggése-
ket, valamint a permutaciés szimbolum [[2.3] szakaszban adott értelmezését az

Eaf = EapB3 = 50453(1‘7’0) = V0o Cnp3 ,

8046 — 80463 — {-fﬂéﬁg(l"y,(]) — 1 eaﬁ?)

Vao

(9.25)

egyenletek definialjék, ahol

(9.26) a’=g°=g¢°(27,0) .
Mivel
(9.27) Eap = Eapz, €EF =cP3

fennallnak az

51125222811282220,

(9.28) 1 o1
e12/V/ao ="V a, =1, €21/ o ="V a’ = —1
egyenletek.
A
aB _ s as B B85 «
e =0,%,7— 0,76,
(9.29) g SRR

5&5‘1’\ =05", 5a55a5 =2

osszefiiggések az (L27), (L28alb) képletek feliileti analogonjai. Kénnyen belathato a (9.29)),
osszefiiggés felhasznalasaval, hogy a feliileten tekintett b _” masodrendi tenzorok] deter-
minansa a

1
(9.30) b"] = 5 eruby b5"

modon szamithato.
A feliileti koordinatarendszer béazisvektorait illetGen, tekintettel a ([0.8al), (2.15), (@11,
([@I6) egyenletekre, valamint a feliileti epszilon tenzor (0.25]) alatti értelmezésére, az

Aq Xag = 6a5333 = 60,533
(9.31) 5
a® x a’ ="a; = *Fa,

a, Xag = §a35aﬁ = 53aa3
(9.32) 5 5
a“xa’=¢" Baﬁ = Poa,

Osszefliggések allnak fenn.

9.1.2. Christoffel szimbo6lumok. A g, metrikus tenzor szerkezetébdl — v.o.: (O.7) —
kovetkezik, hogy

(9.33) J3mp =0

A ([@33)) képlet kihasznalasaval a (89), ([84), illetve (81T Osszefliggésekbdl az alabbi
egyenletek adodnak a Christoffel szimb6lumok szamitésara:

(934) f33,p = f37r,3 = f7r3,3 =0 )

1A b.” tenzor az un. gorbiileti tenzor, melyet csak késébb a a ([@.45])2 Osszefiiggéssel értelmeziink.
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Cups=8ap 83 =

_ 1 _ _
Pn)\,u = 5 (gku,m+gnu,k _g,%)\,u) .

A h.s mennyiséget a ([@.37); egyenlet értelmezi.

Az elvben tizennyolc kiilonb6z6 els6faju Christoffel szimbolum koziil az az 6t, melynek
indexei kozott a harmas legalabb kétszer fordul elg — v.6.: (@34) — azonosan zérus. A
méasodfaju Christoffel szimbolumok a (8.3]) képlet baloldala segitségével hatérozhatok meg.
A szamitasok soran vegyiik figyelembe, hogy a (@.5a) és (0.34) egybevetése alapjan

(9.36) 830-83=0,
és hogy
(937) g373 = 21373 =0 s
hiszen a g; = ag vektor fiiggetlen az 23-t6l. Nem részletezve az egyszerd atalakitasokat a
(9.38) f:?:z = f:ir = fg:a =0,

Tog=8as & =—8" a8,
(9.39) I =8.8'=-8,8,

Fgg = ga,ﬁ : g“

eredmény adodik, ahol a (9:39); » esetén megfelels indexcserékkel helyettesitettiik a (810)-
et is.

A mésodfaju Christoffel szimbolumok indexemeléssel is elGallithatok, ha az elsGfaju
Christoffel szimbolumok ismertek. Valoban a (87) képletbe helyettesitve a (@.34)-et és
kihasznalva, hogy a g* specidlis szerkezetii — v.6.: (@.13) — azonnal megkapjuk (0.35)-at
Ugyanilyen modon, a (0.30) felhasznalasaval, és az eredmény (9.39)-el torténs egybeveté-
sével ellenérizhetd, hogy

ag =035 = hop = 8up &,
(9.40) 4 =T3, ﬂgﬁu = —Ba[a?]ﬁ“ =—h})=83,8",
L5 = Ts0,0"" = 8a5-8" -

Hasonloan az elséfaju Christoffel szimbolumokhoz, azok a masodfaja Christoffel szimbo-
lumok, melyek indexei kozott a harmas szam kétszer fordul el zérus értékiiek.

A

,1

Go3 =8a"83=0
kifejezés 2° szerinti derivalasaval a
ga,ﬁ : g3 +ga : g3,ﬁ =0

eredmény kovetkezik, ahonnan a (O.10) és a g, = g,.&" képlet helyettesitése utan, tekin-
tettel a (@.40)-re, és a (@.40)s-re, a
(9.41) L35+ Gou Ll = has— g Gua =0
Osszefliggést kapjuk.

A Christoffel szimbolumok feliileten vett értékei lokalizalassal kaphatok meg a (0.34)),

[@39), ([@.37) és ([@.40) képletekbol:

Elsdfaju Christoffel szimbolumok :
(9.42) I33p=I3:3=1733=0,
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Laps = —% Ja83ly00 = 8Ba,p" 83 = Ba,583 = hap(27,0) = bag ,
(9.43) 305 = % GaB.3l 50 = 83,0°83 = A3 -85 = —hop(27,0) = —bag
Ly = % (Gojir + Grp ) — Grrp) = % (@rpr + Q) — A p) -
Masodfaji Christoffel szimbolumok: :
(9.44) Dy =T4 =T%=0,

Las = hap(27,0) = bas = 8as°8° = —8° 0 83 = Ang-a’ = —a’ ;-2
(945) F;a == Balt(l"y’o) = _bau =83a- gM = gu,a ‘83 = a3 al = au,a -as,
[l = T3a,(27,0)g (27,0) = T [3(27,0) = 8o 58" = aa 5-a" .

Az S felillet b,p gorbiileti tenzorat a (9.43)),, vagy a (9.43))> egyenlet értelmezi A A
b, a gorbiileti tenzor vegyes indexes alakja. Vegyiik észre, hogy b,s szimmetrikus az a
és (8 indexekre nézve. A [0.1.3l szakaszban megmutatjuk majd, hogy valodi feliileti tenzor
az S feliileten értelmezett gorbiileti tenzor.

A ([@75), képletbol kovetkezik, hogy

(9.46) [3.8, =08, =830 =234 -

A ([@74), [@3) és a (OI8) egybevetése alapjan

(9.47) 8o =8ut2Ti g =(5,"—2°b,") g = (6,” —2°b,") a, .
Legyen

(9.48) p =06 -1, .

Ennek az Osszefiiggésnek a felhasznalasaval a (@.47) atirhato a

(9.49) 8a = 1t 8y = 1o/ Ay

alakba. A fenti képlet a P pontbeli g, = a, bézisvektorokat, azaz az (2!, 2?) feliileti
KR bézisvektorait transzformélja a P pontbeli g, bazisvektorokka. Ezek az x® = allando
feliileten tekintett bazisvektorok.

Vegyiik észre, hogy a u1,” tenzor v indexe az x® = 0 koordinatafeliilethez tartozo, vagy
ami ugyanez, az (z!, z?) feliileti KR-ben tekintett tenzorindex.

9.1.3. Feliileti tenzorok. Legyenek &' és €2 1j gorbevonalt koordinatak az S feliile-
ten:

(9.50a) € =¢(at, 2?) .
Legyen tovabba
(9.50b) &=,
Fel fogjuk tételezni, hogy kolcsonosen egyértelmii a ([@Q.50a)) fiiggvénykapcsolat, azaz
o€
9.51 Jeo=|7—=|#0.
(9.51) &= 5.5 7

A (€4,€2,83) és (a!, 2%, 2®) feliiletre épitett gorbevonaltt KR-eket a[0.2l abra szemlélteti.

2A gorbiileti sz6, mint jelzé geometriai hatterét a 22 alszakaszban tekintjiik at.
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Ha valamely

mnr Jmnr 2 ikl 77kl
qmnr = dmT (€,0) 6 dM, = dM, (27,0)

P
tenzorok
3 7p3 . 3 7083
/d e 1/3(€’y) = /d e 1/3(€’Y7O) €s daﬁ 03(.%-7) = daﬁ aB(xW7O)
részei (altenzorai) kovetik a koordinata transzformacié soran, ésszhangban az (B.3]) kép-
lettel, a

Oz 0P OV
9.52 AP L (27) ="d™3 (& —
( a’) 0'3(3: ) V3(€ )aé-ﬂ aé-p oro
vagy ami ugyanaz a fenti szabaly megforditésat jelentd
0E™ 0P Ox”
.52b ™3 (€YY = d°P3 ()2 DS
(9 i) ) l/3(£ ) 03(1' )axa axﬁ ag,/

transzformécios torvényt, akkor a vonatkozo
AT (€7) e A7)

altenzorok ugyanazon feliileti tenzorok. Masként fogalmazva a fenti altenzorok, valodi
feliileti tenzorok.
A feliileten értelmezett mennyiségékre forditva tovabbiakban a figyelmet ugy is fogal-

mazhatunk (@52alb) alapjan, hogy
W) e kel ()

ugyanaz a kétszer kontravarians, egyszer kovarians feliileti tenzor, ha a

0™ 0z 0¢°
) hoB (V) = "h™P (&7
(9 53&) z/(x ) 0(5 )agw agp al.u
vagy ami ezzel ekvivalens, ha a
0™ 0P Ox”
.53b 'R (€)= hP (27 —
(9.53b) €)= ) ST o

egyenletek teljesiilnek.
Kimutathato, hogy a
Gop = Gap 68 g*% =a™’
.2, 67, Kronecker szimbélummal a feliileti KR egységtenzo-
rai. A (0.20) képletekkel értelmezett feliileti epszilon tenzorok ugyancsak valodi mésod-
rendd tenzorok.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a b,z gorbiileti tenzor is valodi méasodrendi feliileti
tenzor. Az atalakitasok soran sziikség lesz a (£1,€?) és (z!, x?) feliileti gorbevonalu KR-ek
bazisvektorai kozott fennallo transzformécios képletekre. Szem el6tt tartva, hogy (@.3))
([@.I8) képletek csak annyiban véltoznak a (€1, 2, €3) KR-ben, hogy &-t kell irni z helyére,
tovabba kihasznalva, hogy

metrikus tenzorok, egyiitt a o

€3 — 43 — 0
az S feliileten irhatjuk, hogy
or or Oz Ox" _
867 9eF ~ Dum 068 0gP "
Kovetkezik a (€1, €2, €3) KR értelmezésébsl — v.6.: [@2L abra, illetve a jelen szakasz els6
bekezdése —, hogy

(9.55) ‘g, ="g’=a;y.

(9.54) /
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9.2. abra. KR-ek a felilleten

A ([@43) osszefliggés alapjan, kihasznélva a (@.55)-et is, kapjuk, hogy

!/ a/ !/ a/
bapg = 6—50‘% " 83 = a—gagﬁ "83

a gorbiileti tenzor a (&1, €2) feliileti KR-ben. A (0.54) transzformécios képlet helyettesitése
és a szorzatderivalas szabalydnak alkalmazéasa utan innen a

o [0z~ oz (0 O a"
/b = ,b = [ — — Ex . [ — w |- a B8 e
op = Vga [aga (aggg )] 8= 5ep (agag) g3+ Jea §" 8- 83
eredmény kovetkezik. Utobbi képlet tovabb alakithato, ha

— figyelembe vessziik, hogy a g, vektor meréleges a g3 vektorra és
— kihasznéljuk, hogy

o 0 0"
oo~ Dz OEe

tovabba, ha
— a (@43) egyenlet alapjan felismerjiik, hogy megjelenik a képletben a by, :

" 02" 0xz7 (0 —@%b
BO( - agﬁ aga axg glﬁl g3 - afﬁ aga RO

Osszevetve ezt az Osszefiiggést a (.53D) transzformécios képlettel azonnal adodik a ko-
vetkeztetés, hogy a b, gorbiileti tenzor valodi feliileti tenzor.

Mivel valodi tenzorok linearis kombinéacidja is valodi tenzor a (@.49) képlettel értelme-
zett p,” tenzor is valodi tenzor.

9.2. A FELULET BELSO GEOMETRIAJA

9.2.1. Meusnier tétele. Az S feliileten vett ivelem vektornak nincs gs iranyt ssze-
tevGje:

(9.56) dr = g,dz® = a,dz” .
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A

ds® =dr-dr = g,dz® - ggda’ = g,pda®ds’ =

9.57
957 = gipdztdat +2¢10datda? + goodada?

ivelem négyzet az S feliilet elsd alapformdja. A Gauss altal bevezetett klasszikus
guu=an=A4, gi2=a12 =B, Goz = =C
jelolésekkel a fenti egyenlet a
dr-dr = Adz'dz! +2Bdztda? 4+ Cda?da?

alakba irhato at.
A ([©9:43), képletbdl kivetkezik, hogy

(9.58a) €30 = —bopg’
azaz, hogy
(9.58b) dgs = g3ada® = —besg’da”

A ([@50) és ([9.58D) egyenletek skalaris szorzatat képezve az S feliilet mdsodik alapformd-
jahoz jutunk:

dgs-dr = —basg’da” - g,dz" = —ba” dz*dz” = —b,sda*da”

9.59
( ) = — blldl'ldl’l — 2b12dl’1d$2 — b22d$2dl'2

A Gauss altal bevezetett
bnu=2D, bip=D' ) age = D"
jelolésekkel
dgs-dr = Ddz'dz! +2D'dz' dz? + D"dx*da?
a méasodik alapforma alakja.

A abra olyan feliileti gorbéket szemléltet, ezeket rendre h, és h jeloli, melyeknek
a P pontban kozos érint6jik van. Vegyiik észre, hogy a h, gorbe

a3

9.3. abra. Osszefiiggés gorbiiletek kozott
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az S feliilet egy normalmetszete, mivel a h, gorbét kimetsz6é N, siknak a P pontbeli feliileti
normalis, az x® koordinatavonal az egyik tartéegyenese. A h gorbe ugy szirmaztathato
példaul, hogy az N, sikot elforgatjuk a h, gorbe P pontbeli érintGje koriil, és az elforgatott
sik, ezt N jeloli, valamint az S feliilet metszésvonalat tekintjiik.

A kovetkezSkben azt a kérdést vizsgaljuk, hogy van-e valamilyen kapcsolat a h, és h
gérbék P pontbeli gorbiiletei kézott.

Legyen x® = z(s) a h gorbe egyenlete, ahol s az ivkoordinata. A h gorbe érintdje a

dr or dz® dz®

A=\Ng, = — = = N
8= 15~ Gro ds ds ©
képletbdl szamithatod, azaz
dx®
9.60 A= —— N =0.
( ) dS Y

A X3 koordinéta (Osszetevd) elttinése azt a nyilvanvalo geometriai tényt fejezi ki, hogy a A
érinté egységvektor az S feliilet érintGsikjaban fekszik és igy nincs a feliilet normaliséval
parhuzamos Osszetevdje.

A h gorbe gorbiilete a (879) képlet alapjan szamithato:

oA
Y o "1207
s

ahol k a gorbiilet, a p normalis pedig a gorbe simuldsikjaban, ez most az N sik, fekszik.
A (BT0) és (B25) képletek felhasznélasaval, az utobbi esetben \*—t gondolva u” helyére,
a fenti egyenlet atalakithato:

K= (i;—): ge =N g =N [N +Th N g =
=N N AT AN g+ AT [N +T2 N ] g5
A kovetkezd 1épésben hasznaljuk ki a (O.60), a ([0.45]); 6sszefiiggéseket :
(9.61) Ep=N [N +TEN] ge+bepA™Ngs .

A ([@6I)-re vezets gondolatmenet a h, gorbe esetére is érvényes. Az eredményt ille-
tGen figyelembe kell venni, hogy a p, vektornak nincs az S feliilet érintGsikjaban fekvo
osszetevije. Kovetkezésképp

(9.62) Ko by = brp A" N g3 .
A ([@62) (O.6I)-be torténd helyettesitésével a

k=N [)\XJ, +F;§n)\’"] g\ + Ko L,
képlet adodik. Végigszorozva ezt az egyenletet p -val a

(9.63) ‘ K cosV = Kk, = allando ‘

eredményt kapjuk. Szavakban: mindazon feliileti gorbékre nézve, melyeknek kozos az érin-
t¢jiikk a P pontban a k cos 1) mennyiség invarians azaz allando6 értékd. Ez Meusnier tétele.

A h és h, gorbék

egyenletekkel értelmezett gorbiileti sugarait felhasznélva (0.63)-bol az

(9.64) R= R, cos




9. A feliiletek differencial-geometriajanak alapjai 105

Osszefliggés kovetkezik. Az utobbi képlet szerint R egy R, atfogdju derékszogl haromszog
¥ szog melletti befogodja.

Az S felillet P pontbeli g3 = ag normalisara, mint tartdegyenesre illeszkedé N,, N
siksor a h,, hg gorbéket metszi ki az S feliiletb6l. A h,, hg, stb. normalmetszetekhez
tartozo k() eldjeles gorbiiletet a (L62)egyenlet ag—al valo skalaris atszorzasaval kapott

(9.65) Kn) = brp AN

egyenlet értelmezi, ahol A a normélmetszetet meghatérozd egységvektor (annak érintd
vektora), tovabba

~ akKp) =K, hap, g3=p, a3>0
és

— akm =—kKoha p, g3=p, a3<0.
A4 abran vazolt esetben p,-a3 <0.

9.2.2. Gorbiileti tenzor. A (Q.67) képlet szerint a normaél metszet r(,) elGjeles gor-
biilete, vagy ami ugyanaz az S feliilet gorbiilete a normal metszetben, a P pontbeli érinté
egységvektor és a gorbiileti tenzor kétszeres skaléris szorzata. Ez az a koriillmény ami miatt
a byp tenzort gorbiileti tenzornak nevezik.

Az S feliilet R(,) elGjeles gorbiileti sugarat a feliilet h, normal metszetében az

(9.66) 1/R(n) = —/-i(n) = —bﬂp)\ﬂ)\p

egyenlet értelmezi. A negativ elGjelnek az a magyardzata, hogy az S feliilet h, normal
metszetében akkor tekintjiik [pozitivnak| {negativnak} a gorbiileti sugarat, ha a feliilet
g3 = ag normaélisa a gorbiileti [kbzéppontdl el|{kézéppont felé} mutat.

vllo

9.4. abra. A feliilet normaélisa koriil forgatott sikok és a feliilet metszetei

Az S feliilet P pontjaban a k() el6jeles gorbiilet folytonosan valtozik, ahogy az N,
sikot forgatjuk a feliilet normélisa koriil (kivéve, ha az S feliillet gomb, vagy sik a P pont
kornyezetében). Ugy is fogalmazhatunk, hogy az el6jeles gorbiilet folytonosan valtozik,
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amikor az érint6 egységvektor forog a P ponthoz illesztett érintésikban. Felmeriil tehat a
kérdés, hogy melyik az a A\™ irany, amelyre nézve szélsGértéke van a normélgorbiiletnek a

(9.67) Tup NN = @ AN = 1

mellékfeltétel fennéllasa esetén. A kérdés megvalaszolasa, amint az a kittinik majd a kovet-
kez6 gondolatmenetbdl, a gorbiileti tenzor sajatérték feladatara vezet. Ezt azért részletez-
ziik a 6.2l szakasz eredményeire torténd részletes hivatkozas helyett, mivel (a) a gorbiileti
tenzor minddssze kétméretd tenzor (b) a gondolatmenet variacios megfontolason alapul
(c) a gondolatmenet megadésa énmagaban teszi olvashatova a jelen fejezetet.

Legyen a x egyel6re hatérozatlan Lagrange-féle multiplikiator. A felvetett geometriai
probléma az

(9.68) F(N,x) = bagA AN — X (aqgA* N — 1)
funkcional szélsGértékének meghatéarozasaval ekvivalens. A

or
oA
szélsGértékfeltétel homogén linearis ER a A\g szamitasara. Trivialistol kiilonb6z6 megoldas

feltétele — ilyen megoldas a (9.67)) mellékfeltétel miatt kell, hogy létezzen — a (0.69) ER
determinansanak eltiinése:

(9.69) = (bas = Xaap) X = (b,” =x3,")As = 0

bl1 —A b12 —
(9.70) bl b2 | 0.
Legyen
1
(9.71) By=by" é  Bi=Ib’|= 3 e*e,b,"bs".

A ([@.70) determinans kifejtésével a

X' —2Hx+K =0,

9.72
(9.72) H=B;/2, K=By

masodfokt egyenlet adodik a y Lagrange-féle multiplikator szamitasara. A y multiplikator
a ([@.69) egyenlet \*-val torténd végigszorzasaval és a ([0.67) mellékfeltétel kihasznéalasaval
kapott
(9.73) bas AN = XA AN = Do AN —x =0, A Ng—x =0
egyenlet szerint, tekintettel a (Q.63))-re, a keresett normélmetszetbeli gorbiilet.

A ([@72); egyenlet x(1) és x(2) gyOkei a fogorbiiletek. A gyokdk és egyiitthatok kozotti
Osszefiiggések szerint

(9.74) X tXxe =2H, XX = I,

ahol H a kozépgorbiilet, mig K, az tn. Gauss-féle gorbiilet, a két f6gorbiilet szorzata.
Ha a (@.72); egyenlet gyokei kiilonboznek egyméastol, akkor csak egy megoldéasa van a
vizsgalt geometriai problémanak.
A vonatkozd Ay és Ag vektorok a b,p gorbiileti tenzor fGirdnyait, vagy ami ugyanaz, a
feliilet egymasra kolesonosen merdleges f6metszeteit jelolik ki. Valoban, ha a x(1) és x(2)
[@69)-be torténs helyettesitésével kapott

bog AP = aog NP
6(1) X 6(1)
(9.75)

bos AP = X(2)0as \°
Py NG
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egyenleteket rendre végigszorozzuk
A és A “-val
(2) (2)

majd pedig a két egyenlet kiilonbségét képezziik — kihasznalva ekozben, hogy a gorbiileti
és metrikus tenzorok egyarant szimmetrikusak — akkor a

9.76 — Ao NN = — AN, =0
(9.76) (X —x@) 5070 (X X(2))(1) 2

eredményre jutunk, ami vildgosan mutatja, hogy a féiranyok kolcsondsen merdlegesek
egymasra.
Konnyen igazolhato, ismét kihasznélva a gorbiileti és metrikus tenzorok szimmetridjat,
hogy a (O.72)); egyenlet gyokei valosak.
A ([@60) egyenletbdl adodik, hogy
(9.77) Ry = s Ry = .
X() X(2)

a f6gorbiileti sugarak.
A ([@69) egyenlet alapjan konnyen belathato, hogy a f6gorbiileti sugarak a

(9.78) |0,° + Riyby”| =0

egyenlet megoldasai.
A féiranyokat mindeniitt érint§ feliileti gorbéket gorbiileti vonalaknak szokéis nevezni.
Stk és gombfeliileten barmilyen feliileti gorbe gorbiileti vonal.
Legyenek kiilonboz6ek a x(1) és x(2) gyokok kiilonbozéek. Legyen tovabba &', &2 a
gorbiileti vonalak altal alkotott feliileti KR. Ebben a KR-ben

_ Iy 1y . Iy 27
(979) Al = (i\) ay €S AQ = é\) Ay ,

ahol az ‘a; és 'a, vektorok elGjelét tugy szokas megvalasztani, hogy egyiitt az ‘a; = a3
vektorral jobbsodrati KR-t alkossanak. A gorbiileti vonalak ortogonalitasa miatt

A (@.69) egyenlet alapjan frhato
(/baﬁ _X(l)/a’aﬁ) /(i\)ﬁ =0.

Osszefliggést végigszorozva '()\)O‘—val, kihasznalva tovabba a (Q.79) és (O.80) osszefiiggéseket,
1

a fenti képletbdl a

(9.81) /b12 — ,b21 — 0 .

eredmény adodik, mivel a gorbiileti tenzor szimmetrikus.

A (O.80) és (O.81) egylittes fennallasa esetén a
¢! = allando és £? = allando

koordinatavonalak gorbiileti vonalak.

Tekintettel a (0.24) és (O.80) képletekre a gorbiileti vonalak KR-ében

22 s 112
='a;;;a”=0

I 2 / /12 / !
ahonnan

(9.82) ‘a? ="a*=0.
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hiszen szimmetrikus a feliileti metrikus tenzor. Ami a gorbiileti tenzor vegyes indexes

alakjat illeti a (O.81) és (O.82) felhasznalasaval adodik, hogy

(983&) /b12 — ,b11/a12 + /b12 ,CL22 —
Hasonléan mutathato ki, hogy
(9.83b) ‘b, =0.

A (@73), (@79), (@83ab) kihasznalasaval a
9.84a, :/bﬁ/)\a/)\ :/bll)\ll)\ —|—lb2/)\2/)\ :/bl
(9.842) I L IO R BN O
Ugyanigy mutathato ki, hogy
(984]3) X(©2) = ,522 .
A ([@83alb), (@84alb) és ([O.66) egybevetésebdl:

bt 0 X 0 —1/R 0

9.85 b Pl = 1 = 1) - 1)
95) b { 0 by’ ] [ 0 Xxe 0 —1/Rp

a gorbiileti tenzor vegyes indexes alakjanak szerkezete a gorbiileti vonalak KR-ében.
Ha
(9.86) K = )X = —— = b7 > 0
MX(2) R R ™ ,
azaz pozitiv a Gauss-féle gorbiilet, akkor a P pontban azonos a fégorbiiletek, illetve a gor-
biileti sugarak elgjele (mindkét f6gorbiilet negativ, vagy pozitiv, illetve mindkét gorbiileti
sugar pozitiv, vagy negativ).
A
K=0
esetben — egymastol eltérd fGgorbiileteket tételezve fel — az egyik f6gorbiilet zérus. A
vonatkozo f6gorbiileti sugar pedig végtelen. A masik f6gorbiilet mind pozitiv, mind pedig
negativ elGjeld lehet.
A
K <0

esetben a fégorbiiletek, illetve a f6gorbiileti sugarak kiilonbozé elGjeltek.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy a zérus gorbiiletd irdnyokat megado

(9.87) K= bag AN = b, P\ N5 =0

egyenletnek az irdnyt kijel6l6 A* vektorra vonatkozéan

valosak és kiilonbozGek K <0
valosak és egybeesnek a gyokei, ha K=0
konjugélt komplexek K>0

Masként fogalmazva a P pontban és a P elemi kornyezetében a feliilet A* zérus f6gorbiileti
iranya altal kijelolt {normalmetszetei }[norméalmetszete]

K <0 }.
K=0].

{ két egyenest alkotnak,

[ egy egyenes, ha

A K >0 esetben a P pont kdrnyezetében minden normalmetszetben azonos elGjeld és
zérustol kiilonb6z6 a gorbiilet és igy nem létezik egyenes normalmetszet.
A ([O.87)-bol adodo iranyokat aszimptotikus irdnyoknak szokas nevezni.
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Ismeretes a geometriabol, hogy az ellipszoid gorbiiletei azonos elGjeliek. Egy para-
bola esetén a parabola tengelyére és a parabola sikjara mer6legesen torténd eltolasaval
generalt hengerfeliilet alkotéi mentén zérus a gorbiilet. A hiperbolikus paraboloid, az un.
nyeregfeliilet, gorbiiletei pedig kiilénbozbek lehetnek elGjelitkben.

%3

a3

R, A,
(1) ag 7\42
/ A
>7

P 3

Aag
a MZ

0
P

9.5. dbra. Elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontok a feliileten

A fentiek alapjan azt mondjuk, hogy a feliilet

elliptikus K > 0 (nincs aszimptotikus irany).
P pontja parabolikus pont, ha K =0 (egy aszimptotikus irény).
hiperbolikus K <0 (két aszimptotikus irany).

AQ.5 abra az S feliilet egy-egy elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontjat szemlélteti.
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9.3. KOVARIANS DERIVALAS A FELULETEN

9.3.1. Feliileti menti és feliileti kovarians derivalt. Legyen u = u(z!, 2%, 2?%) az
S feliiletre épitett térbeli gorbevonalit KR-ben értelmezett vektormezs. Az @ vektormezé
S feliileten torténd valtozasat az x feliileti valtozok szerint vett derivalt tiikrozi.

A kontravarians koordinatakkal (6sszetevikkel) felirt

(9.88) u=1(2",0) = u"g, +u’gs = u"a, +u’a;

felbontasbol kiindulva, a (8.20) oOsszefiiggésre gondolatmenet megismétlésével, tovabba
a ([0.42), ([@.43]) képletek felhasznélasaval az u vektormezs x* szerinti parcialis derivaltja-
nak szamitésara az

(9.89) 1(27,0)0, =1 4 = u“‘aan+u3‘aa3
Osszefiiggést kapjuk, ahol

(9.90) u, =u", =ut T U+ Sut=u”  + T8 u"—b, u?
és

(9.91) ug‘a =u’, = —|—F3Bu =u? —|—ba5u

A ([@90) és (@91 képletek egy jelolesbeh megallapodast is tiikkroznek. A rovid fliggsleges
vonal utan all6 gérég index ui. azt kivanja hangsilyozni, hogy itt az S feliileten és feliileti
paraméterek szerint torténik a kovarians derivalas. Ezért ezt a derivaltat felilett menti
kovarians derivdltnak nevezziik.

Hasonldé modon, a (829), (B30), [@.42) és ([@.43) felhasznalasaval képezhetjiikk az u

vektormezé u,, kovaridns dsszetevkkel felirt

(9.92) 0(27,0) = upg® +usg® = usa® +uza®

alakjanak derivaltjat az S feliileten:

(9.93) U(27,0)00 =1 o = u,,a" +ug,a3,

ahol

(9.94) Uyl = Uy = Uy o — [ Gl — 2 u3= =7 U —borus
és

(9.95) Ugjo = Uz, o = Uz o — T ous = U3 o+ by uy

ismét felilet menti kovaridns derivaltak.

A (@90), @.97), [@94) és ([@.99) derivaltak jobboldalan all6 utolso tag, tekintettel a
gorbiileti tenzor (0.45) alatti értelmezése alapjan irhato

9.96a bog =—8° -gzg=—a’ _-a
( 8 o8B Pav
és

(9.96b) b =—g’ ,-g'=-a’  -a

képletekre, a vonatkozo Osszetevsk S feliiletre merdleges valtozasanak hatéasat fejezi ki.

A (©90), @91), (@.94) és (@.99) képletek fennmaradé része a feliilet érintdsikjaban
fekvs Osszetevok feliilet menti valtozasat jeleniti meg. Mivel az u? és uz koordinatak,
vagy Osszetevlk esetén ez az x® szerinti parcialis derivalt, tgy is fogalmazhatunk, hogy a
feliillet menti valtozasok szempontjabol ezek az mennyiségek skalarként, azaz zérusrendd
tenzorként viselkednek.

A [@90)-re és a ([@94)-re vezets gondolatmenet megismétlésével az u vektor feliilet
érintGsikjaban fekvs OsszetevGjének x® szerinti derivaltjara, kihasznalva azt, hogy igy az

U3:U3
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koordinata Osszetevs zérusnak tekintett — az

[ﬂ”(;pw’(])gﬁ(;p'y’(])aa] = (umaﬁ),a = UHHaaH )

illetve az

[U,(27,0)8"(27,0)0a] = (usa”™) , = u,,a"

K| o

eredmény adodik, ahol

(9.97) uy,=u" =T u”
és
(998) u/{” a = Uk o™ F;rauﬂ

rendre az u"(z7,0) = u"(27) kontravarians és az u,(z?,0) = u,(27) kovaridns altenzorok
(vagy az el6z6ek szerint értelmezett elsérendd feliileti tenzorok, illetve feliileti vektorok)
un. felileti kovaridns derivdltja.

Amint az fentebb jol lathato, a felilet: kovaridns deriwdltat két révid parhuzamos
fiigg6leges vonal utan allo gorog index jeldli.

Nyilvanvalo, hogy a feliileti kovarians derivalt nem tiikrozi a feliiletre meréleges irany-
ban bekdvetkezs valtozasokat. Az S feliiletre merdleges valtozésok hatasa — az a® és ag
bazisvektorok megvaltozasdnak van x® irdnyu sszetevije — a (Q.91) és a (0.95) képletek-
ben jelenik meg, ha ott az

u=u3=0
helyettesitéssel éliink:
(9.99) u? = basu” Ug| o = by Uy,

Vegyiik észre, hogy az S feliilet (2!, 2?) kétméretd terében érvényes ([0.97) és (0.98)
képletek a harommeéretd térben érvényes ([820]) és (830) képletek analogonjai, mivel a
k— Kk, [ — « és S—T

betticserékkel azonnal megkaphatok a (8.25]) és (830) képletekbdl.
A ([@97) és (@90), valamint a ([Q98) és ([0.94) egybevetésebdl kovetkezik, hogy

u/@‘ o= un” o= banufﬂ 7
(9.100)

Upla = Uglla ™ b/{au?’ :

Az S feliiletre épitett (z', 22, 23) gorbevonalt KR-ben az a(x!, 22 2%) vektormezs az
23 koordinatavonal mentén is valtozik. Az S feliileten az

(9101) (1_183) |x3:0 — ﬁ73|$3:0
derivalt jellemzi a valtozast. A (0.90), (O.91)) és (@.92)), valamint a ([@.93)), ([©.94)) és ([@.95)-ra

vezetd gondolatmenet megismétlésével az
W 5]a00 = (W38 + T, 383) [3m0 = u" 520+ 0’ 525,
(9.102) u g =u" s+ T5u”
u3;3 = u3,3 ’
valamint az
35320 = (U, 38" + Uy, 58") |s320 = Uy, 38" + g 52°
(9103) U3 :uﬁ,B_F/@ﬁBaﬁ )
Ug.3 = Usz 3
képleteket kapjuk a (O.I01) alatti derivalt szamitasara.
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A tovabbiakban magasabbrendii tenzorokra altalanositjuk az eddigi eredményeket.
Legyen a d%lp(xl, x?, %) differencidlhatoé harmadrendi tenzor. Az S feliileten tekintve
a tenzor valtozasat a
dklp(x’y70) = dklp
értékek viselkedését kell vizsgalni. A (R.36D]) derivalasi képlet alapjan a
k _ gk _ gk k js s jk s gk
(9104) d _dlp;p_d +Fp5d lp_rpld Sp_rppd lS

Iplp Ip,p

egyenlettel értelmezziik a Jklp tenzor feliilet menti kovaridns derivaltjat. Ha a Jklp tenzor
valodi tenzor a harommeéretd euklideszi térben, akkor a
3 3
dl{Aﬂ’ d/\ﬂ7 dn37r7"‘7d33

altenzorok rendre harmad-, masod-, elsé-, illetve zérusrendi feliileti tenzorok, hiszen va-
lamennyien kévetik a (@.52alb) transzformécios torvényt. A fenti altenzorok feliilet menti
kovarians derivaltjai, kihasznélva a (@.104), illetve a gorbiileti tenzorral kapcsolatos (0.44)
és (0.45]) képleteket, a

dn/\ﬂlp =" \rp =
(9 105&) = dm)ﬂr, p + P:Jdgkﬂ + P:Bdg)ﬂr - F)i‘pdﬁmr - ngdmfﬂﬂ - P;rfpdm)\a - F;’pdﬁki’) =

= dm)ﬂr, p + P:Jdgkﬂ - F)i‘pdﬁtﬂr - P;rfpdﬁ)\a - bpﬁdg)ﬂr - b)\pdm?ﬂr - bﬂpd’i)\fﬂ )
3 _ 13 _
d Amlp = d Amip T
(9 105b) = dg)\ﬂ', p + F/?Jdokﬂ + F/?Bdg)ﬂr - F)(\Tpdgmr - F):\Spdg?ﬂr - F;rjpdg)\a - ngdg)\fﬂ =
= dg)ﬂr, p F)(\Tpdgmr - F;pdg)\a + bpodax\ﬂ - b)\pd337r - bﬂde/\B )

dl{?ﬂr\p = dl{37r;p =
(9105C) = dl{37r7 p + F:adgé‘ﬂr + F:Bd337r - F;pdﬁoﬂ - F33pdn37r - F;ﬂdﬁé‘»o —T > dl{33 =

pm
= dl{37r, p + F:O‘ dg?ﬂr - P;rjdeBU - bpﬁd337r + bpg dnmr - bﬂpdﬁ33 )

d3 _ d3 _
33lp = Y% 33;p T
(9.105d) =% 4T A7+ hd’g =T d® s =T dss —T
= dm?ﬂr, p + bapda33 + pr d303 + bp0d330

o 73 3 33 __
de 30 _Fde 33 —

moédon szémithatok. A d**; kétszer kontravaridns, egyszer kovarians altenzor tekintetében
a fentiekhez hasonloan mutathatoé ki a (837) képlet alapjan, hogy

KA R —
d 3lp T d 30 T
(9.105¢) =dy A+ T d? s+ T 5d s+ T 4 d" s+ T yd™Ps =g d™, — T3 d™y =
KA K JOX A ko K 33X A k3 o KA
a feliilet menti kovaridns derivdlt.
Adry_ d3, dR, A3, és d®y altenzorok feliileti kovaridns derivéltjai rendre a

sl = Az, p T L po @0 =TR0d" 0 =T7,d" 5
dg)ﬂr”p = d3,\7r, p P/{Tpd?’oﬂ - prd3,\g )
(9.106) dﬁgﬂup = dm:sw, ot P:0d037r - ngdﬁfﬂa )
d333||p = d333,p )
dﬁ)\3||p _ d/@>\3’ o+ F/fa da)\3 4T p)\a 4,

3m
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egyenletek értelmezik. A (@100 feliileti kovarians derivaltakat felhasznalva a (01054l . . . ,e)

feliilet menti kovarians derivéiltak az alabbi alakban irhatok fel:
dmxw\ p dm)m’”p - bpﬁdg)ﬂr - b)\pdﬁ?ﬂr - bﬂpdﬁ)\B )
F iy = Coanfp F 0000 3e = 03,5 =y dPy5
(9.107) A sy = Ay — b, g +0,7d" =, d s
d333|p = d333||p + b d033 + bpad30'3 + bp0d33a )
A — b, dg)\ _ bp)\ d“33 +b,° d”‘)‘g '

3lp 3llp

Vegyiik észre, hogy a (O.107) feliilet menti kovarians derivaltak, hasonloan a (Q.I0T]) felii-
let menti kovarians derivaltakhoz, két részbdl allnak. A jobboldalon &ll6 els tag, azaz a
feliileti kovarians derivalt, a feliilet érintésikjaban fekvé tenzorkomponensek feliilet érinté-
sikjaban végbemend valtozéasat tiikkrozi. A jobboldalon all6 masodik, az un. jarulékos rész,
tekintettel a (Q.I0T)) képletekre az S feliiletre meréleges tenzordsszetevok feliilet menti
valtozasanak hatésat fejezi ki.

A R (x7) = N (27,0), tF(27) = t*,(27,0), és ty,(27) = t,,(27,0) masodrendi tenzorok
feliileti, és feliilet menti kovarians derivaltjaival kapcsolatos Osszefiiggések a

([@.106)5, [@.106)5 és ([@9.106).

tovabba a

@I107)5, @I07)5 és (OI07),
képletekbdl adodnak a

dkl3 N tkl ’ d/@)xg =0 7
dry, 1", d,. =0,
d3lp — tlp 3 dﬁ/)\o. — O

cserékkel, illetve helyettesitésekkel.

At (27) = £,'(27,0) egyszer kovaridns, egyszer kontravarians alakra vonatkozo képle-
teket minden magyarazat nélkiil kozoljiik.
Feliileti kovaridans derivdlt mdsodrendd tenzorra:

tn/\”p:t/{)\ _'_FntaA+FAtno
tnA”p:tﬁ)\p_'_F to _F)\ptlia’
t =t ,— Tt +Tt”

kp“o po’k

(9.108)

tn/\||p = tli}\, p + anta)\ + 1-‘/\p Ko *

Feliilet menti kovaridns derivdlt mdsodrendd tenzorra:

K3\ A k3
—b St —p M

KA 4KXA 1R\
¢ Ip_t ;p_t llp

K __ 1k _ 4K K43 K
t Alp_t /\p_t /\Ilp_bptk_b)\pt 35
A A A 3
i, |p—t,§; =t b,_iptg—bp/\t,,C ,

tn)\| p t/@)x,p - n)\||p +b/@pt 3N b)xpt K3 *

(9.109)

K llp ™

Vegyiik észre, hogy az S feliilet kétméreti terében érvényes (9.108); . 4 képletek rendre
a haromdimenzios térben érvényes (8.33), (834));,.. 53 képletek analogonjai, hiszen a latin
bettiket gorogre cserélve rendre megkaphatok a a (833), (8.34)));,. 3 képletekbdl.

Ami a (@.97), (@9]); a (@.I06)) és a (O.I08) feliileti kovarians derivaltak feliilet menti ko-

varians derivaltakkal valo kapcsolatat megado és a jarulékos tagokat tartalmazo a (O.100);
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a (@.I07) és a ([O.I09) osszefiiggéseket illeti az alabbi szabalyszertiség olvashato ki az utobbi
képletekbdl:

Ami a széhasznalatot illeti

— eredeti tenzornak nevezziik azt a feliileti tenzort (ezalatt magéan az S feliileten értelmezett
tenzort kell érteni) vagy azt az altenzort (az utobbi a haromdimenzios térben értelmezett
és az S feliiletre épitett KR-ben értelmezett tenzor vagy ennek egy altenzora az S feliiletre
lokalizalva) melyet derivalni akarunk,

— derivdldsi indexnek nevezziik azt a gordg indexet, melyre vonatkozéan a kovarians deri-
valtakat képezni karjuk,

— tekintett indexnek nevezziik az eredeti tenzor azon indexét, amely a jarulékos tag forrését
ad6 bazisvektort azonositja.

A kovetkez6 szabalyszertiségek figyelheték meg:

— a jarulékos tag mindig az eredeti tenzor és a gorbiileti tenzor szorzata,

— aszorzat elGjele {negativ} [pozitiv], ha a tekintett index {gorog index} [a harmas szam],

— a gorbiileti tenzor egyik indexe, ez mindig als6 index, a derivalési index,

— ha a tekintett index gorog bet, akkor a gorbiileti tenzor mésik indexe mindig a tekintett
index, amely megtartja az eredeti indexpoziciot, azaz {fels6} [also|, ha a tekintett index
is {fels} [also|, a tekintett index helyére pedig a harmas szam kertil,

— ha a tekintett a harmas szdm, akkor a gorbiileti tenzor masik indexe néma gorog index,
melynek pozicioja {fels6} |also|, ha a tekintett harmas index {als6 } |felsd|, mig parja a
tekintett harmas index helyén jelenik meg,

— az eredeti tenzor tobbi indexe nem valtozik.

Kimutathatoé a metrikus tenzor, és az epszilon tenzor kovarians derivaltjaval kapcsola-

tos (B38)) és (840) képletek, valamint a (9.109), illetve a (O.I07) sszefiiggések segitségével,
kihasznalva a metrikus és az epszilon tenzorok szerkezetét, hogy

KA RA _ . .
(9.110) 9 =97, =0, Iexlp = Iralp = 0,
. Lo
0% =057, =0,
és, hogy
(9.111) 8m3|p:5/€)\3||p:0’ 5,0\3'/):5&)\3”/):0.

A ([@II0)-re forditva mondjuk a figyelmet, a ([838));, (O.109);, és (0.14)) alapjan a

KA KA KA K 3\ A K3 KA
0=g p =9 1p=9 IIP_bpg _bpg =9 p

eredmény, vagyis a bizonyitani kivant allitds kovetkezik. A tobbi esetben a fentiekhez
hasonléan lehet eljarni.

9.3.2. Riemann-Christoffel gorbiileti tenzor az S feliilet kétméretid terében.
A tovabbiakban, kihasznalva majd a 841l szakasz gondolatmenetét, arra a kérdésre ke-
ressiik a vélaszt, hogy mi a feliileti kovarians derivalasok sorrendjének hatasa. Legyen az
u,, legalabb kétszer folytonosan derivalhato feliileti vektormezd.

Elttinik a

(9112) dlﬁ)\p:uHH)\p_uHHp)\

kiilénbség, ha a derivalasok sorrendje felcserélhets. A ([9.J108), derivélési szabaly felhasz-
nalasaval, és a

t/-e)\ - unH)\
cserével

— _To0o T
u/@”)\p - (unH)\),P Ffepuaﬂ)\ F)\pumﬂa
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a (@I12) jobboldalan allo elss tag. Felcserélve a A és p indexeket, majd a fenti képlet és
az eredmény (Q.I12)-ba torténd helyettesitése utan

(9113) dn/\p = (unH)\),P - (u/in),)\ - FlgpuJ”A +Fna/\ua||p

a kiilonbség. A feliileti kovaridns derivaltakkal kapcsolatos (3.98) képlet alkalmas index-
cserékkel torténd helyettesitésével, nem részletezve a nem tul bonyolult formalis atalaki-
tasokat, innen az

(9.114) Unng — Unflor = B rpt

eredmény kovetkezik, ahol

(9115) Ry,@Ap = a)\rpyn _apr)l\/n+r>\yarl)am _Ppyarfm

a feliileti Riemann-Christoffel féle gorbiileti tenzor.

Tekintsiik a ", feliileti masodrendd tenzort. A fentiekhez hasonlé6 médon mutathato
ki a (0.100); majd a (O.I08), felhasznalasaval, elsé lépésben a

oo = N 8 oy = Ny
helyettesitésekkel, hogy
(9116) tn/\”ﬂ.X—tn/\”Xﬂ. :tﬂ“R,uf

1% K

AXT

a kétszeres feliileti kovarians derivaltak kiilonbsége.
Mivel a (@.I15)) a feliileti Christoffel szimbolumokat és azok derivaltjait tartalmazza a
feliileti Riemann-Christoffel tenzor fiiggetlen az w, vektormez&tol.

Az
Il —v, m—=>K, q—> X\, p—p

betticserékkel a hdromdimenzios esetre érvényes
l _
R =0

egyenletbdl — v.6.: (BEI]) képlet - az S feliiletre torténd lokalizalassal, tovabba a (849) ,
(@.115)) és a gorbiileti tenzort értelmezd (9.45)); o képletek felhasznalasaval a

0= a)\r;;n - al)r)z@ + F)\VJF/;‘/@ - Ppyar)?n + P;?)F/?m - PpVBPi‘@ )
vagy ami ugyanaz a

(9.117) RY ) = 03 by — b,y

Osszefiiggés adodik. Hasonlé6 modon a
[l -3, m—=>kKk, q¢q—=>X, p—=p

betticserékkel kapjuk, ismét kihasznalva a (9.40)); 2, valamint a (9.44) Osszefiiggéseket,
figyelembe véve tovabba a gorbiileti tenzor és a Christoffel szimbolumok szimmetriajat,

hogy
3 . 3 3 3 o 3 o
(9118) R KAp — a}\FpH - apr)\n + Pkarpn - Fparkfe
— bepr—barp - boal % — by, TS = 0.

A v index lesiillyesztésével majd a Kronecker szimbolum és a (0.29); képlet felhasznélé-

saval a (O.I17) alatti kifejezés atalakithato:
(9.119)  Ryn, = buabpr — bupbae = 6,76, Pborbpy — 0,78, bypbor = (6,°6,7 — 6,26, )borbpy

— Jp3 _ 9 _ 3
= Eur3t v bﬁ)\bcpp = Euk€ wbﬁ)\bgop = €ur3 € v bﬂ/\bgop

VRAp
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Az utébbi képletben, amint az e,,.3 és %3 tulajdonsagait kihasznalva — v.6.: a permutacios

szimbolum [[L2.3] szakaszban adott értelmezését az — konnyen ellendrizhetd

(9.120) "% borbap = exps |bry -

A ([@I20)); képlet helyettesitése utan ([@I19)-bol, felhasznalva a determinansok szorzasté-
telét, a Gauss gorbiilettel kapcsolatos (9.71])2 5 képleteket, valamint a (9.22)-t, az

(9.121) R,y = €un3rps|Dyr| = eun36)\p3|bw¢a<p7r| = eynserps K a,

eredmény adodik, ahol mind K, mind pedig a, kiilonbozik zérustol. Ez egyben azt is
jelenti, figyelembevéve a ([Q.28)-at, hogy

(9‘122) RZE,\p = Rmzz =0

(A nagy gorog index nem Osszegezd, hanem rogzitett index, amelynek értéke vagy egy,
vagypedig kettd lehet.) és, hogy

(9.123) Ryg1p = Ryjo1 = —Ryj1p = —Rypp #0.

Utobbi egyenlet kovetkezménye, hogy a feliileti kovarians derivalasok sorrendje, ellentét-

ben a térbeli esettel, altalaban nem cserélhetd fel.
A ([@IZ1)-bsl, kifejtve a |byy,| determinénst az

(9.124) Ryg19 = b11b2 — bi2br2
és a
(9.125) i = Tz

a’O

képletek kovetkeznek.

A ([@43)5 és a (@I15) képletek szerint Ry, megadhatd a g,z = ans metrikus tenzor
és derivaltjai segitségével. Ennek a koriilménynek alapjan a (OI25) egyenlet geometriai
jelentése a kovetkezSképpen fogalmazhatd meg:

A K Gauss-féle gorbiilet, ami az S feliilet hAromméretti térben valé viselkedésének egy
mérdszama, meghatarozhato a feliileten végzett hosszmérések segitségével. Visszaidézve
a (@.80) képletet, és pontositva az el6z6 mondatot azt mondhatjuk, hogy a két gorbiileti
sugar szorzata mindig meghatarozhato az S feliilet kétdimenzios terében végzett méré-
sekkel, annak ellenére, hogy a f6gorbiileti sugarak a feliilet mint haromdimenzios alakzat
jellemzai.

A (O.I1I8) képlet kibovitésével és a feliileti kovarians derivaltakkal kapcsolatos (0.108),
egyenlet felhasznélasaval, pontosabban a

tarlle = bplns €8 Taalp = Dow|in
cserékkel, a kib&vitett egyenletbdl a
0="brp x— L' \bok — T \bop — [b,{)up —I'%,bok —ngbg,\]
vagy ami ugyanaz a
(9.126) brpr = Diexp

eredmény kovetkezik. Utobbi egyenlet szerint a A és p indexek tekintetében szimmetria
all fenn. Kovetkezésképp

(9.127) b, = 0.

Ez az 0sszefiiggés a differenciadlgeometria Gauss-Codazzi-féle egyenletének tenzoriélis alak-
ja.
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Az S feliileten tekintve a (8.4]) és (8.9]) osszeftiggéseket, kihasznalva tovabba a gorbiileti
tenzorral kapcsolatos (040, » képleteket, a

8a,8 = aAa,8 = Fgﬁa0+ba5a3

9.128

( ) ga’ﬁ — aa’ﬁ — Fﬁaaao_i_bﬁaai’»
és

(9.129) g3 p=az 5=—bs"a,

eredmény adodik a bazisvektorok derivéltjainak szamitasara. A (9.128)); » egyenletek Gauss
formulai. A (@I29) egyenlet pedig Weingarten képlete. A (0.129) egyenletet skalarisan
szorozva Oonmagaval a

(9.130) a3 083,56 = 0, 05" = b, bop

osszefiiggés kovetkezik, ahonnan a dz®dx®-val torténd atszorzassal megkapjuk az S feliilet
harmadik alapformdjdt

(9.131) daz-daz = b, byp dz*da”
Legyen
(9.132) Cap = b,"bop = baea” byp .

Vegyiik észre, hogy c,p szimmetrikus tenzor. A bevezetett jeloléssel

(9.133) daz-das = cup dz®da® = ¢pp datda! + 2¢15 dat da? + 9y da?da?

a harmadik alapforma alakja.

A (@I19), (@.I121) és ([@.28); egybevetése alapjan frhato
bl/)\bpli - bl/pb)\li = VAol aoe/\pK = 5Vn3€)\p3K

egyenlet a”?-val torténé végigszorzasaval a

(9.134) burbipa”? —b, b, —Eprzerpsa”” K =0
eredmény kovetkezik. Az
(9.135) EvnsEapst”’ = —a™

osszefliggés — ennek igazolasat gyakorlatra hagyjuk — , valamint a (@.71))1, illetve a (@Q.72),
felhasznalasaval (Q.134) a

(9136) b,{”b,,,\—QHb,ﬁ,\—l—amK =0

alakban irhato fel. Felemelve a A indexet a (Q.I30)-bol a gorbiileti tenzorra vonatkozo
Cayley-Hamilton tételt kapjuk:

(9.137) b b —2Hb 46 K =0.
A ([@.I32), illetve ([@I36)-ba torténd helyettesitésével kapott
(9.138) | box —2Hby + Kay =0

egyenlet a harom alapformaban &ll6 g. = .y, bex és c.y tenzorokat, vagy a dz"dz*-val
torténd atszorzas utan magét a harom alapformat kapcsolja 6ssze.






10. FEJEZET
Integralatalakitasi tételek és parcialis integralas

10.1. INTEGRALATALAKITASI TETELEK
10.1.1. Bevezetd megjegyzések. A leggyakrabban elGfordulo integralatalakitasi té-
telek targyalasa soran a tételek

— szimbolikus alakban,
— az (z) gérbevonalt KR-ben,

illetve ha az alkalmazasok szempontjabol sziikségesnek latszik, akkor
— az (§) feliileti gorbevonali KR-ben is

bemutatasra keriilnek.
A tételek szigoru igazolasara terjedelmi okokbol nem keriil sor. Vézlatos bizonyitast
csak a Stokes tétel esetén adunk.

10.1. dbra. Az infinitezimélis ABC haromszog
10.1.2. Stokes tétele. Tekintsiik az infinitezimalis ABC haromszoget és vezessiik be
az
(101) I'AB:dI'] I‘AC:dI']]

jeloléseket. A kovaridns béazisvektorok szamitasaval kapcsolatos kapcsolatos ((L38) képlet
tovabba a

(10.2a) dx’}:xk’B—xk}A, dxl}}:xklo—xku
és

or
(10.2b) dr= o dz* = g, da®

Osszefiiggések felhasznalédsaval irhato, hogy
(10.3) dr; = g dxﬂA : dry; = g dx’}}}A :

119
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ahol a gorbevonali 2* koordinatak mellett jobbra lenn all6 rémai szamok nem a szokott
értelemben vett indexként szerepelnek. Ez a jelolésbeli megéllapodas nem okoz félreértést,
mert a kontravarians koordinatdknak nincs alsé indexiik.

Az ABC haromszoghtz tartozo dA teriiletvektort a

1
(104) dA = idI'IXdI'[[

vektorszorzat értelmezi. A (I0.3) képletek helyettesitésével és a kovarians bazisvektorok
vektorialis szorzatat ado (L25) egyenlet felhasznéalasaval innen a

1 1
dA = 5 g X g dx]; dl‘lH = 5 Ekim dx]; dxl[[ gm

A A

vagy ami ugyanaz a

1
(10.5) dAp = 5 kim dz¥ dat,

A

eredmény kovetkezik.

Az ABC haromszog altal kifeszitett sik m,, normalis egységvektorat akkor tekintjiik
pozitivnak, ha a normalis egységvektor felol nézve — v.6. [0l abra — az ABC' koriiljarasi
sorrend az 6ramutatd jaraséval ellentétes. Ez a koriiljarési értelem a pozitiv koriiljarasi
irany.

Nyilvanvalo, hogy

(10.6) dA,, =n,dA
ahol dA az ABC haromszog teriilete (a skalaris feliiletelem).

10.2. abra. A h gorbével hatarolt nyitott S feliilet

Legyen az S egyszeresen 0Osszefiiggs, szakaszonként sima nyitott feliilet. Legyen tovab-
ba h az S feliilet szakaszonként sima peremgorbéje. Az S feliilet normalis egységvektorat
n, a h peremgorbe érinté egységvektorat pedig X jeloli. A v vektor a feliilet érint6sikja-
ban fekszik és meréleges a n és X vektorokra. Feltételezziik, hogy v = A xn. Kovetkezsleg
v =1 (a v is egységvektor). A v, A, n harmas jobbsodrati egyenesvonali ortogonalis
KR-t feszit ki (jobbsodrati vektorhéarmas). A h peremgérbe mentén mért s ivkoordinata
akkor pozitiv, ha a pozitiv s irdnyba haladva a h gorbe mentén a feliilet - feltéve, hogy a
pozitiv normalis felsl tekintjiik - a bal oldalon fekszik.

A Stokes tétel elGkészitése érdekében elGszor az infinitezimélis ABC haromszogén
tekintiink egy részproblémat. Ezt kovetGen az S feliilet esetén alkalmazzuk a kapott ered-
ményt.
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Legyen u = u;, g* az infinitezimélis ABC haromszogon és annak kérnyezetében értel-
mezett, folyamatosan differencidlhatd vektormezs. Hatarozzuk meg a

(10.7) f w-dr
ABCA

vonalintegral értékét.

A haromszog egyes oldalélein vett integralokat az u vektormezs oldalfelezé pontokban
vett értékei és a vonatkozo rap, rpc, illetve roy vektorok szorzataiként szamitjuk. Az
oldalfelezé pontokhoz tartozo u értékeket pedig az A pontra tdmaszkodo linearis appro-
ximéci6 adja.

Ezek a kozelitések az ABC haromszog infinitezimalis volta miatt engedheték meg.

Fentiek alapjan

d
7{ u-drzdr;-(u(A)+u®V|A-£)+
ABCA 2

d d
+(dry—dry)- {U(A)+u®V|A (M)} +

2

+ (=dry)- (u(A)+ u®V|, %) :

Az utobbi képletbél indexes jellésre térve at és helyettesitve a (I0.2H), (T03) és (829)
Osszefliggéseket a

1
% wy da® = (uk(A)—l——uk;l
ABCA 2

1
+ [Uk(A)+ 3 Uk

dxll) dah+
A

(dxll + XmH)] (dycllg - dXI;I) +

A

1

! k
d%I) dzyy = Suk;
N 2

eredmény kovetkezik. Az egyenlet jobb oldala a Kronecker szimbélummal kapcsolatos
(LIR) képlet, tovabba az (L27) osszefliggeés értelemszert alkalmazasaval, illetve a (I0.5)

egyenlet felhasznélasaval tovabb alakithato:

1
f U dl‘k = Z Ug;l
ABCA 2

(dxl}} dzh —dat, d:plﬁ)

1
—f- (uk(A)—l— — uk;l
2 A

(6 8% — 0%,01) da day =

A
1 1
=3 (. e, . da}' daf; = ) (T glhsg daf' daf, = (8 stk Uk;z) }A dA,

A A
Ha még a (I0.6), illetve a (872) alapjan irhato
(10.8) dr = X ds = daz*g,
Osszefliggést is kihasznaljuk, akkor a
(10.9a) %430,4 up\f ds = (ns g 5tk uk;l) ’A dA
illetve szimbolikus alakban irva, a
(10.9b) f u-Ads= (nxv)-ﬁ) dA

ABCA A

eredményre jutunk, ahol az u felett allo és lefelé mutato nyil azt jelzi, hogy a V operétor
az u-ra hat. Ezt a jeldlésbeli konvenciot, ha sziikséges, a tovabbiakban is alkalmazzuk.
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Visszatérve az S feliilethez tegyiik fel, hogy az S feliileten és az S feliilet kornyezeté-
ben értelmezett u vektormezs folytonosan differencialhaté. Célunk a (I0.7) vonalintegral
szamitasa eztttal a h zart peremgorbe mentén a (I0.9al) osszefiiggés kihasznalasaval.

Elemi (infinitezimalis) haromszogekre osztva fel az S feliilet majd sszeadva az ele-
mi haromszogeken tekintett (I0.9a) tipust integrélokat megfigyelhets, hogy azokon az
oldaléleken melyek két szomszédos elemi haromszoghtz tartoznak a koriiljarasi értelem
kiilénbozssége miatt a vonatkozo vonalintegralok torlik egymast. Alkalmas hataratmenet
utén (azaz a haromszogek szaméat a végtelenhez, maximalis méretiiket pedig zérushoz ko-
zelitve) bal oldali 6sszeg hatéarértéke h-n vett vonalintegral, a jobboldali 6sszeg pedig az
S-n vett feliileti integral:

(10.10a) ﬁu»\ds:/s(nxv)-ﬁdfl:/ﬁ.(nxv) dA

S
vagy
(1010b) fuk‘)\kdsz/nseslkuk;ldA:\/\Uk;;lnsgslde.
h S S

A (I0:I0alb) egyenletek Stokes tételének szimbolikus, illetve indexes jeldlésmodban szedett
alakjai.

Ha feliileti KR-ben vagyunk, akkor a @Il alszakasz negyedik bekezdése és a (910
Osszefiiggés alapjan

(10.11) ny=az=a’.

Kovetkezbleg ha a feliileten vagyunk, akkor fennallnak a

(10.12) nxvza3x@j:e3”papaa
v

és

(10.13) Oyu = Uy, a

egyenletek. A (I0.I1)), (I0.12), valamint (I0.13) képletek felhasznalasaval kapjuk a Stokes
tétel (I0.10a) alatti alakjabol a Stokes tétel felilleti KR-ben hasznélatos alakjat:

(10.14) ﬁup)\pds = /5630’) Uple dA .

A képletben wu,, az u, vektormez6 feliileten vett kovaridns derivaltja. Ennek képzéséhez
elegendd az u, vektormez6t magén az S feliileten ismerni.

Megjegyezziik, hogy a fenti eredmény kozvetleniil is megkaphato a Stokes tétel indexes
jelolésmoddal irt (I0.10R) alakjabol, ha figyelembe vessziik, hogy feliileti KR-ben (a) 3=
=0 (a k helyére p irhato a baloldalon), (b) n, =0, ng =1 (a jobboldalon elhagyhato az
ns, az | és k indexek helyére pedig o és p irhato).

10.1.3. Green tétele. A tételt felilleti KR-ben vezetjiik le Stokes tételébdl indulva
ki. Legyen w az S feliileten értelmezett folytonosan differencidlhaté vektormezs. Legyen
tovabba

(10.15) Uu=asxXw.

A ([I0:15) képlet Stokes tételbe, pontosabban a (I0.I0a) baloldalaba torténd helyettesité-
sével — tekintettel a [I0.2l abraval kapcsolatosan méar szereplé

(10.16) r=Axn=IAxag
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Osszefiiggésre - kapjuk, hogy

(10.17) fu-)\ds:f)\-(agxw) ds:]{u-wds:]{yo‘wads
h h h h

hiszen a v vektor az S feliilet érintsikjaban fekszik. A (I0.10al) jobboldala a (T0.I5]) képlet
helyettesitésével és a (I0.12) Osszefliggeés felhasznalasaval alakithato at. Az atalakitéasok
soran kihasznéaljuk a a (@.45]), és a (@100) képletek alapjan irhato

(10.18a) Oya’ = 0,a3 = 830 =19,a, =—b,"a,,
(10.18b) W™, =w",=w",—b, 0’
tovabba a

(10.18¢) Oow =w' ,a,

illetve a ([@.29) és ([@29) egybevetésébsl adodo

(10.18d) €%Pe 3ny = 071

egyenleteket és értelemszertien alkalmazzuk a (0.32); képletet. A f6bb lépéseket az alab-
biak részletezik:

(10.19) /(nxV)-udA:/€30pap-(8aa3><W) dA=
S s

= / e a, [T emwha +azx (W ,a;)] dA =
s

N / e Peyr, (Dipw’ +w],) dA =
S W(S(’

:/ (W™ x4 b w?) dA:/wwnwdA
S A

A (I0I7) és (I0.19), (I0.I0a)-val torténs egybevetésével, u™-t gondolva w™ helyére, adodik
Green tétele:

(10.20) ]{u” Vpds = / u"| -dA .
h s

Figyeljiik meg, hogy a fenti egyenletben nem jelenik meg az u® vektorkoordinata.

10.1.4. A Green és Stokes tételek altaldnositasai. Legyen ® az S feliileten —
lasd abra — és az S feliilet kornyezetében értelmezett tetszéleges tenzormezs. Legyen
tovabbéa a * két tensor kozott értelmezhetd barmilyen szorzas miiveleti jele. A szimbolikus
frasmodban irt és igy koordindta-rendszertdl fliggetlen alaku

!
(10.21a) ]{CD*)\dSZ/CD*(nxV) dA
h s
és
!
(10.21b) %A*@ds:/(nxV)*QdA
h s

egyenletek a (I0I0al) Stokes tétel altalanositasai. Valoban, ha a * mtiveleti jelet a skalaris
szorzas - miveleti jelére cseréljiik és az u vektormezét gondoljuk a ® tenzor helyére, akkor
a (I0.2TD) egyenletbdl azonnal megkapjuk a Stokes tétel (I0.10al) alatti alakjat.

A tovabbiakban a feliileti KR nyujtotta elényok is kihasznalasra keriilnek. Ha a (I0.21al)
egyenletben
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— a x helyére a vektorialis szorzas x mtveleti jelét, majd
- a ® tenzor helyére ® xas-t tesziink,

akkor a Green tétel egy altalanositésat kapjuk.

A baloldal atalakitasa soran az emlitett cserék végrehajtasa utan a (I0.16) képlet
helyettesitése sziikséges.

A jobboldal atalakitasa ismét az emlitett cserék utén, a (I0.12), (I0IRE,...,d) és
([@.32)); képletek alkalmazasa, illetve helyettesitése kivanatos. Ezt az atalakitast az alab-
biak részletezik:

/—}A /—}A

(Dxaz)x (nxV) = (Dx*az)x (J,e*a,) =
=3 [— (D)) x€30r 2" +D*I'y a, ¥ aﬂ] =
=¥ 30 [(DO,)xa” + D xb,"a’] =
= — [(D0,) *a” + D xb, a’]

Fentiek alapjan a (I0.2Tal) egyenletbdl a

(10.22) fg*yds:/ [(D9,)xa’ +D b, a’] dA
h S

eredmény kovetkezik. Ez az Osszefliggés a Green tétel altalanositdsa. Valoban, ha a x
helyére a skalaris szorzas - miveleti jelét és a ® helyére az u vektormezét gondoljuk és
tekintettel vagyunk a (I0.I8d), illetve a (10.18D]) képletekre, akkor a (I0.22) dsszefliggésbal
megkapjuk a Green tétel (I0.20) alatti alakjat.

Ha a ® masodrendt tenzor — legyen ez mondjuk az N*-el jeldlt tenzor —, a *-al jelolt
szorzas a skalaris szorzds és N* = 0 akkor a ([0.22)) Osszefiiggéshbdl, szem el6tt tartva,
hogy feliileti KR-ben vagyunk, a

(10.23) j{aka)‘y,\ ds:/ak N dA
h S

eredmény kovetkezik.

10.1.5. A Gauss-Osztrogradszkij tétel. Legyen V' egy a végesben fekv§ térfogati
tartomany. Jelolje S a V' tartomény hatarfeliiletét. Legyen tovabba u a V-n értelmezett
egyszer folytonosan derivalhatd vektormezs. Jelolje n az S feliilet kiils§ normaélis egység-
vektorat. Az

(10.24) /u-ndA:/u-VdV
S v

Gauss-Osztrogradszkij tétel a (I0.20) Green tétel egy altalanositasanak tekinthetd.

Legyen ® a V-n értelmezett folytonosan derivalhato, egyébként tetszdleges tenzorme-
z6. A Gauss tétel altalanosabb alakja adodik a ([0.24]) alakbol, ha az u helyére d-t és a
skaléris szorzas - miiveleti jele helyett -t frunk.

(10.25) /’)D*ndA:/Q*VdV
s v

Ismét hangsulyozzuk, hogy a * két tenzor kozott értelmezhetd barmilyen szorzast jelélhet.
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10.2. PARCIALIS INTEGRALAS

10.2.1. Parcialis integralasok feliileten. Legyen a d* és ey, az S feliileten — v.6.
0.2l abra — és annak kornyezetében értelmezett folytonos és differencidlhato tenzormezd.
Az u, vektormez6t az

up =d kit o €Ll
moédon értelmezziik. A d* és ey tenzormezsk differencidlhatosaga miatt fennall, hogy

— _ kl _ gkl kl
up;a—up\a—(d pekl)\a—d p\aekl_'_d p Ckl|a -

Ez az 6sszefliggést a Stokes tétel (I0.14]) alatti alakjaba helyettesitve a feliileti integralokra
vonatkozo egyik parcidlis integralési szabaly adodik:

(1026) /SBUpdklpgekl dA:%)\pdklpekl dS—/EgapdklpeklgdA
S h S

A feliileti integralokkal kapcsolatos masodik parciélis integraléasi szabaly a fentiekhez ha-
sonlé modon az

ul, = (dp/\u e’\“)

p Ap p Ap
T d%\uym e Hd, e

osszefliggeés és a (I0.20) Green tétel egybevetésébdl kaphato meg:

A
(10.27) /SdpAMﬂeA“ dA:f;lupdp/\u e’\”ds—/sdp)\ue *-dA

10.2.2. Parcialis integralas térfogati tartomanyon. Legyen
uf = dk,em
ahol a d¥,  és '™ tenzorok differencidlhatok az S feliilettel hatarolt V térfogati tartomé-
nyon. Kévetkezésképp

B | =

k. _ k Im _ gk Im k Im
U;k—(d Im © );k—dzm;ke +d",, ey,

Utobbi egyenlet felhasznalasaval kaphato meg a (I0.24]) Gauss-Osztrogradszkij tételbsl a
térfogati integralokkal kapcsolatos

(10.28) /‘/dklm;kelde:/Snkdklm elmdA—/vdklmelm;de

parcialis integralasi szabaly.
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