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DINAMIKA

A minimum teszt dinamika kérdéseinek megolddsa

. A mechanikai mozgas testek egymashoz viszonyitott helyvaltoztatasa. Hallgatolagos felte-

vés, hogy van olyan test amelyhez a mozgast viszonyitjuk. Az utébbi testet vonatkoztatasi
rendszerként szokas tekinteni.
Az anyagi pont palyadja az anyagi pont altal mozgasa soran leirt tér- vagy sikgérbe — a
gbrbe speciélis esetben egyenes is lehet.
A mozgéstorvény az anyagi pont helyzetét megadd helyvektor mint az idé fliggvénye (a
palya egyenlete az id6 mint paraméter fiiggvényében):

r=r(t).
A kisérs triédert a palya adott pontbeli t érint6 egységvektora, az ugyanitt vett n normaélis
egységvektor és a

b=txn
binormalis egységvektor hatarozza meg. A t,n,b vektorok jobbsodratt vektorharmast

alkotnak.
Legyen At = t9 — t1, ahol to > t1. A Ar elmozdulasvektort és v kdzepes sebességet a

_Ar
At
képletek értelmezik. Sziikebb értelemben vett egyenletesen gyorsulé mozgésra
t t
v = Y{t2) +v(t)

Ar = r(ta) — r(t1) és Vi

2
A sebességvektor:
. dr
v=r=—.
dt
A gyorsulasvektor:
a3 dv  d’r
= V=— = —.
dt  dt?
Ha adott az s ivkoordinata mint a t fiiggvénye, akkor
. ds , . dv  d’%s
v=§=— és a; =

= — = —
dt dt  dt?
a palyasebesség és palyagyorsulés.

A gyorsulasvektor felbonthat6 érintGiranyta és normaélis iranyu Osszetevokre:

a:at+an7

U2

a; = vt a,=—n.
P
Itt a; és a,, az a gyorsulasvektor érint6- és normalis irdnyt Osszetevdje, v a palyasebesség,
p pedig a palya gorbiileti sugara.
Egyenletes mozgasrol beszéliink
sziikebb értelemben, ha v = v, =allando, vagyis a = 0 és r = rg + vot;
tagabb értelemben, ha v = vy =4llando6, vagyis a; = 0 és s = sg + vot.

Egyenletesen gyorsulé mozgasrol beszéliink
2

sziikebb értelemben, ha a =allando, vagyis v = vg + at és r = rg + vot + aE;
2
tagabb értelemben, ha a; =allando, vagyis v = vg + ast és s = sg + vot + at?’
A szabadsagfok a mozgés leirasdhoz sziikséges fliggetlen koordinatak szama. Anyagi pont
és merev test szabad mozgasanak rendre 3 és 6 a szabadsagfoka.
Merev test sebességallapota a testet alkotd pontok sebességeinek térbeli megoszlasa adott
idgpillanatban.
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A merev test A és B pontjanak sebességei kozott a
VB =VaA+wXTrap

Osszefliggés all fenn, ahol w a szdgsebesség vektor.
Elemi mozgésok osztalyozéasa a szogsebesség vektorrendszer redukalt vektorkettdse alap-
jan:

la. |lw=0|vag=0 Elemi nyugalom

1b. |lw=0|vsg#0 Elemi halad6 mozgas
2. |w#0|lw-va=0 Elemi forgd mozgés
2b. |lw#0|w-va#0 Elemi csavarmozgas

Merev test gyorsulasallapota a testet alkoté pontok gyorsulasainak térbeli megoszlésa
adott idpillanatban.
A merev test A és B pontjanak gyorsulésai kozott az

ap=agtexrgp+wX(wxXryp)
Osszefiiggés all fenn, ahol € a széggyorsulas, w pedig a szdgsebesség. Sikmozgasra a képlet
egyszertsodik:
ap =ag +€e, Xrap — werB .
A v, szallitosebesség, illetve az a,, szallitogyorsulas a merev testnek tekintett mozgo
relativ én¢ KR azon pontjanak sebessége, illetve gyorsulasa, ahol a vizsgalt anyagi pont
tartozkodik:
Vsz = Vi2 twi2 X p,
as; = ajo + €12 X p+wiz X (wi2 X p) .

Itt vi2 és ajp a én¢ KR origdjanak sebessége és gyorsulasa, wis és €12 a relativ énd KR
szogsebessége és szoggyorsulasa, p pedig az anyagi pont helyvektora a relativ én¢ KR-ben.
A Coriolis gyorsulast az

A, = 2&}12 X ﬁ
Osszefiiggés értelmezi, ahol wis a relativ én( KR szogsebessége, § = ,Z pedig a relativ
sebesség.
Az anyagi pont v abszolut sebességét a

v =V, + 3

képlet adja meg, ahol v, a szallitosebesség, § = }k) pedig a relativ £én¢ KR-ben megfigyelt
(mért) relativ sebesség.
Az anyagi pont a abszolut gyorsulasit az
a=a,, +a.+«
Osszefiiggés adja meg. A képletben a,, a széllitogyorsulds, a. = 2wis X § a Coriolis
*
gyorsulas, o = ( pedig a relativ én¢ KR-ben megfigyelt (mért) relativ gyorsulas.
A merev test wy3 abszolut szogsebességét az
W13 = W12 + wa3

képlet adja meg, ahol wyy a relativ {n¢ KR szogsebessége (szallitod szogsebesség), was pedig
a merev test £n¢ KR-ben megfigyelt (mért) relativ szogsebessége.
A merev test €13 abszolut szoggyorsulasat az

€13 = €12 + W12 X W23 + €23

képlet adja meg, ahol €15 a relativ énd KR szoggyorsulédsa, wio a relativ énd KR szdgsebes-
sége (szallito szogsebesség), eo3 pedig a merev test £n¢ KR-ben megfigyelt (mért) relativ
szoggyorsulasa.

Anyagi pontrendszerre az abra jeloléseivel
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az
n n

I:ili:imivi:mvT és HT:ZriXIi:ZriX(mivi)
i=1 =1

=1 =1

Osszefliggések adjak az impulzus vektorrendszer I eredGjét és a T tomegkozéppontra vett
Iy nyomatékat, azaz a perdiiletet. A képletekben n az anyagi pontok szama, m =
S m; a teljes tomeg, vy = rr az rp = Yo m;r;/m témegkdzéppont sebessége.
Merev testre az abra jeloléseivel

az

I—/ vdm =mvy és HT—/ pxvdm=Jr- -w

(m) (m)

Osszefliggések adjak az impulzus vektorrendszer I eredGjét és a T tomegkozéppontra vett
IIr nyomatékat. A képletekben m a test tomege, Jr a T tomegkdzéppontban vett tehe-
tetlenségi tenzor, vy = ip a tomegkozéppont sebessége.

A merev test T tomegkozéponthoz kotott Jp tehetetlenségi tenzoranak

Jr :/ [R’I — RoR]dm
(m)

az invarians (KR fiiggetlen) alakja. Itt R a dm tomegelem T tomegkozéppontra vonatkoz-
tatott helyvektora, R az R vektor abszolit értéke, mig I az egységtenzor. Az értelmezésbdl
kovetkezik, hogy a J7 tenzor szimmetrikus.
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A T tomegkdzéponttal egybeess kezdGponti En( kartéziuszi koordindtarendszerben

Je —Jen —Jg
Url=| —Je T —Jy¢
—Jee —Jen Je
a merev test tomegkozéponthoz kétott Jp tehetetlenségi tenzoranak matrixa, ahol a Jg,
Jy, Je tengelyre és a Jep, = Jue, Je¢ = Jee, Jye = Jey sikparra szémitott masodrendi
nyomatékokat az alabbi képletek adjak:

Je = Jomy P+ ) dm Ty = [, (E+E)dn,  Je= [, (& +07) dn,
Jen = f(m) Endm ne = f(m) n¢dm , Jee = f(m) ¢&dm .

Legyen £nC az m tomeg merev test T tomegkozéppontjahoz kdtott kartéziuszi koordinata-
rendszer. Legyen tovabba zyz a merev test A # T pontjahoz kotott kartéziuszi koordina-
tarendszer. A két KR megfelel6 tengelyei parhuzamosak. Legyenek Je, Jy;, Je, Jey, Jyc,
Jeg illetve Jy, Jy, Jz, Juy, Jyz, Joy a vonatkozd masodrend nyomatékok. A

Jo  —Joy —Jiz Jeo —Jegy —Jec Yhat+ 2y —TTAYSA —TTAZTA
_Jyac Jy _Jyz — —dJng Jn _JWC +m —YTAZTTA m%”A + Z%A —YTARTA
_']zx _Jzy Jz _J(£ _JCn J( —ZTATSA —RTAYSA x%A+y%A

9] 7] Wz

29.

30.

31.

egyenlet a Steiner tétel matrix alakja.

Legyen J4 a merev test A pontjaban vett tehetetlenségi tenzor. Legyen tovabba az n és
m egységvektor iranyvektor az A pontban. Ha J, = J 4 - n = J,n azaz minden m_1n -re
fennéll, hogy —Jm, = m-J,, = 0, akkor az n irdny tehetetlenségi fGirany, az altala kijelolt
n tengely tehetetlenségi f6tengely, J, pedig a vonatkozo fétehetetlenségi nyomaték.
Anyagi pontrendszerre — az abra jeloléseivel —

n n n n
K= E Kz = E m;a; = mar , DT = E r; X Kl = E r; X (mzaz)
i=1 i=1 i=1 i=1

Osszefiiggések adjék a kinetikai vektorrendszer K eredgjét és a T tomegkozéppontra vett
Dr nyomatékat. A képletekben n az anyagi pontok szama, m = > ; m; a teljes tomeg,
ap = Vvp = ¥p az rp = Y. myr;/m tomegkozéppont gyorsulasa. Az egyéb jelolések a
szokésosak.

Merev testre — az &bra jeloléseivel —
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az
K= adm = mar , DT:/ pxadm=Jr e+ w x Iy

(m) (m)
Osszefliggések adjak a kinetikai vektorrendszer K eredgjét és a T' tomegkodzéppontra vett
Dr nyomatékat. A képletekben m a test teljes témege, Jp a T tomegkozéppontban vett
tehetetlenségi tenzor, Il a tomegkozéppontra vett perdiilet.
Jelolje K a kinetikai vektorrendszer eredgjét, és legyen Dy illetve Dy a T tomegkozép-
pontra és az A pontra vett nyomaték. Az impulzus vektorrendszerre nézve I az eredd
illetve II7 és II4 a vonatkoz6é nyomaték. Legyen m a merev test tomege, és jelolje va
illetve vy az A és T pontok sebességét. A test tomegkiozéppontjaban vett vektorkettdsokre
az

K=1, Dt =1,
Osszefiiggések, a test A # T pontjaban pedig a
K:i, DA:ﬂA+vaXVT

Osszefiiggések allnak fenn.

Minden anyagi pont (test) megtartja nyugalmi allapotét, vagy egyenletes egyenesvonali
mozgasat, amig egy méasik anyagi pont (test) ennek megvéiltoztatasara nem kényszeriti.
A torvény csak inerciarendszerekben érvényes. (A test sz6 a newtoni megfogalmazast
tiikrozi.)

Az anyagi pont gyorsulasa egyenesen aranyos az anyagi pontra haté erék eredgjével, azaz

ma==F.

Itt m az anyagi pont tOmege, a az anyagi pont gyorsuldsa, mig F az anyagi pontra hato
erck eredgje. Az I = mv impulzusvektorral

a masodik torvény baloldala, a kiils6 erék ereddjét pedig az

n
F:ZF
=1

Osszeg adja, ahol F; az anyagi pontra hato i-ik ers. A torvény csak inerciarendszerben
érvényes ha az F;-k kolcsonhatasbol szarmazo erék. A torvény magaban foglalja az elsé
torvényt hiszen F = 0 esetén a v = allandé (egyenletes egyenesvonala mozgas) és a v =0
(nyugalmi allapot) egyarant megoldasa az ma = 0 egyenletnek.

A &nC relativ koordinatarendszerben

ma=F;+F,, +F,
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a Newton féle masodik torvény matematikai alakja, ahol m az anyagi pont témege, o az
anyagi pont £n¢ KR-ben megfigyelt (mért) relativ gyorsulasa, F; az anyagi pontra hato
erGk eredGje az xyz abszolut KR-ben, mig F, és F. rendre a széllitéerd és a Coriolis erd.
Az utébbi két erét jarulékos (nem kolesonhatasbol szarmazo) erének nevezik:

F,, = —ma,,, F.= —ma,.

Itt a,, és a. a szallito- és Coriolis gyorsulés.
A hatésnak ellenhatéas felel meg. Két anyagi pont esetén jeldlje Fo; az elsé anyagi ponton
a mésodik altal kifejtett er6t és legyen F1o a masodik anyagi ponton az elsé altal kifejtett
erét. A torvény szerint a két anyagi pontot 0sszekots egyenes a két erd kozos hatasvonala
és
For +F12=0.
Az inerciarendszer olyan koordinatarendszer amelyben nincsenek jarulékos erék a mozgést
okoz6 erdk kozott, vagyis érvényes a tehetetlenségi torvény.
A merev test kinetikai vektorrendszere egyenértéki a testre haté kiils§ erérendszerrel. Az
els@ kritérium alapjan a merev test T' tomegkozéppontjaban az alabbi 6sszefiiggések allnak
fenn:
K=F, azaz map =F (impulzustétel);
Dy =My, azaz Jre+wxIlp = My (perdiilettétel).

Itt a szokasos jeloléseket alkalmaztuk: m a test tomege, J7 a tehetetlenségi tenzor a
T pontban, [K,Dr| és [F,Mr] rendre a kinetikai vektorrendszer és a testre hato kiilsé
er6rendszer redukilt vektorkettése a T pontban, w a merev test szogsebessége, ar a T
pont gyorsulasa, € a merev test szoggyorsuldsa és Il a T pontra vett perdiilet.

Jelolje F' az anyagi pontra hato erdk ereddjét és legyen v az anyagi pont sebessége. Az
anyagi pontra haté erék teljesitményét a

P=F- v
Osszefiiggés értelmezi.
Jelolje F; az i-ik m; anyagi pontra (i = 1,...,n; n az anyagi pontok szama) hato kiils§
erck eredgjét, és legyen Fj; a j-ik anyagi pont altal (j = 1,...,n) az i-ik anyagi ponton

kifejtett an. belss er§ (F;; = 0). Legyen tovabba v; az i-ik anyagi pont sebessége. Az
anyagi pontrendszerre hato kiils§ és belsd erck teljesitményét a

n n n
P:ZFi-vi+Z ZFji -V
i=1

i=1 \ j=1

P P
képlet adja. Itt P és P, rendre a kiils és belsd erdk teljesitménye.
A merev test belsd erdinek zérus a teljesitménye:
P, =0.

Legyen w és v4 a merev test szogsebessége és A pontjanak sebessége. Legyen tovabba
F a merev testen miikods kiilsé ersk ereddje, és jelolje M4 a kiils§ er6k A pontra vett
nyomatékat. A bevezetett jeldlésekkel

P=PFP,=F -va+w My

a merev testen miikods kiils6 erék teljesitménye.
A Wi9 mechanikai munka a kiilsg és belss erék (ha vannak belss erck) teljesitményének
id6 szerinti integralja a t1, to idGintervallumban:

to to
Wig = Pdt:/ (Pk—i-Pb) dt .
t

t1 1
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Az m tomegi anyagi pont az F = F(t); t € [t1,t2] er6 hatasara mozog, a mozgastorvény
r =r(t), a sebesség v = v(t). Az F er6 munkajat a

to to ro
Wig = Pdt:/ F~th=/ F.dr
~—

t1 t1 dr r]
Osszefliggés adja. Ha az erg allando, akkor innen
W12:F'(I‘2—I‘1):F'AI‘.
——
Ar

Szavakban: alland6 er6 munkija az erd és tamadaspontja elmozdulasvektordnak skalaris
szorzata.

Konzervativ az erétér, ha az erctér altal valamely anyagi pontra kifejtett er6 munkéja
fiiggetlen az anyagi pont palyajatol. Ez esetben létezik egy olyan U(r) skalarfiggvény
(més elnevezés szerint potencialfiiggvény vagy roviden potencial), hogy az anyagi pontra
kifejtett F erére nézve fennéll az

F=-VU
Osszefiiggés. A palya egy szakaszénak A kezd§ és B végpontja kozott pedig
Wap =Ua—Up

a végzett munka.
Legyen v az m tomegd anyagi pont sebessége. Ekkor

1
E = —mv?
2
az anyagi pont kinetikai (mozgési) energiaja.
Legyen v; az n tomegbdl 4ll6 anyagi pontrendszer i-ik (i = 1,...,n) m; jeld anyagi pont-

jdnak a sebessége. Ekkor

n n 1
=1 =1

az anyagi pontrendszer kinetikai energiaja.

Legyen [w;v4] a merev test szogsebesség vektorrendszerének és [I,I14] a merev test im-
pulzus vektorrendszerének a test A pontjaba redukilt vektorkettGse. Ezekkel a mennyi-
ségekkel

1
EZQ[VA‘I—FW-HA]

a merev test kinetikai energiaja. Ha A =T, akkor
1 1

E = 5 [mv%+wJTw] = 5 [mv%-l—Jeuﬂ]
a kinetikai energia, ahol m a test tomege, vy a T tomegkozéppont sebessége, Jp a tehe-
tetlenségi tenzor a T' pontban, w =we, e-e=1és J,=e-Jr-e.
Legyen w = w(t)e¢ az m tomegt, stkmozgést végz8 merev test szogsebessége — az xy sikkal
egybeess {n sik a mozgés sikja. Legyen tovibba J: a T' tomegkozépponton atmend ¢ ten-
gelyre, és J, a P poluson atmeng és a (-vel parhuzamos z tengelyre szamitott tehetetlenségi
nyomaték. A T pont sebessége vr. A bevezetett jelolésekkel

1 1
E= 3 [mv% + ngQ] =3 w2 (JZ =Jc+ mr%vp)

a kinetikai energia, ahol rrp a P poélus T pontra vonatkoztatott helyvektora.

A munkatétel szerint [az anyagi pont|{a merev test} E kinetikai energiajanak megvaltozasa

a [t1,t2]; to > t1 idGintervallumban megegyezik [az anyagi pontra hato kiilss ersk|{a merev

testre hato kiils§ erérendszer} altal végzett W12 munkaval:
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51.

52.

53.

54.

95.

56.

o7.

98.

99.

A csapéagyakban forgd merev test akkor van statikailag kiegyenstulyozva, ha zérus a testre
hato kiils6 erék eredGje. Ennek az a feltétele, hogy a tomegkozéppont a forgastengelyen
legyen, ekkor ui. K = magr = 0, kovetkezbleg zérus a kiils§ erck osszege.
A csapagyakban forgd merev test akkor van dinamikusan kiegyenstulyozva, ha statikailag
ki van egyensiilyozva és emellett a testre hato kiilsg erérendszer nyomatéka — ha nem zérus
— parhuzamos a forgastengellyel. Az utobbi feltétel akkor teljesiil, ha a forgastengely a J1
tenzor tehetetlenségi fétengelye.
Jeldlje rendre wiax 68 wmin a forgd gép szogsebességének maximumét és minimumat. A
kozepes szogsebességet az
Wmax + Wmin
wp = ———
2
Osszefliggés értelmezi.
Jelole rendre wpax és wmin a forgd gép szogsebességének maximumat és minimumat, wy
pedig a kozepes szogsebességet. A jaras egyenlGtlenségi fokat a

5= Wmax — Wmin

Wk

Osszefiiggés értelmezi.
A q,...,qs tn. altalanos koordinatak — s a vizsgalt dinamikai rendszer szabadsagfoka — a
mozgas lefrasahoz sziikséges koordinatak. Az altalanos szé mint jelz$ arra utal, hogy ezek
a koordinatak nem sziikségképpen hosszkoordinatak.

Legyen a vizsgalt dinamikai rendszer i—ik pontjanak r; = r;(qi,...,qs) a helyvektora
(i=1,...,N), ahol q1,. .., qs altalanos koordinaték, s a szabadsagfok. Ertelmezés szerint
8I‘i
= =— =1,2,...,s.
51] 8(]] ) J y 4y 3
Kimutathato, hogy
c’9vl-
==, ) =1,2,...,s.

Az utébbi egyenlet alapjan (3;;—t egységnyi koordinatasebességhez tartozé sebességnek
nevezik.

Legyen s a vizsgalt dinamikai rendszer szabadsagfoka, és jeldlje q1,...,qs a vonatkozo
altaldnos koordinatédkat. A dinamikai rendszerre hat6 kiilsé eréket rendre F; jeloli, i =
1,..., N. Ha nincs a rendszeren nyomatéki teher — példaul anyagi pontrendszer esetén —
akkor

N
Q;=> Fi-By
i=1

a ¢; altalanos koordinatahoz tartozé Q; altalanos erd értelmezése, ahol 3;; az egységnyi
koordinatasebességhez tartozo sebesség

Legyen s a vizsgalt dinamikai rendszer szabadséigfoka és jeldlje q1,...,qs a vonatkozo
altalanos koordinatakat. Legyen tovabba P(qi,...¢s; 41, .- . s) a kiils6 erck teljesitménye.

A ¢, altalanos koordinatahoz tartozo (Q; altalanos erd a
oP .
Q]:£7 ]:112a"'73

j

képletbdl szamithato.

Legyen FE a vizsgélt dinamikai rendszer mozgési energidja, s a szabadsagfok, és jelolje
q1,---,qs a vonatkozo altalanos koordinatakat. Legyen tovabba Q; a ¢; altalanos koordi-
natahoz tartozo altalanos ers. Ezekkel a jelolésekkel

d (OF oF
=) 2 g j=1,2,...

a Lagrange féle masodfaji mozgésegyenletek.



60.

61.

62.

63.

64.

65.
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Tegyiik fel, hogy a vizsgéalt dinamikai rendszer N merev testbdl all, s a szabadsagfok,
q1,- .-, (s a vonatkozo altalanos koordinatak, w; (i = 1,..., N) az i-ik merev test szogsebes-
sége. A b;; vektort a

Osszefliggés adja. Ennek megfelel6en b;; az egységnyi koordinatasebességhez tartozo szogse-
bességnek nevezhetd.
Tegyiik fel, hogy a vizsgalt dinamikai rendszer N merev testbdl all, s a szabadsagfok,

qi, - - -,qs a vonatkozo altalanos koordinaték, vp; az i-ik merev test tomegkozéppontjanak
ovri . .. Ow; .
sebessége, [rij = a—,TZ, w; az i-ik merev test szogsebessége, b;; = 871 Az i-ik merev
q; 4q;

testre hato kiilsg er()’k] eredgjét F;, a T; tomegkozéppontra vett nyomatékat pedig My
jeloli. Ezekkel a jelolésekkel
N
Q= (Fi-Brij+Mp;-byj) ;  j=12..5
i=1
a g;j altalanos koordinatahoz tartozoé altaldnos eré.
Egyszabadséagfoki rezgd rendszer esetén

d (OF OF
— == |5 =Cr+Qc+
a mozgasegyenlet, ahol F a mozgasi energia, q és ¢ rendre az altalanos koordinata és az
altaldnos koordinédta sebesség, @, az altalanos csillapito erd, Q). az altaldnos visszatérits
erd és Qg az altalanos gerjesztd erd.
Egyszabadsagfoki rezgs rendszer esetén

ou

Qc:_aiq

az altalanos visszatéritd ers, ahol U a vonatkozo potencial (példaul rugoenergia).
Legyen az F,. csillapité ers. Egyszabadsagfoki rezgs rendszer esetén

Qr = _T(ﬁ : e)2q
a vonatkozo altalanos csillapito erd, ahol r a csillapitasi tényezd, e a csillapité erd iranyat

ov
ado egységvektor g = 50 v a csillapité erd tdmadaspontjanak sebessége, ¢ pedig az
q
altalanos koordinata sebesség .
Legyen F, gerjesztGer6. A vonatkoz6 altalanos erét egyszabadsagfoku rezgé rendszer
esetén a
Qg = Fg : ﬂ
ov
képlet adja, ahol § = 50 v a gerjesztSerd tamadaspontjanak sebessége, ¢ pedig az
q
altaldnos koordinata sebesség. Legyen tovabbad M, gerjeszté nyomaték. A vonatkozo
altaldnos erdt egyszabadsagfokt rezgd rendszer esetén a

Qy=M,;-b

képlet adja, ahol b = 87(,«)

9 w pedig azon merev test szogsebessége, amelyre a gerjesztés
q
miikodik.



