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A modszerek

Szerkezet,
Anyag Alakvaltozas
terhelés kicsiny, nagy
alak, megfogas héhatas

Redukalas: egy , kétméretii
feladatra

v

Mechanikai modell

differencialt egyenletrendszer — egyenlGtlenség

integralt egyenletrendszer egyenl&tlenség

a N

Pontos

Kozelits

v

Differencia modszer

Energetikai modszerek

Kollokacios modszer
Stlyozott maradékok modszere*
Bubnov-Galjrokin modszer*
Hibanégyzet modszer*

Ritz-féle modszer®

Reissner-féle modszer®
sth.
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A targy c €élja

A végeselem-modszer oktatas célja a miszaki mechanika

alaptantargyaira és a numerikus modszerek ismeretére alapozva,

illetve épitve olyan ismeret elsajatitasa, amely az érdeklodot

képessé teszi

v QI s e SR

a modszer mechanikai alapjainak elsajatitasara,
killonféle elemek eldallitasara,

a modellezési kérdések behatbbb elemzésére,

a nagymeéretl rendszerek numerikus kezelésére,
a kapott eredmények szakszer( ertékelése,
vegeselem-programrendszerek hasznalatara.
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T = Te; + yey + ze,.
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Elmozdulasmezé u = u(r) = ue, + ve, + we,

Alakvaltozasi tenzormez6 A = A(r) = Al (r)

Fesziltségi tenzormez6: 1' =T (r) =TT (’r)

4. Egyvaltozos feladat c 17 17
x 9 Txy Tz
5. Kompatibilis elemek A 1 % _ 811; _ 8u 8/0
(T‘) 5Vyx Ey 5 Vyz y Ex = Sy Yoy = =+ )
stvozt 1 0 oy 0
6. Kétvaltozos feladatok 1 1 XL Yy XL
5Vzx 3Vzy €z
7. Lemezelemek
8. Modellezés Oy T:By To
9. Rezgéstan T (rr) Tye Oy Tyz
10. Intelligens szerk. Torx sz (o
’ |
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A mechanikal rendszer

Geometriai egyenlet
1
A= §(ro—|—Vou)

Egyensulyi egyenlet
T-V+pk=0

Anyagegyenlet
T=D--A

mely homogeén, izotrc')p anyag esetén
2G| A+ —A;I
( T )
KPF:
u = U rec A,

DPF:
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u” = uy rec A,

A*:%(u*ov+vou*)

Kinematikailag lehetséges (megengedett) elmozdulasmezonek
neveziink minden olyan u*™ mez6t, amely folytonos, véges
derivaltakkal rendelkezik és kielégiti a KPF-t, azaz

recV
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T V+pk=0

T  -n=2p

reV

r € A

Statikailag lehetséges fesziltségmezdnek neveziink minden olyan T
tenzormezot, mely kielégiti az egyensulyi egyenletet és a dinamikai
peremfeltételt, azaz
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Funkcional alatt az €2 értelmezési tartomanyon értelmezett
flggvénytol, annak kilonbdz6 rendl derivaltjaitol figgo skalar
mennyiséget értlink, azaz

F = F(fr, u, u’,...)
ami egyvaltozos esetben

FWZFW(QZ‘7 ’LL(QZ‘), Z—u) :F(x’ u7 ’U/)
X

A fizikai feladathoz rendelten az F'-ben szereplé u = u(r)
flggvény az ismeretlen, ennek meghatarozasa a cél.

Példaul
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Varialas

A flilggvény variacioja alatt, annak kismérték(i megvaltoztatasat

értjik. Altalaban a megvaltoztatott fliggvénytél meg szokas kovetelni

a folytonossagot és derivalhatosagot, illetve feladattol figgoen
bizonyos peremfeltételek kielégitéseét is.

A varialas jeleként d—t szokas hasznalni. gy w variacioja alatt du -t

ertjuk.

ou
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Varialas

A funkcional elsé variaciojat F' = F (x,u, u') esetén

0F 0F
0F = —3§u du
ou vt ou' “
jelenti, mig az F' teljes differencialja
0F 0F 0F
dFf = —d —du du'
0x v ou vt ou' “

Allnak az alabbi 6sszefiiggések
(5(F1 + FQ) —0F] +0F5

(5(F1'F2) —0F, - Fs + F1 -0 F
SF" =n F" ' §F

(ﬂ) SFy - Fy— Fy -6 F
s(=) = g
P (F)

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Varialas

Az u figgvény megvaltoztatasat egy « allando és v(x) fuggvényen
keresztil kifejezve du = aw, ahol o paraméter, amely a kiilonboz6
variacioknal mas és mas, v(x) egy masik fuggvény. Az u fuggvény

variacidjanak derivaltja

d d dv

—(0u) = —(av)=a— =av =du' =4
da:( ) d:c( ) dx

vagyis a derivalas és a varialas sorrendje felcserélheto.

Integralasnal pedig all

(

du

dx

)

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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A vizsgalt variacios elvhez kapcsolodoé funkcional nagyon
gyakran fizikai tartalommal bir.

A funkcional alacsonyabb rend( derivaltakat tartalmaz mint ami
az eredeti feladat differencial-egyenletrendszerében szerepel.

Variacios elvek révén bonyolult peremfeltételek, illesztési

feltételek, mezbegyenletek vezethetok le, ill. igazolni lehet a

megoldas letezését és egyértékiiségeét.

A szamitas kozelitésének josagara a funkcionalban szerepld
mezok ,,a priori” ki nem elégitett perem és illesztési feltételeinek
kielégulési mértékén keresztiil kapunk szemléletes képet. A
kozelités egyetlen skalarral, a funkcional értekével minositheto.
A variacios elvekre alapozva numerikusan stabil és konvergens

eljarasok szarmaztathatok.
A kozelitd mezok alkalmas megvalasztasaval jol

kondicionaltsagu algebrai egyenletrendszernyerhetd, amelynek

szamitogépes megoldasara jol ismert hatékony eljarasok

hasznalhatok.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Jel ol ések

Legyen az elmozdulasmez6 kinematikailag lehetséges. Ekkor az
elmozdulas mez0 variacioja (virtualis elmozdulas) alatt

ou =u" —u,

ahol u az egzakt elmozdulas. Nyilvanvaloan teljestl: )u = 0, ha

reA,.

Hasonloan értelmezhetd az alakvaltozas variacioja:

1
5. Kompatibilis elemek A*=A(u")=A(u+du) = 5 (u+du)oV+ Vo (u+du)| =
6. Kétvaltozos feladatok 1 1
7. Lemezelemek :i(UOV—FVOU)—i—i(Cs’UJOV—I—VOCM)
8. Modellezés h v~ = = "~ =
A 0A
9. Rezgéstan
10. Intelligens szerk. azaZz
A*=A+ A
| |
(©) 2007. Paczelt-Szabb-Baksa: VEM alapijai 17 /210



-1

Elmozdul asmez o vari acigja

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hluzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

« A
Ou

e v
uadott uadott

S
-
S

XY

e )
uadott uadott
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Teljes potenci alis energia

A teljes potencialis energia rugalmas anyagu testre

1
I, = IT,, (u) = §/A.-D--AdV—
V

mely kifejezésében az els6 tag az alakvaltozasi energia

%/A--D VAV = Uy,

mig a masodik a kiilsd erok munkaja

Wk:/u-pdA+/u-pde

Ap

V

/u-pde—/u-pdA

V

Ap

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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1
II, (u+ du) = 5/(A—|—5A

. (A+5A) dV—

—/(u+5u)-pde—/(u—|—5u)-pdA:

\%

— /
2

A

Ap

AdV /u-pde—/u-pdA—i—

Vv

Ap

7

—
+/5A--D--AdV—/5u-pde—
|4

T

Vo

ITy, (w): egzakt értékhez tartozo

Ap

/5u-pdA—|—

Vo

5Hp: a potencialis energia elsd variacioja

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Iy (u*) = Ty (u + du) = T,(w) + 611, + 67T,

ahol

hisz ez utdbbi kifejezés alakvaltozasi energiat fejez ki. Az elso
variacio zérus értéke 0ll, = 0 a potencilis energia stacionér
pontjat jeloli ki, amelyben a potencialis energia abszolt
minimummal rendelkezik. A kinematikailag lehetséges

611, =

1

2

/5A- -D - -0AdV >0

V

elmozdulasmezonél a potencialis energia mindig nagyobb, mint a
tényleges mezohoz tartozoé.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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AdIL, = OfeltételaT(u) =D --A, A = A(u) jeloléssel

5Hp:/5A--T(u)dV—/éu-pde—/5u-pdA:O

v

Az elso integral atalakitasaval

/(5ro)--TdV:/(u-T-V)dV

|4

V

V

Ap

—V/éu-(T-V)dV

majd a Gauss-Osztrogradszkij tétel felhasznalasaval

—/5u-[T(u)-V+pk]dV—|—/5u-[T(u)-n—p]dA:O

V

Ap

irhato, mivel dJu = 0 az A,, felileten. Mit is mond ez az egyenlet?

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Tétel:

A teljes potencialis energia minimumat meghataroz6 d 11, = 0

stacionaritasi feltétel altal kijeldlt pontban olyan elmozdulasmez6

alakul ki a testben, amely az eredetileg ,,a priori” eldirt
kinematikailag lehetséges elmozdulasmezore kir6tt feltételeket
betartva, kielégiti az eldzetesen nem biztositott egyensulyi

egyenletet, mint mezbegyenletet és a dinamikai peremfeltételt,vagyis

szolgaltatja a rugalmassagtani feladat egzakt megoldasat.

A tételbol kovetkezik, hogy kozelitd szamitas felépitésekor miutan u
helyett u*-ot hasznalunk, az egyensulyi egyenlet és a DPF mar nem

fog pontosan kielégtilni.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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A tényleges mez6nél a potencialis energia abszolit minimummal
rendelkezik. A kdzelitést specialis hatvanyfiggvények alkotta sorral
képzik. gy az ©u* mezét az alabbi modon kozelitjik:

N
ut =uf (r)+ Y (cipi(r)es + ciynti(r)ey + ciranxi(r)e:)
=1

ahol u, (7) kinetikai peremfeltételt kielégité mez6 uj, (1) = up(r)
r € Ay, pi(r), ¥i(r), x;(r) altalunk felvett kozelitd fuggvények,
amelyek eleget tesznek a ; () = ; (r) = x; (r) =0 r € A,
homogén peremfeltételnek, folytonosak, derivalhatok, N a kozelitd
sorban felvett tagok szama, ¢; (i = 1, ..., 3IN) ismeretlen
allandok, paraméterek.
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Bevezetés

Ritz-f éle modszer

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hlzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Az u* mez0 variacioja

N

ou* = Z (0civi(r)eg +dciyn i (r)ey, +dcipan Xi(r)ey)

1=1

A potencialis energia az ismeretlen paraméterek fliggvényeként all el6

I, = I, (c1, ..., c3n)

011 011
0Il,=0=9 P +6c =2
A 1 0 ¢y * Toc 0 c;
stacionaritasi (minimum) feltételbaol
O 1L,
=0 =1, ...
0 C; ! ’

+ ... —|—5C3N

3N

011,
0 can

algebrai egyenletrendszert nyerjiuk a c¢; allandok meghatarozasara.
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Bevezetés

Példa; Huzott-rad

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye

e Jelolések

® min Hp elv

e Ritz-féle modszer
e Példa: Huzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt

e min Hp tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

2.1. feladat: A valtoz6 A = A(x) keresztmetszet(i rid hossztengelye mentén megoszlo
terhelés intenzitasa legyen p. A rad x = 0 helyen megfogott, mig az x = L végén FT,

koncentralt er6 hat, tovabba ¢ allandoja rugon keresztil csatlakozik a talajhoz.

L

L Az

A
Y
}
A

Megold as: A teljes potencialis energia

e e = Y
F X

1 1
7. Lemezelemek I, = 5 | Owce dV — [ updxr —ur Fr, + 5 € (ur)? (2.1-a)
8. Modellezés Vv 7 N ,
9. Rezgéstan ~ ~ ~ N ~ o ragoenergia
rad belsé alakvaltozasi energiaja kills6 terhelés munkaja
10. Intelligens szerk.
I I
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Példa; Huzott-rad

A rudaknal hasznalt hipotézis szerint a keresztmetszetben o, = FEe, = all. fesziiltség

keletkezik, ahol e, = Z—Z =/, E Young féle rugalmasséagi modulus. igy
Bevezetés
1. Fogalmak 1 1 -
— I, = — /AE(u’)Qdac — /pu dxr — F7y, uL—I——cu% (2.1-b)
2. Variacios elvek 2 2
@ Variacios elvek el6nye L L
e Jelolések
e min I, elv A variacidoszamitas szabalya szerint
® Ritz-féle modszer
e Példa: Hluzott-rad 5u2 = 2u - du (2.1-c)
e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre , .
esigy
3. Elemmodell e/ .
oll, = | AEu éu' dx — | dupdxr — dur Fr, + cupdur =0
4. Egyvaltozos feladat
L L
5. Kompatibilis elemek
Az els0 integralt a szorzatintegralasi szabaly szerint atalakitva
6. Kétvaltozos feladatok
7. Lemezelemek ; L ) 5
oll, = AEu' du |, — | [(AEu")" + pldudx—dur (Fr — cur,) =0
8. Modellezés
L
9. Rezgéstan
10. Intelligens szerk. ) 5 )
0Ilp, =d0ur, - [AEW |; — Fr +c¢ur] — [ [(AEW) +pldude =0  (2.1-d)
L
variacios egyenlethez jutunk.
| |
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Bevezetés

Példa; Huzott-rad

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hlzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Az els0 tag eltiinésébdl a

N = (AEU,)I/J = F;, — cuy, (2.1-e)
dinamikai peremfeltételt, mig az integral eltinésébdl az
(AEU) = —p, (N' = —p) (2.1-f)

egyensulyi egyenletet nyertiik. Ez utdbbit hagyomanyos Gton is megkaphatjuk. Véve a rad
elemi részét, a rea hat6 tengelyirany( erék egyensulyi feltételébdl dN + pAx = 0, illetve
N’ = —p kovetkezik, ami egybeesik a 611, = 0 feltételnél kapottal.

Legyen AE = all. Kozelitsiik az u mez6t négyzetes hatvany fiiggvényen keresztil.

U =co+Ci1x + 025132 (2.1-9)

Mivel x = 0-nal u = 0, cg = 0 kovetkezik. A (2.1-g) alatti kozelitéssel u’ = c¢1 + 2cox,

tovabba

2
L

1
I, = = /AE(cl + 2cox)? dx — /p(clzL‘ + cox?) da—

1
— Fr(c1L + 2 L?) + 5e(clL + o L?)?

illetve
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Bevezetés

Példa; Huzott-rad

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hlzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

611, = /AE(c1 + 2caz)(dcy —|—2502x)dac—/p(5clx+502x2)dac—
L L
— Fr(6c1L+6caL?) + &1L+ caLl?)(Sce1 L + dcaL?)

Rendezve az egyenletet

0, =0=4dc1 /AE(C1 —|—202x)dac—/pacd:c—FL - L+6(01L—|—02L2)L +
L L

+dco /AE(cl + 2cox) 2xdr— /px2 de—Fr - L? + ¢(cr L + c:2L2)L2
L L

ami rovidebben

' o1l o1l
9. Rezgéstan 51, = 5y p 1+ 6o P _0o (2.1-h)
10. Intelligens szerk. dci d c2
alakban is felirhato.
I I
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Bevezetés

Példa; Huzott-rad

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hlzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Mivel d¢c;, (i = 1, 2) tetszbleges, 011, /0 ¢; = 0 egyenleteket nyerjuk. Ezek jelen esetben

/ AE[2x; 422 dx + [EL3; ELA]

L

/ AE[1;2x]dx + [6L?; L3

L

\

J

\

-

Ve

/

C1
C2

C1
C2

]—/pxdm—FL-L:O

L

}—/prda}—FL-LQZO

L

p = all. érték mellett a végsd megoldand6 egyenletrendszer

(47

L
L2

L2
4713
§L

B

L2
L3

L3
L4

DI

C1
Cc2

|

|

Fr L + p%
FLI? +pZ’

] (2.1-i)
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Bevezetés

Példa; Huzott-rad

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hlzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Alesetek

1.

@@

p=0

7

p =po = all,

p = po = all,

szuperponalasabol kapjuk

p =0,

¢ =0 (hGzottrid esete) = c¢1 = ——

Fr,

FL:O7

AE =0,

CE=0

sy

¢ = 0 amegoldast az el6z6 két eset

=

FL;&O =

Cl = ——

AFE

Ccl1 =

Fr,
C

Y

(FL —|—pOL)7

ur, =

C2

|
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Bevezetés

Példa: Hajlitott-nyirt tart 0

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hluzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt

e min Hp tobb testre

2.2. feladat: Vizsgaljuk az xz sikban elhelyezkedd hajlitott-nyirt tartot. A tartd keresztmet-
szetének fotengelyei essenek egybe az xz sikra meréleges y tengellyel, ill. a z tengellyel.
A keresztmetszetek sulypontjain athalad6 tengely ilymodon az x tengelynek felel meg. A

sr sy

tartora z tengely iranyaba p slrliségli megoszlbterhelés, az * = L keresztmetszetben Ff
nyiréer6 és M}j hajlitonyomaték mikodik. Ezen terhelések hatasara a tartd az xz sikban

deformalodik. A tartd kdzépvonalanak elmozdulas koordinataja z iranyaban wy.

Megold as: A Bernoulli-féle hipotézis szerint a tartd keresztmetszete az alakvaltozas utan is
merdleges marad a meggorbilt kozépvonalra, a kzépvonal nem nydlik meg. llymédon az xz

koordinataju P pont x irany( elmozdulasa

/

3. Elemmodell U = —wWpz (2.2-a)
4. Egyvaltozos feladat amibdl az x irany fajlagos nyulas
5. Kompatibilis elemek , /
E=U = —wyZ (2.2-b)
6. Kétvaltozos feladatok . B . L,
es a keletkezo normal feszultség
7. Lemezelemek
8. Modellezés o= Fe = —E’wlolz (2.2-c)
9. Rezgéstan A teljes potencialis energia
10. Intelligens szerk. 1
Y
I, = 5/ae-:alV—/pwoalzz:—wLFf—I—U/OLML (2.2-d)
/V / 1
ahol wor, = wo (L), w{; = wqy(L).
| |
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Példa: Hajlitott-nyirt tart 0

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hluzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Vs

-
/
/
’UJOA P 0 ‘ w
op
K’-\)
Fo
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Bevezetés

Példa: Hajlitott-nyirt tart 0

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hluzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A (2.2-b), (2.2-c) egyenletek behelyettesitésével, a keresztmetszetbeli integralas elvégzésével
1
I, = 5 /IyE(wé’)2 dx— /pwo dr — wor Ff + w(’)LME (2.2-€)
L L
A 11, els6 variaciojat képezve, kapjuk azt, hogy
011, = / Iy Ew( d w)dz— /p5w0 dr — dwor Ff + 5w6LM{ (2.2-f)

L L

A szorzatintegralasi szabaly kétszeri alkalmazasaval, a tagok rendezésével stacionér
helyzetben

6Il, = [IyEwl |p + MY 6w); — [(IyEwy)" |1+ FEldwor+
+ [ [IyEw})" — pldwo dz = 0 (2.2-)
L

hisz az x = 0—nal lév befalazas miatt  wg (0) = 0, Jdw((0) = 0.
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Példa: Hajlitott-nyirt tart 0

Bevezetés A variaciok fliggetlenségéb6l adodbdan egyrészt a dinamikai peremfeltételeket kapjuk meg:
1. Fogalmak

My = —I,Ew] = M, =-I,Ew] (2.2-h)
2. Variacios elvek L — Y OL Yy — Y 0 y
@ Variacios elvek el6nye
e Jeldlések
® Ritz-féle modszer
e Példa: Hazott-rid ahol T’, a nyir6er6, masrészt az
e Példa: Hajlitott-nyirt (Iy Ewg "= P (2.2-)
e min I, tobb testre
- dell egyensulyi egyenlethez jutunk.

. emmode . , sy s - - s oz ,r .
A (2.2-h) és (2.2-i) alatt egy(ttal az M, hajlitonyomatékra és T’, nyiroerére is kapunk
4. Egyvaltozos feladat osszefiiggéseket. Prizmatikus tartonal I,, = All.
5. Kompatibilis elemek Az alabbiakban épitsiik fel a kozelité megoldast F'? = M g = (O esetén.
6. Kétvaltozos feladatok A kozelltofuggveny
7. Lemezelemek N
8. Modellezés wo = Z cnz™ mivel wp(0) = w'op(0) =0 kell legyen. (2.2-k)
9. Rezgéstan n=2
10. Intelligens szerk.
I I
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Példa: Hajlitott-nyirt tart 0

Bevezetés Tovabba a lehajlas masodrend( derivaltja
1. Fogalmak N N c2
1 n—2 __ _ . _ T
2. Variacios elvek Wy = E n (’I’L — 1) Cnd — E dn (.’13) Cn — [92 . -QN] . =g cC
e Variacios elvek elénye n=2 n=2 CN
® Jeldlesek A wo és w( -nek (2.2-e)-be helyettesitésével a potencialis energia (2.2-))
e min II, elv
e Ritz-féle modszer 9
e Példa: Huzott-rad 1 g2 L
Példa: Hajlitott-nyirt _ T T -
° e.a a“._o nyir II, = -c / IyE[gg...gN] dr c—c / : pdx
e min I, tobb testre 2 )
L L x™
3. Elemmodell x gN ) N >
4. Egyvaltozos feladat Q b
a c paraméterek figgvényeként all eld, vagyis
5. Kompatibilis elemek
6. Kétvaltozos feladatok 1
I, = —CTQ c—c'b (2.2-m)
7. Lemezelemek .. , p 2
ahonnan a minimumfeltételbol a
8. Modellezés
9. Rezgéstan 81—[? — 0= Q c—b (2.2-n)
10. Intelligens szerk. _ _ 9 C, i i o
algebrai egyenletrendszert nyerjik a ¢ allandok meghatarozasara.
@@
’ |
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Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hluzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Ay
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hluzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

Mindkét testre érvényesek a rugalmassagtan egyenletei, azaz

1
Aezi(’uGOV%—Voue) recVe

T =D°--A° reVe
T°-V+pkc=0 reVe
mint mezbegyenlet, tovabba érvényesek a peremfeltételek
u®=ug 7€ A

TC -u®=p° reA
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hluzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

A testek csatlakozo A¢ kdzos fellletén, az eddig nem ismert illesztési
feltételek allnak fenn. Feltételezésiink értelmében a kdzos fellleti pontok
egyutt mozognak, nem valnak el egymastol, azaz a testek kozott kétoldall
érintkezési feltételek allnak fenn. A fellileten Iévo feszliltségek
egyensulyban vannak.

lly médon a KIF (kinematikai illesztési) és a DIF (dinamikai illesztési)
feltételek az alabbiak:

ul'=u? reA,

T' - n'=-T?.n> rcA,

Itt n! és n? a testekbdl kifelé mutatd normalvektorok.
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Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

SN A vizsgalt rendszer teljes potencialis energiaja a két testre kilon-kilon
1. Fogalmak felirhato potencialis energiak 6sszegeként all eld:

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye ( )
e Jelolések 1

e min IT, elv Hp: E < — A--D AdV— upde— 'U;pdA>
® Ritz-féle modszer e—1 2

e Példa: Hluzott-rad \ Ve Ve AS J
e Példa: Hajlitott-nyirt

e min II;, t6bb testre A két testre vonatkoz6 variacios elv felépitéséhez induljunk ki a teljes

3. Elemmodell potencialis energiak variaciojabol:

N

. Egyvaltozos feladat

ol

. Kompatibilis elemek

2 2
6. Kétvaltozos feladatok 5Hp — Z 51_[; — Z {5Uaelakzv. o 5W/§} =0
e=1 e=1

7. Lemezelemek

8. Modellezés 2 1
9. Rezgéstan E {5/ 5Ae . T dV — / 5’11,6 . pk dV — /511;6 . pdA}
10. Intelligens szerk. e=1 Ve Ve Ae
G _ p
5U§lak¢v. —(;‘r/‘/lj
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Bevezetés

Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hluzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

/5u-(T-V
Ve

innen

Az els0 integral az egy testre vonatkozo6 vizsgalatnal bemutatottak szerint
atalakithato

)edV:/(5U'T°V)edV—/(5ro..T€dV:
N——

Ve

Ve

A+

:/5ue-Te-nedA—/5Ae..TedV

Ae

Ve

/5Ae--TedV:/due-Te-nedA—/due-(T-V)e dv
Ve Ae Ve

ahol A = A; + A¢

—~—
du=0

C

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai

411210



-1

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

e Példa: Hluzott-rad

e Példa: Hajlitott-nyirt
e min I, tobb testre

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

A kapott formulakat visszairva és a tagokat atrendezve:

( )

\ p /

Z< /5u6-[T-V+pk]edV—/5ue-(T-n—p)edA s —
Ve Ae

—/5u1-(T1-n1+T2-n2) dA =0

Al2
variacios egyenlethez jutunk.

Nyilvanval6éan, ha a KIF nem allna fenn, akkor e fennti egyenlet utolso
integralja két részre esne, ami a belso fellilet feszlltségmentességét

fejezné ki. Ez pedig a megfigyelésekkel ellentétes eredményt szolgaltatna.

A levezetett variacios egyenlet, vagyis a variacios elv biztositja az

egyensulyi egyenlet, a dinamikai perem-, és illesztési feltétel teljestilését.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

e Lokalis approximacio l

e Potencialis energia
e Csomoponti terhelés
e A megoldando feladat

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek |

3. Elemmodell

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

Lok alis approxim acio elve egyv altoz 6s feladatn al

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

@ Lokalis approximacio
e Potencialis energia
@ Csomoponti terhelés

e A megoldando feladat

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

S —
X
A
u /’ DN
e = N
/ 7
1
4
7
'/ Ug
/
u
// us >
Ue
/%
V Z u2

u3:u§
© ©)
3 4

/| S | O | |
1
Ni(z) -  a.)
x
1
x
1
N5(z) - )
x
1
Ny(x) - d)
x
N;5(x) - e
x
1
No(z) - f)
x
u JUEEL N
T e
v )
//' \“\ W 5
, / ,-/‘ .‘\. g. )
“: /// : u3\\ Uy g
A Yl
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Lok alis approxim acio elve egyv altoz 6s feladatn al

A kozelitett elmozdulasmezo

Bevezetés - -

1. Fogalmak

2. Variacios elvek T (CE) _ ZNz(x) U; = [N2<3;> N3<g;> .-+ Ng (aj)] : = N(CE) q

3. Elemmodell

@ Lokalis approximacio

Ug

e Potencialis energia L .

@ Csomoponti terhelés

e A megoldando feladat Ehhez képezzik az 7, J csomobpontokat tartalmazo elemen bellli
4. Egyvaltozos feladat elmozdulasmezot

5. Kompatibilis elemek 2
Tj—T T — X (%
e
J

(&2
6. Kétvaltozos feladatok u (x) — ;
Le Le

7. Lemezelemek

8. Modellezés ami a & = x — x; valtozb bevezetésével

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk. ue(é’) _ [ B é é] [ U’Z
J

= VO N (©) | ot | =N (©a =aTNT)
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Diszkretiz alt potenci alis energia

A hlzott radban kialakulo fajlagos nyulas

Bevezetés

du® du® 1 . e o
L ogana R GE df) = —[-1, 1] ¢° = B°q

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

illetve a normal feszliltség a Hooke torvényalapjan

@ Lokalis approximacio

e Potencialis energia

e Csoméponti terhelés 0 =Fe® =0%¢&) =FEe(&) = EBq°
e A megoldando feladat
e V' [oeAdi= o [BTAER G q -
6. Kétvaltozos feladatok L Le
7. Lemezelemek _ lqu A°E [ 1 —1 ] qe — lqu Ke qe
8. Modellezés 2 Le —1 1 -2 7
9. Rezgéstan
10. Intelligens szerk. Wke — /UP d§ = qu / Nt (f)pdf — qufe
Le Le
Teljes potencialis energia
e 1 el'yre e el pe
I, = 54 K°q"—q"' t
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

@ Lokalis approximacio
e Potencialis energia
@ Csomoponti terhelés

e A megoldando feladat

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e
@ 7
) j
Le
- >

@

m Y
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Diszkretiz alt potenci alis energia

A kapott merevségi matrixot almatrixokra felbontva

Bevezetés e e e
1. Fogalmak 1€ = [ T T]e KZZ KZ] q; 9 f?,
p q; q] K. K.. q. f.
2. Variacios elvek J JJ J J
3. Elemmodell
o Loral — Jelen esetben
okalis approximacio
e Potencialis energia e
@ Csomoponti terhelés e e . . Ke . AE
e A megoldando feladat q; = Uy, (Z J )7 'V Stb)
4. Egyvaltozos feladat
5. Kompatibilis elemek Bevezetve az 6sszes csomopontielmozdulasok vektorat
6. Kétvaltozos feladatok T T T T
7. Lemezelemek qQ = [ql d2 ---Yg ]
8. Modellezés , - a2 e . s
a rud teljes potencialis energiaja
9. Rezgéstan
. - Kl Kl - _ fl —
10. Intelligens szerk. 11 12 1
K3, Ky + K3y K35 fy + £3
q’ K3, K35 + K3; £5 + £3
1y e 3 4 1—4 3 | pd
2 Kis Kis fi + 14
Kis + K25  Kig fy + £3
a K3s Kge - L5
I I
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Csom oponti terhel és

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek e

3. Elemmodell fe = fz =
® Lokalis approximacio [ fj ]

e Potencialis energia
@ Csomoponti terhelés

e A megoldando feladat

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Allando6 intenzitast hosszmenti p megoszI6 terhelésnél

]pdéz

pL°©

2

i

vagyis a linearis elmozdulasmez6 miatt a ridelemen ébredd pL° nagysagu
erd a két csomopontra fele-fele aranyban van szétosztva, azaz redukalva.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

@ Lokalis approximacio
e Potencialis energia
@ Csomoponti terhelés

e A megoldando feladat

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A megoldand ¢ feladat

Mivel az 1-es pontban a rid elmozdulasa zérus, tgy q; = 0. AdIl, =0
variacios egyenlet értelmében

=2

5
o011
TO1llp
— E 0q; 9a, =0,

azaz a megoldando algebrai egyenletrendszer

ahol K22 = K%Q + K%2,

Tomoren

- Koo Kos
K32 Kss
Kus

K34
Kis Kus
Kss Ks5 Ksp
Kess Kes
K23 :K%?ﬂ
Kq=f

f, = fl +f2 sth.

T q2 ] - £y 7]
a3 f3
Qs | = | 1
a5 f5

. g6 | fs

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat [
e Sikbeli rad
e Bernoulli-hipotézis

e Potencialis energia
e Alapegyenlet

e Elmozdulasmezé
e Merevségi matrix
e Transzformacio

5. Kompatibilis elemek |

4. Egyv altoz 0s feladat

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

Sikbeli rudszerkezetek

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

e Sikbeli rad

e Bernoulli-hipotézis
e Potencialis energia
e Alapegyenlet

e Elmozdulasmez6
® Merevségi matrix

® Transzformacio

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Rudnak nevezzilk azokat a testeket, amelyeknél a test egy kitlintetett

térgorbére merbleges geometriai méretei Iényegesen kisebbek a térgorbe
iranyaban mérthez képest. Ha a térgorbe egyenes, akkor egyenes rudakrol
beszélink. A test ,,merdleges metszetei” a rad keresztmetszetét jelolik ki.

Feltételezésiink szerint a keresztmetszet sllypontja a térgorbén
helyezkedik el, amit tomdren kdzépvonalnak neveziink.

Vizsgalatainkat egyenes kdzépvonall és allando
keresztmetszetdl(prizmatikus) hlzott-nyomott, hajlitott-nyirt rudakra
korlatozzuk. A nyirasi energia elhanyagolasaval az. Gn.
Bernoulli-hipotézis( rudakhoz jutunk.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Bevezetés

Bernoulli-hipot ézis

1.

Fogalmak

2. Variacios elvek

8

Elemmodell

4,

Egyvaltozos feladat

e Sikbeli rad

e Bernoulli-hipotézis

e Potencialis energia

e Alapegyenlet

® Elmozdulasmez6

® Merevségi matrix

® Transzformacio

5

Kompatibilis elemek

6.

Kétvaltozos feladatok

7.

Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A rad elmozdulasanal feltételezziik, hogy a rid keresztmetszete merbleges
marad a meggorbult kdzépvonalra.
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Bevezetés

Elmozdul as

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

e Sikbeli rad

e Bernoulli-hipotézis
e Potencialis energia
e Alapegyenlet

e Elmozdulasmez6
® Merevségi matrix

® Transzformacio

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A keresztmetszet mentén hlzas-nyomasbol allando, hajlitasbal linearisan
megoszlo6 lefutasu feszilltség keletkezik. Ehhez tartozoan a radiranyd
elmozdulas a keresztmetszet egy tetszéleges P pontjaban

u(§) — w(§) ¢,

ahol () = d% (),u(&) , w(&)a £ill. ¢ iranyd elmozdulas.

up = up (€7n7C) —
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

e Sikbeli rad

e Bernoulli-hipotézis
e Potencialis energia
e Alapegyenlet

e Elmozdulasmez6
® Merevségi matrix

® Transzformacio

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Alakv altoz as, feszuilts

ég

A tengelyiranyu fajlagos nyudlas

ec (& ¢) =¢e(& O =u'(§) — w' (€ ¢

mig az egyszer( Hooke-féle anyagegyenlet alapjan a normal fesziiltség

ahol E/ a Young modulus.

0 (& ¢) =Ee(&Q),

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Bevezetés

Potenci alis energia

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

e Sikbeli rad

e Bernoulli-hipotézis
e Potencialis energia
e Alapegyenlet

e Elmozdulasmez6
® Merevségi matrix

® Transzformacio

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Jeldlje a radon hato megoszIo terhelést, hossziranyban p¢, keresztiranyban
pe¢, melyeknek mértékegysége [N/mm)|.

A rad vegein —F¢o, Feyp, raderd, —Feo, Fep nyiroer6 és —M o, M,y
hajlitonyomaték hat.

A fenti terheléseket figyelembevéve, tovabba tekintettel arra, hogy
alakvaltozasi energiacsak a o (£) feszlltségb6l szarmazik, a rad teljes
potencialis energiaja két integralon keresztil és a radvégeken hato
koncentralt er6k és nyomatékok terhelési munkajabol all dssze.

1
=3 //gsEgsdAdé —/(ups +w pg) dE—
L A

— (u (L) Fer —u(0) Feo +w (L) Fer —w(0) Feo ) —
—(—w' (L) My +w'(0) Myp )
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Minimum felt ételb Ol

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek 5u Hp = 0= //5’&/ i) (u/ —w"” ) dA df — /5u D¢ dg—
3. Elemmodell L A T,

i;iﬁjnﬁﬂeladat — (0u (L) Fer, —0u(0) Feo ) = /5u' AE v df — /5u pe d€
L L

e Bernoulli-hipotézis

e Potencialis energia

e Alapegyenlet — (571/ (L) FﬁL — 5’(1, (O) FﬁO ) =

® Elmozdulasmez6

e Merevségi matrix — [( AE’U,/ = ng ) 5“1]5 - /5U |:(AEU'/)/ +p§:| dg

® Transzformacio

5. Kompatibilis elemek L

6. Kétvaltozos feladatok

amibdl
7. Lemezelemek A E UH _|_ p§ — O’

8. Modellezés

9. Rezgéstan es

10. Intelligens szerk. (N - ng) 5’U/ ‘g = O, N = AE’U,/
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Alapegyenlet
Sl el A részletek mell6zésével a keresztirany( w elmozdulas vonatkozasaban,
1. Fogalmak az egyensulyt kifejezd alapegyenlet
2. Variacios elvek
IV
3. Elemmodell [77 E w — pé‘ = O,
4. Egyvaltozos feladat
o Sikbel rid és a dinamikai peremfeltételt adb variacios egyenletek
e Bernoulli-hipotézis
e Potencialis energia _ L _ r (L
e Alapegyenlet (FC R FCZ) 0w ‘0 T O’ (Mn R an) ow |O o 07
® Elmozdulasmez6
e Merevségi matrix azaz
Acie e !/
@ Transzformacio FC - In E ’U]”/, és Mn — In E n

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

Elmozdul asmez 6 kozelit ése

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

e Sikbeli rad

e Bernoulli-hipotézis
e Potencialis energia
e Alapegyenlet

e Elmozdulasmez6
® Merevségi matrix

® Transzformacio

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A fenti levezetésbdl kovetkezik, hogy az elemen belili elmozdulasmezo
u, w. Ezeket polinomok segitségével kozelitjik. A polinomok tagjainak
egy részénél az egyitthatokat csomopontonként felvett két elmozdulasi és
egy szogelfordulasi értékkel tudjuk kifejezni, ill. az inhomogén

differencialegyenletek partikularis megoldasaihoz tartoz6 tagokat

potldlagos allandoként, paraméterként fogjuk a tovabbiakban szerepeltetni.

Definialva az elem helyi koordinatarendszerben értelmezett g°

altalanositott csomoponti vektorat, az a¢ potlolagos allandok vektorat, a
felsorolt mliveletek végrehajtasa utan az alabbi approximaciohoz jutunk.
Vagyis az elemen belili elmozdulasvektor

| - ~@

\J/

qa® + N°(¢)

5.6

Y
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Bevezetés

Elmozdul asmez 6 kozelit ése

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

e Sikbeli rad

e Bernoulli-hipotézis
e Potencialis energia
e Alapegyenlet

e Elmozdulasmez6
® Merevségi matrix

® Transzformacio

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A csomoponti elmozdulasvektorhoz tartozo approximacios matrix

N° (&) =
N € _ 1_5 0
_ 3 0 0
Nj (&) = [ £o 382 — 283 L

0
— L

GRS

[Ni (§) N;(§)],

oo ]

A potlolagos allandokkal megszorzott approximacios matrix

Ne (¢)

|

w (€)

L? (&2 —¢) L° (& —¢)

0

0

kS
Le’

0 L4(£4_2§73_|_E2) L5(§T5—3£_3—|—252):|
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Bevezetés

Merevs égi m atrix

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

e Sikbeli rad

e Bernoulli-hipotézis
e Potencialis energia
e Alapegyenlet

e Elmozdulasmez6
® Merevségi matrix

® Transzformacio

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Diszkretizalas utan véges dimenzioju feladatot kapunk

_ . 17 . Ke Ke —e fe
Hp (qe, ae) _ [qe,T ae,T] ( |: I_{gq I_{Céa ] |: ge :| -9 [ ?%(p) ] )
aq aa

o = [ N7 @ [ » } e, Ty = [ NOT(© [ » ] d

Le Le

_ A €
Kcelq = /Be,T (5) 0 EInEO B° (5) df)

Le

K= [BT©| 07 p | BY© ae

Le
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Merevs égi m atrix

Bevezetés 1 1 €
_ — = 0 0 + 0 0
_ L - _ L _ _
1. Fogalmak B° (g) - [ 0 126—6 4—6¢& 0 6—12¢ 2—6¢& ]
. L2 L L2 L
2. Variacios elvek
3. Elemmaodell
_ 2 _ 12 e
4. Egyvaltozos feladat B¢ (f) — |: 26 — L 3¢ L o 0 5 0 3 9 3 :|
R — \ ; 0 0 12(&2—€L)+2L* 2083 — 186L% +4L
e Bernoulli-hipotézis (2,4) e
e Potencialis energia [ Bu (f) 0 1
e Alapegyenlet N——
® Elmozdulasmez6 — (1’2)V
e Merevségi matrix 0 Bw (f)
e Transzformacio ~—
L (1,2) |
5. Kompatibilis elemek
6. Kétvaltozos feladatok A potencialis energiaban szereplo, a helyi koordinatarendszerben
7. Lemezelemek értelmezett vegyes indexd merevségi matrix, jelen esetben
8. Modellezés Kgq = KZ’CLT = 0.
9. Rezgéstan A teljes potencialis energia variacioja

10. Intelligens szerk.

0L, =6 ) TIf = Zaqu +Z§a 213:_0
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Bevezetés

Reduk alt csom oponti elmozdul asvektor

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

e Sikbeli rad

e Bernoulli-hipotézis
e Potencialis energia
e Alapegyenlet

e Elmozdulasmez6
® Merevségi matrix

® Transzformacio

A szamitasok elvégzése utan a potldlagos allandok vektora a két mezo
vonatkozasaban

e, " __
5T [_

Peg i

2AF 6AFEL

Pc¢ i

we, T —
o [2417715

1201, EL

(Psz'—l?sj)r,

A szimmetrikus Kgq merevségi matrix az alabbi

(pCj—pu)r-

5. Kompatibilis elemek - AE/L 0 0 . AE/L 0 0 - €
6. Kétvaltozos feladatok 0 12I,E/L3 —6I,E/L? 0 —12I,E/L® —6I,E/L*
2
7. Lemezelemek K¢ — 0 o 6177E/L2 4177E/L 0 6177E/L QIUE/L
, 14 —~AE/L 0 0 AE/L 0 0
2. odelezen 0 —12I,E/L3 6I,E/L?> 0 12I,E/L®  6I,E/L?
9. Rezgéstan 0 —6I,E/L? 2I,E/L 0 6I,E/L?> 4I,E/L |
10. Intelligens szerk.
I I
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Koordin atarendszerek k 0zo6tti transzform acio

Betczes s A helyi koordinatarendszerben felirt diszkretizalt potencialis energiat az
1. Fogalmak x, z globalis koordinatarendszerben értelmezett U, W elmozdulasokkal és
a sikra merodleges ¢, szogelfordulason keresztil lehet kifejezni.

2. Variacios elvek

3. El dell .

s u © cos 3 sin 3 0o 1°[ U c
4, Egyvél-ltoz()s feladat (—lf — w — —sinf3 cosf 0 W = TS qf,
e Sikbeli rad Oon = _,w/ ' 0 0 1 Oy '
e Bernoulli-hipotézis t v
e Potencialis energia . , . z p 7
o Alapegyenlet vagyis az elem csomoponti altalanositott elmozdulasvektora
® Elmozdulasmez6
® Merevségi matrix ~ - € T 0 € . €

. . —€ _ qZ . 0 qz _ e e
e Transzformacio q = — = =T q,
. q; 0 To q;

5. Kompatibilis elemek
6. Ketvaltozos feladatok ahol T° az elem transzformacios matrixa.

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

e Sikbeli rad

e Bernoulli-hipotézis
e Potencialis energia
e Alapegyenlet

e Elmozdulasmez6
® Merevségi matrix

® Transzformacio

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Transzform alt merevs égi m atrix

Ezek utan az elem teljes potencialis energiaja

I, =11, (q°, &°)

ahol

1 T T go Te 1
S (T97 Kg Teq —2T* " T5(,) )+... =

q

2

qe,T Kgq(—le . qe,Tfe(p) 4. = Hp (qe7 56)

q“’ K¢, q°—q

e _ me/T gre e
qu =T KCICIT

a globalis rendszerbeli merevségi matrix

f@

q

. e, T" ge
(p) — T fq(p)

e, T pe
fq

(p)—|_--- 9

a globalis rendszerbeli redukalt csomoponti altalanositott terhelési vektor.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat [

5. Kompatibilis elemek

e VVégeselemek

e Szilardsagi jellemzdék
e Potencialis energia
e Elemek csatolasa

® Az egyenletrendszer
e Példa: Savszélesség

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok .

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

Végeselemek

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

® Végeselemek

e Szilardsagi jellemzdék
e Potencialis energia
® Elemek csatolasa

® Az egyenletrendszer

e Példa: Savszélesség

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Legyen az e jel(i 7, j, k csomobpontokkal rendelkezd elem csomoéponti
elmozdulasainak vektora a kdvetkezo:

qT

q] qZT °

qu — [qg:T
1

T
} ) qf — [u’b (%} wi]e
Az elmozdulasmez6 kozelitését az alabbi 6sszefliggés irja le

u® = u(x) = N°(x)q° = N°q°

ahol az IN¢ matrixot az elem approximacios matrixanak nevezzik.
Nyilvanvalo, hogy N¢ a csomobpontok szerint felbonthato, particionalhato:

Ne=[N; N; N ...J]°

ahol IN; az i-dik csomoponthoz tartozo6 approximacios matrix.
Az elmozdulasmez6 kozelitésébdl kiindulva szarmaztathatok az elem
tovabbi szilardsagi jellemzai.
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Alakv altoz as-, feszlilts egi vektor

Bevezetés e du e
1. Fogalmak € Qz

e __ _ ov _
2. Variacios elvek A('ilj’ y) = & = 8y o 5 oy 5 o

u v

3. Elemmodell ’ny 3_y _|_ %
4. Egyvaltozos feladat — a ue (X) e 8Ne <X) qe — Be <X) qe
5. Kompatibilis elemek
O VBgERElHmElS ahol a B¢ matrix is felbonthaté a csomopontok szerint:

e Szilardsagi jellemzdék

e Potencialis energia Be Be Be Be

e Elemek csatolasa = [ i j k o0 c }
® Az egyenletrendszer

e Példa: Savszélesség

Feszlltségmez6 leirasara hasonloan értelmezheté a 3 méret(
feszliltségvektor:

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

) el __ ©
8. Modellezés T = o — |: Or Oy Tgxy ]
9. Rezgéstan
10. Intelligens szerk. illetve felirhatd a csomoponti elmozdulasvektorral is:

o =D (e —¢j) +o; =D (B°q° —¢)) + 0§

ahol D az anyagjellemz8k matrixa.
| ]
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1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

® Végeselemek

e Szilardsagi jellemzdék
e Potencialis energia
e Elemek csatolasa

® Az egyenletrendszer

e Példa: Savszélesség

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Terhel ési vektorok, elem potenci

alis energi aja

A késobbiek miatt érdemes a terhelési vektorokat is oszlopvektorba

rendezni. A peremen és a térfogaton megoszlo terhelések oszlopvektorai a
kdvetkez6k:

p=>pe=[

Px
Py

pkz

, pk = pk°
] £ £ pky

=[]

A potencialis energia az elébbi mennyiségekkel felirva

IT

I

A5

— ) D (e — €§)dV

Ve
— [u'pdA— [u'pkdV + [ et of dV
Ve Ve
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Bevezetés

Potenci alis energia

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

® Végeselemek

e Szilardsagi jellemzdék
e Potencialis energia
® Elemek csatolasa

® Az egyenletrendszer

e Példa: Savszélesség

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Véges dimenzidban felirt potencialis energia

1

eTKeqe _qufe

melyben K¢ elemi merevségi matrix és £¢ elemi terhelési vektor az alabbi

Ke:/BeTDeBedV:

Ve

/

Ve

et |
1

T

Bj" |pe[ B B¢

(] (]

fe= £o+£2, + £2

0

K K
e e
Jav = | Bi Ky

+ 5,

f;:/NeTpedA : ;k:/NeTpkedV :
Aeg Ve

£ :/BeTDesSdV .
Ve

— —/NeTUSdV
Ve
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Elemek csatol asa

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

® Végeselemek

e Szilardsagi jellemzdék
e Potencialis energia
e Elemek csatolasa

® Az egyenletrendszer

e Példa: Savszélesség

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A potencialis energia minimum elv alkalmazhatésaganal az elemek kdzotti
elmozdulasmezd folytonossagat az approximacionak biztositani kell.
Tételezzik fel, hogy ez fennall, és ily modon az elemek csatolasanal, az

elemek illesztésénél a kbzds csomopontba es6 elmozdulasok azonossagat

elegend6 mar csak megkdvetelni.

Legyen példaként az 7 jelli csomobpontokba befutd elemek jele rendre e,
e + 1 illetve s. Ekkor az elmondottak szerint az illesztésnél

Q¢ =qi =qf =q;

vagyis azt is mondhatjuk, hogy a megkllonbozteto felsd index elhagyhato!

N
. 1 e e (&2 (&2
HpZZ(§qTKq —qTf>—W"“:
e=1

1

2

q'Kq—q'f

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai

71/210 '



-1

Bevezetés

Elemek csatol asa

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

® Végeselemek

e Szilardsagi jellemzdék
e Potencialis energia
e Elemek csatolasa

® Az egyenletrendszer

e Példa: Savszélesség

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A terhelés munkajat képezve, a szerkezet csomoponti terhelési és
elmozdulasi vektora az illesztési feltétel alapjan

Ne
SsaTee+WE = 4 qSTEe T T b g TES 4o 4 gl £ =
e=1

. q’g’ fie + fz'€+1 + fzfs + fin’i

Ve

f;

alakban képezhetd, azaz a rugalmas rendszer csomoponti redukalt
terhelési vektoranak ¢-dik csomopontra vonatkozo része

f; =) ff+f£f

ec

Lathat0, hogy az dsszegzést mindazon elemekre el kell végezni, amelyek
az 1 jelli csomopontot tartalmazzak és hozza kell adni a csomépontban hat6

koncentralt terhelés f/* vektorat.
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Elemek csatol asa

Bevezeles A szerkezet merevségi matrixa az alakvaltozasi energiaval kapcsolatos:
1. Fogalmak

2. Variacios elvek

N,
3. Elemmodell Z quKeqe = q°‘Kq°
e=1

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek ahol

® Végeselemek . . e

e Szilardsagi jellemzok K = [KZ]] L, J = 1’ cooy WHEE KZ] — Z KZ]

@ Potencialis energia ec,

® Elemek csatolasa . . . . .

o Az egyenletrendszer Az 0sszegzes alapjan 27 indexd blokk mindazon elemekneél szerepel,
® Példa: Savszélesseg amelyek tartalmazzak egyidejlileg az 7 és a j jelld csomopontot.

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

® Végeselemek

e Szilardsagi jellemzdék
e Potencialis energia
e Elemek csatolasa

® Az egyenletrendszer

e Példa: Savszélesség

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Adott elmozdul as hat asa

Legyen q; = q;,, adott csomoponti elmozdulas, mely azt jelenti, hogy
0q; = 0 Ekkor a j-edik blokksor 0-val szorzodik.
Az adott elmozdulas hatasa a —-K;;q;,, taggal a jobboldalon kinematikai

teherként jelenik meg.

Az egyenletek szamat megtartva az alabbi struktira is szolgaltatja a

megoldast:
[ Kq; ... O
o .. E
Kl:,ncs 0

q1

q’I’LCS

fi — K194

qju

L fncs — Kncs,jqju .
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

® Végeselemek

e Szilardsagi jellemzdék
e Potencialis energia
e Elemek csatolasa

® Az egyenletrendszer

e Példa: Savszélesség

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Az egyenletrendszer

A csomoponti paraméterek megkotése réveén, figyelembevéve a

kinematikai eloirasokat, megsz(inik a merevtestszerli mozgas lehetosége.

A megoldand6 egyenletrendszert ekkor is

Kq=f

alakban irjuk fel, azzal a megjegyzéssel, hogy az egyutthatd matrix és

terhelési vektor mar tartalmazza a kinematikai eldirasokat is.

Az egyenletrendszer jellemzdi kozil a nagy méretek miatt fontos az
egyutthatd matrix zérustol kiilonb6zo elemeinek elhelyezkedése. Az
egyenletrendszer, az 6sszegzési szabaly miatt szalagszerkezet(.
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Példa: S avszeéless ég

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

® Végeselemek

e Szilardsagi jellemzdék
e Potencialis energia
e Elemek csatolasa

® Az egyenletrendszer

e Példa: Savszélesség

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

5.1. feladat:
hozza tartoz6 sematikus merevségi matrixot

Megold as:

Itt lathatb, hogy a savszélesség: foatld +5 elem
egyuttal optimalis szamozast jelent.

savszélesség

Példaként tekintsik a kdvetkezd végeselem felosztast és konstrualjuk meg a

. Ennél van kedvez6bb szamozas is, mely

K=

savszélesség
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat [ I

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

o 6. Kétvaltoz 0s feladatok

@ 4 csomopontl elem

® Leképzés?

® 8 csomopontl elem ! !
e Elmozdulasmezé

e Derivaltak el6allitasa

® Merevségi matrix

e Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Sikalakv altoz as (SA)

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

A

. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

@ 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

e Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Amennyiben a vizsgalt test geometriaja és terhelése kdvetkeztében létezik
egy olyan irany, amely mentén a test pontjai nem mozdulnak el, valamint
ezen kitlntetett iranyhoz tartoz6 helykoordinatatol, a rea meréleges sikban

felléepd elmozdulasvektor koordinatai fliggetlenek, sikalakvaltozasrol
szokas beszélni.

Legyen a kitlintetett e, iranyban mért helykoordinata a z. Ekkor a

sz6banforgo allapot csak akkor tud kialakulni, ha a térfogaton megoszl6 pk
terhelésnek és az A, feliileten megoszI6 p terhelésnek nincs z iranyu

dsszetevoje.
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Sikalakv altoz as (SA)

Bevezetas Az elmozdulasmezo és a terhelési fuggvenyek

1. Fogalmak

2. Variacios elvek u — U<£B, y) = ue, + Ve€y

3. Elemmodell pk — pk<$, y) = p(kxew + k'yey)
4. Egyvaltozos feladat D = p(ﬂf, y) — Pz€xy + pyey

5. Kompatibilis elemek

Az A alakvaltozasi tenzor a geometriai egyenlet értelmében

6. Kétvaltozos feladatok

e SA 1
® SF Ex §7:ij 0 Egx
S . A=A(zx,y) = %’yyw e, 0| =>e=| g
® 4 csomopontl elem
® Leképzés? 0 0 0 ’ny
@ 8 csomopontl elem
® Eimozdulasmezd mig a 1’ feszlltségi tenzor
e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix O
e Numerikus integralas Ox Txy
7. Lemezelemek T — T (CC7 y) — T%:l: 0(-)y O
oy

8. Modellezés

9. Rezgéstan

ahol izotrop esetben 0, = v (04, + 0y)

10. Intelligens szerk.
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Sikalakv altoz as (SA)

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

@ 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

e Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Az £, = 0 miatt az alakvaltozasi energia szamitasanal csak a T" tenzor
sikbeli részével kell dolgozni, tehat

T

Igy végul is, sikalakvaltozas esetén

T = o0 = Oy =

P Txy
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Sikfeszlilts éqgi allapot (SF)

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

A

. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

e Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A sikfesziltségi allapotot az jellemzi, hogy most a kitlintetett z iranyra
merGleges sikokon nem keletkezik o, = 7,., = 7, = 0 fesziiltség. Ehhez
az sziikséges, hogy a pk és p terhelési fliggvényeknek ne legyen z irany(
dsszetevoje.

B

<y

Fentiek alapjan a fesziiltségi tenzornak csak a sikbeli része lehet zérustol
kilonb6z6
Op Toy U
Tye Oy 0 | =T(z,y)
0 0 O

T —
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Sikfeszlilts éqgi allapot (SF)

e Ismét homogén, izotrop anyagot tételezink fel, igy a z iranyu fajlagos
1. Fogalmak ny[”és
2. Variacios elvek £, = — i <€ + e )
7 = T Y

3. Elemmodell 1 —V
4. Egyvaltozés feladat mig az A alakvaltozasi tenzor
5. Kompatibilis elemek

€ 1 0 €
6. Kétvaltozos feladatok 1 €L 2 /yxy 1
e SF O O €
o TSz z Vxy
@ 4 csomopontl elem ] ) ; .. . . L, L, ., L,
- LG Tekintettel megint az alakvaltozasi energia kiszamitasi modjara elegendo
® 8 csomopontd elem csak a tenzorok sikbeli részét megtartani. Homogén, izotrop anyagnal all:
® Elmozdulasmezd
e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix Oz 1D 1 v 0 €
e Numerikus integralas T = O = O'y — —2 1% ]. O €y — Ds
7. Lemezelemek Tx,y 1 — VY O O 1_TV ’ny

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Tengelyszimmetrikus feladatok (TSz)

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

A

. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Szamos esetben talalkozunk a mérnoki gyakorlatban forgastestekkel
(tengelyek, tartalyok stb.). Ezek egy része a geometriai tengelyszimmetria
mellett, a megfogas és terhelés vonatkozasaban is forgasszimmetriaval,
tengelyszimmetriaval rendelkezik. Ez esetben a lathato z tengelyd
forgastest terhelése és megfogasa fliggetlen a keruleti iranyban meért ¢
koordinatatol.

u=u(R,z)eg + w(R,z2)e,
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Bevezetés

Tengelyszimmetrikus feladatok (TSz)

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

A

. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Az alakvaltozasi és feszlltségi vektorok

kdzott homogén izotrop anyagra az anyagallandok matrixa

D =

E

ou
L Oz

(14+v)(1—2v)

teremt kapcsolatot.

Yl

ow
+ 3R _
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Bevezetés

Négycsom oOpontu elem

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Ay A7 .
; \ 4' L 4 1
1
y
¢
1
( L 4 v
1 2
> - |- 1 -
a.) ! b.)
. 4
> 180°
9 180°
1 3 o 3
1 2
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Bevezetés

Négycsom oOpontu elem

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Az el6z6 abra egy konvex egyenesoldall, négycsomopont( elemet mutat

az xy globalis koordinata-rendszerben, amelyet egy két egység éll

négyzet-tartomanyra kivanunk leképezni. Ennek érdekében az x (£, 1) és

y (&€, m) leképezb fliggvényeket bilinearis alakban irjuk fel:

z(&m) =a1+ad+am+aln=[1 & n Ena=¢' (,n)a
y(&,n) =b1 + bl +bsn+biln=1[1 & n &nb=¢"' (£ n)b

melyben a; és b; allandokat a csomopontok, azaz a sarokpontok

33(5“ T]’L) — Zq,

y(&, mi) = v

koordinatai alapjan lehet meghatarozni. Az el6zd abrabdl kiolvashatbéan a
négy pont &,  koordinatajanak behelyettesitésével

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Négycsom oOpontu elem

Bevezetés Tomorebben
1. Fogalmak X = G a, a = G_lx

2. Variacios elvek

Hasonloképpen y-ra all

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat y = Gb b= G—ly

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok Az allandokat visszairva a leképezés
e SA

® SF 4
e TSz

z(&,m) =@ (G 'x =Y Ni(&,n)z; (z )

® Leképzés? =1

e 8 csomopontl elem

® Elmozdulasmez5 alakban all el6, ahol az N; (£, n) Un. alakfuggvények felépitése a
e Derivaltak el6allitasa . .
@ Merevségi matrix kOVEtkeZO:

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek Ny = %(1_5)(1_77) N3 = %(1_'_5)(1_‘_77)
8. Modellezés Ng = Z(l "’5)(1 - 77) Ny = Z(l — 5)(1 ‘|'77)

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

Négycsom oOpontu elem

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Kdnnyen ellendrizhetd, hogy az alakfliggvények 6sszege:

4

1=1

A leképezést alkalmazva az elem j-dik csomopontjara

4

z(&5,m;) = _N.

i=1
amibdl kovetkezik, hogy

N;(&5,m5) = { (1):

Az izoparametrikus elemeknél

4

U = ZNi(g,n)ui és

1=1

5(Esy my s

ha =7
ha 1+# 7
4
UZZNz‘(faﬁ)’Ui
=
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Bevezetés

Kdélcs 6n6sen egy értelmd lek épzés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

A

. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

@ 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

e Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A végeselem ténylegesen az x, y rendszerben létezik, vagyis a mezok

simasagahoz az N; (£(x,y) , n(z,y)) fuggvénynek is simanak kell
lennie. Az N; (£, n) fuggvények simak (folytonos derivaltakkal
rendelkeznek a &, n rendszerben). Azonban, ha az elem valamelyik

csomopontjanal az oldalak kdzotti szog 180°, vagy annal nagyobb (a bels6
sz0g tompa), akkor az x, y és &, n koordinatarendszerek kozotti leképezés
mar nem lesz egyértelmd, amelyet a J Jacobi-matrix determinansanak
nem pozitiv volta is jelez. Az x, y és a &, n koordinata-rendszerek kdzotti

egyeértelmd leképzéshez szilkséges, hogy

dxr Oy
_ o0& 0¢

det J = det os 0y | = 0,
on on

azaz a J Jacobi-matrix determinansanak pozitivnak kell lennie.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai

89/210



-1

Bevezetés

Nyolccsom opontd elem

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

@ 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

by g -
a.)
3
5
=
b.) d.)
" 1
A=to-oa-n  © f=i1-pa-9°
c.) e.)
" 1
4 ¢
fs=301-)1-n) N =h-L-b
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Nyolccsom opontd elem

Eeedl Az el0z0 abra egy nyolccsomopontu, gorbeperem( izoparametrikus elemet
1. Fogalmak mutatat, melynek nyolc alakfliggvényét igy irhatjuk fel
2. Variacios elvek

1
3. Elemmodell Nl — Z( _5)(1_77)(_5_77_1)
4. Egyvaltozos feladat 1
5. Kompatibilis elemek N2 — Z(]‘ + 5)(1 _ /’7) (€ —n — 1)
6. Kétvaltozos feladatok 1
oS
s Ny =2(1L+A+m)(E+n—1)
® TSz 1
Na=g-0+ni-t+a-1)

@ 8 csomopontl elem

o 1
® Elmozdulasmezé N5 — 5(]_ . 62)(1 . 77)

e Derivaltak eldallitasa

® Merevségi matrix 1
o Numerikus integralas Ng = 5 (1 — 772)(1 + &)
7. Lemezelemek 1
8. Modellezés N7 = 5(1 _52)(1 "‘77)
9. Rezgéstan 1
10. Intelligens szerk. N8 — 5( - 772)(1 — 5)
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Bevezetés

Elmozdul asmez?6

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

N

. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A két koordinata-rendszer kozotti leképezést az el6zoekkel 6sszhangban

Necs Necs

T = ZNi(ﬁ,n)xi y= ZNi(E,n)yz—
i=1 i=1

formulak adjak, ahol n.s az adott elemmodell csomopontjainak szama.

Kétvaltozos feladatok esetén az elmozdulas koordinatak kozelitése

Nes Nes

i=1 i=1
A szokas szerinti tomor feliras
| uw | Ny 0
U=1 0 |- 0O M

ahol q°!' = [uy, vy, ...u;, Vi, ... Up._, Up..] @z elem 2 - n., méret(l
elmozdulas-vektora.

No 0
0 Ny

‘Nn 0

CcSs

|4t =NEma

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Bevezetés

Deriv altak el 6allit asa

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

A

. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

e Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A globalrendszerbeli alakvaltozasi vektor

— 8_’11, —
Ew 833
_ _ ov
E = <€y = dy
ou ov
,yazy i a_y -+ o

)

)
ON;
> (%

ON;
ox

)
ON;

Oy

Us

Uy

ON; ..
ox UZ)

amibdl latszik, hogy a ehhez sziikséges az alakfliggvények global

koordinata-rendszerbeli %Ni, aaNi
&L Y

ox . 0§ Ox on Ox

ON; — ON,; O& + ON,; On

oy o0& Oy on Oy

Tomorebben felirva

(BaN;) = I~ (B N;) = [

—1

11
21

¢
ox
[el3
oy

parcialis derivaltjai

on ON,;
ox o¢
on ON;
Oy on
] (BLN;)

ahol J~1 a Jacobi-matrix inverze, (8¢ -) a globalrendszerbeli derivaltak
vektora, (9r-) a lokalrendszerbeli derivaltak vektora.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai

93/210



-1

Bevezetés

Deriv altak el 6allit asa

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

A

. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

e Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A &, n rendszerbeli parcialis derivaltakra

ON;

o3

ON; o

on

(L N;) = J (OgN;) =

igy a Jacobi-matrix felhasznalasaval

T YN
g = | 2
(2,2) 02 Ni

“on Vi

modon szamithato.

oY N;
—o¢ Vi
O3 N;

—or  Yi

(Oa i)

Y1
Yi
yncs
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Deriv altak el 6allit asa

ON;

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell B
4. Egyvaltozos feladat ON;

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

—10N3

— J11
_ 1—108N3

oy — “21 0o¢

23

—1 0N;
12 877
—1 0N;
22 877

Latjuk tehat, hogy a két koordinatarendszerben értelmezett derivaltak
kozott a Jacobi-matrix, vagy annak inverze teremt kapcsolatot.

Ez azt jelenti, hogy igy el6allithatd a kovetkez6 formula altal definialt B

° A elmozdulas-alakvaltozas transzformacios matrixszal felirhato
e SF
® TSz = —
® 4 csomobponti elem U1
® Leképzés? (Y
e 8 csomopontl elem N, O ON; O !
Cimondul: ) Ox Ox
® Elmozdulasmez6
ON ON;
e Derivaltak el6allitasa € — 0 8y1 0 8yz . =B (57 T])qe
® Merevségi matrix ON1 ON1 ON; ON; L
® Numerikus integralas . Oy Ox oy ox (%)
7. Lemezelemek
8. Modellezés - -
9. Rezgéstan
10. Intelligens szerk.
: :
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Bevezetés

Merevs égi m atrix

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

A

. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

e Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Az el6zd pontokban ismertetett kétdimenzios feladattipusok sajatossagait
figyelembe véve az elem teljes potencialis energia kifejezése matrixos

formaban

1
I1¢ = §qu / B DB bdA q° — o (f¢ + £+ f5)

p
(Ae)
ahol
K¢ = [ B'DB b dA az elemi merevségi matrix,
Ae
f¢ = [ B'Degj bd A a kezdeti alakvaltozasbal,
Ae

f¢ = [ N'pb dI afeliileti terheléshdl, és
I"e
o= Af N’ pkb dA atérfogati terhelésbél

szamitando redukalt csomoponti terhelési vektor.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai

96 /210



-1

Bevezetés

Numerikus integr alas

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Egy dimenzional egy F'(x) fliggvény a, b intervallumbeli integraljat

b

/F(l’) dr = SlF<£B1) -+ ...SNgF(xNg) + Rya

a

kifejezés szolgaltatja, ahol .S; sUlyfaktor, x; kés6bb ismertetett koordinata,
Ry maradék tag, NG a felvett pontok szama. Kimutathato, hogy ezzel a
kozelitéssel 2 x NG — 1-ed fokd polinom még pontosan integralhat6. Az

a, b intervallumbol, amint azt mar az elemeknél lattuk, a —1 < £ <1

intervallumba tériink at a leképezésnél hasznalatos

x:ZNj(f)a:j d:c:Z

ON;
0

§

jil?jdg

osszefiiggéssel, mig a stlyfaktorra .S; = det J(&;) W; fog fennalini, ahol
W, Gn. Gauss-féle sulyfaktor, mig &; a Legendre polinomok belsé zérus

helyeit kijeldl6 Gn. Gauss-féle koordinata.
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Bevezetés

Numerikus integr alas

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

b
lly modon az [ F(x
a

/

Kétdimenzios esetben

1

1

F(&) det J(¢

)dx integral numerikus integralassal

NG
) d§ = Z W; det J(&) F(&)

NG

1
[ [ Flemdenaiemagan =3~ S WiwW; det 3(&i ) F&ion,)
-

=1 j=1

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Bevezetés

Numerikus integr alas

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

e SA

e SF

® TSz

@ 4 csomopontl elem
® Leképzés?

e 8 csomopontl elem
® Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A korabban szereplé matrix-szorzatot F¢ (x, y)-el jelolve a

K¢ = /BT(:IJ,y)D(:I:,y)B(a:,y)b(:z:,y)dAE /Fe(a:,y)dA:
A€

1 1

Ae

— [ [ ®late, ). ue m et nydedn =

—1-1

NG NG

i=1j=1

mig példaul a perem menti integral

I'e
NG

1
£ = [ NTpbr = [ NT(6 1 =1) p()b(&n = 1) det "¢, 1 = 1) dé
—1

= WidetI" (&, n=1)F(&, ny)

j=1

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat [ I

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek 7. Lemezelemek

e Hipotézisek

e Erdék, Nyomatékok
® Vastag lemez
e Peremfeltételek | |

e VVékony lemez
e Hibabecslés

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Geometriai hipot ézis

Tételezziik fel, hogy a b vastagsagu lemez kdzépfelilete az xy sikban
fekszik. A kozépfeliletet jelolje A, mig peremét I'. Az elmozdulasmez6

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

U:U<$,y,2) :Spy<x7y)z7 U:U<ﬂ3ayaz) :—QO:U(CE',:U>Z }
W = ’UJ(Z,y, Z) — ’lU0<33,y)

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat ahol wg, @z, @y alemez kodzépfeluletén lévo pontok z iranyl
5. Kompatibilis elemek elmozdulasa és a pont kornyezetének x és y tengelykorili szogelfordulasa.

6. Kétvaltozos feladatok

A

7. Lemezelemek Z

@ Hipotézisek
e Erék, Nyomatékok
® Vastag lemez
/
e Peremfeltételek re
e Vékony lemez

e Hibabecslés

8. Modellezés

9. Rezgéstan By

10. Intelligens szerk.

Vn Py
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Geometriai hipot ézis

e A fajlagos nyulasok
1. Fogalmak
2. Variacios elvek L 8“’ L /I 8Q0y . 87} _ 8@33 _ 811) _
Epr = — —zgpy—z-—,ey————z-—,ez———O
3. Elemmodell 8$ 8$ 8y 8y 8’Z
4. Egyvaltozos feladat z .. -
es a szogtorzulasok
5. Kompatibilis elemek
6. Kétvaltozos feladatok ou n Ov 8S0’y 8gpw ow . ou ow
Yoy — =T — 2\ —w— — Yz = — 2
7. Lemezelemek Y 83/ 837 83/ 837 ’ 8.T 82 81* y
@ Hipotézisek
e Erék, Nyomatékok
e Vastag lemez _ 8’11] + @ _ 811) _
e Peremfeltételek ’yyz o 8'3] 82 - 8y pr

e Vékony lemez

e Hibabecslés

A fentiek alapjan a lemez kodzépfeliletére merdleges egyenes szakasz a
8. Modellezes terhelés utan is egyenes marad, hossza nem valtozik.

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Geometriai hipot ézis

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok
® Vastag lemez

e Peremfeltételek

e Vékony lemez

e Hibabecslés

8. Modellezés

rendezhetok:

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Oy
E:x 8:13
— 8‘70:13
gy | =% o0
Yy Ovy _ Opa
| Oy Oox |
K
B 0
0 0 5o W
-2 0 O
0
|0 =5z 5y JL v ]
g u

= ZK

A z-t0l figgetlen szdgtorzulasok pedig a kovetkezd kételem( vektorba

0 w
— 0 1
Yz o
7:[7 ]: o0y g || % |00
Yz 1 Dy | Spy
] 5’: ]
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Bevezetés

Feszllts égi hipot ézis

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok
® Vastag lemez

e Peremfeltételek

e Vékony lemez

e Hibabecslés

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A klasszikus lemezelmélet masik hipotézise a feszultségallapottal kapcso-
latos, nevezetesen, tapasztalatok alapjan nem kovetiink el nagy hibat, ha a

o, fesziiltséget elhanyagoljuk a o, és o, mellett
E E
Op = m(€x—|—y€y), Oy = m(ygx+€y)
Ty — G’Y:I:y y  Txz — Gf)/a:z y  Tyz — Gf)’yz
ahol G = E/2(1 + v). Nyilvanvald az €, = o, = 0 feltételek
egyidejlsége ellentmond a Hooke-féle anyagegyenletnek.

O E 1 v 0 Ex N i
o=|o0y |=—= | Vv 1 O ey | =De=2z2Dk
1 —v 0 0 1—v
Txy 5 Yy
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Bevezetés

Feszllts égi hipot ézis

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok
® Vastag lemez

e Peremfeltételek

e Vékony lemez

e Hibabecslés

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

T.CUZ

A z-t0l fuggetlen nyirofesziltségeket matrixosan irva:

|

A nyirofesziltségekben szerepl6é k£ az Un. nyirasi tényez6, mely abbol a
feltételezésbol hatarozhatdé meg, hogy a kozelitd konstans
nyirofesziltséghez és az egzakt nyiréfesziltséghez tartoz6 alakvaltozasi
energia megegyezik. Ertéke: %.

] = kG~

yA
o
Tz
kozelitd

yh
|
] T
egzakt
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Bevezetés

Erék, Nyomat ekok

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

6.

Kétvaltozos feladatok

7.

Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok

® Vastag lemez

® Peremfeltételek

e Vékony lemez

e Hibabecslés

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Erék, Nyomat ekok

Bevezetés

1. Fogalmak nyomatékait, irhatjUk, hOgy

2. Variacios elvek

Ertelmezve a vastagsag mentén megoszIo fesziiltségek eredéit,

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

(b)

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok TOVébbé

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

(6)

° Er(’jk, Nyomatékok Mw — / O-w ZdZ, My — / O-ry ZdZ, Mxty — / Txty ZdZ

® Vastag lemez
e Peremfeltételek (b)

e Vékony lemez

(6) (6)

e Hibabecslés amibdl a fellleti fesziltségek (élerdk)

8. Modellezés

9. Rezgéstan Q:I: = —kGDH (@y +

10. Intelligens szerk.

ow

ox

)7 Qy:_ka (_90x+
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Erék, Nyomat ekok

Bevezetés A fellleti fesziltségparok (élnyomatékok)
1. Fogalmak
3 3
2. Variacios elvek M:c — Eb ( 0 Py —y 0 Px ) M, — Eb (I/ 0 Py . 0 Px )
2 ! 2

3. Elemmodell 12(1 -V ) O 8y 12(1 —V ) oz 8y
4. Egyvaltozos feladat 3 1 ) Oy 0 D
5. Kompatibili Mxy:Gb 19 N

. patibilis elemek 12 0 Y ox
6. Kétvaltozos feladatok
7. Lemezelemek ame|yekhez az
@ Hipotézisek
e Erék, Nyomatékok
e Vastag lemez M = Mx Mxy Q — Q:I:
e Peremfeltételek My:l: My ’ Qy

e Vékony lemez

e Hibabecslés

tenzor, illetve vektor is rendelheto.

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

Erék, Nyomat ekok

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok
® Vastag lemez

e Peremfeltételek

e Vékony lemez

e Hibabecslés

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A tetszdleges n normalist és t érintdiranyl sikon keletkez6 o,, normal
irany és Ty, T,y CsSUsztato fesziltség (t = e, x n) :
on=n-T -n=0c,n°+ oc,n°+ 270, Nun
n — - Yxlity Yty Ty Tty

_ _ 2 2

ahol n, = cos a, n, = sin « a fellilet normalisanak koordinataja.
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Erék, Nyomat ekok

Bevezetés Az élnyomatékok értelmezése alapjan

1. Fogalmak

2. Variacios elvek Mn — /UnZdZ — Mxni + Myng + ZMwynxny = n-M - -n
3. Elemmodell

(6)

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek m’lg

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek Mtn — M'nt — /’TthdZ — (My_Mx)nxny+Mxy (ni_nz) — tMn

@ Hipotézisek
e Erék, Nyomatékok (b)
® Vastag lemez

® Peremfeltételek

e Vékony lemez tovabba

e Hibabecslés Qn g /Tz'ndz = anx - Qy’n,y = Q ‘N

8. Modellezés A

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

Reissner-Mindlin f éle lemez

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok
® Vastag lemez

e Peremfeltételek

e Vékony lemez

e Hibabecslés

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A teljes potencialis energia

1 1
—5//€Tadsz+§//’yTszdA—Wk
A b A b

ahol a kuls6 er6k munkaja
Wi = /wp dA + / gptnds / tgpnds /QO wods
A T,

mely kifejezésben p a kozépfeliletre redukalt megoszlo z iranyd terhelés
intenzitasa, M,), My, @, aT'$ peremen megadott értékek. A perem
©n, €s Pty Szbgelfordulasa a ¢ = ¢, e, + ¢, e, vektor bevezetésével

On =@ N, Q=@

alakban allithato6 elo.
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Peremfelt éetelek

Bevezetés A lemez megtamasztasatol filggben az alabbi peremfeltételeket szokas
1. Fogalmak megkulonboztetni

2. Variécios elvek Befogas esetén: w=0,0t =@y =0

3. Elemmodel szabad perem esetén: M, = M, =Q, =0

4. Egyvaltozos feladat egyszer(i alatamasztas eseten: w =0, M,, = M, =0

5. Kompatibilis elemek vagy pedig: w=v,=0, M, =0

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok
® Vastag lemez

® Peremfeltételek

e Vékony lemez

e Hibabecslés

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

Kirchhof-f éle hipot ézis, technikai lemezelm élet

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok

Amennyiben ;. = vy, = 0

W= —

_ou
Pr — aya

ow
ox

2

_ Ow
7y ox
V= _8_@02

=—

dsszefuggéseket kapjuk, ami a Kirchhoff -féle hipotézisnek felel meg.
Ebben az esetben az alakvaltozasi tenzor zérustol kiilonb6zo elemei

Vastag |

: PZfe?feTtZt:ek 0 2w0 0 2’11}0 0 2’11}0
Ex = — 2, &y —— 2y Nay =

e VVékony lemez 8 x2 8 ’y2 8 Qj@ ’y
e Hibabecslés
8. Modellezés R
9. Rezgéstan Tx =~ = 82:22 =~ ) Lo 0

— o= Oy =z2Dkr =2zD —88;';0 : D:l_ 5| v 1 0
10. Intelligens szerk. T ) 5 2w0 v 0 0 1;1}

S “9xdy |
’ |
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Bevezetés

Hibabecsl és

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok
® Vastag lemez

® Peremfeltételek

e Vékony lemez

e Hibabecslés

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

Az elmozdulasi mezo alapjan

u elmozdulas — & = O u alakvaltozas, o = D e feszlltség.

Az elmozdulas normaja

1
2

lulle = VUalake. =

N | =

/a-:TadV = %/(au)TD(au) A%
1% \%4

Legyen u = u., az egzakt megoldas, uy gs a kozelitd véges elemes
megoldas
€ —=UvEM — Uez.

Az e hiba pontszer( értelmezése a gyakorlatban ritkan hatarozhatdo meg,
de a norma alapjan

1
2
1

lelle = |5 [ (@e)D (@) dv

%
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Bevezetés

Peremérték feladatok csoportjai

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok
® Vastag lemez

® Peremfeltételek

e Vékony lemez

e Hibabecslés

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A peremérték feladatokat az irodalomban harom csoportba szokas sorolni:

A)
B.

C)

tipusrol beszéliink, ha megoldas elegend6en sima, vagyis a vizsgalt
tartomany szingularitasokat nem tartalmaz, azaz analitikus jellegdi.
tipus esetén szingularitasokat tartalmaz a feladat, de ez a szingularis
hely az elem csomopontjaba esik

tipusnal a szingularitasok tetszdlegesen helyezkednek el, azaz nem
esnek csomopontokba.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai 115/210



Hibabecsl 6 6sszefligg esek

A B C
p lelle :Sk'N_g ||e||E§k-N_%min(P,>\) ||e||E§k.N—%min(p,>\)
T TRI< [ow (7 M)

5> 2

le[| <&-N—H

lef| < k-N—3>

hp

lel] < [exp (—7N%)] - k

1
5> 1

A tablazatban szerepl6 [NV az ismeretlenek szamat, p a kozelité polinom fokszamat, A
a szingularitds mértékeét jelenti, £ konstans érték.

A tablazatbal lathatd, hogy a p-verzios kdzelités gyorsabb konvergenciaval
rendelkezik, mint a h-verziés. A hp-verzios eljaras exponencialisan gyors
konvergenciaja még B-tipusi feladatok esetén is. Ekkor a felosztast a szingularitas

kdzelében geometria sor szerint szikséges s(riteni.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

@ Hipotézisek

e Erék, Nyomatékok
® Vastag lemez

® Peremfeltételek

e Vékony lemez

e Hibabecslés

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A h-, p és hp-verzi6s sz amitasok konvergenci aja

lg ||e|

A

p (h 16 rogmtett)
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat [

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

e Alszerkezettechnika
e Adott elmozdulas

8. Modellez és

® Szakadas 1
e Ferde gorg6
@ Periodikus szerk.

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Alszerkezettechnika

Bevezeles Bonyolult szerkezetek szamitasara alkalmas
1. Fogalmak

2. Variacios elvek J— J—

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat 1 2
AC 000 f§ 1

5. Kompatibilis elemek /7
6. Kétvaltozos feladatok A2

c
7. Lemezelemek 2

f/
8. Modellezés
® Alszerkezettechnika
e Adott elmozdulas A teljes potencialis energia minimuma elv szerint
® Szakadas
e Ferde gorg6 aHz o ‘ ‘ K K 7 7 £ 7 0 7
e Periodikus szerk. p = K" q7’ — " —r' = J Ze b — b — ~ = O,
aqz ch ch qc fc r

9. Rezgéstan
10. Intelligens szerk. ahol K* az 1-edik alszerkezet merevségi matrixa, f* csomoponti redukalt

terhelési vektor, r* a csatlakozasnal fellépd bels6 er6bdl (hatas-ellenhatas
torvénye szerint keletkez0) csomoponti vektor.
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Alszerkezettechnika

SN A kapott matrixegyenlet elsé blokksora
1. Fogalmak
)
2. Variacios elvek aH 3 3 3 3 ;
p ) ) ) ) T
i Bep Ay +Kiyea.— £, =0,
3. Elemmodell 8qb
4. Egyvaltozos feladat

a bels6 csomopontok egyensulyat fejezi ki, amibdl

5. Kompatibilis elemek
6. Kétvaltozos feladatok . . -1 . . -1 . .
qz — < 7 ) £ o < 7 ) 1 qz
7. Lemezelemek b bb b bb bc (o
8. Modellezés
@ Alszerkezettechnika aHZ
e Adott elmozdulas P 7 7 KZ 1 fz ~i
i — —7T =
® Szakadas 8 7 ch qb _|_ cc qc C 0
q.

e Ferde gorg6

e Periodikus szerk. 3 3 g N =L i el g g N = -
S { K. —K (Kip) be + Ao = fo Ky (Ky) £ +F,
10. Intelligens szerk. K;L."ed qz = f;éed —|— f‘ ’L = ]., 2
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Alszerkezettechnika

Bevezetés

A hatas-ellenhatas értelmében 1 = —72, tovabba a csatlakozasi

1. Fogalmak csomopontokban az elmozdulasok azonosak, azaz

2. Variacios elvek

1 2
3. Elemmodell qc —_— qc —_— qc
4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek A csatlakozo pontok egyensulyat kifejezo egyenletek 0sszegzésével a

kovetkezd végso egyenlethez jutunk a csatlakozd csomoponttokbeli
elmozdulas meghatarozasara:

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

@ Alszerkezettechnika g ;
K = f*
e Adott elmozdulas red dc = red
7 7

@ Szakadas

e Ferde gorg6

® Periddikus szerk. vagyis megkaptuk az Un. foszerkezet egyensulyi egyenletét.

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

Alszerkezettechnika

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

® Alszerkezettechnika
e Adott elmozdulas

® Szakadas

e Ferde gorg6

® Periodikus szerk.

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

A maodszer elonyei: egyszerlibb az adatelokészités, a tipizalt alkatrészek,
szerkezeti egységek merevségi matrixait, terhelési vektorait elore ki lehet
szamolni, azokat el lehet raktarozni és Gjboli szamitasnal a teljes rendszerbe
konnyen be lehet illeszteni. Az alrészek szamitasanal a tdbbprocesszor(,
parhuzamos szamitas technikajat is fel lehet hasznalni jelentds idot meg-
takaritva. Az algebrai egyenletrendszerek megoldasi idejét jelentdosen be-
folyasolo savszélesség minimalizalasa egyszerlbb alszerkezeti szinten,
mint a teljes rendszer vonatkozasaban. A szamitasi eredmények birtokaban
azon részeken, ahol nem kell valtoztatast végrehajtani, az elraktarozott

v o, £’ . mennyiségek Gjbol felhasznalhatok, az Gjraszamitast csak
azon részeken kell végrehajtani, ahol a geometriaban, anyagban, esetleg
a terhelésben alltak be valtozasok. Ezzel gyorsitani lehet a végso ter-
vek elérését. Az alszerkezetekkel kezelt rendszereknél az 1/0 miiveletek
szama csokken. Gyakran a szamitdgépi memoria korlatja miatt is elényos
hasznalata, mivel nem kell egyszerre a teljes egyenletrendszert tarolni.
A gyakorlatban, nagybonyolultsagi szerkezeteknél tobbszintli alszerkezeti

struktlra felépitése is javasolt.
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Adott elmozdul as figyelembev étele

Bevezetes Feltételezéseink értelmében az A, fellletre kifutd végeselemek

DD Bl csomopontjainak elmozdulasaval a teljes fellileten megadott elmozdulas

2. Variacios elvek fliggvényt leirjuk. 1gy az elem szintjén nagyon egyszer( az adott

3. Elemmodell elmozdulas figyelembevétele.

4. Egyvaltozos feladat A teljes potencialis energia

5. Kompatibilis elemek _ _

6. Kétvaltozos feladatok 1€ — II¢ <qe> _ 1 [qg,T qZ,T] ( [ Ifgs Ig%u ] [ qg ] _9 [ f{ ] )
7. Lemezelemek P P 2 KUS Kuu qu fu

8. Modellezés

T— ahol qZ a q°csomoponti elmozdulasvektor azon része, amelynél az
o Adott elmozdulas elmozdulasok adottak, mig a gy -el jeldljik, a szabad elmozdulasokat.
e Szakadés A minimalizaland6 energia

e Ferde gorg6
@ Periodikus szerk.

1 _
9. Rezgéstan Hp — Z H}i (qg) = Z §q§7T (Kis qi - 2 (fse — Kiuq’i) ) )

10. Intelligens szerk.

vagyis az adott elmozdulas egy kinematikai terhelést jelent, ami aranyos az
adott elmozdulassal — K¢, qf.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai 123/210



-1

Adott elmozdul asmezobben fenn all6 szakad as, kezdeti h ézag

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

@ Alszerkezettechnika

e Adott elmozdulas

® Szakadas

e Ferde gorgs Tételezzuk fel, hogy az A és az F' parbaallitott csomopontok altalanositott
® Periodikus szerk. csomoponti elmozdulasa kozott fennall

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk. qr — g4 + hFA

Az A csomopontot magaba foglalo e jelli elem teljes potencialis energiaja

1

e e (€ e e, " e, e qe y
Hp:Hp(qAaqm):§[qA qu-‘ (K [ é-‘_Z[fé-‘)a

2.
TT0
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Adott elmozdul asmezobben fenn all6 szakad as, kezdeti h ézag

Bevezetés TOVébbé
1. Fogalmak 1 h fe
ariacios elve _ T T , T qr — Npa
=Y = H§_§[qF_hFA7 qfn} (Ke [ qe ]_2[{3 ])
3. Elemmaodell m m

4. Egyvaltozos feladat

A merevségi matrixot az elmozdulasvektor szerint felbontva

5. Kompatibilis elemek

e

6. Kétvaltozos feladatok
Ke — Kaa Kan
7. Lemezelemek -
KmA Kmm
8. Modellezés
® Alszerkezetiechniia Ennek felhasznalasaval
® Adott elmozdulas
® Szakadas K e
e Ferde gorgd e __ Tye e\ T e, T’ AA
e Periodikus szerk. Hp o Hp (qF’ qm) [qF’ Am } [ K ] hFA’
mA
9. Rezgéstan
10. Intelligens szerk. vagyis az A pontbeli ismeretlenek F' pontba valo athelyezésével az e-edik

elem merevségi matrixa nem maodosul, a csomoponti terhelésé azonban

igen:
. f< Kaa |°
mod — [fg ]“' [KmA ] hra
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Ferde hat asvonall t amasz

Bevezetés A
%

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés X

@ Alszerkezettechnika

e Adott elmozdulas

o Szakadés Az alabbi 0sszefiiggések fennallnak
e Ferde gorg6

® Periodikus szerk.

| | U | | cosB —sinp Ug
9. Rezgéstan dci = W - Sin ﬂ COS ﬂ Unp

10. Intelligens szerk.

Mivel a gorgd elmozdulasanak iranyara merdlegesen az u,, = 0, (gy az
elobbi egyenlet

. dgi = [ lug] = Tgilai ,

I
|
T

Q

5 3
W
I I

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai L 126 /210



-1

Bevezetés

Ferde hat asvonall t amasz

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok

7.

Lemezelemek

8.

Modellezés

@ Alszerkezettechnika

e Adott elmozdulas

@ Szakadas

e Ferde gorg6

A q¢ globalis elmozdulasvektor

qG =

Tcqa.

Az elem csomoponti elmozdulasi vektoranak két részre bontasaval

I, =10}, (ag, am) =

N | =

1; =115 (q%7 cben) =

T
q“' = {qé q?n}

T T = T
e Periodikus szerk. — 1 [qu QfﬂT] ( [ TGISE’GT G Tgr’K%'m :| [ qg; ] -9 |: TC;:’ (63' :| ) ’
9. Rezgéstan ° KmGTG Kmm am fm
10. Intelligens szerk.
’ |
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Periodikus szerkezet

Bevezeles A szimmetria és az ismétlédésbdl szarmazo periodicitas figyelembevétele
1. Fogaimak a szamitasi igények lényeges csokkenéséhez vezet, mivel a teljes
2. Variacios elvek szerkezet viselkedését egy kisebb rész vizsgalataval is tisztazni lehet.

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

elmozdulasok paronként azonosak, azaz urp = U4 €S Vg = V4.

8. Modellezés

Pl. egy szivattyl jarokereke. A lapatok kozotti rész ismétlodik. Egy felvett
R sugaron a lapatokat F' és A pontban metsszik el. Ehhez a pontokhoz
rendre a o és @ 4o hengerkoordinatarendszerbeli szogek tartoznak. E
szdgekkel kijeldlt helyi koordinatarendszerben a radialis és tangencialis

o Alszerkezettechnika Jelen esetben az A és F’ pontok sorszamainak nagyobb tavolsaga miatt a
O Aelli @lmeze e végsd egyenletrendszerben a savszélesség megnd, de az ismeretlenszam

® Szakadas z . - p z
lenyeges csokkenése e negativumot kompenzalja.

e Ferde gorg6
@ Periodikus szerk.

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Periodikus szerkezet

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

® Alszerkezettechnika
e Adott elmozdulas

® Szakadas

e Ferde gorg6

® Periodikus szerk.

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e \ariacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fékoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

9. Rezgéstan

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Alapfogalmak

MIT IS ERTUNK REZGESEN?

A mechanikai rendszernek az egyensuilyi helyzet kdrnyezetében ide-oda
torténo valtakozo mozgasat rezgésnek nevezzik.

Stacionérnak nevezzik a rendszert, ha annak tulajdonsagai nem valtoznak
a vizsgalt idointervallumban.

Autonom a rendszer, ha a gerjesztés explicite az idot nem tartalmazza.
Rezgések ebben az esetben csak akkor Iépnek fel, ha a rendszer kezdeti
megzavarasaval a rendszer bels6 energiaforrassal tud rendelkezni.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Alapfogalmak

A rezgéstani folyamatokat az alabbi médon szokasos osztalyozni:

- Szabad rezgés: Azt a rezgést, amely oly modon zajlik le, hogy kiilso
hatas nem éri a rendszert, szabad rezgésnek nevezik. Az autonom

rendszereket ez jellemzi.
- Gerjesztett rezgés: Kulsd hatas kovetkeztében elballo rezgést

gerjesztett rezgésnek szokas nevezni. A nem autonom rendszereket ez

jellemazi.

- Parametrikus rezgés: A rezgést parametrikusnak szokas nevezni, ha a
rezgést a rendszer paramétereinek valtozasa okozza. llyen rezgés csak

nemstacionér rendszereknél allhat elo.

- Ongerjesztd rezgés: A rezgés altal keltett energia felszabadulasa altal

okozott rezgést dngerjesztett rezgésnek nevezik.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Alapfogalmak

A rezgés periodikus, ha a kitérés barmely értéke ismétlodik 7' id6 eltelte
utan, vagyis all u(t + T') = u(t) |[mm], ahol T [s] a rezgés periodus

ideje. Ennek reciproka a mozgas frekvenciaja f = 1/T [3_1] A

korfrekvencia

27

a=2rf= o irad/s]

A rezgés frekvenciajat | H z| Hertz-ben szokas megadni.
Harmonikus rezgésnél a kitérés

u(t) = Acos(at + ),

ahol A, a, v allando értékl paraméterek. A a rezgés amplitudoja, ¢ a
fazisszog. A fellepo sebesség

v(t) =

a gyorsulas

d*u

du

— = —asin(at + 1) [mm/

= —a’Acos(at + ) {mm/sﬂ ;
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Variacios elv

D’Alambert-elv felhasznalasaval a test elemi részének egyensulyat az

alabbi egyenlet fejezi ki:

T€ V+p€(k€ e
u® =1u

Te.ne:

T n®+ T

Oq€ recVe

g€ recVe

recVe
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Variacios elv

A Bubnov-Galjorkin-elv alapjan, a — az elmozdulasmezo6ktol megkdvetelve

a kinematikai perem- és illesztési feltétel kielégitését — irhatjuk

Nel
e=1 e=1
ve Ap

Nel
_Z / 5u.(T6.ne+Tj-nj) dA
=1

ahol (fu?=du' =6u reA.).
Az alabbi szorzat derivalasi szabaly

(0u-T-V) = (duoV) - -T + du - (T-V)

és a Gauss-Osztrogradszkij tétel

/B-VdV:/B-ndV
14 A

Z/au-(T-v+pk—pcMu—pu) v — > /5u-(T-n—1‘))dA—

0

|
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Variacios elv

Egyszer(i |épések megtétele utan nyerjuk, hogy

/5uT'n,dA /(5ro) T dV — /5upudV /5u T-n—p) dA+

A

\

-|—/5u- (pk—pcpru) dV — /5u- (Te-ne+Tj-nj) dA

Ve

AgY

V
I
o

/
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Variacios elv

Tekintettel a DPF-re, az alahlzott integral integranduszanak 0. A..T'-vel
valo helyettesitésére, tovabba figyelembevéve, hogy az elem hatarolo

felillete harom részbdl tevodik ossze A€

egyenlet helyett

Nej

nel

e=1

irhato.

(
>4 /5u-ﬁdA+/5u-pde>
621 \Afg Ve

)
nel

/

/5A TdV+/5u pudV
Ve

= Aj, + A + AZ, avariacios

/5u pcyprudVop —

=0
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Variacios elv

A kulsé terhelés virtualis munkajaval

Nel

oWy IZ{

/5u-]5dA+

A5

/5u - pkdV '}
Ve

a negativ belso csillapitd er6 virtualis munkajaval

0C =

Ne

a belso alakvaltozasi energia variacibjaval

Ne

Z/éu-pcM'u av
elee

OUalaky. = Z 0A - T dV
ezlv

veégezetil az eldbbi egyenlet

5Uala,w—5Wk+5c+2/p5u-advzo
GVe
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Bevezetés

Variacios elv

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

ou-pt=0u- p—

azonossag. Ezt felhasznalva, a - (du) = §94%
tekintettel, a térfogati integral helyett

f ou - pudV =

A p slrlség allandosaga mellett all a

du d

T g Owen) -

‘ifdu-pudV-fau-pudv )
dtfciu pudV — 5f2pu av
= dtfciu pudV — 5E
/

irhato, ahol

d
5(51'/) " PU

a test kinetikus energiaja.

= o varialasi szabalyra is
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Variacios elv

d
OUgtako. — OWr +0C — 0F + aféupu dV =0,

Amennyiben a kapott kifejezést tetszoleges ¢ és to idohatarok kdzott

integraljuk, az alabbi kifejezéshez jutunk

to
/ (5Ualakv. — Wy +0C — 5E)dt — /5’& -pudV =0
t1 Vit

Megkovetelve azt, hogy az u elmozdulasmezo elégitse kia t1 és to

pontbeli tényleges értékeket, azt nyerjik, hogy du = 0 a tetszélegesen

valasztott idointervallum hataroknal, vagyis

to
/ (5Ualakv. — Wy +0C — 5E)dt =0

t1

A kapott variacios egyenlet a kiterjesztett Hamilton-féle variacios elvhez

tartoz6 egyenletnek felel meg.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Végeselemes modell

Az elemenbelili elmozdulas
u® = u(x,t) = N°(x)q°(t)
a sebesség és a gyorsulas
uf = 0°(x, 1) = NO(x)§°(t), ¢ = i°(x,t) = N°(x)§°(t)
az alakvaltozasi vektor
A° = e°(x,1) = Bu(x,t) = B(x)q° (1),

a feszUlltségi vektor rugalmas anyag és viszkozus belso csillapitas
feltételezésével (a kezdeti feszliltséget elhanyagoljuk)

T = o°(x,t) = D°(e + cx€ — o)

ahol ci bels6 csillapitasi tényezd, £y kezdeti alakvaltozasi vektor, D¢
anyagallandok matrixa.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Végeselemes modell

Nej

chqu{Me q + C° ¢ + K° qe_fe}:()
e=1

M¢ = /NTdeV, C® = c)yM¢ + cxK°,
Ve

K¢ = /BTDB dV |

Ve

f¢ = / B'DegdV, £ = / N'pk dVv, f&= / NTp dA
Ve

Ve Ale)

A tdmeg-és a merevségi matrixszal aranyos C*¢ csillapitasi matrixot
Rayleigh-féle csillapitasi matrixnak is szokas nevezni.
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Végeselemes modell

Bevezetes Az elemek illesztésére vonatkozo szabaly figyelembevételével rendszerre
L. ozl lizle ertelmezett elmozdulasi paraméterek g vektoraval

2. Variacios elvek

3. Elemmodell 5qT {Mg+Cq+Kq—-f}=0

4. Egyvaltozos feladat

Az M€, ... matrixok felépitése hasonl6, mint a mar korabban megismert
K*° merevségi matrixé. Vagyis, ha pl. az elem 7, 5 ... jel(i csomopontokkal,
Osszességében n¢, szami csomoponttal rendelkezik, és csomoponti
elmozdulasvektora 7" = [u, v, w] harom elmozdulaskoordinatat
tartalmaz, akkor

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak _ _e
® Variacios elv Mm sz cos
® VVégeselemes modell M .. M ..
, e . Jt 33
® Szabadrezgések M — (3 3)
e Fékoordinatak (3xn& ,3xn¢, ’
e Rayleigh-hanyados

@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak

e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

, 10. Intelligens szerk. I
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Végeselemes modell

Végul a teljes rendszerre vonatkozo tomegmatrix

M = Mz’j ;

0 haeédi,j

My = D My, MG=9 Lo haeeij

ec,]

osszefiiggéssel szamolhato. Ugyanez all fenn a tdbbi matrixra is.
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Bevezetés

Regzések oszt alyoz asa

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A feladatok egyik osztalya az autonom rendszerrel kapcsolatos, vagyis

amikor a rendszerre gerjesztés nem hat. Ekkor

f=0

Amennyiben C = 0, a rendszert szabad, csillapitas nélkilinek nevezziik,

azaz
Mg+ Kq=0

ellenkez6 esetben szabad csillapitasos rendszerrdl beszéliink
Mg+ Cq+Kq=0

Amennyiben a gerjesztés is hat, a rendszert gerjesztett rendszernek
nevezzuk.
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Bevezetés

Regzések oszt alyoz asa

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

1.

Determenisztikus. Az id6ben lejatszodo6 folyamatot egyértelmi

fllggvénykapcsolat irja le.

(a) Egyik nagy osztalya a harmonikusan valtozo terhelések esete. Pl.

f =f,sinwt

(b) Masik esetben a terhelések tetszblegesen valtoznak idoben

f = f(¢)

Sztohasztikus terhelések tobbek kozott gépjarmiveknél, forgacsolo
szerszamgépeknél, veszélyes zonaban Iévo éplletek, létesitmények

foldrengéseinél fordulnak eld. A rendszer valaszadasa is nyilvan

sztohasztikus jelleggel rendelkezik. Ezek vizsgalataval kurzusunk
keretében nem fogunk foglakozni.
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Bevezetés

Szabadrezg ések

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Tekintstk a kovetkezd diff. egyenletrendszert
Mg+ Kq=0.
A linearis, homogén differencialegyenletrendszer megoldasat
q = qsinat
alakban keressik. Ekkor a behelyettesités utan

(o’ M +K)qg=0

homogeén algebrai egyenletrendszerhez jutunk, aminek trivialistol eltérd
megoldasa az egyutthatd matrix determinansanak eltiinésekor all fenn,

azaz
det(—a*M + K) = p(a®) = 0.

A determinanst kifejtve p(«?) karakterisztikus polinomhoz jutunk, A%-nek n

a legnagyobb hatvanya, azaz a kapott polinom 2n -ed foka.
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Bevezetés

Szabadrezg ések

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A karakterisztikus egyenlet 1-edik gyokét jeldlje «;, a hozza tartozo

sajatvektort ¢°

sajatértekparok meghatarozasa jelenik meg.
Sajatérték probléemanal a megoldast

q = @sinat

(0517 901)7 (&27 902)7”'7(04717 (Pn)

alakban keressik. Sajatvektor a kitérés amplitidé vektoranak felel meg.

gy a

homogén algebrai egyenletrendszerhez jutunk, aminek trivialistol
killonb6z6 megoldasa a «o; determinans eltlinésébdl adodik.

(K — a?M)p’ = 0= D(a

2

(/

Jp' =0
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Bevezetés

Szabadrezg ések

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Ortogonalit asi t étel:

A sajatvektorok egymasra merdlegesek, amit az (4n. ortogonalitasi tétel fejez
ki. A tétel kimondja, hogy az egymastol eltéro sajatfrekvenciakhoz tartozo

sajatvektorok a tomegmatrixon belll egymasra merolegesek.

Bizonyitas:
Induljunk ki az :-dik sajatértékre vonatkozo

(K —a;M)p' =0
egyenletbdl. Ugyanezt a? -nél is felirva

(K — a?M)cpj =

majd az egyenleteket /7" és ! -vel kiilon, kiilon megszorozva

P LSl = el T,
" K’ = ap' Mg/,
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Bevezetés

Szabadrezg ések

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

aK=K!" M = M7 szimmetria tulajdonsagokat figyelembevéve, a

két egyenlet killonbségébal

— af)p’ My’

szarmazik, amib6l o’ # o’ esetén /T Mep® = 0 adodik, azaz

T Mgp' =

tovabba
o Kep' =

0 ha 1#]
1 ha 1=3
0 ha 1#)
a?  ha i=]
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Bevezetés

FOkoordin atak

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Az egyes sajatértékekhez tartoz6 egyenleteket egymasutan sorban

felirhatjuk
Kp' = Mg'ai,
Kp? = Mp?a3,

K" = Mp"a? .

Ezeket egy matrixegyenletbe is bele tudjuk foglalni, nevezetesen

n 2 n
K [gol, w2, ..., } =M [goloz%, 902042,---780 0431}

=M [p', ©°, ..., "]
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Bevezetés

FOkoordin atak

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Bevezetve a

®=[p', p° .., ¢"]

matrixokat, irhatjuk

es S?

K® — M®S?

_ 2 2
=< aj, a5,...,«

2
n

>

Az egyenletet 7 -vel megszorozva és felhasznalva az ortogonalitast

kapjuk, hogy

PTKP = pTMPS? = ES? = S?

vagyis az attranszformalt merevségi matrix

tovabba

K—=®d"K®

M=®"M®=E.
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Bevezetés

FOkoordin atak

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Képezzik az eredeti elmozdulast a sajatrezgések sorbafejtésével
q = Z o'w; =P w

ahol w! = [wy, ..., w;, ..., w,] - vektor elemeit az elmozdulas f&
koordinatainak nevezzik, mig a vektort a fo koordinatak vektoranak.

Mg+ Kq=0
Mew + Kéw =0, P'MIw + P'KPw =0

w+S’w=0

differencialegyenletre vezet, amely n darab egymastol fliggetlen

egyenletnek felel meg az S? diagonalis matrix miatt. Vagyis sikertilt, a
sajatrezgések és sajatvektorok birtokaban a rendszer szabad rezgésének

tanulmanyozasat visszavezetni n db egyszabadsagfokl rendszer

elemzésére. Az eredeti kapcsolt differencialegyenletrendszer szétesd

rendszerré alakult at.
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Bevezetés

FOkoordin atak

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Az 1 -dik egyenletének megoldasa

amiben szerepl6 A;, B; allandokat a kezdeti feltételekbd! tudjuk

meghatarozni.

w; = A; cos ot + B;sin ot

i=1,...

, N

A vizsgalat kezdetén az idot zérusnak tekintjuk. A kezdeti feltételek a
kitérésre és a sebességre vonatkoznak.

lgyt = 0 -nal

w; (t = 0) = wo,

w; (t = 0) = 1

A megoldast a behelyettesitve a kérdéses allandok

Ai = Woy

B;

Wo;

07
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Bevezetés

FOkoordin atak

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Mivel a fo koordinatakkezdo értékei nem ismertek, eloszor azokat a qq €s
qovektorokbol kell kiszamolni. Ez nagyon egyszer(ien mehet végbe, hisz

ily modon

wo = ® ' Mq,, wo = ' Mg,

vagyis ® ! inverz matrixot két matrix szorzataként tudjuk eléallitani

q=®w,

Mq = Mow,
ST Mq =P ' MdPw = w,

d 1 =d'M

A q = Pw transzformacio révén az eredeti koordinatakra vonatkozo

megoldast is megkapjuk.
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Bevezetés

Sajatrezg ések meghat arozasa

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A feladat a

Mg+ Kq=0

differencialegyenlethez tartoz6

(K —a’M)q

altalanositott sajatérték probléma megadasa.

Matrixalgebrai ismereteinkbdl kdvetkezik, hogy a homogén algebrai

0

egyenletrendszernek trivialistol eltéré megoldasa csak akkor all fenn, ha az
egyutthatd matrix determinansa zérus, azaz

p(a?) = det(K — o*M) = det D(a?) = 0

A kapott p(oz2) = 0 polinom tényleges felirasa, nagymeéret(i rendszereknél

lehetetlen. Sokkal gyorsabb és jarhatobb at, bar csak kisméret(i

feladatoknal szokasos, hogy polinom gyodkhelyeit keressik meg, iteracioval,
« konkrét értékeinek a felvételével.
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Bevezetés

Rayleigh-h anyados

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A kovetkezo kifejezést Rayleigh-féle hanyadosnak szokas nevezni.

y_ O TK !
LT oI Mt

nem negativ

1
5 ' K. q=U >0 = K pozitiv szemidefinit

1
§°T-M-q: E>0 = M pozitiv definit
q hosszatol fuggetlen

csak az iranytol fligg

korlatos (van also és felso korlatja is)

q szerint derivalhato
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Bevezetés

Rayleigh-f ele hanyadosra alapozott iter acio

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Kiindulva a

R(q) =

qz'T Mqi

hanyadosbol, a (K — a*M)q = 0 elmozdulasvektort a f6 koordinatak
rendszerébe attranszformalva (K — a?M)q = 0), a hanyados

>owy o

R(w) =

)
> w;
)

2
2 e 2 Olp,
2w1 + (on) wy + ... + (a—1>

2

w

2
n

aq

w% +w% + ...

= O‘%Ql-

Mivel o < a3 < --- < a2 (gy a szamlalé nagyobb mint a nevezs,
vagyis Q1 > 1, azaz R(a®) > 2. Amennyiben wy = w3 = - - - = wy,,

Ggy R(a?) = «

2
1>

vagyis

af < R(w).
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Bevezetés

Rayleigh-f ele hanyadosra alapozott iter acio

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Masrészt

2 2 2 2
w: O 2 Xnp—1 2 ] 2
Zi i wn—l— (—) wr _q + ...+ (_a ) wy

n
2 2
’U)l —|—’UJ2 + ...

ahonnan (Q,, < 1 kovetkezik, ami végezetdl

o < R(w) < a?

n

egyenlotlenséget jeldli ki. llymbédon a Rayleigh-féle hanyados a legkisebb
és a legnagyobb sajatkorfrekvenciak négyzetei kozotti értéket veszi fel.
Ha a q vektor ortonormalta j =1, 2,...,r — 1 sajatvektorra, azaz

qTMSOJ — ZwZLPZTMSOJ — 07 .7 — ]-7 ey T ]-7
=l

akkor
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Bevezetés

Rayleigh-f ele hanyadosra alapozott iter acio

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

r—1
a=y - (¢"My) ¢’
=

Ebben az esetben a hanyados értéke a2 < R (w) < o2 intervallumban
fog valtozni.

A fenti feltételt kielégitd q vektort az Gn. Gramm-Smidt-féle
ortoganizalassal tudjuk eléallitani.

A tetszblegesen felvett y vektorbol szamitott
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Jacobi-f éle modszer

Kq = a’Mq

altalanositott sajatérték problémabaol

Aq=0a’q, vagy Aq=\q

sajatértékproblémak allithatok el6. Itt A és A szimmetrikusak.

Az

sajatértékproblémat megoldva = = 1, ..., n esetre, tdomoren

Alp', %@ =@, ¢, 0" <a

egyenlet irhato fel.

Ap' = ajy'

AP — PS?

2 2

17 052, e

3N
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Jacobi-f éle modszer

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A sajatvektorok ortonormalt tulajdonsagaibol kovetkezden

tovabba

Tehat, ha az A matrixot oly modon tudjuk atalakitani, hogy csak a
foatlojaban legyenek elemek, akkor ezek a szamok a sajatvektorok

d'd =E,

dTAD = S?.

négyzeteinek fognak megfelelni, mig az atalakitasnal (A matrix jobbrol,

balrol torténd szorzasanal hasznalt matrixok szorzata a ®* és &

matrixokat fogjak kijeldlni. Vagyis olyan szorzasokat kell valasztani, amivel
az A matrix atalakitasaval el6allo matrix féatlon kivili elemei zérusok

legyenek.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Jacobi-f éle modszer

A jobbrol és balroél torténd szorzas utan az (1 matrix

mig altalanosan a k-dik szorzas elvégzésével

AP permutaldé matrixot gy kell megvalasztani, pl. a p, g elemek

AQ _ pOT AP — p(IT A OPpQ)

AF+D — pE)T A (F)p (k)

vonatkozasaban, hogy

matrixban szereplé ¢ = cos 6,

A

(E+1)
pgq

Pk — 1

elemének zérus értéket adjanak.

1

s = sin 0 szogek az A (FT1) matrix
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Vektoriter acio, Als 0 (inverz) iter acio

Induljunk ki egy q; vektorbol. Oldjuk meg a

egyenletet. A q; elmozdulast sajatvektorok sorbafejtésével felirva

Kq, = Mq,

qi = Zcisoi . aMyp' = K¢, MZcﬁgoi = KZ %cégpi
i—1 i=1 i—1

eredményre jutunk, vagyis
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Vektoriter acio, Als 0 (inverz) iter acio

Az iteracio folytatasaval Kq; = Mq,, Kq, = Mqs, ...

o1 1 a2\ "
qr+1 = ZCiSOZ (a2)F - (a2)k 01301 +C2902 (oz_%) + .
S—1 ) 1 2

A lépéseket megismételve az egymast kovetd q; vektorok elemeinek

tagonkénti hanyadosa, ill. a Rayleigh-féle hanyados

(qkz—l—l)s:l,...,n _ 042
(qk).S:l,...,n !

dm R(qp1) =

mig maga a vektor
- 1
lim qri1 —

k— oo

az elso sajat vektort szolgaltatja. Konkrét megvalbsitasnal specialis
iteraciot szokas alkalmazni.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Vektoriter acio, Fels o iter acio

Most induljunk ki egy q; vektorbdl. Oldjuk meg az

egyenletet. A q; elmozdulast sajatvektorok sorbafejtésével felirva

oz?l\/[goi =K', Mzn:cz-goioz% = Kzn:cigoi
i=1 i=1

eredményre jutunk, vagyis

Mq, = Kq

n

Q@ =) cpa

1=1

2

,Z: .
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Vektoriter acio, Fels o iter acio

Bevezeté oy - _ _
evezetes Az iteracio folytatasaval M q; = Kq,, Mq, = Kqs, ....
1. Fogalmak
2. Variacios elvek n ) N N 1 04721 1 k

_ E : ) _ n n— —

._ n
4. Egyvaltozos feladat =1
2, [ U Sl A |épéseket megismételve
6. Kétvaltozos feladatok
7. Lemezelemek lim R(qk_|_1) = 04721, lim drk+1 — (Pn
k—o0 k— o0

8. Modellezés
9. Rezgéstan Ezt az iteraciot felso iteracionak szokas nevezni, mivel a fels6 frekvenciak

® Alapfogalmak meghatarozasara alkalmas.

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados

@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak

e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

, 10. Intelligens szerk. I
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Bevezetés

Gerjesztett rezg ések

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

gépek, berendezések mikodésik soran idoben valtozo terheléssel
terheltek. Ezek egy része kulso erbhatasbol (pl. futbdarl terhet emel)
szarmazhat, technologiai folyamatbol (pl. esztergalasnal keletkezo
forgacsolo erd), a kdrnyezetrol atadoddo mozgasokbal (pl. gépek talajjal
érintkezd részei, a mas gépekrdl a talajra atadodo erb6hatasok miatt
mozognak) vagy akar a miikddés kdzbeni belsd geometriai kapcsolatok,
hémeérsékleti mezbk valtozasaibol.

Tomoren, csak a szabad paraméterek vonatkozasaban felirhato

mozgasegyenlet
Mgq + Kq = f(t)
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Bevezetés

Harmonikusan gerjesztett rendszer (csillapit  as nélkdal)

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Vizsgalatainkat a harmonikus gerjesztés esetével kezdjuk, ekkor
f=fssin(wt+ )

terhelést feltételezve, ahol f 4 a terhelés amplitudbja, a megoldas
q=qasin(wt+ ).

A derivalasok elvégzése utan
(K — w*M)qu = fa

algebrai egyenlethez jutunk, amibdl a
Z(w?) = K — w*M

dinamikai merevségi matrix.
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Bevezetés

Harm Onikusan gerjesztett rendszer

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Feltéve, hogy

qa = (Z(w)) "' f4 = H(w)f4,

ahol H(w) dinamikai hatasmatrix.
A o koordinatak réven all a
q=Pw

transzformacio. Az amplitudok vonatkozasaban
qa = Pwy

dsszefiiggés van érvényben, mellyel

(@Tch — 2 <I>TM<I>> wa=®TF,
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Bevezetés

Harm Onikusan gerjesztett rendszer

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A sajatvektorok tomeg- és merevségi matrixra vonatkoz6 ortogonalitas

alapjan
<82 — WQE)WA = ‘I)TfA

A kapott diagonal matrixot A-val jelolve
2 2 2
A= <a1 —w a5 — W, ..«

annak inverze

1 1

2 2

_1_
= ol —w? a2 — w?’
1 5

vagyis
Wy = A1 ‘I)TfA

amibdl a kitérés amplitudo vektora

qa — (I)A_lfI)TfA

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai

171/210 '



-1

Bevezetés

Harmonikusan gerjesztett rendszer — Rezonancia

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A kapott eredmény a dinamikai merevségi matrix inverze, a dinamikai
hatasmatrix

Hw) = (Z(w)) ' =®A 1T =

" P
n o
- [cplacp27"'7cpn:| < ! ) ! 9 9003 ! > LPQT — Z CPZCPZT
a? —w?’ a2 — w? a? — w? —~ 02 — w?
SonT =1

Ennek visszahelyettesitése utan

A kapott eredmény jol mutatja, haw = «; (i = 1, ..., n) rezonancia fog
fellépni, ami idovel végtelen nagy kitéréshez, a szerkezet
tonkremeneteléhez vezet.

zT

9
" —Zsogz

1=1
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Bevezetés

Nem harm Onikus gerjeszt és vizsg alata

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Kiindulva a csillapitatlan rendszer mozgasegyenletébdl

A sorbafejtés segitségével

Mq+ Kq=1,
q=Pw

Ekkor a szokasos atalakitassal

ami valojaban

Mow + K®w

S ' Mdw + P 'Kdbw =P f=f

W+ S°w =f,

. 2 =
w; + ogw; = f

|
-

i=1,..

)

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai

173/210 '



Nem harm Onikus gerjeszt és vizsg alata
Tehat az egyszabadsagfokl rendszer megoldasa alapjan

¢
N 1 _
2o sin ai;t + — /fZ(T) sina;(t—7)dr i=1,...,n
87 87

0

w; = Wp; COS ot +
A kezdeti wq és W fékoordinata vektor értékeket az eredeti rendszer mozgasanak
leirasara szolgalo q vektorra vonatkozo feltételbdl kell meghatarozni.
sin St = (sinayt, sinaot, ..., sin q;t, ..., sin a, t)
diagonal matrixot (sin < cos), a kezdeti feltételek f6 koordinatakra vonatkoz6
w(0) = wg, w(0) = Wy

vektorait, tomorebben

t
w = cos St wg + S sin St W + / S~'sin S(t — 7)f(7)dr

0

alakban irhato fel. |
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Bevezetés

Nem harm Onikus gerjeszt és vizsg alata

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Ennek ismeretében az eredeti elmozdulasi paraméterek

q=Pw,

Mq = Mdw,

dPMq = ' Mdbw = w,

wo=®'Mq,, Wwo=®'Mq,, azaz ® ' =& M.

De a gyakorlati megfigyelések alapjan az n tagl sorbafejtés helyett
elegend6 — a terhelés idBbeli lefutasatol fliggéen — a sorbafejtés néhany

elso tagjat venni csak mivel a sorbafejtés magasabb sorszamu tagjainak a
hatasa egyre kisebb.

Ezt figyelembevéve az alkalmazott transzformacio

q
(n,1)

~

(n,k)(

W
k,1

)

Y

O<k<n

A mozgasegyenletet ismételten at tudjuk transzformalni az Gj w korlatozott
szamu fokoordinatak rendszerébe.

Lényeges elonye ennek megoldasnak az, hogy a & matrix (n, k) mérete
miatt, csak k szamuU sajatértékproblémat kell el6zetesen megoldani, és

nem n szamut.
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Bevezetés

Csillapitott rendszerek esete

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A vizsgalando rendszer

Mg + Cq + Kq = f,

ahol a csillapitasok hatasat hordoz6 C matrix a tomeg és a merevségi
matrixszal aranyos

Attérve a

C=cyM+cxgK

q=Pw

fokoordinatak rendszerébe, kapjuk, hogy

((I)TC(I) =cyE + CKS2)

W + (cyE + cxS*)w + S?*w = @ f =f.

alakba irhato at, vagyis egy széteso differencialegyenlet-rendszerhez

jutottunk,
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Bevezetés

Csillapitott rendszerek esete

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A 7-dik egyenlet

bej+(cM+cKoz?)wj+oz?wj:fj j=1,...,n,

amelyben a

2
cCM + cxa; = 28

osszefliggés a & a Lehr-féle csillapitas definiciojat szolgaltatja.
A fokoordinatak rendszerébe attranszformalt differencialegyenlet
megoldasat kdzvetlen fel tudjuk irni:

Biwo; + wp;

w;(t) = e Pt | wy; cosvit + sin vt

Vi

¢
1 _
+— /f‘7 (r) e Pit=T) siny, (t — 1) dr
Vj
0

ahol wo; = w;(0), wy; = w

vj = 4/0; — B3, B; = aé.

J

(0) a kezdeti elmozdulas és sebesség, és
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Bevezetés

Csillapitott rendszerek esete

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Bevezetve a kezdeti feltételek vektorait wg, W a

BT — <617 "’7ﬁj7 7ﬁn> ’

cosvt = (cosv t, ..., cOSUpt)

v

T

= <V1, vy Uiy e

) Un)

(cos < sin)

exp(—0(t—171)) = <e_51(t_7), e Pt e_ﬁn(t_7)>

w(t) = exp(—/3t) [(cos vt + Br~tsinvt)wy + v sinwt v'vo} +

+ vt /exp (—B(t — 7)) sinv(t — 7)f(7)dr

A kezdeti értékek a qg és g

Wy = <I>T1\/Iq0,

wo = T Mg,

a szokasos osszefliggések alapjan szamolhatok.

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai

178/210 '



-1

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A mozg asegyenlet k 6zvetlen integr alasa

A mozgasegyenlet egy masodrend( differencialegyenlet rendszer:

Mg + Cq + Kq = £ (2).

Cél a differencialegyenletet diszkrét idopillanati kielégitése, és az
idolépések kozotti gyorsulas megvaltozasanak feltétele.

Az eljarasok nagy szamitasi igényeik miatt elényosen szamitbgéppel

idOlépésenként elégitjik ki az egyenletet (azaz idoben is diszkrét
pontokat nézunk)

a felvett feltételbdl kdvetkez6 id6lépésen belilli vizsgalat. Ahhoz, hogy g
és q -t kiszamithassuk, feltételezéseket kell tenni. Alapvetéen ezek a
hipotézisek, feltételezések szabjak meg a megoldasi modszert. gy

beszéliink pl. Differencia- és Newmark-modszerrél.

hajthatok végre. Ezzel kapcsolatban tovabbi kérdések meriilnek fel:

mennyi a megoldas idészikséglete?
milyen a kapott megoldas pontossaga?
milyen az eljaras stabilitasa?
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Differencia m o6dszer

t .-

Az eljaras masodrendien pontos és feltételesen stabil.

1

t+At
+ q—

t=At t

1= At

At
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Differencia m o6dszer

A t idopillanatra vonatkoztatjuk a mozgasegyenletet:
M'§+C'q+K'iq= f,

majd az alabbi linearis algebrai egyenletrendszert kapjuk meg az
ismeretlen ‘T2t q elmozdulasra

1 1 2 1 1
M _— C t+At — tf_ (K——M) t —(—M . —C) t— At
(At2 + 2 At ) a At2 T\ ar 2 At 9

Ebbdl formalisan kifejezheté az ismeretlen elmozdulas a t + At
idopillanatban a korabban meghatarozott elmozdulas vektorok

fliggvényekeént
t—|—Atq — f (m,t q,t—Atq)

mely alapjan az eljarast explicit-modszernek nevezzik.
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Bevezetés

Differencia m odszer — Az elj aras indit asa

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

At = 0illetve at = —At helyen a q elmozdulas vektor ismerete

szikséges

‘q, “MMq=7

A kezdeti feltételbol adoddan ismert

A gyorsulas kiszamolhat6

MOq+COq+KOq: Of N Oq:M—l(Of_COq_KOq)

0
0

q

q

[
9

YN — Slg=2At%+ q

= L (Atq—20q + —Atq)
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Differencia m odszer — Az elj aras indit asa

Bevezetés
1. Fogalmak Oq AtQ — At(l -2 Oq -+ _Atq = 2At Oq -+ _Atq — 2 Oq + _Atq
2. Variacios elvek —At. _ 0 0 At 0es

— a= "q-At"q+ 574
3. Elemmaodell
4. Egyvaltozos feladat Egy specialis helyzet all el6, ha C = 0 tovabba M diagonalis, akkor
5. Kompatibilis elemek ezaltal a feladat konnyen kezelhetove valik.
6. Kétvaltozos feladatok 1 A . 2 . 1 o A 1 LA ‘=

—M = f—- | K——M — | —M - —M = f
7. Lemezelemek ( At2 ) 4 ( At2 ) 4 (At2 ) a ( At2 ) 9
8. Modellezés . . 2o c . 2 ng

Mivel a tomegmatrix diagonalis
9. Rezgéstan
e Alapfogalmak
e Variacios elv M — <m11 maz ... mnn> ) My, > O
e Végeselemes modell
® Szabadrezgesek az ismeretlen elmozdulas vektor i-dik koordinataja konnyen kifejezheto
e Fbkoordinatak
e Rayleigh-hanyados At2
e Jacobi-féle modszer t+At t]'["'
e Iteracios technikak 4% = Ji
mZ’L

e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

, 10. Intelligens szerk. I

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai 183/210



-1

Differencia m odszer — Id 6lépés megyv alaszt asa

Bevezetes Az eljaras nagy elénye, hogy a K merevségi matrixot nem kell invertalni,
1. [FeREllEl sOt 0sszeszerkeszteni sem szikséges, mert a szorzas az elem szintjén is
2. Variacios elvek végreh ajthatc'):

3. Elemmodell K tq _ Z K¢ tqe

4. Egyvaltozos feladat =

5. Kompatibilis elemek

Az eljaras feltételesen stabil, ez azt jelenti, hogy az id6lépés kisebb kell
legyen mint a csillapitatlan rezgbérendszer legnagyobb sajatrezgéshez
tartoz6 periddus id6 -ed része

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan At < &

e Alapfogalmak T

@ Variacios elv
® Vegeselemes modell ahol T, a legnagyobb sajatrezgés periddus ideje

e Szabadrezgések
e Fbkoordinatak

® Rayleigh-hanyados T — 21 . rad
e Jacobi-féle modszer n o ’ [Oén] — S .
@ |teracios technikak
e Gerjesztett rezgések

o A At-re nagyobb értéket megvalasztva a kitérések egyre novekednek, a
® Megoldasi modszerek _ i o _ o
o Stabilitas megoldas nem adja vissza a fizikai valosagot.

, 10. Intelligens szerk. I
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Bevezetés

Newmark-f éle modszer

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Az eljaras alapvaltozata az intervallumonkénti stlyozott gyorsulas

feltételezésére épul.

qA

+T

//\/ gyorsula:

t+At’t
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Bevezetés

Newmark-f éle modszer

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Nem részletezve a levezetést a sebességre és az elmozdulasra az alabbi

két osszefliggést kapjuk:

AL = B+ (1) (At) TG+ AT,

Y2

DO | —

/1 . . 1
HHALG = tq4 At (5 -~ ﬁ) (A" g+ (A TG, B>

A szamitas a valasztott sulyozd 3, v tényezoktdl figgben feltételesen

stabil avagy feltételnélkilien stabil. Maga a modszer implicit.
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Bevezetés

Stabilit as

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

Az integralo eljarasok stabilitasa azért vetodik fel, mert az id6lépésenkeénti
eldrehaladas soran, elképzelhetd, hogy egyre tavolabb kerlilve a pontos
megoldastol, a szamitdgép szamabrazolasat is figyelembe véve, a szamok

tulcsordulhatnak.

Az explicit eljarasok formalisan felirhatok a kovetkez6 alakban is

t+ At

q

q

q

= A" | ¢

T L t—|—Atf

Ha a terhelés hatasatol eltekintliink, akkor az integralas a megoldas vektor
ismételt transzformacibdjaként interpretalhatd

A transzformacié a megoldasi vektort akkor nagyitja, ha van olyan

t—l—Atq _ Atq

sajatértéke, amelyik nagyobb, mint 1, és akkor kicsinyiti a megoldast, ha
minden sajatérték kisebb mint 1. A numerikus integral6 eljaras tehat stabil,

ha

p(A) <1
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Bevezetés

Newmark m odszer stabilit asa

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

e Alapfogalmak

e Variacios elv

e Végeselemes modell
e Szabadrezgések

e Fbkoordinatak

e Rayleigh-hanyados
@ Jacobi-féle modszer
@ Iteracios technikak
e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

10. Intelligens szerk.

A valasztott v és (3 tényez6ktdl fligg. Ennek értelmében a v = % es
6= i trapéz formula feltétel nélkil stabil és energia konzervativ, azaz

megOrzi a bevitt energiat. v < % -nél a szamitas instabil. A feltételesen

stabil altartomanyban all:

4
05)° —48< —
(v+0.5)" =45 < T AP
illetve a hatargorbén
b= : + (" +7)
16 4 '

Vizsgalatok folytathatok az amplitudd és a rezgésperiodikus idejének
pontatlansaga targyaban is. A kdvetkez6 tablazat 6sszegzi az
eredményeket, ahol o, jeldli a vizsgalt rendszer legnagyobb
sajatkorfrekvenciajanak az értékét, 1" a harmonikus rezgésido exakt
értekét, AT" az eltérés értékét.
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Megold asi m ddszerek 0Osszefoglal asa

EENEREIES Algoritmus vy 1] Id6lépés  Amplitudd  Periodicitasi
1. Fogalmak hossz hiba hiba %
2. Variacios elvek hatara
o At
3. Elemmodell , ‘
. .. ai At?
4. Egyvaltozos feladat Tiszta explicit 0 0 0 B — 0
5. Kompatibilis elemek epr|C|t
o L 1 a‘ At®
6. Kétvaltozos feladatok Centralis diff. m. 0.5 0 2 0 — 712—4
7. Lemezelemek a2 At2
Linearis gyorsulas 0.5 1/6 3.46 0 Y
8. Modellezés
, , , a% At?
9. Rezgéstan Trapéz-m. (atlag gyorsulas) 0.5 0.25 o0 0 e

e Alapfogalmak
@ Variacios elv

Lathatoan a centralis differencia modszer feltételesen stabil, rovidebb

e Végeselemes modell

o Szabadrezgések periddus idot szolgaltatva, mig a tarpéz féle modszer feltételnélkiili

® Fokoordinatak szamitast tesz lehetové, hosszabb periodus id6t adva. A tiszta explicit

e Rayleigh-hanyados z z z 211,00 - z . z c z
o Jacobiféle mbdeser modszer habar feltétel nelkll stabil, de az eredmények jelentdos amplitudo
e Iteracios technikak hibaval lesznek terhelve.

e Gerjesztett rezgések
e Megoldasi modszerek
@ Stabilitas

, 10. Intelligens szerk. I
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat [ I

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek 10. Intelligens szerk.

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk. 1 1
e Példa

® Smart materials

® \ezérlés

® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet
® Diszkretizacio

e Egyszeri tartofeladat
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Példa

Bevezetés E]ektr()da

1. Fogalmak A

Piezo bélyeg

2. Variacios elvek

3. Elemmodell hp

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials
® \Vezérlés

® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet
@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat
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Bevezetés

Smart materials

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok

. Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszeri tartofeladat

Léteznek olyan anyagok (smart materials) amelyek magaban a szerkezeti
elemekkel egyuttesen mozognak, deformalodnak.

1.

Emlékez6 anyagok 5%-0s nyulast tudnak elszenvedni a homérséklet
valtozas hatasara. Alacsony frekvenciaknal és pontossag elérésénél

hasznalatosak pl. NITIOL
Piezoelektromos anyagok amelyek 0.1%-0s nyudlasig dolgoznak,

egyrészt méroeszkozként (a nyllas hatasara az anyagban elektromos

fesziltség alakul ki), ill. végrehajtoként (az elektromos fesziiltség
hatasara az anyag deformalodik). A Polimer és keramia anyagok
szolgalnak e célra, igy polyvinylidene fluoride (PV F5). A keram

iak

kodzul a Zirconat és Titanbol készilt (P ZT') jelzésl anyagok magas

frekvenciaknal és nagy pontossagnal elonydsen hasznalhatok.

Magnesen anyagok amelyek 0.15% os nyulasig képesek dolgozni,

foképp nyomasnak kitett tartomanyokban. A legjobbak egyike a
TERFENOL — D.
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RezgOlrendszer vez érlése visszacsatol assal

B A vizsgalt mechanikai rendszer mozgasat a végeselemes diszkretizalas
1. Fogalmak utan

2. Variacios elvek

3. Elemmodell M(.:i —|— Cq —|— Kq = f = Hl

4. Egyvaltozos feladat

ahol F' a bemenet (input) hatasmatrixa, u a vezérelt bemeneti (input) vektor

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok q
X —=

7. Lemezelemek Q

q

a masodrend( mozgasegyenletiink elsorend(ire vezethetd

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

| ila) -l e e [ [§ ]+ ade
e Példa < = : — " - - T - u =
® Smart materials ~~ dt |: q -M-'K -M-IC q M-1F
® \Vezérlés (2n,1)
® Piezo és VEM — A x 4+ B -
e Allapotegyenlet ~ = ~—~ ~—~
e Diszkretizacio (2n,2n) (2n,1) (2n,2m) (2m,1)

e Egyszerl tartofeladat
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Bevezetés

Allapotegyenlet s émaja

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

B

Grafikailag a rendszert az alabbi abra szemlélteti.

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok

. Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat

Q>
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Bevezetés

RezgOlrendszer vez érlése visszacsatol assal

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok

. Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat

Bevezetve egy Un. kimeneti (méro, szenzor) vektort y-t, a dinamikai
rendszeriinket az alabbi egyenletrendszer fogja jellemezni

x=Ax+ Bu,
y=Y,X

tovabba
u=-Gy=-GY,x

u=-Gx (Y, =E)

Ez utdbbit az allapot teljes visszacsatolasanak nevezziik.
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Bevezetés

RezgOlrendszer vez érlése visszacsatol assal

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok

. Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat

A teljes visszacsatolasnal

x=Ax+Bu=(A -BG)x

az er6sit6 (G matrix meghatarozasara a polus elhelyezési technikat és a

Linearis Kvadratikus Regulator (LQ) R) modszert szokas hasznalni.

Szokasos az allapotegyenletet és a kimeneti (output) egyenletet bovittet

formaban értelmezni

X (1)
y (t)

A
Y

x(t)+Bul(t),
X (1) + Y, u(t)
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Bevezetés

RezgOlrendszer vez érlése visszacsatol assal

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok

. Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat

Gyakran azonban jobb megoldas érhet6 el, ha a bemenet értékének

meghatarozasanal a rendszer pillanatnyi allapota is befolyast gyakorol.
Kétfajta visszacsatolasrol beszéliink. Az els6 esetben a bemenet fligg az

allapotvektortol és egy an. eldrejelz6 értéktol

u(t)= -Gx(t)+F,rt)

ahol G - az er6sit6 matrix, F',. - elérejelz6 matrix, r () - a referencia
bemenet vektora. Ezt a szabalyozast allapot visszacsatolasu
szabalyozasnak nevezik.
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Bevezetés

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok

. Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat

Visszacsatolt allapotra alapozott szab alyoz as

Gyakran azonban jobb megoldas érhet6 el, ha a bemenet értékének

meghatarozasanal a rendszer pillanatnyi allapota is befolyast gyakorol.
Kétfajta visszacsatolasrol beszélink. Az egyik esetben a bemenet fligg az

allapotvektortol és egy an. eldrejelz6 értéktol
u(t)=-Gx(t)+F,r(t)

ahol G - az er6sit6 matrix, F,. - elérejelz6 matrix, r (t) - a referencia
bemenet vektora. Ezt a szabalyozast allapot visszacsatolasu
szabalyozasnak nevezik.

A masik esetben

u(t) =-Gyy () + Frr ()

a szabalyozas kimeneti jelek visszacsatolasaval valésul meg
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Visszacsatolt allapotra alapozott szab alyoz as

I . F —— . B —»@L[ * Y. _»@_}’»
| |
A
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Visszacsatolt kimenetre alapozott szab  alyoz as

Y,
r—»F—» . B—»@L[\X | V. |—> 4
r / T
A

| |

G, |
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Piezo és VEM

Reverees A villamos eltolas d | As/m?| vektora ki kell elégitse a

1. Fogalmak

2. Variacios elvek V- -d=0

3. Elemmaodell

4. Eqyvéltozbs feladat egyenletet, a villamos térerésség e [V /m)| pedig, az ¢ [As/V m]

5. Kompatibilis elemek dielektromos allandon keresztiil van kapcsolatban a villamos eltolassal

6. Kétvaltozos feladatok

d=ce

7. Lemezelemek

8. Modellezés

A villamos térerésség 1 [V'| potencialon keresztiil szamolhato, azaz

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk. e — _vw = V Xxe= O, A'lp —(

e Példa

® Smart materials

o Vezérlés Fennallnak az alabbi peremfeltételek
® Piezo és VEM

e Allapotegyenlet — r e A
® Diszkretizacio w w() ¥

e Egyszerl tartofeladat

d-n:—Q T‘EAQ
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Piezo és VEM

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok

. Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat

Az allapotegyenletek vonatkozasaban (hohatast elhanyagolva) all:

T=D--A—FE,e
d=E) - -A+Kp-e

ahol T', A a mechanikai feszilltségi és alakvaltozasi tenzor, D, E,,
mechanikai anyagallandok 4-ed rend tenzora, ill. a piezoelektromos

a

kapcsolod 3-ad rend(i tenzor, K p a dielektromos allandok masodrend(i

tenzora.
Az alakvaltozas

A=D"'"-T+D "' -E,-e=D""--T+D,-e

ahol D, piezorugalmassagi allandok 3-ad rend(i tenzora, mig a masodik

egyenlet

d=E, - -D' - T+ (E. - Dy,+Kp)-e=D, -T+P-e

ahol P a permittivitasi 2-d rend(i tenzor.
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Bevezetés

Piezoelektromos hat ast figyelembe vev 0 allapotegyenlet

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials
® \Vezérlés

® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet
@ Diszkretizacio

e Egyszeri tartofeladat

A Bubnov-Galjorkin-féle moédszer alkalmazasaval egy testre felirva

/5u (T-V + pk—pcpyra—pin) dV — /5u (T -n—p)dA=0
v A

p

tovabba az elektromos mez6k esetén

/

/ 59 (dV) dV — / 51 (Q+dm) dA = 0
v Ao

VA --[D--A—E, e dV—/5u- [pk—pcMu—p'&]dV—/(Su-ﬁdA:O

14 Ap

—/(5¢V)- E] -A+Kp-e] dv - /w@ dA =0

|4 Ag
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Diszkretiz acio

1. Fogalmak

2. Variacios elvek

3. Elemmodell

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials
® \Vezérlés

® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet
@ Diszkretizacio

e Egyszeri tartofeladat

Kétfajta mez6t kell kdzeliteni, egyik az u elmozdulasmez6, a masik a
potencial.
A végeselemes apporoximacios technikat felhasznalva, irhatjuk, hogy

Behelyettesitések révén a megoldando differencial egyenletrendszer

|t

u=u= N,q,

A =

EZBuqa wa: N@Dw

Mq + Cq =+ Kuuq + Ku¢¢ — fU7
Kyuq + Kyyptp =1y

M = fNTpN dV, C= fNTcMN dv, Kuu_fBTDBudV,

Koy _fBTE By dV = KT
:fopkdv+ [ NI pdA,
%4

Yu’

Ky = fB KpB,, v,
£, = f N7 Q dA,

Ap 49
T
D, EI, Kp
. SO BIGE) .
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Egyszer( tart Ofeladat

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok

. Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszeri tartofeladat

A végeselemes targyalasmodnak megfeleloen
e=D 1o+ D,e
d=D]o+Pe

0 0 0 0 dys O
D=0 0 0 dys 0 0
d31 dzz d3z 0 0 dsg

Egydimenzios esetben a b vastagsagl piezotarcsa also és felso felllete
kdzzé a poliarizacios irannyal megegyezo U f.,.-t helyezve, a fajlagos

nyalas
€y = €3 = d33Ufesz/b

amibdl a piezotarcsa vastagsaganak megvaltozasa

Ab = d33Ufesz
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Egyszer( tart Ofeladat

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok
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8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat

A fesziiltség sarkainak megvaltoztatasa rovidulést fog okozni.
Ha veszink egy piezo lapocskat, amire a feszlltséget a polarizacios

iranyban a lapocska vastagsaga mentén helyezziik el, akkor a vastagsagra

merdleges iranyban a lap L hosszanak megvaltozasa

AL = d3 Ufbesz

L

Végezetil vizsgaljunk egy téglalap keresztmetszet(i prizmatikus tartora
elhelyezett valtozo b, (x) szélességl piezobélyeget. A tartd hossztengelye
x, a vastagsag iranyaba mutasson a z tengely. A tart6 magassaga h a

piezobélyegé h,. A piezobélyegre Uy, hat.
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Példa

Bevezetés E]ektr()da

1. Fogalmak A

Piezo bélyeg

2. Variacios elvek

3. Elemmodell hp

4. Egyvaltozos feladat

5. Kompatibilis elemek

6. Kétvaltozos feladatok

7. Lemezelemek

8. Modellezés

9. Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials
® \Vezérlés

® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet
@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat

" (© 2007. Paczelt-Szabo-Baksa: VEM alapjai 207 /210



-1

Bevezetés

Egyszer( tart Ofeladat

1.

Fogalmak

2.

Variacios elvek

. Elemmodell

. Egyvaltozos feladat

. Kompatibilis elemek

. Kétvaltozos feladatok

. Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat

A hossziranyba mutatd mechanikai fesztiltség a piezobélyegben és a
tartdban

Ufesz
hy,

Or — 01 — Epiezogw — Epz’ezod31 Or — Egaz

ahol Eic.0, L abélyeg és a tartd Young-féle modulusa, Uy.s, a
bélyegre adott fesziiltség.
A tartd mozgasegyenlete

(I,Ewy)" 4+ Apiog —p =0

ahonnan p = 0 esetén
e !/
Apig = M,
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Egyszer( tart Ofeladat

1

. Fogalmak

2

. Variacios elvek

8

Elemmodell

4,

Egyvaltozos feladat

Kompatibilis elemek

Kétvaltozos feladatok

Lemezelemek

8.

Modellezés

9.

Rezgéstan

10. Intelligens szerk.

e Példa

® Smart materials

® \ezérlés
® Piezo és VEM
e Allapotegyenlet

@ Diszkretizacio

e Egyszerl tartofeladat

A hajlitonyomaték

p

U
M, = / 02 dA = — (IyE + I piezoEpiezo) W 0+ Epiezodsi J;L 2% (hpbyp () h
A

ami rovidebben

U €esz
My = —(IyE), ., w”o + Epiezo ds1 ;; (hpbyp (x)) h
p

mellyel a mozgasegyenlet

U €Sz
Apw + ((IyE)..., w”())// = Epiezod3 2—hph (bp ()"
p
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