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4. Merev test megtamasztasai, statikai feladatok

megtamasztas: testek érintkezése Utjan jon létre, az érintkezés sordn egymasra erot fejtenek ki
merev testek érintkezése:
@ pontszer{i: a két test egyetlen pontban érintkezik, a tAmaszté-erérendszer egyetlen
koncentralt eré

F
@ vonalszer(: a két test egy vonal mentén érintkezik, a tAmaszté-ER vonal mentén megoszI6
ERF[N]
m

@ felllet menti érintkezés: a két test felllet mentén érintkezik egymassal, a tdmaszté-ER
fellilet mentén megoszl6 ER p [%]
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4. Merev test megtamasztasai, statikai feladatok

4.1 A Coulomb-féle surlédasi modell és térvény (szaraz surlédas esete, Charles Augustine
de Coulomb, 1736-1806 francia fizikus)
a) kisérleti tapasztalatok:

T: toloerd, N leszoritd erd .
tf’lmasztc’i—ER ereddje: F = F + F;

Fo=-N
a tamasztéerd normal irany 0sszetevdje
nyugalom: F; = —T a sarl6dasi er
Fyo
f — >
nyugalom  mozgas T
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4. Merev test megtamasztasai, statikai feladatok

b) a Coulomb-féle surlédasi torvény: kapcsolat az Fp és F; kozott
nyugalom esetén: F; < pgFn; Fio = poFn

mozgas esetén: F; = uFp

ahol pg a nyugalmi (tapadasi), © a mozgasbeli surlédasi tényezd
po ~ 0,01 —0,9 po>p



4. Merev test megtamasztasai, statikai feladatok

c¢) a Coulomb-féle surlédasi kup

Q = tan «

torvény: £ Lt <poa nyugalom feltétele [

legyen uo = tan pg, igy D

F, 1 PO
£ =tana < po =tanpg :

tan a < tan pg E

a < po !
kovetkezmény: a nyugalom |
|
|

feltétele, hogy a tdmaszt6é ER eredjének
hatasvonala a surlédasi kip palastja
(Ft = Fy a nyugalmi helyzet hatara),
vagy azon belill legyen
@ mozgas esetén % =pu
@ sima felllet/tdmasz: pg = p = 0:
F; = 0; a tAmasztoerd merbleges a
tamaszto fellletre

@ a surlédasi torvényt érvényesnek
tekintjik pontszerii/vonalszerii
érintkezés esetén



4. Merev test megtamasztasai, statikai feladatok

4.2 Megtamasztasok fontosabb tipusai sikban
a) a tamasztéerd irdnya ismert, nagysaga ismeretlen

sima tamasz:

F

i
7

z, y KR: Fo ardnya ismert

sllytalan kotél, vagy rdd tamasza

e

F

ST



4. Merev test megtamasztasai, statikai feladatok

gorg6s tamasz (gorgd)

K4y <Z

csuszka (sima) pg =0

Sl

zy KR-ben F, és F, ismeretlen

% ismert a hatasvonal miatt
Y
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4. Merev test megtamasztasai, statikai feladatok

b) a tAmasztéerd nagysaga és iranya ismeretlen

érdes megtamasztas

F‘ ! F‘ |
Vv N
v
csuklo, csuklos tamasz
F
jele:

v 4

zy KR-ben: F= F,é, + F,é,
mind F, mind F), ismeretlen



4. Merev test megtamasztasai, statikai feladatok

befogas, befalazas

STl
STl

8

xyz KR-ben: F=Feé,+ F,é,
3 db ismeretlen
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4. Merev test megtamasztasai, statikai feladatok

4.3 Statikai feladatok megoldasa

@ statikai feladat: merev test az ismert terhel6-er6rendszer és a tamasztasoknal fellépd
ismeretlen erérendszer hatasara tartés nyugalomban van. Keresett a tamaszté-ER.

@ megoldas: tartés nyugalom, statika alaptétele, tAmasztd ER + terhelé ER = kiils6 ER,
mely egyuttal egyensulyi ER.

@ statikai (egyensulyi) egyenletekkel dolgozunk, szamuk sikban 3 db, térben 6 db.



5. Megoszl6 erbrendszerek

@ vonal, vagy felllet mentén érintkez6 testek kdlcsdnhataséanak eredménye a vonal, vagy

felllet mentén megoszl6 ER
@ térfogaton megoszlé ER (pl. gravitacio)

5.1 Egyenes vonal mentén megoszIlé ER (sikbeli)

AF)
fy(l)T
@ Ax ! ?

@ ismert: a megoszl6 ER siirliségvektora fy = 1,6, [%] egységnyi hosszra esé erd

@ kérdés: a megoszlé ER eredbje és nyomatéka
a) a megoszl6 ER redukalt vektorkettése
@ Ax szakaszon haté eré: AF = Axfy(x) [N]

= noo n -
@ amegoszl6 ER eredbje: F = Iim > AF = lim > fyAx = [ f,(x)dx [N]
n~>ooI-Z1 n~>ooI-Z1 0
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5. Megoszl6 erbrendszerek

@ a megoszl6 ER nyomatéka az O pontra

Ao = x8 x AF = XAF&, = xf,(x)Axé,

Ez a AF erb nyomatéka x karon O pontban.
I

Mo = lim ZAMof lim foy Axez:/xfy(x)dxé’z

n— oo n—oo, Ax—0
0

I
My = / xf,(x)dx&; [Nm] a megoszI6 ER nyomatéka az O pontra.
x=0
kovetkezmény: barmely vonal mentén megoszI6 ER helyettesithetd egy eredd erbvel és egy

nyomatékkal. (F‘; Mo)o a megoszl6 ER redukalt vektorkettdse az O pontban.
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5. Megoszl6 erbrendszerek

b) a megoszI6 ER centrélis egyenese
keresett: C(x¢;0) pont, a centralis egyenes O-hoz legkdzelebb es6 pontja

= 1 - 1 _ Mo -
Foc = EFey x Mpez = EFMoex = ?Oex = Xc€x

!
I xfy(x)dx

o _ 0
Xc=—=———

f/ fy(x)dx
0

szemléletbdl nyomaték az O pontra: (xcF)&; = Mp€; = xc= 72
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5. Megoszl6 erbrendszerek

c) egyvaltozds fliggvény integraldsa numerikusan: Simpson-formula

Y

y=f(z)

b
/f(x)dx - % (fa+ 4fc + )
a

ez a képlet pontos legfeljebb 3-adfokl polinomig
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5. Megoszl6 erbrendszerek

egyenletesen megoszl6 terhelés

Ay

/ - |
F:flAT TF |
R =1 I

Mo = f&

SV

adott: f,(x) = f = all., kérdés: eredd, Mo, x¢

eredd:

F= flfy(x)dxé'y = flfdxéy =f f/dxéy = f[x],&, = flé,
nyomoaték az O pontlcf)a °

Mo_fxfy dxez_ffxdxez_f[ ] éz:fgéz

a centralls egyenes O- hoz legkdzelebb esd C pontja:
My 15
X =" =F =3Im



|
5. Megoszl6 erbrendszerek

linedrisan megoszlé terhelés

fylz) = f = $a
a)
/ f fl
F=[f = 4-4f)=2IN
/y(x)dx 6(o+ 2+) 5 N
0
/ / | f fl2 M,
_ _ ! rr _ _ Yo
MO_/xfy(x)dx_ 5 <0+422 +ﬂ) 3 [Nm] Xc 5
0
b)
fl f2 I
=" m, = =1
2’ 0= XT3

2019. marcius 4.
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5. Megoszl6 erbrendszerek

méasodfokd polinom (parabola) szerint megoszI6 terhelés

a)
/ I f f
Fe [fax=2(o+alir) =t
/Y(X)X 6(+ 4+> 3
0
I I f 13 Mo 3
MO_/xfy(x)dx_g(0+4§Z+fl)_ééﬂ_ 7 fo=2=1l
0
b)

fl 2
F=2 my=_. =
3 0= 1 X
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5. Megoszl6 erbrendszerek

masodfokl polinom (parabola) szerint megoszI6 terhelés

Ay a)

érinté

fu(z) f*/iz-TZ

a)
F=—_fl

b)
F=—fl

by b)
‘érintf)' ‘
y = fy(z) | :
i
2 ze ‘: %l 2 "
fy(@) = f = fa = 1)?
f2 3
Mo = =2
0= Xc 8
5f/2 5
Mo =— ==
092 X7 g
II. eléadas 2019. marcius 4.
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5. Megoszl6 erbrendszerek

5.2 Vonal mentén, fellileten és térfogaton megoszl6 ER-ek

vonal mentén megoszlo

feliileten megoszlo

térfogaton megoszlo

siiriségvektor

elemi eré

dF = pdA [N]

eredd erd

F=[pdA N
(4)

nyomaték O-ban

= f’f‘ x f(s)ds [Nm]
0

Mo = [ #xpdA [Nm]
(A4)

Mo = [ #xgdV [Nm]
W)

pl: g = pge

kovetkezmény: barmely megoszl6 ER helyettesithetd a test/tér egy tetszdleges pontjaban egy
koncentralt erével és egy nyomatékkal = az ER redukalt vektorkettésével

II. eléadas
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6. Témegkdzéppont, sulypont, statikai nyomaték

6.1 Tomegpontrendszer témegkoézéppontja és sulypontja

a) Témegpont statikai nyomatéka

a P anyagi

ponthoz egy skalaris mennyiséget rendeliink:
m témeg [kg]. Tomeg: a tehetetlenség
mértéke. Ertelmezés: a P pontbeli

m tdmeg statikai nyomatéka az O pontra:

So = Fopm [kgm]

(ez egy segédmennyiség, linearis vagy
elsérendi nyomatéka m-nek) egyetlen m
tomegpont tdmegkdzéppontja: P, Sp = 0



6. Témegkdzéppont, sulypont, statikai nyomaték

b)tdmegpontrendszer tdmegkdzéppontja

ismert: P, mj,i=1,...,n,Fop =F;
keresett: a tdmegpontrendszer
tomegk6zéppontja: Fr
a tbmegpontrendszer 6ssztdmege:
(eredd tdmeg)
n

m=nm +m2+...+m,,:_z1m,-

=
értelmezés:
azm;, i=1,...,ntdmegpontrendszer
tomegko6zéppontja az a pont, amelyben
a tdbmegpontrendszer az m 6ssztdmegével
helyettesithet olyan médon, hogy erre a
pontra (T) a tdmegpontrendszer statika nyomatéka zérus
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6. Témegkdzéppont, sulypont, statikai nyomaték

meghatarozasa:

o = mFor
Form=Fimy + ...+ Famp
n
S FEmp o 4
For =Fr = /:1m —Fo[m]

atszamitas masik pontba:

(analog|a My = Mo + Fpo x F)
példaul: ST = So + From = mFfor + mfrp = 0
a statikai nyomaték koordinatai egy témegpont esetén:

So = Fopm = Xopm &x + yopm &y + zopm &
N——~ N——~ N——~
Syz Sxz Sxy
itt Syz, Sxz, Sxy rendre az yz, xz és xy koordinata-sikokra szamitott statikai nyomaték
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6. Témegkdzéppont, sulypont, statikai nyomaték

c) tbmegpontrendszer sulypontja

ismert: m;, Fi, i=1,...,n,

g, €: gravitacids er6tér (gyorsulas, irany)
(Fold: g ~ 9,81

2) Gj = mg = mgé [kSTm = N]

a tdbmegpontrendszer eredd sulya (6sszsulya)
- - - - n o
G=Gi+G+...+Gn= > (mg) =

N . . i=1

=
értelmezés: az m;
i=1,...,ntdbmegpontrendszer sllypontja
az a pont, amelyben a témegpontrendszer G,
stlyersi a G eredd sulyerével helyettesithett
— gravitacié iranyatél és nagysagatdl
figgetlenul — olyan moédon, hogy erre
a pontra a sulyerérendszer nyomatéka zérus

I
centralis egyenes

2019. marcius 4.
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6. Témegkdzéppont, sulypont, statikai nyomaték

a sulypont meghatérozasa:

n n
Mo:?1 ><G1+..,+Fn><Gn:ZF,-><m,-§: <ZF,m,) Xg
i=1 i=1

MO:FsXéZFsXm§=(FSm)X§

Magyarazat: a zar6jelben allé6 mennyiségeknek meg kell egyeznitk
n
Fsm = Z ?,-m,
i=1

Fim;

M=

1
m

rs= Fr

kovetkezmény: a tdémegkdzéppont és a sulypont egybeesik: S= T



6. Témegkdzéppont, sulypont, statikai nyomaték

6.2 Merev test tomegko6zéppontja és sulypontja

@ atest siiriisége: p = p(F) [%]
homogén test: p = all.

@ az elemi térfogat: dV = dxdydz

@ az elemi tbmeg: dm = pdV

@ atest
térfogata: V = lim Z AV =

n—oo, Am—0 ;=4

de J [ [ dxdydz

Xy z
(] atest tdmege:
m= [ pdV = [ dm= [ [ [ pdxdydz
) ) xyz
@ atestsulya:

G= lim ZAmg J dmg = mg, pg =~

n—oo, Am—0;=4 ()

@ a merev test statikai nyomateka az O

pontra: §o = lim Z AmF =

n—oo, Am—0 ;=
J Fdm= [ FpdV
V) V)

2019. marcius 4.
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6. Témegkdzéppont, sulypont, statikai nyomaték

@ a merev test tdmegk6zéppontja és sllypontja azonos: Fg = Fr =

§o:FTm

<

[ pFdV  p [FV [ RV [ FV
(V) (v) )

pdV - oAV T Jav - v

@ ahomogén test sllypontja: Fg = Fr =
) ) )

S

(
[ FdV =Frv
(v)
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6. Témegkdzéppont, sulypont, statikai nyomaték

6.3 Specialis merev testek sulypontja
a) homogén rud

@ keresztmetszet: A =4ll.; p = Aall.
@ rGd hossza: I = [ ds

0
@ arddtémege: m=

fdm-ffpdV-pffdAdSz
(A) ()

/dA/dS—pA/—pV

A /

@ statikai nyomaték:

So= [ FpdV=p [ [FdAds =

) (A ()
p [ dA [ Fds = pA [ Fds
A O 0
. pAf rds J Fds

@ silypont: Fg = 20 = p =9

vonal: ha A — 0, akkor pA =1, igy tovabbra is érvényesek a fenti képletek
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6. Témegkdzéppont, sulypont, statikai nyomaték

b) homogén merev lap
@ vastagsaga: h = all. (z iranyban)

@ siiriség: p = all.
@ felllet: A= [ dA= [ [dxdy

(A) xy
@ statikai .
nyomaték: Sp = [ Fdm= [ FpdV =
V) ) T
p [FdV=p [ frdAdz_phfrdA
(V) (A) (h) (A)
@ sulypont:
. ph [ FdA [ FdA
Fo=Fr=S0—-_®&_ _®
m oAR A
koordinatai: Fs = xs€x + yséy,
F = xéx + yéy, ezek
J xdA [ ydA
Xs = (A)A _ %’ Vs = <A)A =x ahol Sy = [ ydAés S, = f xdArendre az x és y

(A)
tengelyre szamitott (linedris) statikai nyomaték. Megjegyzés: ha x es y tengelyek
atmennek a stlyponton, akkor O = S, §g = 0, és Sy = S =0



7. Szerkezetek statikaja

Feladat: tdbb merev testbdl all6 rendszer tartdés nyugalmahoz sziikséges kiils6 és bels6 erék
meghatarozasa

7.1 Jeldlések, statikai hatarozottsag, megoldhatésag

két merev testbdl all6 rendszer

Adott: az abra a méretekkel egytt, ill. o =0
ismeretlen kiils6 ER: Fp= FAxéX + FAyéy; Fg = Fsyéy; Fc = chéx.
Az egész (1+2) szerkezetre 0sszesen 3 statikai (egyensulyi) egyenlet irhaté fel.



7. Szerkezetek statikaja

@ ismeretlen belst erok:
1-rél a 2-re: F12 = Fiox6x — F12yey

2-r6l az 1-re: Fpy = —Foyx8x + F21yey
és: Fip = —Fpy;vagy Fip + F21 =0
tovabba: ismert az Fy» iranya is, azaz az % arany. Kdvetkezmény: a belsé erd egy
ismeretlent jelent.

@ az 1 és2testarajuk haté kiilsé és belsd erdk hatasara kilon-kiilon tartés nyugalomban
van

@ egyensulyi erérendszerek
a) 1+2 kiils6 ER-re: 3 egyensulyi egyenlet
b) 1 kiils6 és belsé ER-re: 3 egyensulyi egyenlet
c) 2 kiils6 és bels6é ER-re: 3 egyensulyi egyenlet
Ez 6sszesen 6 db fliggetlen statikai (egyensulyi) egyenlet

@ ndb merev testbdl allé rendszer esetén sikban 3n fliggetlen egyenlet; térben 6n fliggetlen
egyenlet irhat6 fel

@ azismeretlenek szama legyen n;, a felirhaté fuggetlen egyenleteké pedig ne
a felrajzolt példéban: ne = 6, n; = 5, vagyis ne > nj, a feladat tehat megoldhato



7. Szerkezetek statikaja

@ statikailag hatarozott szerkezet: értelmezés
egy merev testekbdl all6 rendszer statikailag hatarozott, ha a kiils6 és belsé ER
ismeretlenjeinek szama és a felirhaté figgetlen statikai egyenletek szama megegyezik,
vagyis ne = n;

@ ha ne > nj, akkor a szerkezet labilis, mozgékony, de a tAmaszté ER szamithatd, a feladat
megoldhat6 (statikailag tulhatarozott)

@ ha ne < n;, akkor a szerkezet statikailag hatarozatlan, és csak egyensulyi v. statikai
egyenletekkel nem szamithaté a tamaszt6 ER.

@ példaul egy merev test: ne = 3 — n; < ne esetén oldhaté meg a feladat




