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Nyilt lanca tdbbtest-rendszerek implicit kényszerer&i Lancszerii rendszer implicit kényszererdi

Nyilt lanci tobbtest-rendszerek implicit kényszererdi

A nyilt lancih tbbtest-rendszerek mozgasegyenletének felirasdhoz a
rendszer explicit kényszerei mellett a tagokra vonatkozé implicit
kényszererék illetve az impulzus- és perdiilettételek sziikségesek.

Lancszer( rendszer implicit kényszererdi

Tekintsiink egy nyilt lanct tébbtest-rendszer i-ik ; és az 6t megel6z8

i — 1-ik K;_q testjét. Az i csuklé altal a KC; testre hat6 kényszer-erécsavar

o p y P
f;, mig a KCj_1 testre hat6 kényszer-erécsavar [,-7,-_1.
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Nyilt lanca tdbbtest-rendszerek implicit kényszerer&i Lancszerii rendszer implicit kényszererdi

Az implicit kényszerersk (7.ea.,18.0.), ahol P index a primerre utal:

" MP 1 7 .. MP 0
P T P _ i = -l —i | ==
Fevslfi-o o [ eg ][ - [5] o

. o .. . vk
A kinematikai lanc i-ik KC; tagjara haté eredé f; kényszer-erGcsavar
(redukalt vektorkettss) az 6t megeloz KCi_1 testrdl haté 7 erécsavarbdl
és az 6t kovets iy q testrdl hato £i+1,i er6csavarbdl tevédik dssze.

P P
f — f +f,+1, ahol £i+1,i:_—, ,+1£I+1
Ezen egyenletet a lanc minden tagjara felirhato:
vk . . .
F=F+ ahol o= —Eszfg
vk . . .
fy =+ f5 ahol £§2:—BTf3

.

fo 1—f 1+fnn 1 ahol Ejr,nfl:_ﬁnTlan
=f

zk
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NN ET R o] | S S e B2 ST T TN A COWEP S CTI  Lancszer( rendszer implicit kényszererdi

Ha az utébbi egyenletet matrixegyenletként irjuk fel, akkor a globalis

transzponalt QT matrix jelenik meg: fk = ETEP
© ok A i i 5
f 1B, 0 .0 o |[Z
75 0 1 -B, .0 0 I
£n_]_ g g g ; _én_17n £g;1
X 0 0 0 0 1 f,
n L= = = = _
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NN ET R o] | S S e B2 ST T TN A COWEP S CTI  Lancszer( rendszer implicit kényszererdi

Az (2) implicit kényszererSket is felirhatjuk testenként:

c/ 0 ... ¢ 2"52' (0]
0 G, 0 0 5 0
0 0 cr. o ||, 0
0 0 o cr|l f L0

a globalis transzponalt gT matrixszal: ngp =0
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NN ET R o] | S S e B2 ST T TN A COWEP S CTI  Lancszer( rendszer implicit kényszererdi

A testre hat6 ered6 kényszer-erScsavarra vonatkozé implicit feltétel a
globalis transzponalt inverz B~ matrix segitségével irhaté fel:

FP =BT
Amit behelyettesitve ngp = 0-ba:
c’B T =0

Figyelembe véve, hogy a globalis Jacobi-métrix J = B71C, igy
JT CTB T azaz

vk

fy
éTfk:Q részletesen : [4{ é: g =0

rk
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Lancszerii rendszer implicit kényszererdi

Nyilt lanca tdbbtest-rendszerek implicit kényszerer&i

Az i-ik testhez tartozé é,. Jacobi matrix a éRi rotaciés és 47_’. transzlaciés

részekbdl allnak, mig az ered6 kényszer-erécsavarok az Mf‘
kényszer-nyomatékbdl és Ef kényszerer6bdl. Ennek megfeleléen:

I
(=}

T T T T
[ Lo A
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Elagazasokkal rendelkez6 rendszer implicit kényszererdi

Az el6z6ekben ismertetett kényszererd feltételek fa-struktaraja rendszerekre
is igazak. Az i-ik test csukléja altal kifejtett f i p €r6 az i-ik testet megel6z6

Kp(iy testrdl hat a KC; testre. Tekintsiik a korabbi példankat.
Ks

0
A K5 testet tekintve, a ra hat6 eredd kényszer-ercsavar:

k%P T P T ¥P
£2 = fz - §23£3 - §25£5
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DM ET SR o] ] TSN G 2 ST T TN A COWEP T Elagazasokkal rendelkezd rendszer implicit kényszererdi

Belathato, hogy a rendszer topolégiajanak figyelembevételével felirt QT
matrix segitségével itt is érvényes a

i=BTF

dsszefliggés, amely részletesen kiirva:

k-
f r T T T FP T
Ti ; _212 QT _214 QT 2 é}’
flz( 0 1 -B, 0 -By 0 £
/] o o 1 0o 0o o I
s | =10 o .~ T n a ¥P
fy o 0 0 1 0 QT gg
;-EI: g g g Q ; _256 £5
7k 0 0 0 0 0 1 £

[ fe] = = = = = = L6
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DM ET SR o] ] TSN G 2 ST T TN A COWEP T Elagazasokkal rendelkezd rendszer implicit kényszererdi

A csuklsk altal kifejtett £” erscsavarokra valtozatlanul érvényesek az
implicit feltételek:

Ilg}
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[~~¢
i
I
o

azaz

1771 ro-
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Impulzus- és perdiilettételek

Impulzus- és perdiilettételek

Az impulzus- és perdiilettételek az i-ik test O; pontjara vonatkozdan
(altalanosan O; # S;) keriilnek felirasra.

Zo

Impulzustétel az ered6 kényszererékkel és kiils6 teherrel:

mias; = F} + Ff
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Impulzus- és perdiilettételek

Figyelembe véve a test g; = w; szdggyorsulasat, S; gyorsulasa:
as; = a; + E"BSi + Q,‘Q,‘QSI
Melyet behelyettesitve az impulzustételbe, kapjuk, hogy
mja; + mig;p; = Ff + Ff — mw,wp., (3)

Perdiilettétel a kiilsé teher O; pontra szadmitott nyomatékavak és az eredé
kényszernyomatékkal:

miésl-éi + Qig" + Q,’Qiﬁ,‘ = M,t + Mf( (4)
A (3) impulzus- és (4) perdiilettétel Ssszefoglalhaté egy matrixegyenletbe:

i< ~ k
& s[5 o[ a8 | M), (M)
mipg,  mil ; —MiWW;p,, Fi F;

= i

L ™

azaz

M M vk
Mz =F +F +f
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Az utébbi egyenletben M. az i-ik test témegmatrixa, E a kiils6 teher
vk

redukalt vektorkett8se (erécsavar) O;-ben, f; a kényszererék redukalt

vektorkettése O;-ben és L-C a d'Alember-féle tehetetlenségi ersk.

Ha O; és S; egybeesnek (BSI = 0), akkor a kinetikai egyenletek

egyszer(isddnek:

Qi g =2 _ _QiQiQi + Mf M,k
0 mi|la || o Ft Tk

™

A kinetikai egyenleteket az 6sszes n testre vonatkozdan 6sszefoglaljuk egy
matrixegyenletbe:

. v vt vk
M, 0 EN i £ f
3 = ]
azaz B
Ma=F +F +F

Ezek a tobbtest-rendszer Newton-Euler egyenletei.
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Kiils8 terhel8 er8k és nyomatékok

Kiils6 terhel6 er6k és nyomatékok
A kiilsé terhel6 erék és nyomatékok lehetnek
o idealis terhek
@ nem idealis strlodé er6k és nyomatékok

Az idealis erék lehetnek algebrai egyenlettel adottak:
fr=Ff (¢ ,1)

llyen pl. a rugéerék, sebességtdl fiiggd csillapité erdk, nehézségi erék illetve
tovabbi ismert id6 szerinti lefolyassal rendelkezé terhelések.
Az idealis erék lehetnek még integralis alakaak, amelyben valamilyen
z=W,(F,V,z,t) differencidlegyenlet is része az erétdrvénynek

wt oyt . .

t =f (¥,V,z,t) ahol Zz=W,(FV,21)

Ilyenek pl. sorosan kapcsolt rugé és csillapité elem, vagy olyan
meghajtasok, amelyek dinamikai viselkedését valamilyen
differencialegyenlettel irhatunk fel. (elektromotorok, hidraulikus hajtasok)
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Kiils8 terhel8 er8k és nyomatékok

A nemidalis sarlédé erék és nyomatékok esetén az er6tdrvényben a
kényszereréktdl valo fliggés is megjelenik:

vt oyt (. . vk

B (r o )
llyen példaul a Coulomb-féle sarl6dasi torvény.
Ezen csatolas miatt a rendszert meghatarozé egyenletek mar nem linearisak,
ezért az ismeretlen erék és gyorsulasok szamitasa iterativ Gton torténik.
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Nyilt lanch tdbbtest-rendszerek egyenletrendszere

Nyilt lanci tobbtest-rendszerek egyenletrendszere

Nyilt lanc tobbtest-rendszerek mozgasegyenleteinek 3 és 1 fiiggvényében
torténs felirasdhoz az alabbiakban dsszefoglaljuk a tobbtest-rendszer
egyenletrendszerét:

Kinematikai mozgasegyenlet:

B=H(B)n (5)
Euler paraméterek mellékfeltételei:
$(8) =0 (6)
Kinetikai differencialegyenlet:
Mz=F 4 F 1" (7)

Testekre hat6 ered6 kényszererék és csuklok altal kifejtett kényszerersk:
Ek _ ETEP (8)
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Nyilt lanch tdbbtest-rendszerek egyenletrendszere

Csuklok explicit kényszerei:

Fi=F (fp(i)ag,-, t) 9) F=F (Bt
Bu=Cn+¥"  (10) L=dat
=T = 5=Ji+
Biv=Cn+3 11 ===
- = () ahol J=B'C

ahol i = 1,...,n & p(i) a K;i-t

megel6z6 test.
Csuklok implicit kényszereréi:

» letei:
C'f=0 (16) JTF =0

Mechanizmusok és robotok

Nyilt lanca MBS dinamikaja

A rendszer explicit kényszerei:

| << ~—

Testekre hat6 eredé implicit egyen-

(17)
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Nyilt lanch tdbbtest-rendszerek egyenletrendszere

A (7) egyiitt a (8)-cal, tovabba (11) és (16) egy linearis egyenletrendszert
alkotnak a ¥ = 3 gyorsulasokra, f* csuklé-erécsavarrokra és 7 csuklé
gyorsulasokra:

M -BT 077 2 e
é g g zp — _érel (18)
0 ¢’ ofla 0

ahol Etc :ft +FC
Egy hasonlé egyenletrendszert kapunk, ha a (14) és (17) egyenleteket

T . ¥k Py L .
hasznaljuk. llyenkor a testekre haté f eredé kényszererd az ismeretlen az
egyenletrendszerben:

M
1
0

olwlo

a f
fk — _érel (19)
n 0

<o |
IS

Nyilt lancd MBS dinamikaja Mechanizmusok és robotok 18 /25



Nyilt lanch tdbbtest-rendszerek egyenletrendszere

a mozgasegyenlet kdzdnséges differencialegyenlet-rendszerként irhaté fel:

[5]2[,77;;?73,2)] azaz X =W(xt)

A mozgasegyenlet az (5)-bél és a (18) vagy (19) egyenletrendszer 7)-re

torténs megoldasabol all.
A mozgasegyenlethez tarsulnak a kdvetkezé kezdeti feltételek:

[5(1‘0) ] _ ['60 ] azaz  x(to) = xg

n (to) N,

Ezek megoldasara tobbtest-rendszereknél kétfajta formalizmus terjedt el:
@ nem rekurziv formalizmus

o rekurziv formalizmus

Nyilt lancd MBS dinamikéaja Mechanizmusok és robotok 19/25



Nem rekurziv formalizmus

Nem rekurziv formalizmus
A (18) egyenletrendszer megoldasa oly médon torténik, hogy a (7)

.y ek
egyenletet atrendezziik f -ra:
t

|~~¢

=Mz -
FP-re megoldott (8)

ﬁpzé_Tfk

melyet behelyettesitiink az

egyenletbe. Igy kapjuk, hogy
PopT(Ma F )

Ezt behelyettesitve a (16) szama CTf = 0 egyenletbe, irhatjuk, hogy
C'BT(Ma-F-F)=0

ahol %T = gTé_T. Igy végiil

T *C *t
JT(Ma-F-F) =0
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Illetve n
. v.c vt
E JT (M-Qi —L' —L') =0
=i pum—
i=1

Utébbi egyenleteket megkapjuk (19) megoldasaként, ha az zk—ra
atrendezett (7) egyenletet a (17) egyenletbe irjuk.

Végeztiil beirjuk a rendszer (14) szama & = J 1) + & explicit
kényszerfeltételt, és a mozgasegyenletre a kdvetkezs alakot kapjuk:

M (8,t) 1= k* (8.m¢) + K (B, ¢)
Ahol az E tomegmatrix:

—1

M 0 J
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Nem rekurziv formalizmus

A k€ altalanositott Coriolis-erék:

dazaz
M, 0 a, £
k== a7 -
o mJla] LK
Tagonként dsszegezve:
n v
k= -3 7 (M3 - F)

azaz
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Nem rekurziv formalizmus

A k' altalanositott terhels ersk:

K'=JTF
azaz .
£1 n
K= o T | =L
¥t i=1
f,
Kiirva részletesen:
Kt:i |45 47| [% ] =i(g,Z,Mf+g;E)
i=1 - i=1
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Nem rekurziv formalizmus

Amennyiben O; és 5; egybeesnek (p. = 0), akkor egyszeriisédik a

tomegmatrix:

n
— @ 0 J_.
— T T = = =Ri
m-> [ ]S 5]
i=1 = = =Ti
azaz .
o T T
M = <m’%TiiTi + iRiQiiRJ
i=1
Tovabba egyszertisddnek az altalanositott Coriolis-ersk:
u e 0 g w.0w
c _ _ T T | = = ==
e[ &[5 5] [75 )
azaz .
k= - Z (m’é;éi + i;igigi + %Eiéigi%’)
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Nem rekurziv formalizmus

Az x allapotvaltozéra felirt mozgasegyenlet:
' H

[B] =| ~-1 C:(g)ﬂ : azaz x =W (x,t)
Ui M (B.t) (k°(B,m,t) + k' (B,m, 1))

A testekre haté kényszererd eredket az impulzus- és perdiilettételekbél
illetve az explicit kényszerfeltételekbsl szamithatjuk 7 csuklé-gyorsulasok
imseretében:

Ek:Mé—fc—ft ahol a=Jn+a

1S

Részletesen az i-ik testre:

(- | [ e ][]
k = i—,— - —_— ~7f\l/ - t
F* mipg;  mjl a; —MiW;W;P.. F;

Az egyes csuklok altal kifejtett kényszererék ezutan (8) invertalasaval
szamithatok: .
f-P — Bfo
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