Mechanizmusok és robotok

7. el6adas

Tobbtest-rendszerek csukléinak kényszerei (folytatas)
Nyilt lanci tébbtest-rendszerek topolégiaja
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Csuklék explicit holonom kényszerei

Csuklok explicit holonom kényszerei

A csuklék explicit kényszereit elsésorban nyilt lanca tobbtest-rendszerek

kinematikai leirasanal hasznalatos. .
Explicit kényszerrel a K;

haladési irdny test a K; testhez vis-
- zonyitott relativ. mozgasa
| f; szabadségfoli csukld | frhaté le relativ csukls-

koordinatakkal. Ehhez
egy haladasi iranyt szabunk
meg (KC; a Kj-t megel6z6
test). Igy a K; test in-
dexe egyértelmien jeldli a
csukléra vonatkozé menny-
iségeket. Tovabba gﬂ =
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Csuklék explicit holonom kényszerei

Helyzetallapot
A K; test relativ helyzetét az 6t megel6z6 K; testhez viszonyitva a csukld
fi = 6 — bj; szabadsagfokanak megfelelSen f; szami csuklé-koordinataval
lehet leirni:

Bja

gj = :

Bjg

Amennyiben a forgas leirasdhoz a négy Euler-paramétert hasznaljuk (pl.
gombcsukls), akkor ehhez tarsul a

i (@') =0

mellékfeltétel. Az explicit kényszerekkel a K; test ¥; helyzetkoordinatai a

megel6z6 KC; test F; helyzetkoordinatainak és a QJ.
csuklé-helyzetkoordinataknak segitségével szamithaté:

b=t (1.8t
A t-t6l vald fliggés csak reonom kényszereknél lép fel. Utébbi dsszefliggés
az implicit kényszerfeltételeket is kielégiti tetszéleges Qj koordinatakra.
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Csuklék explicit holonom kényszerei

Kinematikai differencialegyenlet
A Kj test relativ sebességét az 6t megel6zé K; testhez viszonyitva f; szamd
csuklo-sebességkoordinataval lehet leirni:

A sebességkkordinatakat oly médon vezetjiik be, hogy a
csuklé-helyzetkoordinatak éj derivaltjai az n; koordinatak linearis
kombinaciéi legyenek, azaz az alabbi alakban:

Szamos esetben n = B és gj =1
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Csuklék explicit holonom kényszerei

Sebességallapot

A Kj test w; = w,; szogsebessége és v; = v ; sebessége a Ky allvanyhoz
képest a KCj megel6z6 test w; = wy;, v; = vp; Ko allvanyhoz képesti
sebességeibdl, és a K; test IC testhez viszonyitott w;;, v;; relativ
sebességeibdl tevodlk Ossze. A relativ mozgasokra érvényes Gsszefliggésnek

megfelelen

E
|

=w;twj

V=V, twir;+Vv;

A relativ wj;, v;; sebességek az n; csuklo-sebességekkel fejezhetsk ki:

g.

— —rel
i = CpM +9j

!ij C ,'7 +vrel

ahol a (3 x f;) méretd C, Rj & C 7@ csuklé rotaciés ill. transzlaciés

Jacobi-matrixai, mig Qje és vjel a reonom csukléknal felléps vektorok.
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Csuklék explicit holonom kényszerei

Behelyettesitve a sebességek egyenletébe, kapjuk, hogy

, 1 0 C.. orel
BRESREIRED
—— A —
Ej éu z; gj ij‘d
azaz
< rel
v; _EU*’ gﬂ v; (1)

Az egyes tagok fizikai tartalma:

° gijgi a szallité szogsebesség és sebesség, amely a csuklé tipusatol
fliggetlen.

o C. m; a csuklé-sebességek hozzdjaruldsa a v; sebességekhez, mely a
csuklo tipusatdl fiigg.

o ¥ (F F t) a reonom mozgas hozzajarulasa, mely szintén
Vi (¥, ¥, zgas hozzéjarulasa, mely szi
csuklé-specifikus.
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Csuklék explicit holonom kényszerei

Szabad és gatolt iranyok ortogonalitasa
Az explicit kényszerek az implicit kényszeregyenleteket kielégitik. Ennek

egyértelmiisitésére tekinstiik a sebességallapot implicit kényszereit, mint
hatarozatlan linearis egyenletrendszert:

ER IR @

Zij

AG. kényszermatrix sorai jelolik a Cj és KC; testek relativ mozgasanak, a

kényszer altal gatolt iranyait.

Az explicit sebességkényszerek tetszéleges v; és n; sebességek esetére
szolgaltatjak a kényszer altal megengedett V; sebességét a K; testnek. Az
explicit sebességkényszerek kielégitik a (2) egyenletrendszert. Ennek
szemléltetésére irjuk at az (1) egyenletrendszert:

V. 1 0 v; 0
jl — = = —I _;e 3
|:VJ':| éij Cj][nj +[‘v’jl] ()
N————

L.
—l
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Csuklék explicit holonom kényszerei

A (3) egyenlet jobb oldalanak masodik tagja a (2) egyenletrendszer
partikularis megoldasa, amely csak reonom kényszereknél lep fel. Az els
tag a homogén megoldas, amely tetszéleges v;, n; értékekre teljesiil. A

(12 x (6 + f;)) méretd éij matrix oszlopai a K'; és K; testek relativ
mozgasanak, a kényszer altal megengedett iranyait jeldli. A megengedett és
gatolt iranyok ortogonalisak, azaz % sorai és éu oszlopai egymasra

merdlegesek:

1
[gi gj] B: g :[Q Q] - Q,-jé,-jzg
/S
azaz:
G +GB.=0
=i | =j=ij
GC =0
==
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Csuklék explicit holonom kényszerei

Gyorsulasallapot
A sebességek (1) explicit kényszerét id6 szerint derivalva, kapjuk a

gyorsulasok explicit kényszereit:
V=B,V +Cn, + 5"

ahol 7'7 a csuklo-gyorsulaskoordinatak, illetve a v; és ﬂj gyorsulasoktsl nem
fligg6 a érel vektor:

dvrel
‘Fl(V- v..8.n r) B+ Cn +—-
d; ) ’7—j7—j’ dt
A gyorsulasok explicit kényszerei tetszéleges V; és ﬁj gyorsulasok mellett

kielégitik a gyorsulasok implicit kényszeregyenleteit.
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Csuklék explicit holonom kényszerei Példa: forgd csuklé explicit kényszerei

Példa: forgd csuklé explicit kényszerei
Az alabbi forgé csuklé f; = 1 szabad csuklé-koordinatanak a 3;

szogelfordulast valasztjuk, amely a csukléhoz kotétt K KR forgasat irja le
a Kp KR-hez képest az u; forgastengely koriil. Tyj

Helyzetallapot explicit kényszerei az F; és F;-re vonatkozéan:

oTr iol ail bal (B) jbl azaz
{ Or; } ) T (i£i+ TR () bdjj) F =¥ (¥, 5)
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Csuklék explicit holonom kényszerei Példa: forgd csuklé explicit kényszerei

Kinematikai differencialegyenlet
A csuklé-sebességkoordinata n;

= Bj szerinti definiciéjaval

Bj = (H- = 1)

Sebességallapot
A relativ szégsebességre w;; BJ
irhaté. Ezeket felhasznalva.

, mig a relativ sebességre v BJ

@y 1 0 ] [ w; } [ u; ] .
N - F 1 " + ~7J /6'7 7—Bi+c77
|: Y ] |: —Ljj ; Vi gjdjj J =it )j
Y éiﬁ v; 5% nj
Gyorsulasallapot

A fenti egyenletet id& szerinti derivalva a gyorsulasok explicit kényszereit a

szokasos alakban irhatjuk:

=B v, +Cq. +3°"
— 71_]*’ —J ﬂ -
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LTI T A T NI WCUIEP I Példa: forgd csuklé explicit kényszerei
Ahol

= rel
5 (£, 8, m,t) = By + Em, +—2
Kifejtve:
grel _ QJ-BJ'
- wir;+u djjﬁ.j + u;d;B;

Figyelembe véve, hogy u; = w;u;, r; = &; + djj =w;c; +w;d;, és

dejj = —dﬂ-g,-gj, atirhato

Erel . Ql%ﬁj
a = _ _ s S .
ww;c; +ww;d; —d;wufi+ uw;d; b
Tovabba Qigjijj + ngjdjjﬁj = <Q,’ + Bjﬂj) dejj = Qj&jijj. gy
zrel QIH_/B_/
a; =

Wiw;C; +wiw;d;; — d;w;u;f;
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(ST TG T A T T T W CUIEP I Példa: cshszka explicit kényszerei

Példa: cstszka explicit kényszerei

Az alabbi csiszka f; = 1 szabad csuklé-koordinatanak a f3; eltolédast
valasztjuk, amely a csukléhoz kététt K, KR eltolédasat irja le a £y KR-hez
képest az u; forgastengely mentén.

Helyzetallapot

Tﬂj Az explicit kényszerek az F; és F;-re
vonatkozéan:
JOT iOTainaTJbT
Or; } Or; +7°T <i£f+5j w+7TPT bdﬂ)

v; Parhuzamos K, és Kp csuklo-KR-ek esetén
# b
=i o ICO pr— - =

MBS csukléinak kényszerei (folyt.) Mechanizmusok és robotok 13 /26



LTI T A T DT WCOWEP I Példa: cstiszka explicit kényszerei

Kinematikai differencialegyenlet

A csuklé-sebességkoordinata n; = Bj szerinti definiciéjaval

By =1 (ﬂ- = 1)

Sebességallapot
A relativ szogsebességre w;; = 0, mig a relativ sebességre v; = BJ u;
irhat6. Ezeket felhasznélva.
Ww; 1 0 w; 0
FiNESrix M@, y-BE+
—_— N Y\
Ej 2, v; gj nj
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(ST TG T A T T T W CUIEP I Példa: cshszka explicit kényszerei

Gyorsulasallapot
A fenti egyenletet id8 szerinti derivalva a gyorsulasok explicit kényszereit a
szokasos alakban irhatjuk:

V= B:j—i +£j,-7 +Eel
Ahol 5
£ (Z,- Vi, B My t) =B+ Cmy+
Kifejtve:

Er_el _ [ Q ) :|
- wir; + Bju;

Figyelembe véve, hogy &, = w;u; és r

; ; j = wir;+ Bju;, a fenti dsszefiiggés
atirhato

0

31.‘81 _ - .
- w; (Qiﬁij + 25]2])
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Holonom csuklék kényszererdi

Holonom csuklék kényszererdi

o
Ha a csuklot képzeletben kettévagjuk, akkor a kényszer6k- és nyomatékok
osszefoglalhatok egy (6 x 1) méretii er6csavar-vektorba:

wk Mf‘ wk Mk
t-[%]. n-[4]

vk vk
Ahol f; a IC; testrél az O;-be redukalt vektorkettés, mig fj a K; testrél az
Oj-be redukalt vektorkett6s.
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3 T TS VRN T Explicit kényszerersk

Explicit kényszererék

vk vk .
Az f; és f; kényszer-er6csavarok a csuklok altal gatolt iranyokban

fekszenek, melyeket a (bj; x 12) méretii G, = { G G, } kényszermatrix

sorai definialnak. Kovetkezésképp bj; szama \;; kényszerers-koordinataval
az explicit kényszerer6k az alabbiak szerint irhaték:

k T
i _ =i
=

[=n¢ [ =n¢

Az explicit kényszerSket a zart lanch tobbtest-rendszerek képzeletben
kettévagott csuklsinal alkalmazzuk.
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3 CIEHET TS VRN T Implicit kényszerersk

Implicit kényszererék

vk, vk . .
Az f; és f; kényszer-erScsavarok a csuklok szabad iranyaira merélegesesn
allnak, melyeket a (12 x (6 + f;)) méretd éu matrix oszlopai definialnak.
Kovetkezésképp kényszerer6k megadhaték az alabbi implicit modon:

1 B
0 C.
_—
LT
=ij
Kifejtve:
Fi+BIF =0 - [
Tyk
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3 CIEHET TS VRN T Implicit kényszerersk

A (4) implicit egyenlet a csuklé tipusatdl fliggetleniil érvényes. Az
eré-ellenerd elvet fejezi ki a redukalt vektorkettds O;-bél O;-be torténs
athelyezésével egyiitt.

k k |~ gk
k k

Az (5) implicit egyenlet a csuklé-specifikus gj tag miatt, fiigg a csuklé
tipusatél.
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3 LTI RTINS T Példa: forgd csuklé explicit kényszererdi

Példa: forgd csuklé explicit kényszererdi

Explicit kényszerer6k

A gu = { G. gj ] kényszermatrix segitségével felirhaté a b; szama

kényszerer6 (Ajp3 = [ A1 A2

vk T le
£J=ngfJ' - [Ef]

)\3 ])
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3 LTI RTINS T Példa: forgd csuklé explicit kényszererdi

A fizikai értelmezéshez redukaljuk ezt az erécsavart a forgastengely
valamely P = P; = P; pontjara:

m® ] [ MK 1 (—&) F* ] _ [ —u;m[ Ay — U;n] Xs }
Ef_((P) Fk —A123
k(P ~ o U
Mk-(P) _ [ M + (—k%')fjk ] - [ a;m] X + &l s ]
E_j( ) F; A123

Ko

K(P) . k(P) B )
o M. ill. M’ mer6leges a forgastengelyre.
o ErG-elleners elv érvényesiil
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3 LTI RTINS T Példa: forgd csuklé explicit kényszererdi

Implicit kényszererék

A csuklé tipusatdl fiiggetlen (4) egyenletének fizikai tartalmat mar
ismertettiik, itt is valtozatlan formaban érvényes.

A csuklé tipusatol fiiggs implicit kényszererék a forgd csukléra felirt C

matrix segitségével:

azaz a forgé csuklé forgastengelyén [évé P pontra szamitott nyomaték
merSlege az u; forgastengelyre.
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Nyilt lanci tobbtest-rendszerek topoldgiaja

o A testek szama (n,allvany nélkiil) megegyezik a csuklok szamaval
(nc), azaz n = ny = nc.

o Az allvanytol barmely testhez egyértelmii at vezet.
@ Minden testhez tartozik 6t megel6z6 test.
o Elagazasi hely egy testet tobb masik test kovet.

o Allvanytél (0) haladva mindig emelkeds a szamozas.
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Nyilt lanca tdbbtest-rendszerek topolégiaja

A topoldgiai leiras visszaadja, hogy mely testeket kétnek csuklék Gssze.
Ehhez az S incidenciamatrixot (illeszkedési matrix) és a T Gtmatrixot
vezetjiik be. Mindkett6 mérete (n x n). B

Az S incidenciamatrix az i-ik testet megel6z6 p(i) testet adja meg. Az S
incidenciamatrix S; elemei az alabbiak szerint vesznek fel értéket: B

1 hai=j
Sj=1{-1 haj=p(i)
0 minden mas esetben

Az el6z6 a.) abran vazolt rendszer esetén:

"1 0 00 0 0]
-1 1. 00 0 0
s_ |0 11000
271 -1 0 01 0 0
0 -1 00 1 0
0O 0 00 —1 1|

Az emelked6 szdmozas miatt als6 haromszog matrix, féatloban egyesekkel.
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Nyilt lanca tdbbtest-rendszerek topolégiaja

A T atmatrix megadja, hogy mely testek talalhatok meg az allvanytdl egy
adott testig haladva. A Tj; elemei az alabbiak szerint vesznek fel értéket:

1 hai=j
Tii=141 haajtesta0-tdl az i test felé vezets Gton talalhatd
0 minden mas esetben

A T atmatrix az S incidenciamatrix inverze, azaz

T=S"' wvagy TIS=1

Az a.) abran vazolt rendszer esetén:

100000
110000
111000

I=l100100
110010

(1100 1 1|

Az tmatrix szintén als6 haromszdg matrix, féatloban egyesekkel.
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Nyilt lanca tdbbtest-rendszerek topolégiaja

A lanc struktaraja, b.) abran vazolt rendszer esetén:

1 0 0 O 1 000
-1 1 0 0 1100
S = 0 -1 1 0/{°’ L= 1110
0 0 -11 1111
A c.) abran vazolt rendszer esetén:
1 0 0 O 1 000
-1 1 0 O 1100
5= 0O 0 1 0|’ L= 0 01O
0 0 -1 1 0 011
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