Mechanizmusok és robotok

5. el6adas

Kotottségekkel rendelkezé mechanikai rendszerek (folytatas),
Tobbtest-rendszerek kényszerkapcsolatai
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Mozgasegyenletek fiiggd koordinatakkal
Mozgasegyenletek fliggé koordinatakkal

A holonom témegpontrendszer mozgasegyenleteit az egymastdl fliggs r

helyzetkoordinatak fliggvényében az alabbi egyenletekbdl kapjuk:
Kinematikai mozgasegyenlet:

r=v vagy r=v; i=1,...,n (1)
Kinetikai differencialegyenlet:
Mv=F"'+F" vagy mv,=F+Ff i=1,...,n (2)
Implicit holonom kényszeregyenletek:

g(r,t)=0 (3)

G(r)v+7(rt)=0 vagy > G.(rt)v;+¥(r,t)=0 (4

[[o)
~
G
I<
+
21

(rv,)=0  vagy > G (rt)ii+3(rv,t)=0 (5)

Explicit kényszererdk:

F*=G"™\ vagy Ff=G'x i=1,.

.,n (6)
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| LT N EP VR I ET T ETEM Mozgasegyenletek fiiggd koordinatakkal

A (6) egyenletet (2)-be helyettesitve, az (1) differencialegyenlettel és a (3)
kényszeregyenlettel egyiitt a problémat leir6 (deszkriptor)
differencial-algebrai egyenletrendszert kapjuk:

r=v
Mv=F'(r,v,t)+G" (r,t) A (7)
0=g(r1t)
Keressitk a megoldast a kovetkezé valtozékra:
r(t) r(to)
y(t)=1] v(t) alabbi kezdeti feltételekkel: 'y (to) = | v (to)
A(t) A(to)

Megoldasi eljaras: a deszkriptor egyenleteket kdzonséges
differencial-egyenletekké szeretnénk alakitani. Az (5) és (7) egyenletek a

kovetkezé linearis egyenletrendszert alkotjak:
M -G v] [F 3n egyenlet (8)
A 2 b egyenlet
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Mivel M pozitiv definit, igy (7)-bdl v kifejezhets:

v=M"(F+G"A) (9)

amelyet (5)-be behelyettesitiink, amely b egyenletet jelent a A kényszererék
b szami koordinatajara:

QA=-GM'F'-5 ahl Q=GMG"  (10)

Ezen egyenletnek akkor létezik egyértelmii megoldasa, ha Q regularis,

amely akkor teljesiil, ha a kényszermatrix rangja rankG = b (a kényszerek
fliggetlenek).

Legyenek a kényszeregyenletek egymastdl fiiggetlenek, igy (10) megoldasa
Ar,v,t)=-Q ' (GM'F' +7) (11)
Ezt behelyettesitve a (9) egyenletbe, kapjuk, hogy

V(rvt) =M (1-GTQGM ) F - MGTQ

[S]]]
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| LT N EP VR I ET T ETEM Mozgasegyenletek fiiggd koordinatakkal

Ez utébbi és az (1) egyenletek alkotjak a megoldandé elsérendii
differencialegyenlet-rendszert:

{ } - {‘_’ } , [’“0) ] - [’0 } kezdeti feltetelekkel

v(r,v,t) v (to) vy
Csak azok a megoldasok jok, amelyek kielégitik a helyzetallapot és
sebességallapot kényszerfeltételeit, azaz a kezdeti értékeknek azokkal
konzisztensnek kell lenniiik:

< It

(

g
G (ro, to) vo +5(

)
) =

A kényszererSket a A-ra (11)-bdl kapott értékeinek (6)-ba valé
visszahelyettesitésével kapjuk meg:

I
(=}

£07 tO
£07 tO

(=)

FK=G™ X ahol A=A(r,v,t)
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1 CIHET N PRV T ET T ETEM Mozgasegyenletek minimalkoordinatakkal

Mozgasegyenletek minimalkoordinatakkal

A holonom tomegpontrendszer mozgasegyenleteit a g minimalkoordinatak

fliggvényében az alabbi egyenletekbél kapjuk:
Kinetikai differencialegyenlet:

Mv=F'(r,v.t)+F* vagy myv;=F}(r,v,t)+F< i=1,....n (12)

Explicit holonom kényszeregyenletek (f szamt minimalkoordinata g-ban):

r=r(q,t) vagy r;=r; (g,t) i=1,....n (13)
v=J(g.t)g+¥(qt) vagy v;=J(at)a+¥(q1) (14)
v=J(q,t)3+3(q.9t) vagy =J.(at)d+3(q,9t) (19

JTF =0 vagy > JTFf= i=1,...,n (16)
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1 CIHET N PRV T ET T ETEM Mozgasegyenletek minimalkoordinatakkal

A v abszolut gyorsulasokra, az F¥ kényszererékre és a q
minimalkoordinata-gyorsulasra egy linearis egyenletrendszert kapunk:

M -1 0 v F! 3n egyenlet
-1 0 J Frsl=1|-2a 3n egyenlet
0 %T 0 q 0 f egyenlet

A mozgasegyenletek felirasdhoz a linearis egyenletrendszert g-re oldjuk

meg. A kényszereréket a (12) egyenletbd| kifejezve és a (16) implicit
kényszererékbe, kapjuk, hogy

n
JT(My-F)=0 vagy ) JI(mv;—F})=0
i=1

Behelyettesitve a (13), (14), (15) explicit kényszeregyenleteket az utébbi
egyenletbe, kdzénséges masodrendii nemlinearis differencialegyenleteket
kapunk:
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1 CIHET N PRV T ET T ETEM Mozgasegyenletek minimalkoordinatakkal

M(q.t)§=k(q.4.t) + k' (2.4.1) (17)
ahol Q szimmetrikus, pozitiv definit (f x f) méretii tomegmatrix:
m 1l 0 J,
M(a.t)=| 4 ... I | 3 :
o ma]ly

k¢ az altalanositott Coriolis-er6k (f x 1) méretli matrixa:

m 1 0 a
K (q.q.)=—[ 4] . 4T ] ;
g ml‘ll én
k' az altalanositott terhels ersk (f x 1) méretii matrixa:
Fi
t T T .
k (q,q,t)z[J1 J! } :
Ft
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1 CIHET N PRV T ET T ETEM Mozgasegyenletek minimalkoordinatakkal

A (17) masodrendii differencialegyenlet-rendszert elsérendi
differencialegyenlet-rendszerré alakithatjuk. Ehhez bevezetjitk a q
minimalkoordinatak w koordinatasebességeit, mint id6 szerinti derivaltakat.
Igy a kinematikai mozgasegyenletek:

q=w amibél g=w

Bevezetve a helyzet- és sebességallapot koordinatait tartalmazé

2]

vektort, a mozgasegyenlet, mint elsérendii differencialegyenlet-rendszer
irhaté fel:

q w :
azaz x =W (x,t)

[W] - [ M (q.1) (K (. w. ) + K (,w, )

amelyhez az alabbi kezdeti feltételek tarsulnak:

[ q (to) ] _ [ q, ] kiindulasi helyzet

w (to) Qo kezdGsebesség témdren:  x(to)=x,
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1 CIHET N PRV T ET T ETEM Mozgasegyenletek minimalkoordinatakkal

A differencialegyenlet megoldasabél szamolt g = w
koordinatagyorsulasokkal, a (15) explicit kényszeregyenlet és (12)
impulzustételb&l szamithatdk a kényszererék:

FF=MVv—F' ahol v=Jg+

(]

|
¥ Ffr=MJg+Ma-F' (18)
A kényszereréket masféleképp — a gyorsulasok el6zetes kiszamitasa nélkiil —
ha képezziik a G J = 0 feltételnek eleget tevé G kényszermatrixot. Az

= G X explicit kényszereréket beirjuk a (18) egyenletbe, és
beszorozzuk balrél G M~ L gyel:

GM™ .| G'A=MJg+Ma-F'
1 1
—N— —_——
GM'G"A=GM 'MJ§+GM 'Ma—GM 'F*
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Azaz kapjuk a

GM'G'A=Ga-GM 'F'

|t

linearis egyenletet A-ra. Az egyenlet egyiitthatématrixa és jobb oldala a
rendszer adott g helyzete és g sebessége esetén szamithato.

Az innen szamitott A kényszerers-koordinatakkal az explicit kényszererék
szamithaték az ismert FX = gTA osszefiiggéssel.
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Tobbtest-rendszerek kényszerkapcsolatai Holonom szkleronom kapcsolatok

Tobbtest-rendszerek kényszerkapcsolatai
Tobbtest-rendszerek kényszerei azokra a kapcsolatokra (iziiletekre,
csuklokra — angolul joint) vezethetSk vissza, amelyek a rendszer testeit
Osszekotik.

Holonom szkleronom kapcsolatok

A szkleronom kényszerkapcsolatokat az érintkezé feliiletek idében nem
valtozé geometridja hatarozza meg. Egy bf_,Zk holonom szkleronom
kényszerrel rendelkezé kapcsolat szabadsagfoka két test relativ mozgasara
vonatkozéan

f=6-b ahol b=bk
A kényszerkapcsolatok az értinekzé feliiletek szerint osztalyozhatok:

@ alsérendii kényszerkapcsolatok: a testek érintkezése véges feliilet
mentén torténik meg.

o felsérendii kényszerkapcsolatok: a testek érintkezése vonal mentén
vagy pontszeriien torténik meg.
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Tobbtest-rendszerek kényszerkapcsolatai Holonom szkleronom kapcsolatok

Alsérendii kényszerkapcsolatok
1 szabadsagfoki kapcsolatot jelent a csavarkotés és annak két specialis
esete, a forgd csukl6 és a csuszka.

Csavarmenet Forgé csuklés Csuszka
(Helical joint) (Revolute joint) | (Prismatic joint)

S

s = pB (p: menetemelkedés) p=0 p =0

Tovabbi alsérendi kényszerkapcsolatok forgd csuklés és csiiszkas
kapcsolatok kombinaciéjaként eléallithatok.

Kapcsolat f | abrazolas helyettesité kapcsolat

Csuisz6 csuklé
vagy forgé cslszka
Cylindric joint 2
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Tobbtest-rendszerek kényszerkapcsolatai

Kapcsolat f

abrazolas

helyettesité kapcsolat

Kardan-csuklé
Universal joint 2

gl

B

Gombcsuklé

nar pair 3

Spherical joint 3
< - .
% o
Sik par -4 o <p :
Flat pair vagy Pla- 1
<2 g
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Tobbtest-rendszerek kényszerkapcsolatai Holonom szkleronom kapcsolatok

Fels6rendii kényszerkapcsolatok
Néhany példat az alabbi tablazat mutat

Biitykds kényszer | Hengeres fogaskerék | Kapkerék
(sikbeli) (sikbeli) (gdmbi)

Csigakerék
(térbeli)

o)

Holonom reonom kapcsolatok

Bizonyos kényszerkapcsolathoz kététt koordinataknak gyakran el@irt id6

szerinti lefutasa van (s = s(t) vagy 8 = ((t)). Az id6tdl fiiggd fliggvényt
egy reonom kényszerrel adhatjuk meg. (aktiv kényszerkapcsolat)

Egy b holonom kényszerrel leirhaté kapcsolat szabadsagfoka, amely b§z<

szkleronom és by, reonom kényszerrel rendelkezik

f=6—b ahol  b=bFk+ bl
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Tobbtest-rendszerek osztalyozésa

A kovetkez6ben két, a modellalkotas szempontjabdl fontos osztalyozas
keriil bemutatasra.

Topolégia szerinti osztalyozas

Tekintsiink egy Ko all6 vonatkoztatasi rendszert (allvany), mellyel egy n;
merev testbél és ny kényszerkapcsolatbdl allé mechanikai rendszer
kapcsolédik. Két alapvets topoldgia létezik:

Nyilt lanci tdbbtest-rendszerek (robot): van olyan

tag, amely csak egy masik testtel van kapcsolatban.

Barmely test Gtja egy masik testtdl egyértelmi. n, = n;

Zart lanch tobbtest-rendszerek (mechanizmus): min-

den tag két masik taggal van kapcsolatban. Ugy szarmaz-

tathat6, hogy a nyilt lanca rendszerbe tovabbi kénysz-
erkapcsolatokat épitiink be. Ezaltal kinematikai hurkokat

hozunk létre. A fiiggetlen hurkok szama: ny, = n, — n;
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Kinematikai osztalyozas

Térbeli tobbtest-rendszer: a tagok altalanos tér-

P

beli mozgast végeznek. (kitérs forgastengelyek)

Sikbeli tobbtest-rendszer: a tagok sikmozgast
végeznek. (parhuzamos forgastengelyek)

Gombi tobbtest-rendszer:  a tagok pontjai
gombfeliileteken mozognak. (egy pontban met-
sz6dé forgastengelyek)
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Statikai és kinematikai hatarozottsag, szabadsagfok

Statikai és kinematikai hatarozottsag, szabadsagfok
Tekintsiink egy tobbtest-rendszert, melyben

ng a merev testek szama

ne a csuklék szama, melyek szabadsagfoka rendre f;

b =6 — f; a csuklék kinematikai kényszerei
Az ismeretlenek szama és a vonatkozo6 egyenletek szama kozotti relaciot
vizsgaljuk.
Az impulzus és perdiilettételek testenként 6 egyenletet jelentenek a szabad
rendszerre:

% = 6n;

A rendszer kinematikai kényszereinek szama:

b=> b=> (6-1)
i=1 i=1

amely egyben a minimalis kényszererd koordinatak szama.
Az egymastol fiiggetlen kényszerek b™e" szama a rendszerre felirt G
kényszermatrix rangja:

bfen — rank (g)
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Statikai és kinematikai hatarozottsag, szabadsagfok

bfe" nem lehet nagyobb, mint a szabad rendszer £ szabadsagfoka.
A rendszer tartalmaz b" redundans kényszert:

b= b— bflen

A b" szamatdl fiiggden lehet

b" = 0: statikailag hatarozott rendszer, vagy

b" > 0: statikailag b"-szeresen hatarozatlan rendszer.
Utébbi esetben a merevtest modellel nem szamithatok a kényszererék.
llyenek zart lanca rendszereknél fordulhatnak eld.

A rendszer szabadsagfoka
f=f=—b""  azaz  f=6n,— b

Ennek fliggvényében
f =0: kinematikailag hatarozott a rendszer, azaz nem mozgathaté
f > 0: kinematikailag hatarozatlan rendszer, azaz mozgathaté
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Statikai és kinematikai hatarozottsag, szabadsagfok

A kényszerek és szabadsagfokokra vonatkozo dsszefliggést az alabbi abra

szemlélteti:
szabad rendszer szabadsdgfoka

redunddns kényszerek szama impulzus- és perdiilettételek szdma
bT fSZ
fliggetlen kinematikai kényszerek szdma
b flen
b
inematikai kényszerck szama kotott rendszer szabadsagfoka

minimalis kényszerer6-koordinatak szama minimdlkoordindtdk szama

Amennyiben az dsszes kényszer fiiggetlen egymastél (b = be"), akkor a
szabadsagfok alabbi médon irhaté:

Nc

f=6n—Y (6-1)
i=1
illetve az ny, = nc — n; hurkok szamaval

Nnec
f=> fi—6n,
i=1
Ez utdbbi egyenlet a Griibler-Kutzbach egyenlet statikailag hatarozott
tobbtest-rendszerekre.
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Statikai és kinematikai hatarozottsag, szabadsagfok

Megjegyzések:

1. Rejtett szabadsagfok: valamely tagnak olyan mozgasi lehet8sége,
melynek nincs befolyasa a tobbi tag mozgasara. (pl.: két gdmbcsuklés rad
forgasa hossztengelye koriil) llyen szabadsagfokok elkeriilendsk a
modellalkotas soran, mert numerikus problémakhoz vezet.

2. Statikailag hatarozatlan szerkezetek kdzott elképzelhets, hogy a
Griibler-Kutzbach egyenlettel szamolt f < 0, de mégis mozgathatok (f =1
valojaban). Leggyakrabban sikbeli vagy gombi rendszereknél fordul elé.
Emiatt sikbeli vagy gdmbi rendszereknél sok esetben eleve testenként 3
szabadsagfokkal szamolva f** = 3n,, és

b= b=> (3-F)
i=1 i=1

ahol fi-ben csak a sikbeli vagy gdmbi mozgas soran meghatarozé
szabadsagfokokat szamoljuk. Ha a kényszerek egymastél fiiggetlenek, akkor

a Griibler-Kutzbach kritérium is médosul:
Ne

f:Zf,-—Bmh ahol Ny = Ne — Ny
i=1
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