Mechanizmusok és robotok

4. eladas

Kotottségekkel rendelkez6 mechanikai rendszerek
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Kényszerek

Kényszer (vagy kényszerfeltétel) két merev test kozvetlen érintkezése,
melynek soran a két test egymas mozgasat kdlcsondsen befolyasolja.
Ennek megfeleléen megkiilonboztethetiink:

@ Szabad mechanikai rendszerek: a helyzetkoordinatak geometriai
szempontbdl tetszéleges értéket vehetnek fel. Pl. levegében mozgé
repiil6gép

o Kotott mechanikai rendszerek: a rendszer tagjai egymassal és a
kornyezettel kényszerek és tdmaszok révén kapcsolédnak, mely soran
egymas mozgasat geometriai Gton befolyasoljak.

Kényszereket a kovetkezd fizikai jellemz8k szerint osztalyozhatunk:

holonom — nem holonom (anholonom)
szkleronom —  reonom
geometriai (passziv)  — kinematikai (aktiv)
kétoldala — egyoldald

illetve matematikai leiras szerint
implicit — explicit
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Holonom rendszerek kinematikaja

Holonom rendszerek kinematikaja

Tekintsiink egy n; testbél allo rendszer i-ik elemét. Az adott test helyzetét
a Ko inerciarendszerhez képest a hozza kétstt K; KR O; origojanak r;
helyvektora és a forgasat leir6 pl. P, Euler-paraméterei hatarozzak meg.
Ezeket dsszefoglaljuk egy (7 x 1) méretii vektorba:

r,:[’r’i} i=1,....n

Ha a forgast Euler-szogekkel irjiik le, akkor (6 x 1) méretii a matrix.

Az Osszes test helyzetét leir6 mennyiségeket szintén Gssze- b
foglaljuk egy matrixba: F= :
Fn,
A kdénnyebb megérthetéség kedvéért szoritkozzunk r
egyelére ny, tomegpontokbdl allé rendszerekre. Ilyen F—p—
rendszerek helyzetét leiré helyvektorok matrixa: -
r
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RN SV RN U ETEM Szkleronom és reonom holonom kényszerek

Szkleronom és reonom holonom kényszerek

Holonom kényszerek egy mechanikai rendszer helyzetét leir6 mennyiségeket
befolyasoljak.

Megvalésitasa: idealisan merev csukldk, tamaszok, megvezetések stb. Egy
n = n; (vagy n = nyp) tagbdl allé rendszer esetén az alabbi alakban irhatok
fel a kényszeregyenletek (vagy kényszerfeltételek):

g(Fy,...,F,) =0 szkleronom holonom kényszer

g(F,...,F,,t)=0 reonom holonom kényszer

Egy- és kétoldali holonom kényszerek.

A fenti egyenletek kétoldaluak. Ez azt jelenti, hogy a rendszer a kényszerek
feliiletét nem hagyhatja el. Egyoldala kényszerek esetén a rendszer a
kényszerek feliiletét egy iranyba elhagyhatja. Ezek alakja egyenl6tlenség:

g(¥,...,F,) >0 egyoldala szkleronom holonom kényszer

g(Fy,...,F,t) >0 egyoldala reonom holonom kényszer
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Holonom rendszerek kinematikaja Hol rend. ek badsagfoka

Holonom rendszerek szabadsagfoka

Egy holonom rendszer f szabadsagfoka a rendszer helyzetét leiré egymastdl
fliggetlen koordinatak szdma. Egy térbeli n; szamia merev testbdl allé
szabad rendszerben minden testnek hat szabadsagfoka van, kovetkezésképp
egy ilyen rendszer szabadsagfoka f = 6n;. Amennyiben b szamia holonom
kényszerfeltétel el6 van irva, a fiiggetlen helyzetkoordinatak szama b-vel
csokken, igy a rendszer szabadsagfoka:

f= 6nt —b
Egy térbeli n,, szama tdmegpontbdl allé rendszer szabadsagfoka:
f= 3ntp —b

Sikbeli tobbtest-rendszer esetén hasonl6é gondolatmenettel jutunk
f=3n—b  (sikbeli tobbtest-rendszer)
f=2n,—b  (sikbeli tdmegpont-rendszer)

A fenti egyenletek akkor érvényesek, ha a b szamu kényszerfeltétel
egymastdl fliggetlen.
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Holonom rendszerek kinematikaja Holonom rendszerek minimalkoordinatai

Holonom rendszerek minimalkoordinatai
Egy f szabadsagfoka holonom rendszer helyzetét f szamu
minimalkoordinataval (altalanos koordinata, természetes koordinata) le
lehet irni:

-

a=[aq ... ar ]

A minimalkoordinatak tavolsag- vagy szdgkoordinatak lehetnek. Fontos,
hogy a rendszer helyzetét egyértelmiien leirjak. Megengedett koordinatak
lehetnek abszolat vagy relativ mértékek, de olyan nem lehetnek, amelyek a
helyzetet nem irjak le egyértelmiien, vagy egymastdl nem fiiggetlenek.

megfelel6 definiciok nem megfelel§ definiciok
a1
a1 Q1
Q2
a2 A
abszolut relativ nem egyértelmi nem fiiggetlen
szogkoordindta
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Holonom rendszerek kinematikaja Implicit holonom kényszerek

Implicit holonom kényszerek

A bemutatott holonom kényszeregyenletek az s helyzetkoordinatakat
implicit médon tartalmazzak, ezért implicit kényszereknek hivjuk sket. A
kényszeregyenletek viszont nem csak a helyzetkoordinatakra, hanem azok
derivaltjaira is hatassal vannak.

Helyzetallapot implicit holonom kényszeregyenletei

Egy n(= n¢p) tomegpontbdl allé rendszer 3n helyzetkoordinataval
rendelkezik:

4] X
F=r=|: ahol  ri=1 v
r Zi

Az s helyzetkoordinatakat a b < 3n szamu (altalanossag kedvéért reonom)
kényszeregyenlet befolyasolja.

gl([ly"')£n7t) O
: = azaz  g(r,t)=0
gb(fl?"'afn?t) 0
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Holonom rendszerek kinematikaja Implicit holonom kényszerek

A kényszeregyenletek egy hatarozatlan nemlineéris egyenletrendszert
alkotnak. Feltételezziik, hogy az egyenletek egymastdl fiiggetlenek.

Sebességallapot implicit holonom kényszeregyenletei
A tdmegpontrendszer sebességei:

vy ry
= : azaz v=r

!n n

A sebességallapot implicit kényszeregyenleteit a helyzetallapot
kényszeregyenleteinek teljes id6 szerinti derivaltjaként kapjuk (1.el6adas,
22.0.):

. og(rt), og(r,t). Og(r,t)
g= or, [T R or r,+ o =0 azaz
E=G (rt)vi+---+G (r,t)v,+7(r,t)=0
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PRI SV EEUETEM  Implicit holonom kényszerek

Ahol a (b x 3) méretii

% g1 g1 Ogi
og (r,t) *i P o 05
G=—"=| =] &
= r.
- 98 O O Ogb
85,- 8x,- 8y,- 8z,-

Jacobi-matrixot az i-ik tdmegpont kényszerméatrixanak nevezziik.
A (b x 1) méretii id6 szerinti parcialis derivaltakat tartalmazé

Jg1
ag ot
ot 98p

t

vektor csak reonom kényszereknél lép fel.
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PRI SV EEUETEM  Implicit holonom kényszerek

A kényszeregyenletek dsszefoglalhaték egy matrix-egyenletbe:

_ [ o8 og(rt) 1| . og(r.t)
g = o, or, ] : + T 0 azaz
Y,
g:g(L t)!+j(£’ t) =0
Ahol a rendszer kényszermatrixa:
% ... agl
c_ 0% { g g ] e
Sl Bl e
gl gn 8751 ... 875’1

A G kényszermatrix rangja megegyezik az egymastdl fiiggetlen
kényszeregyenletek szamaval. Ha rank (G) = b, akkor az 8sszes
kényszeregyenlet fliggetlen.
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PRI SV EEUETEM  Implicit holonom kényszerek

Gyorsulasallapot implicit holonom kényszeregyenletei
A tdmegpontrendszer gyorsulasai:

= : azaz a=v-=r

A gyorsulasallapot implicit kényszeregyenleteit a sebességallapot
kényszeregyenleteinek teljes id6 szerinti derivaltjaként kapjuk:

E=G(r,t)v+7(r,v,t)=0
ahol
dG (r,t)  d¥(r,t)
g — v+ b

dt — dt

nem fliggs (b x 1) méretii vektor.

|21

egy a v gyorsulasoktol
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Holonom rendszerek kinematikaja Explicit holonom kényszerek

Explicit holonom kényszerek

Az implicit kényszeregyenletekb&l minimalkoordinatak definialasa révén
explicit kényszeregyenleteket kapunk.

Helyzetallapot explicit holonom kényszeregyenletei
Altalanossagban az f szamia g minimalkoordinatat f szama

gik (517"'7£n7t) q1
: = azaz  g'(r)=gq

gf (ry,....rpt) qr
nemlinearis egyenlet segitségével definialhatunk, oly médon, hogy az

implicit kényszeregyenletekkel egy hatarozott 3n egyenletbdl allé
nemlinearis egyenletet kapjunk a 3n szami helyzetkoordinatara:

[ g(r,t) ] B [ 0 } b implicit kényszer
q

g"(r) f = 3n — b definial6 egyenlet
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Holonom rendszerek kinematikaja Explicit holonom kényszerek

Ha az utébbi egyenletet az r helyzetkoordinatakra megoldjuk, akkor a
helyzetkoordinatakat a g minimalkoordinatak fiiggvényében kapjuk meg:

n r1(g,1)

| = : azaz  r=r(q,t)

ry r,(a,t)
Ezeket az egyenleteket hivjuk explicit holonom kényszereknek. Az id6tél

valé explicit fliggés csak reonom kényszereknél lép fel. Explicit szkleronom
kényszerek r = r (g) alakaak.

Sebességallapot explicit holonom kényszeregyenletei
A helyzetkoordinatak explicit kényszeregyenleteinek teljes idébeli
derivaltjaként megkapjuk a sebességallapot explicit kényszeregyenleteit. Az
i-ik témegpont sebessége:
Q1
S DN ORI G ) (a.7)
v { Do . Dar : + ot azaz

ar
vi=J(q,t) 4+ 7;(qt)
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PRI SV EEUETEM  Explicit holonom kényszerek

ahol a (3 x f) méretdi J, az i-ik tSmegpont explicit kényszereinek

Jacobi-matrixa:
Ox;.
)
J = 851’ _ | or or; | _ ‘i}”:l
=9 LOm 7 g | %cg
N oq
A g-t6l nem fiiggd parcialis id6 szerinti (3 x 1) méretii
ox;
_ a[; 5&
V: = — = !
- ot St
ot

vektor csak reonom kényszereknél lép fel.

O
dq
Ay
B}
oo

Jqr

A sebességek explicit kényszeregyenleteit dsszefoglalhatjuk egy egyenletbe:

vy J, (g:1t) vi(gt)

q+

) li@y] lw@e

1%
v=J(q:t)g+7v(q 1)
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PRI SV EEUETEM  Explicit holonom kényszerek

Az el6z6 egyenletben szerepel a rendszer explicit kényszereinek (3n x f)

méret(i Jacobi-matrixa:

<
Il
Il

ory
oq1

or,
g1

ory
aq}‘ ar
or, 9q
oqr

illetve a csak reonom kényszereknél fellépd, g-t6l nem fiiggé (3n x 1)

méretii vektor:

<t
I
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Holonom rendszerek kinematikaja Explicit holonom kényszerek

Szabad és gatolt iranyok ortogonalitasa
A sebességallapot implicit és explicit kényszeregyenletinek kovetkezé
geometriai tartalmuk van:

o A G kényszermatrix (3n) elembdl allo

agi: og; ogi i=1 b
ar or, ‘°° or, , Sy

sorai jelzik az r helyzetkoordinatak i-ik g; (r, t) kényszer altal gatolt
iranyait.

e A J Jacobi-matrix (3n) elembdl allo

ory

ar 9
877- == 5 _/ - 1, ey f

qj aln

8qj

oszlopai jelzik az r helyzetkoordindtaknak a j-ik g; minimalkoordinata
differencialis dg; megvaltozasahoz tartozé szabad iranyat.

Mechanikai rendszerek kotdttségekkel Mechanizmusok és robotok 16 /22



PRI SV EEUETEM  Explicit holonom kényszerek

o A sebességallapot explicit v = Jg + ¥ kényszeregyenletét az implicit
Gv + 4 = 0 kényszeregyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy
G(Jg+v)+7=0 avagy GJg+(Gv+7)=0

Mivel az egyenletnek tetszSleges q értékekre teljesiilnie kell, a G J és
G v + 4 kiilon-kiilon el kell tiinjenek. Igy a szabad és gatolt iranyokra
érvényes ortogonalitasi feltétel:

GJ

0

Azaz a J oszlopai “meré6legesek” a G soraira.
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Gyorsulasallapot explicit holonom kényszeregyenletei
A sebességkoordinatak explicit kényszeregyenleteinek teljes idébeli
derivaltjaként megkapjuk a gyorsulasallapot explicit kényszeregyenleteit:

2 4, (q.1) 3, (g.9:t)
: = : g + : azaz
zn %n (g’ t) é” (g’ g’ t)
=J(a.t)a+a(q.4.t)
ahol g-t6l nem fiiggs (3n x 1) méretii a(q, g, t) vektor :
3 S+
a=|: | = :
- aJ . v
3, wa+ G

Behelyettesitve a v = J g + a egyenletet, a G v + 4 = 0 egyenletbe, a
G(Jg+a)+7=0 avagy GJG+(Ga+7) =0

osszefuggesbol aGJ=0 ortogonalltas és G a+ 7 = 0 kovetkezik.
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Holonom rendszerek dinamikaja

Holonom rendszerek dinamikaja

Impulzustétel egy képzeletben kivagott tomegpontra:
mIEIZEi i:]-:""n

ahol F; a tdmegpontra haté erék eredgje. A tomegpontra haté ereds a
terhelések ered6jébsl (Ft) és a kényszersk (reakcidersk) eredsjébsl (FX)
all:

E;=F{ +Ef

Az egyes tomegpontokra felirt impulzustétel egy matrixegyenletbe foglaljuk
ossze:

: : = |+ azaz
0 mal | | ¥, F! F*
My =F'+F*

Ahol M a tdmegmatrix, mely pozitiv definit.
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Bl ek
Explicit kényszererék

Az Ef—‘ kényszererének az implicit kényszerek altal gatolt iranyaiban lehetnek
koordinatai. Kovetkezésképp az Ef-‘ kényszerer6t a gi soraibél kapott
gatolt iranyok és A\ skalar egyiitthaték linearis kombinaciéjaként irhaté fel:

8r
k=1
vagy
A1
k _ | 9 9gp _
F: [85,T 85;"} : , i=1,...,n
Ab
azaz
FF=G\
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LT N PRV T BT T ETER  Explicit kényszererdk

Az Gsszes kényszerer6t sszefoglalva a (b x 3n) méretti G
kényszermatrixszal kifejezve:

F¥ G/
: = : A azaz E" = QTA

#k G’

_n

A X skalar egyiitthatok a kényszerer6k egymastél fliggetlen — és ezaltal
minimalis szama — koordinatai. Gyakran Lagrange multiplikatornak is
szokas ket nevezni. Ezek a koordinatak a fenti egyenletekben explicit
médon adjak meg a kényszereréket.
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PRGNSR IENTEYEMN  Implicit kényszerersk

Implicit kényszererék

Az explicit kényszereréket balrél szorozzuk az explicit kényszerek JT
Jacobi-matrixaval.

1
<
-
I
||g
||Q
I>«

47— szgTA

o ——
0
Igy az F¥ kényszerersk implicit egyenlete
E}
(o 7| =0 ame JTEA=0
Ex
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