Mechanizmusok és robotok

3. eléadas

Merev testek kinematikaja (folytatas),
dinamikai 6sszefoglalé
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Euler-sz6gek

Euler-szogek

Egy altalanos forgas harom egymast kovets elemi forgasként szemléletesen
leirhat6. A harom elemi forgast harom, egy pontban metsz8d6 tengelyii,
csuklobol allé megtamasztasban |évé mozgasként képzelhetjiik el. Ilyen
mozgas pl. a giroszképban megtalalhaté kinematikai lancban valésul meg.

t A harom elemi forgasbél alls forgasnal meg kell
adni, hogy mely tengelyek koriil és milyen sorrend-
ben forgatunk. Az elnevezések nem egységesek
a szakirodalomban. Altalaban az elforgatott zxz
tengelyek koriili szogelfordulasokat szokas Euler-
szogeknek nevezni, mig az elforgatott xyz tenge-
lyek koriili szégelfordulast szokas Kardan- vagy
Bryan- vagy Bryan-Tait szégeknek nevezni.
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Euler-sz6gek

Az Euler szogek alatt az egyiitt forgd zxz tengelyek koriili

]T

B=[v 0 ¢

szOgeket értjiik. A vizsgalt test elemi forgasainak sorrendjét egy fiktiv
kinematikai lanc szemlélteti. A kiindulasi helyzetben (3 = 0) a testhez
kotott K3 KR tengelyei egybeesnek az allé Ky KR tengelyeivel.

20, ‘

Z3
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(STEES2T-U8  Euler-szégek forgaté matrixa

Euler-szogek forgaté matrixa

Egy testhez kotott r vektor K3 KR-beli koordinatait a harom elemi

transzformaciébdl allé transzformaciés matrixszal lehet a kiindulasi Kg
KR-be transzformalni:

Or =0T () T ()T (¢)°r = T (v,0,0)°r

[\

~~

0T (4,0,0)

Az elemi forgatasok transzformaciés matrixai:
20p%1
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(STEES2T-U8  Euler-szégek forgaté matrixa

Elvégezve a matrix-szorzast

cp —syp 0 1 0 O cp —s¢p O
OT (¢, 0,0)= | st b 0| |0 8 —s0 || s co 0=

0 0 1 0 sf co 0 0 1
{cwccbsmesqs —cthsp —schep  sPsh ]

spco+cpclsp —shsp+cpclcp —cipsh
st s¢ s co cl
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SNEESLT-U8  Euler-sz8gek meghatarozasa forgaté matrixbdl

Euler-szogek meghatarozasa forgaté matrixbol

Adott 3° T = (Tj;) matrix koordinatakbol szamithaték az Euler-szdgek:

Q c =T33 éss0 = ﬁ amibdl 6 szamithaté. Két érték is
lehetséges lenne, de a tdbbértelmiiség elkeriilése végett a 0 < 0 < 7
értéktartomanyban 1évé megoldast valasztjuk.

T T
Q cop= % és s¢p = —3L amibsl ¢ szamithaté

s6
T T-

cy = 2B s sy = 13 amibsl 1) szamithato
s s6

A 0 =0, w értékeknél szingularis helyzetrél beszéliink. llyenkor az
Euler-szogek kiszamitasa nem lehetséges.
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(STEES2T- U8 Euler-szégek és szogsebesség

Euler-szogek és szogsebesség

Az Euler szogek id6 szerinti derivaltjai és a szogsebesség kozotti
dsszefliggés elviekben a forgaté matrix Poisson-egyenletbe valé
behelyettesitésével szamithatd, de ez a megoldas koriilményes.

Egyszeriibb és szemléletesebb, a képzelt csuklék koriili elemi forgémozgasok
Osszegekeént felirni a szdgsebességet:

Wo3 = 1/}220 + égxl + ¢§z2

Amit oly médon is irhatunk, hogy

y
wis=[€0 €1 €n]| 0
H? ¢

A mozgasegyenletekben altalaban az inverz &ssze-
fliggés sziikséges, ezért vezetjilk be H™! leképezs
matrix inverzét. A kiszamitas a Ko vag/ K3 KR-ben
is elvégezhetd.
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(STEES2T- U8 Euler-szégek és szogsebesség

Az w(; koordinatai a Ky KR-ben
Az el6z6ekben ismertetett egyenlet a Ky KR-ben:

1 0sz ]

0 _ 1o
Wo3 = [ €0 “Ex
Pt

1

Q-{&- -

A tengelyek egységvektorait az alabbiak szerint kapjuk meg:
o %, a Ko KR zy tengelyének bazisvektora

° ngl a 10;; [ ngl Ogyl ngl ] els6 oszlopa
0 %e,ya 20; = 10; 21; = | Oe,, OQyQ Oe,, | harmadik oszlopa
Ezeket behelyettesitve
0 0 cyp sipsf
H'(B)=|0 s —cysh
1 0 ch
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(STEES2T- U8 Euler-szégek és szogsebesség

) 0,1 40 . . 3 .
Invertalva a "H 1 matrixot megkapjuk a koordinatasebességekre vonatkozé
Osszefliggést:

. 1/1 1 —sthcl cych sO Owozx
B = og Ogo3 azaz 0 | = i cpsh  syYsfd 0 0w03y
o1 T osv - 0] | wos

Az w(; koordinatai a K3 KR-ben
A testhez kotott K3 KR-ben

Y
3203 = [ 0 ‘e ey ] 0 azaz 3Qo3 = 3§71 (5) é
¢
Részletesen kifejtve:
3wo3x sfsp co 0 ¢
3UJo3y = s6 co —Sgb 0 0
w032 ch 0 1 é
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A miivelet inverze

: ¥ 1| ¢ cp 0 3wo3x
§:323g03 azaz b | = 7 scp —sbsp O Swosy

10) S —cls¢p —chcp sb 30032

A szingularis helyzetekben a g koordinatasebességek meghatarozasa nem
lehetséges.

A 0 = 0 esetén felléps szingularitas elkeriilhets pl. az xyz-Bryan szdgek
(B = [ a B v ]T) alkalmazasaval. Ilyenkor

cacf —sacy+casfsy  sasy—+casfcy
30;(04,6,7): sacf cacy+sasfsy —casy+sasfcy

—sf cBsy cBey
. a 1 casf sasf cf 0wo3x
8= Og 0g03 azaz 8| = 5 —sacf cacB 0 Owggy
0% ¢ co so 0 0wo3s

Szingularitas a 3 = £7 helyzetekben.
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Euler-paraméterek

Euler-paraméterek (Euler-Rodrigues-paraméterek)

Az Euler-paraméterek az (u, @) forgasvektor segitségével értelmezheték. Az
u harom koordinatajabol és a ¢ szégbdl négy Euler-paramétert vezetiink

be, melyet egy (4 x 1) méretii p matrixba foglalunk:

_Ps

. Ps cos & ) . Px
p=[7]=[ =5 wo-

= p usin$ = Py

Pz

P
Cos 5

Uy sin §

in
uy sin
ugsin %

Ebben az irasmédban ps = cos ¢ az Euler-paraméterek skalar része és

p = usin £ az Euler-paraméterek vektorrésze.

Az Euler-paraméterek ki kell elégitsék az alabbi normalasi feltételt:

¢(p)=p2+pi+p,+ps—1=0 vagy pi+p'p—1=0

Ezaltal a négy érték egymastél fliggs. Kovetkezésképp a szabad forgas
szabadsagfoka harom.

Az Euler-paraméterek nem rendelkeznek szingularitasokkal.
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Euler-paraméterek Euler-paraméterek és forgastenzor

Euler-paraméterek és forgastenzor
Az R (u,p) = cospl +sinpu+ (1 — cosp)uu’ forgastenzor a
' 2 ¥

coscp:2c052§—1, sin<,0:2sin§cos§, 1—coscp:25in§

trigonometrikus azonossagok segitségével atalakithaté agy, hogy abban az
Euler-paraméterek szerepeljenek:

R(p) = (207 —1)1+2psp+2pp”
Felhasznalva az 1. el6adas, 17.0. (1) Osszefiiggést és a 11.0.-n talalhaté
normalasi feltételt, az pp” =pp+ (p'p)L=pp+ (1—p2)1
atalakitast behelyettesitve a forgastenzor masik alakja:

R(p) =1+2p.p+2pp

Az Euler paraméterek (p) értéke fiigg a kivalasztott KR-tél. Igy pl. a Ko
KR-ben

0on | Ps | | cos%
o [5]- [z
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(STEEETETN SV Euler-paraméterek és forgastenzor

Ennek megfelel6en a forgatomatrix:

, pZ+pi—3 PxPy — PsPz PxPz+ PsPy 1
5(@=ﬂ PxPy + Pspz P2+ P2—3 pypz—pspx | = °T

PxPz — PsPy PyPz + PsPx P>+ p2—3
Tulajdonsagok:
o A forgastengely a forgassal nem valtozik, ezért koordinatai
megegyeznek a kiindulasi és az elforgatott KR-ben, ezért:

OB = IB valamint Oé = 1@

® A p és —p Euler-paraméterek ugyanazt a forgast irjak le:
R () =R(-p)

A tobbértelmiiség elkeriilése végett az Euler paramétereket tgy szokas
megadni, hogy a skalar rész ps > 0.

o A forditott iranyl forgas leirdsahoz a p vektorrész elGjelét valtoztatjak
meg:

R" (ps,p) = R (ps,—p)
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STEEEENESCUEN  Euler-paraméterek meghatarozasa forgatématrixbdl

Euler-paraméterek meghatarozasa forgatomatrixbél
A Oé Euler-paramétereket a Ko KR-ben az adott R (0E> = 10; = (Tjy)

forgatomatrixbdl az alabbi egyenletekbél hatarozhatjuk meg:
F6atlo-beli elemek egyenletei

o A f5atl6 elemeinek osszege: 1-p?

3
S=Tu+ T+ Ts=203p2+pi+p.+p2)—3=14p?—1
amibgl p2 = %(1 +S), illetve formalisan kiegészitve
p2=1(1+2Tgp—S) ahol Te=S5S (1)
o Az egyes f6atlé-beli elemek:
Tu=2(p+p2)-1, Tn=2(p+p;)—-1, Ts3=2(p:+p:)—1
A p2-re kapott dsszefiiggést és S-et beirva:
pz=1(1+2Ty - S) (
p,=3(1+2T—5) (3)
pe=7(1+2T53-5) (
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STEEEENESCUEN  Euler-paraméterek meghatarozasa forgatématrixbdl

Féatlon kiviili elemek egyenletei

o Az aszimmetrikus részbél o A szimmetrikus részbé|
4pspy = T3o — Toz  (5) 4pyp; = T32 + T23
4psp, = Tiz— T31  (6) 4p,px = T13+ T31
4psp; = Tor — Ti2 (7) 4pypy = To1 + T12

Algoritmus az Euler-paraméterek szamitasahoz
Q@ S =Ty = T11 + Too + T33 szdmitasa.

(8)
(9)
(10)

@ A po, p1, po, p3 Euler-paraméter koziil a legnagyobb kiszamitasa. Mivel

az (1)-(4) egyenletek ugyanolyan felépitésiiek, ezért a legnagyobb

értékd p; Euler-paramétert a Tj; = max(Too, T11, T22, T33) egyenletbdl

pi = :E%\/]. +2T; —S
alapjan szamithaté. El6jel szabadon valaszthaté.

© A maradék (5)-(10) egyenletekbdl a pj-t tartalmazokbol a masik
harom paraméter szamitasa.

Q@ Ha pp = ps < 0, akkor az Euler-paraméterek beszorzasa —1-gyel.

Merev testek kinematikaja, dinamikaja Mechanizmusok és robotok

15/25



Euler-paraméterek Euler-paraméterek mint kvaternidk

Euler-paraméterek mint kvaterniok

Kvaternié: négyelemii komplex szam, mely egy valés és harom imaginarius
részbdl all:

a=as+iac+ja, + ka,
ahol i, j, k imaginarius egységek.A kapcsolat a vektorkszamitassal akkor

jelentkezik, ha a valés as részt a skalar résznek, az imaginarius ay, a,, a,
részeket a vektor résznek definialjuk. Igy (4 x 1)-es matrixban

as
5o | | _ [ as ] skalar rész
= ay, a vektor rész
az

Kvaterniok legfontosabb jellemzdi:
o Osszeadas: ¢ = 2 + b elemenként

N

@ Szorzds: ¢ = A ® b szamitasa (a® b b # E ® a)

HEHR R Pt
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-
. N a —a b Ao
omatnxosan:a@b:{ ° = ~} [ s]zA(a)b, ill.

a al+a b
a7 | bs —b" as | 5/ A
29871 h1-b [a]_B )2
tovébbijen.:g@a(ﬁ@g):(a®§)®§:§®§®§
(=

aeb+e=a0b+a

@ konjugalt kvaterni6: & = [ :;S ] — a= [ 2 ] é®§=§®z
e kvaterni6 nagysaga (norméja):

\é|:\/a§+a§+a)2,+a§:\/a§+§7—é:\/é@é

oA 1 A A
o egy-kvaternié: 1 = [ 0 } ,amivel a®1=1®a3=23
o inverz kvaternié: a® a4 '=4a1®a=1,igya = |§|2
a

o egységkvaternié: & =
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(ST EEETEN SV Forgatas Euler-paraméterekkel

Forgatas Euler-paraméterekkel

ugyanabbél a forgasvektorbdl képzett Op = p (Og, go) Euler-paraméterekkel

a kvaterniészorzassal:

(0 =200 o] = | &) [ o, |2 Fpir]

Alr(t)= 0R(t) Or, forgatas, ahol °R (t) = R <0g(t),g0(t)> leirhatoé

10
Mivel T =R (Og(t),go(t)>, ezért a Or (t) = 1ol(t) 1y
koordinatatranszformacié a K1 KR-b8l a Ky KR-be szintén leirhaté a

10, o y
k=p (Og, gp) transzformaciés kvaterniéval:

N 10~
%(t)="k(t)o e k(1)

Mivel %%, = 17 , a fenti két egyenlet megegyezik.
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(ST EEETEN SV Forgatas Euler-paraméterekkel

Egy ry vektor egymast kovets (u, ) és (w, 1)) forgatasa az alabbiak

szerint torténik:
©
0 _ Oa 0~ 0= 0an Cos 5
Py ="p, @1y ® P, ahol P, = [ Ogsin%
P
0, _ 0a 04 0~ 0n Cos 5
r, = B2® ry® B2 ahol B2— |:owsin1é]

Behelyettesités utan
0 0a 0a 04 0~ 0~
FHh="p,8°p, @ Ih® p,® Pp,
N——_——
0~ 0%
Pyy Py

Az r, vektor koordinatainak egymast kdvetd (Ka-bsl K1-be, majd K1-bdl

Ko-ba) transzformacidja:
. 10, 214 . 10~ 21=x
%= ko ke’e ko k
— ~—
20 4 20+«
k k
10 ~ oL 214 R
Ahol ~ k = 0p2 és k= Opl.
Mechanizmusok és robotok 19/25

Merev testek kinematikaja, dinamikaja




STEEETEN SV Euler-paraméterek és szogsebesség

Euler-paraméterek és szogsebesség
Két egymast kovets forgatast tekintiink.

1. Az rg vektor egy véges forgatassal (u(y),p (t))-val r(t)-be forgatasa:
A . = fon | ps(t) ] | cos%
P(t)=p(t)@bg@p(t) ahol p(t)= [ p(t) ] = [ usin %

2. Az r(t) tovabbforgatasa (e, dv)-vel r(t + dt)-be:

P(t+dt) =p(e dp) ®F(t) @ p (e, dy))
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STEEETEN SV Euler-paraméterek és szogsebesség

Az infinitezimalis forgast leir6 kvaternio:

X dy 1 1 0
P(eadw:[ec:?n%b]%[edﬁp]:[O]Jr[edzw]

A két egymast kdvetd forgast leird egyenletet egymasba irva kapjuk, hogy

P(t+dt)=p(t+dt)®@ Py p(t+dt)
ahol az eredé forgast leiré kvaternié:

(BEEYEEAE
-5 ] *[Oﬂ’ [o 5 |20+

Ahol dp a p(t) kvaterni6 kicsiny forgasbél szarmazé megvaltozasa. Kicsiny
dt idGintevallumra vonatkoztatva, és az wy; = e szogsebességgel

dp aes 1] 0 1
0o _ dt _ = Ps | _ 1. ~
dt ["ddf] 2[”01]®[P] 2= 98

Merev testek kinematikaja, dinamikaja
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STEEETEN SV Euler-paraméterek és szogsebesség

Mas jeldléssel:

A ,bs _E 0 Ps _1,\ A
N P RV R .

A kvaterniok kozotti szorzas matrixos irasmédjaval:
s [n]-1m 1[0 ]t
= =3 - =-P w
of LP] 2[/0 Psl—Pme 22 (B) Gor
A fenti egyenlet barmely KR-ben felirhaté, a Co-ban torténé derivalas miatt

or . .
( [oé} = Oé) célszerii ebben a KR-ben elvégezni:

. 0 T
0; Ps 1l ps —'p 0 ] 1*(0A)0A
= =5 o0~ =_P w
[OP] 2[% psl—"p] [me 2=\ B) o

- . . -=— = N apos L, 0%
A P matrix ortogonilis, azaz P b ET, igy Wo; kifejezhets "p

(el

fiiggvényében:

(U
0‘2’01:[00 ]:2[ Ps P

~% psl+P
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Merev testek dinamikaja

Merev testek dinamikaja (Gsszefoglalo)

Legyen a vizsgalt testre haté Osszes
kiils6 eré eredsje F, és valamely a
testhez kotétt @ pontjara szamitott
nyomatéka M. A test tomege m,
tehetetlenségi tenzora a salypontra:

mig a @ pontra:

Jo= —/ pppdV = J—mrqstos
Ty (V)

Impulzustétel:

m!s = E ahol 25 = dg
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Perdiilettétel egy tetszdleges, testhez kotétt Q pontra:

mrosvg + %QQ + QJQQ = Mg,
Az mrgsv tag a kdvetkezs esetekben tiinik el:

@ A Q és S pontok egybeesnek, igy ros = 0. A perdiilettétel alakja
ilyenkor:

Jow + B w = Ms

@ A test Q pontjanak nincs gyorsulasa (rogzitett), azaz vy = 0.
perdiilettétel alakja ilyenkor:

Jowtwd w=Mg

© Az rgs és v vektorok parhuzamosak.
A perdiilettételt lehet8ség szerint egy testhez kotott KR-ben fejtik ki, mert
ilyenkor a tehetetlenségi tenzor koordinatai konstansok. A szamitast

elvégezni legegyszeriibben a test tehetetlenségi fé6tengelyeinek KR-ében
lehet.
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Merev testek dinamikaja

Merev test kinetikus (mozgasi) energiaja

1 T T~ 1 T
E = 5MYQYq +myowres + >¥ éog

A kozéps6 tag (ngQ[QS) eltdinik, ha
Q@ A Q és S pontok egybeesnek, igy ros = 0. A kinetikus energia
ilyenkor:

1 1
E= Emgsts + Engsg

© A Q pont nyugalomban van, azaz vy = 0.

Koszénom a figyelmet!
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