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Merev test altalanos mozgéasa

Merev test altalanos mozgasa

Egy test altalanos mozgasat agy ir-
juk le a Ko KR-ben, hogy a tes-
thez kétdtt Ky KR mozgasat vizs-
galjuk. Euler tétele értelmében a
test mozgasa egy haladé és egy forgé
mozgas osszegeként leirhato:

e O; pont palyamozgasa:
X01 (t)

roa(t)= | you(t)
201 (t)

o A K1 KR forgémozgasa,

ﬂ 0 0201 melyet az idében valtozé
N

10L(t) transzformacios
matrixszal irunk le:
10 0 0 0
T(0) =] %ealt) %eu(t) ea(t) ]
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Merev test altalanos mozgéasa

Mivel a 1Ol(t) transzformaciés matrix a Iy KR relativ iranyitottsagat
(orientacidjat) a Ko KR-hez képest, szokas forgaté matrixnak is nevezni.

A tovabbiakban vizsgalunk egy szintén a testhez kétott Ko KR-t is,
melynek helyét az idében alland6, O;1-bél O,-be mutaté
1
X12
1[12 = Y12
712

helyvektor irja le. A Ko KR orientacidjat a K1 KR-hez képest az idében
allandé

21;2 [ le., 1Qy2 le,, ]
forgaté matrix irja le.

Az altalanos mozgas leirasahoz meghatarozzuk az O, pont helyét,
sebességét, gyorsulasat valamint a Ko KR orientacidjat a Ko KR-hez
képest.
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7= e Y75
Merev test helyzete

Az O, pont helye Op-hoz képest a testhez kotott ry, vektorral:

roo (t) = ro1 (t) +ryp (1)

A Ko KR-ben: °ro, (t) =°roy (£) + °ry, (1),
Az %y, (t) id6tsl fiiggs, mivel mozog ebben a KR-ben. A K1 KR-ben
viszont id6ben allandé, és az idét8l fiiggé transzofrmaciés matrixszal
kifejezhetd:

%rp (0) =T () 'y, (1)

lgy
0 0 10
roa(t) = "rop (t) + 7T (t) 'ri;

A K> KR relativ orientaciéja Ko KR-hez képest a forgaté matrixszal irhaté
le:

Zol(t) — 10;(&21;
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S
Sebességallapot

Az O, pont sebessége a helyvektor id6 szerinti deirvaltja:

Foo (t) = Foy (t) + £12 (1) avagy Vo (t) = vy (t) + vy, (2)

amelyben
12 (t) = vip (t) = oy () r12 (1) (2)
ahol
0 —Wo1z  Woly Wolx
Wop = | woiz 0  —woix és  wp; = | woiy
—Wo1y — Wolx 0 wo1z

a testhez kotott Ky KR szdgsebessége a Ko KR-hez képest.
Ezt behelyettesitve a fenti egyenletbe:

Voo (t) = vy () + woq (t) rio (t)

Az Gsszefiiggés merev test két pontjanak (O, és O;) sebessége kozott.
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Merev test altalanos mozgasa RRESEEEEEE] | EYeTe

Szogsebesség és forgaté matrix kapcsolata
Derivaljuk ry, (1) transzformacios egyenletét id6 szerint:

. 10 -
0512 (t)=""T(t) 'rin

Helyettesitsiik be a 'ry, (t) = (t) rq, forditott iranyd

transzformaciét: 0

O 1o (t) = ”’I(t) T7 (1),

Ha 6sszevetjiik a (2) egyenlet Ko KR-ben felirt °ry, (t) = OQOI (t)°rys
alakjaval, akkor megkapjuk a Poisson egyenletet:

0201 (t) _ Ol(t) 10LT (t)

Amibsl °  (t) kifejezhets:

||~|

ogm (t) = vec (10

(0T (1))
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Merev test altalanos mozgéasa Gyorsulasallapot

Gyorsulasallapot
Az O, pont v, (t) sebességét id6 szerint derivalva kapjuk, hogy

Voo (t) = oy (t) + vy (t) avagy agy (t) = ag; (t) +a5o (t)
A vy, = Wy Iy, id6 szerinti derivaltja
Vi (t) = app (t) = §01 (t) rop (t) + @y (t) 115 (t)

ahol wy; = g¢; a K1 KR szoggyorsulasa a Ko KR-hez képest, tovabba
F1p = W r1o, igy irhatjuk, hogy

app (t) = €p1 (1) r1n (t) + wor (t) Woq (t) ry2 (2)
Ezt behelyettesitve a fels¢ egyenletbe kapjuk, hogy
agy (t) = gy (t) + €01 (1) 12 (t) + @ (t) Wor () r12 (1)
Az Gsszefiiggés merev test két pontjanak (O, és O;) gyorsulasa kdzott

kozott.
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Merev testek relativ mozgasa

Vizsgaljuk a Ko és hozza képest wq; forgé Ky
KR-ben egy id6tsl fiiggd c (t) vektort. A két

KR-ben szamitott idé szerinti derivaltak kozotti 420
Osszefliggés

de (t) de(t) -

: T : at + woy (t) € (t)
illetve

o€ (1) = 1€ (1) + woy (1) € (1)

ahol 920 — & (1) es 1298 — ¢ (¢) kife-
jezésekben a bal alsé ¢ és 1 indexek azt jelzik,

hogy melyik vonatkoztatasi rendszerben (K ill.
K1 KR-ben) végezziik el a derivalast.
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Merev testek relativ mozgasa

A kiildonbézé KR-ekben elvégzett derivalasoknal a kdvetkezéket kell
figyelembe venni a vektor fizikai tartalma és koordinatakkal torténd
abrazolasa soran:
o A fenti egyenlet barmely vektorra altalanosan érvényes, a koordinata
szerinti leiras barmely KC; KR-ben megtdrténhet:

o€l (t) = ] (1) + @0y (1) "e(2)

e Egy c(t) vektor ‘¢ (t) koordinatainak K; KR-beli idé szerinti
derivaltja az ;¢ (t) derivalt vektor K; KR-beli koordinatait adja, mivel
ilyenkor a skalar koordinatakat derivaljuk id6 szerint.

— Koordiatavektor id6 szerinti derivaltjanal nem sziikséges feltiintetni,
hogy mely rendszerben végezziik az idé szerinti derivalast.

; ':Cx(t) % I:CX (t) .
Ve _d it | < | $rat | =tae
'Cz(t) % ’Cz(t)
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Merev testek relativ mozgasa

e Ha ugyanannak az ¢ (t) vektornak a kg ill. K3 KR-beli
koordinata-vektorait derivaljuk, akkor az el6zéek szerint az egyméstél
f|2|ka||ag eltérs ¢ (t) és ;c (t) vektoroknak az adott KR-beli %€l (1)
és ![,&] (t) koordinatavektorait kapjuk. Ezeket transzformalhatjuk a
transzformaciés matrixszal:

ol (1) =T (1) °oel (1) & °Lel(8) =T (1) 'el (1)

o A szdgsebesség id6 szerinti derivaltjara vonatkozéan megallapithato,

hogy
oWor (t) = 1woq (t) + @y () wos (t)
—_—
0

azaz a Ky és K1 KR-ben megegyeznek. A szdgsebesség derivaltja a
K1 KR gg; szoggyorsulasa a Ko KR-hez képest:

€01 (t) = qwor (t) = 1wo1 (1)
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(ISR SV S EAVPEEEE I Kétféle mozgas Gsszegzése

Kétféle mozgas 6sszegzése

K1 mozgésa

Ko-hoz képest

H: T, 7y, Ez Eloziéfsa . Feladat:

St Wi, Vo H1_21(;Z1 e A Ky KR K

G: gg15 ag S. = Tz KR-hez  viszonyi-

D Wiy, V. L s
=l TR tott mozgasanak
G: €19, ayy - ;
leirasa az ismert

IC]_ KR K:o KR'
hez  viszonyitott
és a ICQ KR ’Cl
: KR-hez  viszonyi-
KC, mozgdsa tott mozgasainak
Ko-hoz képest " p

R T o Osszegeként.

|

St wg, Voo
G: &g, Qo
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(ISR SV S EAVPEEEE I Kétféle mozgas Gsszegzése

A relativ mozgasokat leiré mennyiségek

K1 relativ mozgasa Ky-hoz képest

Helyzet
Forgatomatrix Ky és Ko kdzott 10;
Helyvektor Op-bél O;-be ro
Sebesség
Szogsebesség K1 és Ko kdzott Wor ;
O sebessége Op-hoz képest v = 1% = iy
Gyorsulas
Szoggyorsulas K1 és Ko kdzott €01 = Odd%m = Wo1
O gyorsulasa Op-hoz képest ag = ¢ (;Vtm = oVo1
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(ISR SV S EAVPEEEE I Kétféle mozgas Gsszegzése

K> relativ mozgasa Ki-hoz képest

Helyzet
Forgatomatrix /Ky és Ky kdzdtt AT
Helyvektor O1-bél Os-be 512_
Sebesség
Szbgsebesseg Ko és Ky kozobtt Wi
O, sebessége O;-hoz képest Vip = 1(115;2 =F
Gyorsulés
Szoggyorsulas Ky és Kq kozott €19 = 1ddg12 = Wi
O, gyorsulasa O;-hoz képest ap, = 1dd!t12 =,V
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(ISR SV S EAVPEEEE I Kétféle mozgas Gsszegzése

K> relativ mozgasa Ko-hoz képest

Helyzet

Forgatomatrix ICp és Ko kozott
Helyvektor O1-bél Ox-be

Sebesség

Szbgsebesséeg Ko és Ky kozott
O, sebessége O;-hoz képest

Gyorsulas

Szoggyorsulas Ko és K1 kdzott
O, gyorsulasa O;-hoz képest
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20-,- _ 10T21T
Fop = ro1 +ryo

W = Wop + Wi

Voo = Vg1 T Wo1F1p + Vpo
~—

szallité seb.(gozsz) rel. seb.(goz)

€02 = Ep1 T €12 T W1 W12
g2 = o1 t Eo1F12 T Wo1WorF1oF

szallité gyors.(gozsz)
+ 2wmvi, + 0 ap
—

. v
Coriolis gy.(gozco,) rel. gy.(go2)
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Forgasvektor és forgastenzor Forgéasvektor

Forgasvektor (Euler-vektor)
Tekintsiink egy testet, egy hozza kétdtt K KR-rel,
melyet a fix O pont koriil a kezdeti Ko helyzetbsl
forgatunk. Egy tetszdleges testhez kotott vektor ki-
indulasi helyzete ry, forgatott (id6tél fiiggs) helyzete
pedig r (t).
Euler tétele fix pont koriili elforgatasrol
Egy testhez kotott ry kiindulasi helyzetbdl r (t) elfor-
gatott helyzetbe forgatott vektor mozgasa leirhato
egyetlen, O ponton atmend, egység hossziisagi u
iranyvektor koriili, jobbkéz-szabaly szerint ¢ szdggel
torténd elforgatassal.
° A Ko KR e, €0, €50 bazisvektorai is at lesznek forgatva a K1 KR
€1, €,1, ,1 bazisvektoraiba.

e Egy forgatas soran u és ¢ is valtoznak idében: minden t id6ponthoz
tartozik olyan (u (t), ¢ (t)), amely a kezdeti ryvektort az r(t)
vektorba forgatja.

Merev testek kinematikaja Mechanizmusok és robotok 15 /26



Forgasvektor és forgastenzor Forgéastenzor

Forgastenzor
Az (u(t), ¢ (t)) forgasvektorral ro-bol r(t)-be valé forgatas megtorténhet
egy R(t) forgastenzorral valé6 leképezéssel is:

r(t)=R(t)ry  ahol R(t)=R(u(t), (1))
Az R meghatarozasadhoz az elforgatott r vektort harom egymastdl
fliggetlen egységvektor linearisan fiiggetlen kombinaciéjaként allitjuk els:

r=ce; +oe,+ ce; o =

7 sind sing

Az egységvektorok: ¢ =
7 sind cosy
T
ro—u(u'ry)
e =——"—2
rsind

€ = H.LO Gy =

- rsind 7 co8d

ez =u
ahol r = [ro| = |r|
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Forgasvektor és forgastenzor Forgéastenzor

Beirva az egységvektorokat és azok egyiitthatéit (rcosd = u' ry), kapjuk,
hogy

_ — T

= cosrg+sinpury+ (1 —cosp)u (g 50)

Felhasznaljuk az 1 egységtenzort, illetve, hogy (ggT) ro, igy ro
kiemelhetd:

r= cosgoé+singoﬁ+(1—cosgo)ggqr =Rr,

1=

Igy a forgastenzor

\1

R (u,¢) = cospl +sinpu + (1 — cosp) uu

Egy masik alakjat megkapjuk, ha hasznaljuk az vu”™ = wu + (gTu) 1(1
el6adas, 17.0), ahol u"u =1

R(u, ) =1+sinpu+ (1 —cosp)uu

Merev testek kinematikaja Mechanizmusok és robotok 17 /26



Forgasvektor és forgastenzor Forgéastenzor

A forgastenzor altal megvalésitott leképzést elvben barmely KR-ben
elvégezhetjiik, pl a Ko KR-ben

°r(t) =°R(t)°rg  ahol  °R(t) =R (°u(t), 0 (1))

_ 0
Igy az Ou = [ Ux U, U ]T koordinatakkal, és hasznalva az sp=sin ¢,
cp=cos p és k=1 — cos @ roviditéseket, irhatjuk, hogy

0 0 cp + ku? kuxu, —spu, kucu, +spu,
R (02, <p> = kuxuy, + sy u, cp+ kuf, kuyu, — s uy
kucu, —spu, kuyu, + s uy cp + ku?

Az R (u, ¢) forgastenzor az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:
o Az (u,p) és a (—u, —p) forgasvektorok ugyanazt a forgast irjak le,
azaz
R(u,¢) = R(-u,—¢)
A tobbértelmiiség elkeriilése végett érdemes mindig gy megadni, hogy
0< <.
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Forgasvektor és forgastenzor Forgéastenzor

e Az R forgastenzor ortogonalis, azaz RTR =1

e Az inverz gT forgastenzorhoz a két egyenértéki (u, —p) = (—u, ¢)
forgasvektor tartozik, amelyek az r vektort r vektorba forgatasat irjak

le. Igy

ro=R(u,—¢)r ahol  R(u,—¢)=R(-u,9)=R" (u,¢)
o A forgasvektor u tengelye forgatasra invarians

R(u,p)u=u
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Forgasvektor és forgastenzor Forgéasok aktiv és passziv szemlélete

Forgasok aktiv és passziv szemlélete

A testhez kotott KR forgasat leird 10; transzformaciés matrix megegyezik
a test forgasat leiré forgastenzor Ko KR-ben felirt 05 matrixaval:

OT (1) ="R(t) = R (*u(t).0 (1))

Mivel az u forgastengely invarians a forgatasra, koordinatai Ko és K1 KR-
ben meg kell egyezzenek:

[

A fenti egyenletbél kovetkezik, hogy a forgasokat kéféle szemlélet szerint
lehet leirni:

o Passziv szemlélet: a fizikai objektum (r) marad és a KR-t forgatjuk.

o Aktiv szemlélet: a fizikai objektumot (r) forgatjuk és a KR egy
helyben marad.
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Forgasvektor és forgastenzor [ECP1-EPZ TR F-F113

Tobbszoros forgasok
Tobb egymast koveté forgas sorrendje nem cserélhetd fel. — A forgatd

matrixokkal valé szorzas sorrendje sem cserélhets fel.

(u.3)

=

Tobbszoros forgasnal az elss forgast koveten forgathatunk
e a kiindulasi tengelyek koriil (aktiv szemlélet el6nydsebb)

e az elforgatott tengelyek koriil (passziv szemlélet elénydsebb)
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S EVI ST NN - P2/l Forgasvektor és szogsebesség

Forgasvektor és szbgsebesség
A szogsebesség egy infinitezimalisan kicsi (u, dy)
forgasbél vezetheté le. Az ehhez tartozé forgastenzor

R (u,dy) = cosdel +sindpu + (1 — cosdgo)ggT

Linearizalas (sorbafejtés és elséfoki tagok megtartasa
= révén: cosdy ~ 1 és sindy ~ dy) utan

R(u,dp) = 1+ deu

Az R (u,dy) forgastenzort egy r vektoron miikddtetve az r vektor dr
megvaltozasat kapjuk, amely u-ra és r-re meréleges:

(;—i— dcpﬁ) r=r+dr ahonnan dr =dyur

Ha az (u, dy) forgas egy dt id&intervallumban torténik, akkor az r idébeli

megvaltozasa u tengely koriili forgas esetén az w = flf szogsebességgel:

d do .~ d
d; d—fur vagy r=wr ahol w—d—fu—wu
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SOV ST NN - P2/l Forgastenzor és szogsebesség

Forgastenzor és szogsebesség

A forgastenzor idébeli valtozasa és a szogsebesség kozotti Osszefiiggést két
egymast kovetd forgas segitségével értelmezhets.

Egy test fix pont koriili forgasa soran egy t id6épontbeli (u (t), ¢ (t))
forgasvektorral adott forgasa az r; vektorbdl az r (t) vektorba megy at az
R (t) forgastenzor segitségével:

r(t)=R(t)rp,  ahol  R(t)=R(u(t),»(t)) (3)
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SOV ST NN - P2/l Forgastenzor és szogsebesség

Ebben a t id6pontban a test szogsebessége wy;, igy a test egy tovabbi
infinitezimalisan kicsi dt idé alatt tovabb forog az (e (t),dy (t))
forgasvektorral:

dy . w

E:Wm:@oﬂ €s 227811

ahol e (t) a pillanatnyi forgastengely. A linearizalt forgastenzorral
r(t+dt) = R(e,dy)r(t) ahol R(e,dy)=1+dye  (4)

Az r vektor teljes forgasat r (t + dt)-be az (u(t + dt), ¢ (t +dt))
forgasvektor irja le:

r(t+dt) =R(t+dt)r, ahol R(t+dt)=R(u(t+dt),p(t+dt))

Beelyettesitve (3)-at (4)-be, adodik, hogy r (t + dt)=(1+ dve) R(t)ry
amelyet az utdbbi egyenlettel dsszevetve, az eredé forgastenzor

R(t+dt)= (1L+dye)R(t)=R(t)+dR
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Az el6z6 egyenletben dR a forgastenzor kicsiny valtozasa az (e (t),dy (t))
infinitezimalis forgas kdvekteztében:
dR = dvpe(t) R(t)

Ha dR a dt idGintervallumra vonatkozik, akkor megkapjuk az R (t) id6beli
valtozasat a kiindulasi Ko KR-ben:

dR (1)  dy_ : ~

SV YR vy GR( =0 (DR()
A Poisson-egyenlet (6. 0.) vektorialis alakja.

wq; koordinatai a kiindulasi Ko KR-ben
A kiindulasi rendszerben az id8 szerinti derivalt kozvetlenul 05 koordinatain

. Oof .
végezhetd, mivel Og = {OQ]

lgy
0p 0~ 0
R="wy "R
Figyelembe véve, hogy 05 = 10;, visszakapjuk a Poisson-egyenletet:

10 - ~ ~ 10 -
T=00,°T vagy %@y =" T¥0TT
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SOV ST NN - P2/l Forgastenzor és szogsebesség

wq; koordinatai a testhez kotét Xy KR-ben

Ha %@y, koordinatait a ferdeszimmetrikus '@y, transzformaltjaképp irjuk

fel, azaz

~ 10
00, = 107 101 LT

akkor a Kp-ban felirt egyenletekbdl a szogsebesség testhez kotott
koordinataival felirt Poisson egyenletet kapjuk:

10 - - -
I= 101 1£01 vagy 1Qm

_ 107 104

I~

Koszonom a figyelmet!
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