Mechanizmusok és robotok

1. eléadas

Bevezetés, alapfogalmak, ismétlés

Bevezetés, alapfogalmak, ismétlés Mechanizmusok és robotok



Bevezetés

Gépek és mechanizmusok

o Gépekben lejatszédd folyamatok:
> fizikai
> kémiai
» mechanikai

@ mechanikus gép: az elvégzendo feladatot mozgas révén oldja meg

Mechanizmus (tagabb értelmezés)

A gép mechanikus elven m{ikodo részeinek egylittese, melyek Gsszefiiggd
rendszert alkotnak (gy, hogy a rendszer elemei egymas mozgasat
kényszerkapcsolatok Utjan kolcsonosen befolydsoljdk.

o A fenti értelmezés kizérja, hogy a két test:

> teljesen fliggetlen
> teljesen kotott
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Bevezetés

Mechanizmusok tagjai

o A gépek részei az 6t alkotd testjei, melyeket tagoknak neveziink.

@ A testek egy tulajdonsaga a halmazillapotuk:
> gdz
> folyékony
> szilard
* merev
* rugalmas
* képlékeny
* stb.
@ allvany: a mechanizmus egyik kitiintetett tagja, melyhez képest a
tobbi tag mozgasat leirjuk. Elvben barmely tag betoltheti.

@ Mechanizmusok funkcidi:
> mozgas atalakitds
> eré/nyomaték atvitel
» mechanikai munkavégzés
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Bevezetés

Alkalmazasi terilet, példak
@ Mechanizmusok alkalmazasi terulete a tagabb értelemben vett
gépészet
@ Mechanizmus rokon fogalma: tobbtest-rendszer (Multi-Body
Systems, Mehrkorpersystemes)
Példak:
@ dugattyds mechanizmus
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Bevezetés

@ biitykos mechanizmus
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Bevezetés

o kézi szerszamok (fogok, tlizé6gép, drétvagd)

-~ G

munkagépek (markold, daru)

Bevezetés, alapfogalmak, ismétlés Mechanizmusok és robotok 6/30



Bevezetés

@ emberi végtagok

5 labkézepcsont
T ujparcesont

@ himbds olajszivatty
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Matematikai ismétlés, jelolések

Vektorok és tenzorok jelolései

o skaldr:
irdsban | nyomtatva | jegyzet
s s s
@ vektor:
irasban | nyomtatva | jegyzet
% v v
@ vektor matrixa:
irdsban | nyomtatva | jegyzet
[V] v v
@ tenzor:
irdsban | nyomtatva | jegyzet
I T T
@ tenzor métrixa:
frdsban | nyomtatva | jegyzet
A s
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Matematikai ismétlés, jelolések

Vektorok és koordinataik

Tekintsiik az a vektort az adott Xy koordinatarendszerben (KR), melynek

X1, 1,21 a koordindta-tengelyei és a hozza tartozé €1,€,1,€,1 a
bazisvektorai.

- 1. = 1. = 1. =
a= "axey + "a,e,1 + "azen
zzel a jeloléssel *a,€,1, “a,€,1, ‘a,€,1 a vektor komponensei,
Ezzel a jeloléssel 'a,€x1, 1a,€,1, 'a,€ ktor k
1, 1

ax, “ay, 1a, a vektor koordintdi a 1 KR-ben.
A vektor matrixa:

vagy

'a= dy :l[ax dy 32]T
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Miveletek vektorokkal

@ Vektor szorzdsa skaldarral

by ax may
b=ma azaz b= | b, |=m| a | =| ma, | =ma
b, ay ma,

sorrend felcserélheté: ma = am
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Matematikai ismétlés, jelolések

@ Vektorok Gsszeaddsa/kivonasa

C=axb matrixosan c=a=+b

azaz
CX ax bX aX :l: bX
o |=|a |£| b |=]|aLb
CZ az bz az :l: bz
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Matematikai ismétlés, jelolések

@ Vektorok skalar szorzata

s=4a-b=a]|b|cos

tulajdonsagok:

a-b=>b-a

m(a-b)

‘b+a-¢€

(=}
~——
I

(ma)-ﬁza-(m

1

—
—

a- (b + c)
kiszamitdsa:

I
Qy

s = axbx +ayb, + a,b,

matrixosan:
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Matematikai ismétlés, jelolések

@ Vektorok vektoridlis szorzata

—

c=axbhb
nagysag és irany:

€| = |a] ]B‘ sin

€1ab +jobbkézszabaly
tulajdonsagok:
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kiszdmitas:
o kifejtés + miiveleti tulajdonsagok alkalmazasa a bazisvektorokra
(€ x & =0, & x &, = §&,, &, x & = —&, stb.):
C = (ax€x + ay€, + a,€;) x (bs€, + b,€, + b,€;) =
= (ayb, — a,b,) € + (a;bx — axb;) €, + (axb, — a,by) €,

€« €, €,
o determinans segitségével: €= | ax a, a;
be b, b,

@ matrixosan: Képezziink az a vektor koordinatdibdl egy aszimmetrikus
matrixot. Ennek miiveleti jele a~ operator.

0 -a a
a= a, 0 —ax
—a, ax 0

Ezt haszndlva

(-5

c=a
L, ~ ~T . ~ = . (o= ~
Ervényes, hogy a = —a ', illetve ab = —ba. Visszafelé: a = vec(a).
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Matematikai ismétlés, jelolések

@ Vektor szorzdsa skalar szorzattal
» vektoridlisan

Q)

(6-¢) =am
egy a iranyu vektor

» matrixosan:
a (ng> = (ahT> c=ab’c

itt a zardjel elhagyhatd.
Mivel am = ma, igy

a(b’c)=ab’c=(b’c)a
o(b7¢) =av’e~ (v7c)a

de itt (QTQ) a kifejezésben nem hagyhatdk el a zardjelek.
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Matematikai ismétlés, jelolések

@ Vektorok vegyes szorzata
» vektoridlisan

a, a, a
a-(bx€)=|b b, b
& ¢ G

sorrend ciklikusan cserélhetd:
a (bxe) —b-(€x4d)=c¢- <5><b)
» matrixosan

a’ (Eg) = (QTE) c=a'bc

ciklikus és nem ciklikus sorrendcsere:
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Matematikai ismétlés, jeldlések

o Kétszeres vektoridlis szorzat kifejtési tétele
a x (Bx e) —b(3-¢) —6(5.6)
<5>< E) xezs(a-e)—a(ﬁ-e)
az a x (l; X E) kétszeres vektorialis szorzat matrixosan

a (Eg) = (EE) c=abc

a kifejtési tétel és annak dtalakitasa

abc=b (aTg> —c (gTb) = <bgT) c— (gTb) c
abc= [hg (aTb) ;} c
amelybdl

IN

ab-ba" - (a’b)1 (1)
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Matematikai ismétlés, jelolések

az (@ x b) x € kétszeres vektorialis szorzat matrixosa
melyet a kifejtési tétellel a kovetkezdképp irhatjuk at

n: gh

amibol .
ab=ba’ —ab’
Az (1) egyenletbdl ab—ba=ba” —ab’ ésigya (2) egyenlettel
osszehasonlitva . L
ab=ab-ba
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Matematikai ismétlés, jelolések

@ két vektorszorzat skalaris szorzata (Lagrange-azonossag)

(axﬁ).(EXa'):(5-6)(5’-&)—(5‘-6) (5-&)

az eredmény egy skalar.
matrixosan:
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Matematikai ismétlés, jelolések

Derivalasok matrixos irdsmoédban
Legyen x egy oszlopvektor (koordinatavektor):
X1
_ T
x=| : |=[x ... x|

Xn

Egy az x-tdl fliggd skaldr y (x) = y (xi1,...,xn) fliggvény x szerinti
derivaltja egy sorvektor:

dy(x) _[dy Oy
85 8X1 o 6x,,

Az y (x) fiiggvény xT szerinti derivaltja pedig oszlopvektor:

Iy (x) (35/ (z)) !

oxT - Ox
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Matematikai ismétlés, jelolések

Az y (x) = a’x = x"Ta linedris alak esetében
= Z=a é ——=a

illetve az y (x) = gTég ahol A = éT, kvadratikus alak esetében

QD
-
>
X

OxTAx

= =2 = == _9A
Ox * 2 oxT =%

Egy m méretii y vektor derivdltja egy n méretii x vektor szerint egy
(m x n) méretli matrixot eredményez (Jacobi-matrix):

% (<378 Oy1

oy(x) | | | ™ O
Ox Oym Oym Oym
ox ox1 " Oxp
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Matematikai ismétlés, jelolések

Egy m méretil, id6tél fiiggd y (x (t), t) vektor t id6 szerinti teljes derivaltja
az n méretd, id6tdl fiiggd x (t) vektorral a lancszabaly szerint szamithatoé:

dy (x(t),t) _ dy (x, t) dx (t)

dy (x,t)

azaz
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Vektorkoordinatak transzformacidja

Legyenenek ismertek az

=2 2 2
a="ae,nt+ "aye, + "a:€,

vektor koordinatadi a K> KR-ben. Keresettek ugyanennek a vektornak a
koordinatdi a K1 KR-ben:

/7:1;2

Bevezetés, alapfogalmak, ismétlés Mechanizmusok és robotok 23/30



Koordinatatranszformaciék

Mivel mindkét KR-ben ugyanaz a vektor
1 1 1 2 2 2

Ezen egyenletet megszorozzuk skaldrisan rendre az e,;, e,; és e,;
vektorokkal, mikozben figyelembe vessziik a skaldris szorzas

bazisvektorokra vonatkozé tulajdonségait.

1 _2 T 2 T 2 T
ax = axgxlgx2+ aygxlgy2+ z€,1€,2

1. _ 2. .T 2. T 2. T
ay = "axe,18,x +"aye,1€,, + "a:€,1€,
1 2. T 2. T 2. T
az = "ax€,1€,, + "a,€,18,5 + "az€,1€,)

Ez a harom egyenlet egy matrixba osszefoglalhaté:

1 T T T 2
ax €182 gX1§y2 €182 ax
1 =|ele, ele, ele 2
1ay - —}_/,_l—XZ 7}_/,_1—y2 7}3_1722 2ay
az €160 g219)/2 €18 az
azaz
1= 21T 2,
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Koordinatatranszformaciék

Az el6z6 egyenletben 2ll a transzformdciés matrix, amely egy tetszbleges
vektor o KR-beli koordindtait a K; KR-beli koordinatakka
transzformalja. Tulajdonsagai:
° 21l oszlopaiban az e,,, e,,, €,, egységvektorok koordinatai allnak a
K1 KR-ben , mig 2T soraiban az e 4, e

in e, €, egységvektorok
koordinatdi allnak a Ko KR-ben

21 _ 71 1 1 _ |2 T
l_[ €2 §y2 €, ] - €

2T oszlopai a Ky KR bazisvektorainak a
KC1 bazisvektoraival bezart szogeinek koszinusz
értékeit tartalmazza. Pl. 2'T az els oszlopa:

elen T11 cos oy

1 T
e = gyTlgxz = | To1 | = | cosar
€180 T3 cos a3

Emiatt 2 T mdsik neve: irdnykoszinusz-matrix
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Koordinatatranszformaciék

° 2ll sorai és oszlopai egy ortonormdlt jobbsodrati rendszert alkotnak.

A determindnsanak értéke det 21l = +1, ezért a 21l

transzformacids matrix ortogonialis. Kovetkezésképp létezik a
v e 219 12 -

transzformdciés matrix ~ T~ = *“T inverze, amely ellentett

iranyban, tehat K1 KR-bdl transzformal Ko KR-be. Az

ortogonalitdsbdl kovetkezik, hogy az inverz megegyezik a matrix

transzponadltjdval, azaz:

21 21
2Q — 121 1§ ahol 121 — 1 _ IT

=

Az inverzre, és transzponaltjara is igaz, hogy

211 21lT _ 2llT le -1

Ezen fenti egyenletbdl 6 ortonormalasi feltétel adddik: a bazisvektorok
egységnyiek, és egymasra merdlegesek. Mivel érvényes a 6
ortonormalési feltétel, ezért 21 T matrix 9 elemébél csak 6 fiiggetlen.
— Ko KR forgésanak K1 KR-hez képest 3 szabadsagfoka van.
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Koordinatatranszformaciék

Masodrendu tenzorok

@ Elsérendll tenzor = vektor

e Maésodrendii tenzor (tovabbiakban:tenzor) egy homogén linearis
vektor-vektor fliggvény operdtora
vektoridlisan:

s=D-r
mdtrixosan (adott, pl. K; KR-ben):
1 1 1
SX DXX DXy DXZ rX
ls = 12 v azaz sy | = b, D,, D, ry
SZ DZX DZy DZZ rZ

o Egységtenzor: az 1 egységtenzor tetszéleges ¥ vektort Gnmagdra
képez le:
r=1-r
Az egységtenzor métrixa a (3 x 3) méretii 1 egységmatrix.
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Koordinatatranszformaciék

@ Vektoridlis szorzas is linedris leképezés. A € = @ x b szorzat ugy is
el6allithatd, hogy a vektorbdl képziink egy olyan aszimmetrikus A
tenzort, amelyre

—

c=A:b

llyenkor @ vektor az A tenzor vektorinvaridnsa. Az A matrixa pedig a.
Diadikus (tenzorialis) szorzat
Két vektor diadikus szorzata egy tenzort eredményez. Jele: o PI.

2:505

Ervényes a kovetkezé azonossag:

r=ab c=Dc  ahol
ax axbx abe axb;
2 - QQT - ay [ bx by bz ] - aybx ayby aybz
az asz azby azbz
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Koordinatatranszformacidk

Tenzorkoordindtak transzformdacidja
Egy D tenzor Ky KR-beli 'D koordintait a Ko KR-beli 2D koordinataiba

transzformalhatjuk a ul transzformacids matrix segitségével. Vizsgaljuk a
K1 KR-ben felirt

1§:1Q 1I’

leképezést. A vektorokra érvényes

1§ — 211 2§ és 1[ _21 2[

I~

transzformacidkat behelyettesitve kapjuk, hogy
21l 2§ — 12 211 2[

, 21 21
melyet balrél beszorzunk IT—taI ( IT 21

=
I

):

2. _ 21T

s = 21

I~
o
(|-
I-1N
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Koordinatatranszformaciék

Vessiik Ossze az egyenletet ugyanannak a leképzésnek a Ko KR-ben felirt

26 —2p 2

. . gy <21 . Ry
alakjdval. Az osszehasonlitasbdl és lT = 121 figyelembevételével
kapjuk, hogy

21
2Q: IT 1 21

liw]

_ 12l 12 12lT

15

a tenzor koordinatdinak transzformacidja K1-bol Kr-be.
A forditott irdnyd transzformdcié az el6zdekkel 6sszhangban

Ip — 2ll 22 AT

Koszonom a figyelmet!
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