Mechanizmusok és robotok

12. el6adas

Zart lanci tobbtest-rendszerek dinamikaja
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Zart lanch tobbtest-rendszerek egyenletrendszere
Kinematikai mozgasegyenlet:

B=H(B)n (1)
Euler paraméterek mellékfeltételei:
$(8)=0 (2)
Kinetikai differencialegyenlet:
Ma=F 1+ F 4+ (3)
Testekre hat6 ered6 kényszererék:
P BT ®)
Primer csuklék implicit kényszereréi:
Cc'f"=0 (5)
Szekunder csukldk explicit kényszerersi (szekunder erécsavarok):
F=6Tx (6)
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Primer csuklék explicit kényszerei:

Fi=F (Zp(,-),@,,t> , i=1,...,n

g rel
v

[<<
Il

c
\;Kzgﬂ_{_grel

[lsvallee!

g (B.t)=0
G'n+3'=0
G'n+3 =0

(7)
(8)
(9)
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v Z . . . P . o .
A testek a gyorsulasainak, a primer csuklok f~ kényszererSinek, az 0
csuklé-gyorsulasok és a A° szekunder erécsavar-koordinatak szamitasara
szolgalé linearis egyenletrendszer:

M -BT 0|-GT a £
-B 0 C| 0 il —5
0 Cc" ol o ||a|T| o (18)
& 0 0] 0 ||[~¥ 5
ahol f + £°. A megoldands elsérend differencialegyenlet:
{5] [ Q(g)ﬂ ] azaz X =W (x,t)
i} 7 (8,m,t)

Melyekhez tarsulnak az alabbi, a helyzet- és sebességallapotra vonatkozé
zarasi feltételekkel konzisztens kezdeti feltételek:

B(t) | _ | B EE(Q,@:Q
[ Q(tz) ] B [ QZ } e ge (gw tO) 7700—1— 3 govm) =0
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Zart lancia tdbbtest-rendszerek dinamikaja Rekurziv formalizmus

Rekurziv formalizmus

A nyilt lanca tdbbtest-rendszerek tagjai & gyorsulasainak, a primer csuklék
Fr kényszererdinek, az 1) csukl6-gyorsulasainak szamitasara ismertetett
rekurziv formalizmus kiterjesztheté a (16) ER-re is.

A Megoldas lépései
Az a, P 1) és \° kiszamitasa 3 lépésben torténik.

1. lépés
A (16) ER els6 3 egyenletét a D egyiitthatématrixszal atirjuk:
M -BT 077 2 £ G7
_é 2 £ fP — _érel + g As (17)
0 Cc" ollna 0 0
D
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Ebbsl az 3, F* és 1) meghatarozhaték, a még ismeretlen \° fiiggvényében:

a a° A
FPl=|F|+|E|X (18)
7 n° L
ahol
éo ztc é gsT
P l=p*| 5| & |[E|=D"| 0
n 0 L 0

Az 5°, F7° &s 7)° vektorok a szekunder csuklok kényszereri nélkiil (azaz
A® = 0 értékre) szamitott gyorsulasok, primer kényszererék és primer

csuklo-gyorsulasok.
Az A, F, L matrixok i-ik oszlopa az egység értékiinek képzelt \? =

szekunder er6koordinata hozzajarulasa a testek gyorsulasaihoz, a primer
kényszerer6khoz és a primer csuklé-gyorsulasokhoz.
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Zart lancia tdbbtest-rendszerek dinamikaja Rekurziv formalizmus

2. lépés

Az & = 5° + AN® testek gyorsulasait a (12) szama gsé—l—is = 0 implicit
szekunder kényszerekbe helyettesitjilk. Adodik b° szamu linearis egyenlet a
b* szama \° koordinatara:

S

éiséﬂzﬂs ::__éigéo__

|2

3. lépés

A X°-re kapott megoldassal kiszamitjuk 7 csuklé-gyorsulasokat a (18) 3.
egyenlete szerint:

=i+ LA
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Rekurziv szadmitasi eljaras menete

Ahhoz, hogy az &°, fpo és n° vektorokat ill. az A FésL matrixokat
kiszamitsuk, az alabbi linearis egyenletrendszert kell megoldani 1 + b°
szamu jobb oldallal:

M -BT 077 alA e
B 0 C||f|E|=|-87 0
0 C" oflnaL 0|0

Az egyiitthatématrix megegyezik a nyilt lanca tobbtest-rendszer
egyiitthatématrixaval (10. ea. 4.0.). Igy az arra ismertetett rekurziv eljaras
alkalmazhaté jelen esetben is.

Az ott ismertetett eljarasban az egyenletek szétosztasra keriiltek az egyes
tagokra. Ennek érdekében felbontjuk az A, F, L tovabba a G5 matrixokat
az egyes tagokhoz tartozoan: - B

4], ], 1, 67,
: ,éz 7£: ’gsT: .

Al . ), )
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Hir

Hip
Hy
777

. . e =[0 00
§ EET” § [:ST]Q— I 0 QZT// 0
Gl 0 0 (6T, = &5, 0 0
s cT oo |
G = QZ,/ 0 QZ,Tm - [QSTL I giT/ 0 gl?;ll}
o' 0 o | [g7,= 00 0]
0 0 L [cT],=]0 0 G,
. = I ,
L Q 27,// 0 i [gsT]YZ Q g;T” Q
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A rekurziv megoldasnal a szétvagassal kapott nyilt rendszer esetén a [G*7]

o ) e : .| pC
matrixokat agy vetitjiik az adott tagot megel6z6 tagra, mint tettiik £
7t
esetén. Ehhez az ' esetén hasznalt (10.ea. 13.0.)

B =t BT (1-mencT) (B - miE)

==

. . , . Lpeee1 fE ; 3
Ssszefiiggésben kicseréljiik f -t [QST] -re, és az gfel tag nem szerepel:

&7],=

p

67| +BT(1-mcncT) 6]
— p —pI \&— i =1= =i — i
A rekurziv szamitas menete

Egy n,, hurokbdl allé zart lanca tobbtest-rendszert tekintiink. Ezt nj, szama
szekunder csuklén térténd vagassal nyilt lanca tébbtest-rendszerré
alakitunk, melyben emelkeds sorrendben szamozzuk a tagokat.

Adott t id6pontban ismerjitk a 3 és 17 mennyiségeket, melyek a helyzet- és
sebességallapotra vonatkozé zarasi feltételekkel konzisztensek. Az .
csuklé-gyorsulasokat, tagok a; gyorsulasait és a csukldk altal kifejtett EJ
er8csavarokat és a A° szekunder kényszereré-koordinatakat az alabbiakban
ismertetett |épések szerint szamoljuk.
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1. A nyilt lanca rendszer helyzet- és sebességallapot haladasi iranynak
megfelel§ szamitasa a csuklék explicit kényszereivel:

=¥ (F1B,t) i=1....n
|7-:B v+C77+Vrel i=1...,n

LA

| ~¢

A , index a K; testet megel626 Kp(iy tagra utal. Az allé Ko allvanyra
érvényes, hogy Fp =0 és v; = 0.
2. Az utolsé tag(ok)tdl kezve visszafelé haladva a terhel6 erécsavarok és

tomegmatrixok vetitése minden tagnak az 6t megeléz6 tagra:

M =M +§;( ~MC.N- 1CT)M*EPI

£tc* f —|—§T.( _ M*C.N- 1C ) <ftc* _ M*Vre1>

— ===

ahol N = CTM (o

Ezen feliil a szekunder kenyszerek kényszermatrixait is visszavetitjiik:

&7 =[e7] +B](1-mcnc) [T,
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Az i index n-t8l 2-ig fut. Elagazasi hely esetén mindegyik, az elagazast
kovetd test er6csavarjat és tomegmatrixat vetiteni kell az elagazasi testre.

3. A nyilt lanch rendszerhez képest kib&vitett, K1 testre vonatkozé

* NZe) tcx *
My -1 07 & |[A] Bl e
-1 0 C || f|[E], |=]|-8" o
0 C" o] ||, ]

egyenletrendszerek megoldasa.

v.po . B . . . . P
Az a3, ja Qi megoldasa megegyezik a nyilt lanca rendszer esetére
ismertetettel:

= NCT (7 - ME")  ahol N =CTMC
& = C,if; + 8" B = Mg -

Az L]l [F],. [L], megoldasa megegyezik az utobbi Gsszefiiggessekkel,

tcx

ha -t [GST]*—re cseréljiik, mig 3 = 0. gy

L, =Nl 6], (A, =c (L, [E],=M;[A],-[6T]
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4. Az eliminalt valtozok kiszamitasa a Ko testtsl kez8dSen. Az i index
2-t8l n-ig fut. A nyilt lanci rendszerre vonatkozé szamitasi képletek a
szekunder er6csavarok nélkiil:

7;70 1CT <f.tc* B M* (E o4 ére1>>

) 1

3 rel

—B a,+Cn’+a

¥ PO * w0 ek
f,' = Mi a; — L‘
A szekunder kényszererék befolyasat leiré matrixok alakja ezzel megegyezik,

annyi kiilonbséggel, hogy f -t LST] -re cseréljiik, mig &;° '—o. igy:

J.=ncl ([67] -mB [A])

1

=B, 1A+ C L,
|, =m:(a), - [¢7]

1

™ > i~
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5 A

linearis egyenletrendszer megoldasa A°-re. Az egyenletrendszerben

4], &
=[], ... [6],], : :
4], a;
6. Az 1) csuklé-gyorsulasok szamitasa:
=0 +[L], X, i=1...n
7. A szekunder er6csavarok szamitasa:

EZ[QST]I_AS, i=1,...,n

S
I
|

I

valamint a primer er6csavarok szamitasa:

B[N, i—L.n
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Mozgasegyenlet minimalkoordinatakkal

Ha a fiiggetlen g = gi csuklé-kordinatakat és a s = i’ csuklé-sebességeket
tekintjiik, mint minimal-koordinatakat és -sebességeteket, akkor az

1

T, e ) j }
X = [ q s } allapotvaltozoéra felirt mozgasegyenlet alakja:

[ : } _ { H(q!z;’:g(q’ t) } azaz x=W(x1)

A mozgasegyenlethez tarsulnak a kovetkezé kezdeti feltételek:

[ a(t) ] = [ 9 ] azaz x(to) = X

s (to) So

Egy adott t id6pontban ismert q és s értékekre a g és 5 a kordbban
ismertetett eljaras szerint szamithatok, ha el6tte elvégezziik a helyzet- és
sebességallapotra vonatkozé explicit zaréfeltételek kiértékelését.
A minimalkoordinatakkal valé szamitas elénye, hogy numerikus stabilizalas
nélkiil végezhetd el a mozgasegyenlet integralasa. Akkor kiilondsen célszerii
hasznalni, ha a helyzetallapotra vonatkozé explicit zarasi feltétel
analitikusan megfogalmazhaté. Maskiilonben a fiiggé koordinatakat
valamilyen numerikus nemlinearis egyenletmegoldéval kell kifejezni.
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A q és § szamitasahoz az alabbi egyenletrendszerbél indulunk ki.
Kinematikai mozgasegyenlet:

g=H(q.t)s+h(q1) (19)

Kinetikai differencialegyenlet (3 és n primer koordinatakra):

M (8,t) i = k° (B,m.1) + k* (B,m, t) + k° (20)
Explicit zarasi feltételek:
B=p(q.1) (21)
n=J"(at)s+1(q1) (22)
n=J'(at)s+0(ast) . ahl G=Js+i ()
Implicit egyenletek az altalanositott szekunder kényszererékre:
!Tks —0 (24)
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Ak®= g”x altalanositott szekunder kényszererére vonatkozo egyenletet
agy kapjuk meg, hogy balrdl !T-vel szorozzuk:

%KTKS — i@TngAS N i@TKS _ Q

o{

A (20), (23) és (24) egyenletek egy linearis egyenletrendszert alkotnak:

M -1 0|4 K+ k'
10 S|k |=| -7
0 JT o]l 0

Ezen egyenletrendszer megoldasa agy torténik, hogy a kinetikai egyenletet
(1.sor) k*-re kifejezziik:

kSZEQ_KC_Kt

Majd behelyettesitjiik a szekunder kényszerersk implicit egyenletébe (3.sor):
JZTK/’\’I.’] — J@ch + JZTkt
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Ha ebbe beirjuk az 77 = J's + 7 explicit zérasi feltételt (2.sor), akkor

kapjuk, hogy
égTQ%ZEZ _iETEi_i_ifTKC +%€Tkt

Tovabbi jelléseket vezetiink be. A pozitiv definit tomegmatrix:

Az altalanositott Coriolis-erék:
EC — _iZTEi_F%ZTKC

Az altalanositott terhel8 erék:

>~

t :%ZTKt

Ezeket felhasznalva, az § minimalsebesség id6 szerinti derivaltjanak

szamitasara felirt kinetikai mozgasegyenletet végss alakja:

M(q,t)$=k"(g,s.t) +k (a,5,1)
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Az x allapotvaltozoéra felirt mozgasegyenlet végss alakja:

H(q.t)s+h(q,t)

[§]= M‘l(g;(kc(g,g,t)+£t(2,§,f)) e xR
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