Mechanizmusok és robotok

11. el6adas

Zart lanca tobbtest-rendszerek kinematikaja (folytatas), dinamikaja

Zart lancok kinematikaja, dinamikaja Mechanizmusok és robotok



VA A ENR T LS FENC SN RLE EUETEM  Tobb hurokbdl allé rendszerek primer csuklékoordinatai

Tobb hurokbdl allo rendszerek primer csuklékoordinatai
Egy n(= n;) tagbdl allé tobbtest rendszer, amelyben n. csuklé talalhato,
np=nc—n

szamu fuggetlen kinematikai hurokbdl all, igy nj, szami szekunder
csuklonal szétvagva vezethet6 egy nyilt lanca tobbtest-rendszerre vissza.
A fliggetlen hurkok meghatarozasa tobbféleképpen is torténhet.

H;, Hrp, Hypp fuggetlen Hj, Hyp, Hypp nem fliggetlen
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Zart lanca tdbbtest-rendszerek kinematikaja T&bb hurokbél 4ll6 rendszerek primer csuklékoordinatai

A primer csuklékhoz O szama B csuklé-helyzetkoordinata és
csuklo-sebesség tartozik:

By

8= ; és n= :

éfo Neo

Ahol f0 a nyilt lanca rendszer szekunder kényszerek nélkiili szabadsagfoka.
A primer csukl6-helyzetkoordinatakra és sebességekre érvényes kinematikai
mozgasegyenlet alakja

B=H(B)n

A primer csuklé-koordinataknak implicit zarasi feltételeket kell kielégiteniiik.
Ha Euler paramétereket hasznalunk, azok mellékfeltételei:

¢(B) =0
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T&bb hurokbdl 4ll6 rendszer implicit zaréfeltételei
Tobb hurokbdl allé rendszer implicit zarofeltételei

Az ny, flggetlen hurok zarasa miatt a primer csuklékoordinatak zarasi
felteteleknek kell eleget tenniiik.

Hir
Hir
Hy

L

Helyzetallapot
Ha a j-ik hurok szekunder csukléjara bf zarasi feltétel vonatkozik, akkor az
Osszes zarasi feltétel szama .
h
S __ S
b*=> b
j=I
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Zart lanca tdbbtest-rendszerek kinematikaja T&bb hurokbdl allé rendszer implicit zaréfeltételei

Az np hurkok zarasi feltételei a szekunder csukléknal 1évs IC, ; és KCp
testek F, ;, F;, ; helyzetvektoraira vonatkozéan (Id. 10. ea. 18.0.):

g,(al7rblat) Q
=1 : azaz g°(F,t)=0

(=}

gfyh (za,nh ) fb,”h’ t)

Az F,; és ¥, ; helyzeteket a nyilt lanc explicit kényszerei segitségével, azaz
B csuklé-helyzetkoordinatakkal is kifejezhetjiik (8.ea., 5.0.):

F,o=F,(B,1) . A
P (ﬂ’)}jj—l,...,nh, ill. F=F(B,1)

Behelyettesités révén megkapjuk a B csuklé-helyzetkoordinatakra
vonatkozé implicit zarasi feltételeket:

g (8,1) 0
: = : azaz gé (g, t) =0

g, (8.1)

[e)
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Zart lanca tdbbtest-rendszerek kinematikaja T&bb hurokbdl allé rendszer implicit zaréfeltételei

Sebességallapot
A j-ik hurok szekunder csukléjanak sebességallapotra vonatkozé alakja a
IC.j és Kpj testek sebességeinek vonatkozasaban (6.ea., 6.0.):

s __ s v s v -5 o .
oy _ga,jzad—f_gb,j!b,f_’_fab,j =0, Jj="1l....,m

Tobb hurokbdl all6 rendszer esetén célszerii ezen implicit zarasi feltételeket
egy matrix egyenletbe foglalni, a rendszer topolégiajat is figyelembe véve:

Y =G (F)v+7°(F,t)=0

A bemutatott példat vizsgalva ezen egyenlet a kdvetkezé alakot Sltené:

Vi

Vs
Y] 9 0 gg/ Qi,/ 0 0 0 Vs 134,/
=12 gg,// 0 0 0 0 g;,// Vg |+ | Yo
Vi g 9 g&,/// N gg,/// g ¥5 istﬁ,m

Ve

[ V7 ]
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Zart lanca tdbbtest-rendszerek kinematikaja

El %1 El
= . n+

n

T&bb hurokbdl allé rendszer implicit zaréfeltételei
Az V sebességeket a nyilt lanc explicit kényszerei segitségével is
kifejezhetjiik 3 és m fiiggvényében (8.ea

. 11.0.):

<< ...

: , azaz Vv =
v
=n

<

v=Jn+

Yn
Behelyettesitve a sebességallapot implicit kényszereibe, megkapjuk a 3
feltételeket:

csuklé-helyzetkoordinatakra és 1 csuklé-sebességekre vonatkozé zarasi
4
G, (8t

74 (8,t)

|«

n+

G By

S (=]

o -

: ,azaz G' (B, t) n+7" (B,1)
3, (B:1)

n ~0
Ahol G* a zarasi feltételek (b x £O) méretii kényszermatrixa
G'=GJ

pedig csak a reonom kenyszereknel fellép6 b° elemii vektor:
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Zart lanca tdbbtest-rendszerek kinematikaja

T&bb hurokbdl allé rendszer implicit zaréfeltételei

A vizsgalt példaban a nyilt lanca rendszer explicit sebességeit

2}
12}

< =< =« L<< |«
o o w

47w
I, 2}
i3 23
= et b
%5 25
iﬁ %6
| J; L Va7

behelyettesitjiik a tagok sebességeinek zarasi feltételrendszerébe, és kapjuk

S S
G54, + G5 4,
S S
22,11%2 T 27,11%7
S S
24,11124 + gﬁ,l!lé6

n+

YA

2l 0
’7/“!, =101,
L D 0

zarasi feltételeket a csuklékoordinatakra, ahol

¥ =

Zart lancok kinematikaja, dinamikaja
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0

azaz geg + jz =

s ¥ s v —5
G3,/!3 + 24,/!4 T X34

s I/ s v -
G, Vot G 2+ 35,
S v s v -5
| Gy Vet Gg Ve + i
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VA G A ELTR T LS N SR EUETEM  Tobb hurokbdl allé rendszer implicit zaréfeltételei

Gyorsulasallapot
A sebességallapot zarasi feltételeinek id6 szerinti derivaltja (6.ea., 7.0.):

=G’ a Va’J—i—G abd—i—'y =0, j=1,....np

ab,j

A sebességallapothoz hasonléan itt is a rendszer topolégiajanak megfelels
matrix egyenletbe foglaljuk:

(%}
Il
(o)
wn
—~
| ~<
N
|

+5(F,vt) =0

2

=6

Ahol az & gyorsulasokat a nyilt lanc explicit kényszerei segitségével is
kifejezhetjiik (8.ea., 15.0.):

a, J a

n =, n
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VA G A ELTR T LS N SR EUETEM  Tobb hurokbdl allé rendszer implicit zaréfeltételei

Behelyettesités utan megkapjuk a gyorsulasallapot implicit zarasi feltételeit
a B csuklo-helyzetkoordinatak, n csuklé-sebességek és 1 csuklé-gyorsulasok
vonatkozasaban:

G, (81) 3, (B.m,t)

(=}

: n+ : =

G, (B.1) %y, (B:1:1)

o -

azaz
G'(B.t)i+7 (B,n.t) =0

Ahol iﬁ az 7 gyorsulasoktdl fiiggetlen b° elemii vektor:

4

S

[}
laxi

+5°

Y

vagy a sebességallapot zarasi feltételének derivalasa atjan:

g N
z:£n+1z

2l
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VA G A ENR T LS N SV A NN EEUETEM  Megjegyzések a fiiggetlen hurkok meghatarozashoz

Megjegyzések a fiiggetlen hurkok meghatarozashoz

A fliggetlen hurkok megvalasztasa nagy mértékben meghatarozza a zarasi
feltételek struktarajat, és az ebbdl levezetett modell hatékonysagat.

A fliggetlen hurkok el6nyds megvalasztasdhoz az alabbi szabalyokat lehet
megfogalmazni:

o Zarasi feltételek kis szama: ezt agy érhetjiik el, ha a hurkot egy olyan
csuklénal vagjuk szét, amelynek lehet8leg nagy a szabadsagfoka.

o Keriilend6 a hurkok csatolasa szekunder csuklokon keresztiil. Ez azt
jelenti, hogy a zarasi feltételek csak a primer csuklékoordinatakon
keresztiil vannak egymassal csatolva. A szekunder csuklok
csuklékoordinatait nem hasznaljuk a tagok mozgasanak szamitasahoz.
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Zart lanca tdbbtest-rendszerek kinematikaja T&bb hurokbdl 4ll6 rendszer explicit zaréfeltételei

Tobb hurokbdl allé rendszer explicit zaréfeltételei

Az explicit zarasi feltételek a rendszer minimalkoordinatai fiiggvényében
fejezik ki a csuklé-koordinatakat. Ugy kapjuk Gket meg, hogy az implicit
zarasi feltételeket megoldjuk a filiggd csuklé-koordinatakra.

Hasonléan az egyetlen hurokra megfogalmazottakkal, analitikus megoldas
csak specialis esetekben lehetséges igy altalanossagban marad a numerikus
megoldas.

Egyetlen hurokra felirtakkal analég médon jarunk el.

Az O elemii B vektort felosztjuk az alabbi médon:

5= el f=f0—_ b5 fiiggetlen csuklékoordinata
= gd b® fligg6 csuklékoordinata

A fliggetlen csuklé-koordinatak szama a hurok szabadsagfoka, igy a
fliggetlen csuklokoordinatak megegyeznek a minimalkoordinatakkal:

qa=p

Zart lancok kinematikaja, dinamikaja Mechanizmusok és robotok 12 /24



Zart lanca tdbbtest-rendszerek kinematikaja T&bb hurokbdl 4ll6 rendszer explicit zaréfeltételei

Az 1 csuklé-sebességeket is felosztjuk fiiggd és fiiggetlen koordinatakra:

- Qi f=1f0—b° fiiggetlen csuklésebesség
n= b® fliggd csuklésebesség
A fliggetlen csuklé-sebességek egyben minimalsebességek is: s = Qi
Az explicit zarasi feltételek alakja megegyezik az egyetlen hurokra felirt

képletekkel (10.ea. 24.,25.,28.0.):
B=p(q.t)
n=J'(q.t)s +7(q.1)
n=Jd'(a.t)s+7(ast), ahol G=Js+i

Az explicit zarasi feltételek tetszéleges s értékek mellett kielégitik az
implicit zarasi feltétleket. Ervényes az ortogonalitasi osszefiiggés:

q=H(q,t)s+h(q 1)
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Zart lancia tdbbtest-rendszerek dinamikaja Szekunder er8csavarok

Zart lanci tobbtest-rendszerek dinamikaja

A mozgasegyenletek felirasanal az impluzus és perdiilettételekben
figyelembe vessziik a szekunder csukloknal felléps erécsavarokat.

Szekunder erécsavarok

A j-ik hurok szekunder csukléjanal a IC;; és Ky ; tagokra az f S fb

szekunder er6csavarok hatnak. Az explicit kényszerersk a Gs es EZJ

J

kényszermatrixok segitségével irhatok fel a bJS minimalis szamu A
kényszereré-koordinata felhasznalasaval (7.ea. 17.0):

gd QZ,J

Egy tobb hurokbdl allé rendszer esetén az explicit kényszerer6k a zarasi
feltételek (b° x 6n) méretli G° matrixanak felhasznalasaval irhatck fel:

A$7 j:l7"'7nh

.

f.s _ QSTAS

Utébbi egyenlet a rendszer &sszes testjére haté eredd szekunder
kényszer-er6csavarokat szolgaltatja.
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Zart lancia tdbbtest-rendszerek dinamikaja Szekunder er8csavarok

A vizsgalt példa esetén az 1 és 5 tagokon nem miikddik szekunder
er6csavar, a 4 tagon pedig ketté szekunder csuklorol ébredé er6esavar
ered6je hat.

Hirr
H;
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VA SN E R L FENC SR ETEYEM  Impulzus- és perdiilettételek

Impulzus- és perdiilettételek

Az egyes testek impulzus- és perdiilettételei (Newton-Euler egyenletei)
matrixos alakban az alabbiak szerint néznek ki: (9.ea. 13.0.)

o %C ¥t vk
M, 0 a4 fy f f
- S it T e ol I el
v *C M -,
g Mn 2n i" fjr; £:
azaz B
Ma=F+F +F

Testekre hat6 ered6 kényszererék és primer és szekunder csuklék altal
kifejtett kényszerersk (F” ill. £°) 6sszegeként irhatok fel:

ik :éTip"i_is ahol fs :gsTAs
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VA RN LR S L FENC SR IEN I EYEM  Zart |anch tobbtest-rendszerek egyenletrendszere

Zart lanch tobbtest-rendszerek egyenletrendszere
Kinematikai mozgasegyenlet:

B=H(B)n (1)
Euler paraméterek mellékfeltételei:
$(8)=0 (2)
Kinetikai differencialegyenlet:
Ms=F +F +F° (3)
Testekre hat6 ered6 kényszererék:
FoBTP L F *)
Primer csuklék implicit kényszereréi:
Cc'f"=0 (5)
Szekunder csukldk explicit kényszerersi (szekunder erécsavarok):
F=6Tx (6)
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VA RN LR S L FENC SR IEN I EYEM  Zart |anch tobbtest-rendszerek egyenletrendszere

Primer csuklék explicit kényszerei:

F

. |<(
I

[lsvallee!

v =

Zart lancok kinematikaja, dinamikaja

F=F (E,,(,-),Q,,t> ., i=1,...,n

g rel
v

zrel

n+a
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VA RN LR S L FENC SR IEN I EYEM  Zart |anch tobbtest-rendszerek egyenletrendszere

Nyilt lanct rendszereknél felallitott linearis egyenletrendszerhez képest
annyiben torténik valtozas, hogy a (3) mozgasegyenlet a (4) ereds
kényszererSkkel kiegésziilve tartalmazzak a (6) szekunder csuklok explicit
kényszererdit, illetve az egyenletrendszerhez hozzavessziik a (12) szekunder
csuklok gyorsulasallapotra vonatkozé implicit kényszeregyenleteit. A (9)
primer csuklok gyorsulasallapotanak explicit kényszerei és a (5) primer
csuklok implicit kényszerer6i valtozatlanul szerepelnek.

lgy kapjuk a testek & gyorsulasainak, a primer csuklék £ kényszerersinek,
az 1) csuklé-gyorsulasok és a A° szekunder er6csavar-koordinatak
szamitasara szolgalé linearis egyenletrendszert:

M -BT 0|-GTT & e
-B 0 C| o i —g
0 " 0| 0 7| o (16)
-G° 0 0] 0 x° 5°

“ t “t N
ahol £ °=f +f°.
Az egyenletrendszer megoldasa itt is lehet nem rekurziv és rekurziv.
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VA RN LR S L FENC SR IEN I EYEM  Zart |anch tobbtest-rendszerek egyenletrendszere

Ha a 3 csuklé-helyzetkoordinatakat és 1 csuklé-sebességeket sszefoglaljuk
az x allapotvaltozoba, akkor az utébbi (16) egyenletbdl kapott nésa (1)
kinematikai mozgasegyenletbél kapott g derivaltakkal megkapjuk az x
allapotvaltozé id6 szerinti derivaltjat. Igy a megoldandé elsérendii
differencialegyenlet a szokasos alaku:

{B]:[ Q(g)ﬂ ] azaz x=W(x,t)
] 71 (8,m,t)
A mozgasegyenlethez tarsulnak a kévetkezé kezdeti feltételek:
t B
20]-(2] s

Ahol a kezdeti feltételek a helyzet- és sebességallapotra vonatkozé zarasi
feltételekkel konzisztensnek kell lenniiik:

56 (go’ to) =0
ge (go’ to) U + je (éo? tO) =0
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Zart lancia tdbbtest-rendszerek dinamikaja Nem rekurziv formalizmus zart lanch t8bbtest-rendszerekre

Nem rekurziv formalizmus zart lanci tobbtest-rendszerekre

A (16) linearis egyenletrendszer nem rekurziv megoldasanal az & gyorsulasok
és F” erécsavarok ugyanagy elminalhaték, mint nyilt lanch rendszereknél.
Ehhez a kinetikai mozgasegyenlet (a (16) ER els6 sora) F"-re kifejezziik:

zp =§_T (Mé—ftc _gsTAs)

majd behelyettesitjiik az ER 3. soraba (C'Tf” = 0):

c’B T (Mé - GsTAS) —0
-~

<

Ahol J = B~ 1 C a nyilt lanci rendszer Jacobi matrixa.
Vegyiik a nyilt rendszer gyorsulasallapotra vonatkozé explicit kényszereit:

3=Jn+3 ahol J=B'C, 3=B'%" (17)

Ha behelyettesitjiik az el6z6 egyenletbe, megkapjuk a primer n
csuklésebességekre és 3 csuklo-helyzetkoordinatakra vonatkozé
mozgasegyenletet:
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Zart lancia tdbbtest-rendszerek dinamikaja Nem rekurziv formalizmus zart lanch t8bbtest-rendszerekre

M (8.t)n =k (B,n.t) + k' (B,n.t) + k*

Ahol az E tomegmatrix (részletesen: 9.ea. 21.0.):

=)

—J'M

1

A k€ altalanositott Coriolis-erék (részletesen: 9.ea. 22.0.):
k= —J7 (M5 F)
A k' altalanositott terhels erdk (részletesen: 9.ea. 23.0.):
Kt=JTF

A nyilt lanc csuklé-sebességeire vonatkozé k° altalanositott szekunder
kényszererék az explicit kényszererékkel szamithatok:

KS ZQETAS ahol g@T _ (QSJ)T — iTQST

ahol gg az implicit zarofeltételek kényszermatrixa.
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Zart lancia tdbbtest-rendszerek dinamikaja Nem rekurziv formalizmus zart lanch t8bbtest-rendszerekre

Behelyettesitve a (17) nyilt rendszer gyorsulasallapotra vonatkozé explicit
kényszereit, a szekunder csuklok gyorsulasallapotra vonatkozé (12) implicit
kényszereibe, megkapjuk a gyorsulasallapotra vonatkozé (15) implicit
zarofeltéeteleket:

G'B.ta+75 (Bnt)=0

Ennek fényében egy adott t id6ponthoz tartozé 3 helyzethez és n
sebességhez tartozé 7) gyorsulasok és A° szekunder kényszereré-koordinatak
az alabbi linearis egyenletrendszer megoldasabsl szamithaték:

[ M —G”H;]—[kc;kt} (18)

Ezen egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté 7-re A°-re, ha E pozitiv

definit, és gﬁ teljes rangl, azaz rank (g@) = b°.
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Zart lancia tdbbtest-rendszerek dinamikaja Nem rekurziv formalizmus zart lanch t8bbtest-rendszerekre

A kapott A° felhasznalasaval a szekunder erécsavarok

zs — gsTAs

v

. P . "
mig az £~ primer er6csavarok

Fop (P

vk
egyenletbél szamithatok, ahol £ a kinetikai mozgasegyenletbél
hatarozhaté meg:

F=Mas-F ahol a=Jn+

|Q!

Tulhatarozott rendszereknél, ahol g‘] rangja mindig csokkentett értékii,

azaz rank (g@) < b%, A® nem hatarozhat6 meg (statikailag hatarozatlan),
de a (18) ER-nek mégis egyértelmii megoldasa van 9-re.
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