Mechanizmusok és robotok

10. el8adas

Nyilt lanca tobbtest-rendszerek dinamikaja (folytatas)
Zart lanci tobbtest-rendszerek kinematikaja
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FEVOTEAACT G EPALEI  Nyilt lanch tobbtest-rendszerek egyenletrendszere

Rekurziv formalizmus

A rekurziv formalizmus esetén kihasznaljuk a nyilt lanca rendszerek
topoldgiajat. Az eljaras soran az 7 csuklé-gyorsulasok a rendszer M
tdmegmatrixanak szamitasa nélkiil torténik meg. A rekurziv formalizmus
elénye a nem rekurzivval szemben, hogy mig a nem rekurziv formalizmus
szamitasi igénye a tagok szamaval kdbosen emelkedik, addig a rekurziv
formalizmus lineérisan.

Nyilt lanci tobbtest-rendszerek egyenletrendszere
Kinematikai mozgasegyenlet:

B=H(B)n (1)

Euler paraméterek mellékfeltételei:

#(8) =0 (2)

Nyilt |. dinamikaja, zart |. kinematikaja Mechanizmusok és robotok 2/30



FEVOTEAACT G EPALEI  Nyilt lanch tobbtest-rendszerek egyenletrendszere

Kinetikai differencialegyenlet:

Mz=F +F 1+ F (3)
Testekre hat6 ered6 kényszererék és csuklok altal kifejtett kényszerersk:
=BT (4)
Csuklok explicit kényszerei: A rendszer explicit kényszerei:
b=t (EyBpt)  (5) F=E(B)  (®)
Bv=Cn+o® (6) v=Jdn+v (9
. . a=Jn+a 10
- T ahol J=B"'C (11)
ahol i = 1,....n & p(i) a K;i-t
megeléz8 test.
Csuklok implicit kényszereréi: Testekre hat6 eredé implicit egyen-
- letei: y
C'f =0 (12) JTf =0 (13)
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Rekurziv formalizmus egy harom tagi lanc példajan
A (3) egyiitt a (4) egyenlettel, tovabba (7) és (12) egy linearis
egyenletrendszert alkotnak 3-ra, ' -re és n-ra:
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ahol ftc =ft —i—fc.

Rekurziv formalizmus egy harom tagi lanc példajan
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FEVOTAAVA T E PN TTEI  Rekurziv formalizmus egy harom taga lanc példajan

A (14) egyenletrendszer egyes részeit kiilon-kiilon részletesen is kiirhatjuk:

. p vk P .. . .
@ Impulzus és perdiilettételek £ = éTfp Osszefiiggéssel kiegészitve:

M, 0 07T 1 -8B/, 0 a4 e
0 M, 0 ||&|-|0 1 -BL||E|=|Ff
0 0 M, || 0 0 1 f; Fie

-1 0 0 7[3 C, 0 0[mn -5
212 -1 0 aH |+ 0 gz 0 n, | = _ézel
v zre
0 B, -1]l3; 0 0 ¢ U} —a3
@ Kényszererék implicit egyenletei:

c/ 0 01k 0

0 & 0 || F|=]|0

0 0 & JLF 0
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FEVOTAAVA T E PN TTEI  Rekurziv formalizmus egy harom taga lanc példajan

Ezt kdvetSen a rendszer minden tagjara kiilon felirjuk a (14) linearis
egyenletrendszert:

M, 10 ([ ] Fe
P _ “ zrel
-1 QT S| | f5| =] By -3 (15)
L0 6 0 Llm] | 0 |
(M, -1 0 77T & ] [ f BTfp
T oo o |[F]-] BuaE|
L Q £2 g 4 L ﬂ2 - L 0 A
% T ¥
M -1 0 %1) f —B][2f2
-1 0 C, fi | = -3 (17)
0 £1T 0 n, 0

A (15) egyenletrendszer csatolva van a (16) egyenletrendszerrel, mig a (16)
csatolva van (17) egyenletrendszerrel is.
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Rekurziv formalizmus egy harom tagi lanc példajan
Az eljarast a lanc végével kezdjiik. Célunk, hogy zg—t a, fliggvényében
fejezziik ki, melyet majd a megel6z6 Ko test kinetikai mozgasegyenletébe
helyettesitiink.

Ennek els6 lépéseként (15) elsé egyenletét £3p—ra rendezziik:
Y-p “ vtc
£3 = M3§3 - £3
melyet (15) harmadik egyenletébe helyettesitiink:
T « vtc
£3 <M3§3 - £3 ) =0

(15) masodik egyenletébdl

rel

as = C3ﬂ3 + 223é2 + 53

gyorsulast behelyettesitve
T . ¥ grel ¥tc
C, (M3 [£3ﬂ3 + B8, + a3 } — 5 ) =0

. T C els
ami az g3 = £3 M3£3 jeloléssel

. T v T ([ Ftc zrel
N, =—-C;M.B, .4 +C, <£3 -M.a )
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FEVOTAAVA T E PN TTEI  Rekurziv formalizmus egy harom taga lanc példajan

Utébbi egy a,-tél fiiggs linearis egyenletrendszer nyra, melynek megoldasa:

1T T grel
= -N;'CIM.B, 4 + N;'C] <f3 —M,a, )

Visszahelyettesitve a3 gyorsulast adé képletbe, megkapjuk as-t a,
fliggvényében:

3, = (7 £3N3 1£;' ) é2+£3ﬂ3_1£3T (f3 vrel) +é§el

Ezt beirva az fg—ra rendezett els¢ egyenletbe, kapjuk, hogy:

£§ :ﬂ3 (, £3 N X3 1£3T M3> §23 ( M3 C3 N3 1£3 ) (Ef - Mégﬂ)

Ezt az erGcsavart a Ky test kinetikai egyenletébe, azaz (16) elsé
egyenletébe irjuk, amely

N ytc TY¥P . P
Mzéz =f, —223£3 + 1,

Az igy kapott egyenlet alakilag megegyezik a zar6 Kj testre felirttal:

tcx

M3a, =,

+ £
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FEVOTAAVA T E PN TTEI  Rekurziv formalizmus egy harom taga lanc példajan

Ahol az 0] tagok:
* T (1_ —1,T
M; =M, +B] (1-M,CN'CT) M8,
v.tcx o v.tc T -1 T vtc <z rel
f =f + §23 (é o M3£3ﬁ3 £3 ) <£3 B M3§3 )
Ez az eredmény Ggy értelmezhets, mintha a K3 tag terhelését és

tomegmatrixat a K, tagra vetitenénk. A K, tag médosult
egyenletrendszere alakilag megegyezik a K3 zaré tagéval:
rtcx

&; _l Q éz fz
1 0 G ||F|=] B3 (18)
0 CcJ o ]|, 0

Ugyanezt az elvet hasznaljuk a kdvetkezs lépésben, amikor a médositott

M;—t és f;c*—t vetitjiik a K tagra:
M; =M, +B], (1- M;C,N,'CT)M;B,,
B =5+ 8], (1- My N ') (57 - myEy)
ahol N,= QME%
9/30
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FEVOTAAVA T E PN TTEI  Rekurziv formalizmus egy harom taga lanc példajan

Kapunk egy K; testre redukalt egyenletrendszert:
ftc*

0 a;
~ P _ zrel
£1 - —d;

M*
1

0 i, 0
Az egyenletrendszer jobb oldalan immar nem szerepelnek ismeretlenek. A
KC3 testre vonatkozé egyenletek analdgiajara megkapjuk a megoldast &,

f’f, Ql ismeretlenekre:
_ INVE
ahol ﬂl - gl Mlgl

- p—1pT (ftex xgrel

n, _Ql gl (fl Mlgl )

ahol n, az eléz6 képletbsl szamithaté

képletbsl szamithato

v . zrel
a=Cm+ ay
vtc* o
ahol 4, az el

Ep = Mi{él - £1

0z0
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FEVOTAAVA T E PN TTEI  Rekurziv formalizmus egy harom taga lanc példajan

Az eddig kikiiszobolt valtozék egy, a haladasi iranynak megfelel§ rekurziv

szamitassal szamithatok. Igy példaul a ICo tag valtozéi a Kq tagra kapott
eredmények felhasznalasaval:

vtcx

0, = N'CT (£ - M; (B, + 85"))
3 =B,5+C,n,+ égel

P paxx v.tcH
fr= Mzéz —f

Ehhez hasonloképpen szamithatok a K3 tag as, £§ 7, mennyiségei.
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R 2 T L
Rekurziv szamitasi eljaras lépései

Az elébbi példaban bemutatott eljaras altalanosithaté tetszéleges
(elagazasokkal is rendelkezé) nyilt lanct tobbtest-rendszerre.

Feladat: adott t id6pontban ismert 3 és 7 mennyiségek esetén keressiik az
. csuklé-gyorsulasokat, tagok a; gyorsulasait és a csuklék altal kifejtett EJ
erGcsavarokat.

Lépések:

1. A helyzet- és sebességallapot haladasi iranynak megfelel szamitasa a
csuklok explicit kényszereivel:

fi:fi(fi_l,ﬁ,-,t) i=1,...,n
Y Y, g rel .

A p index a K; testet megel6z6 ;) tagra utal. Az 4ll6 Ko allvanyra
érvényes, hogy Fp =0 és v; = 0.
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FEOTZAAT R P EI  Rekurziv szamitasi eljaras |épései

2. Az utolsé tag(ok)tdl kezve visszafelé haladva a terhel6 erécsavarok és
témegmatrixok vetitése minden tagnak az 6t megel6z6 tagra:

M =M +§T.( ~M'C.N- 1CT) M* B
=p =p =pi —i =pi
v.tcx

L :fff+§T-( ~-MCNCT ) (f“* _Mfzr.el)

— ===

ahol N = c'mC.

— = ==
Az i index n-t8l 2-ig fut. Elagazasi hely esetén mindegyik, az elagazast

kovetd test er6csavarjat és tomegmatrixat vetiteni kell az elagazasi testre.
3. A K testre vonatkozé

* v-tcx
M, -1 0 4 f
100 G ||E|=]| s
o ¢ ol 0

linearis egyenletrendszer megoldasa:

1 ,~T tcx sxgrel T pp*
=NC] (fl —M1g1> ahol N, =CIM:C,

y grel P N tex
4 =Cn, +a F=M3 -

Nyilt |. dinamikaja, zart |. kinematikaja Mechanizmusok és robotok 13 /30



FEOTZAAT R P EI  Rekurziv szamitasi eljaras |épései

4. Az eliminalt valtozok kiszamitasa a Ko testtsl kez6dSen. Az i index
2-t6l n-ig fut. A szamitasi képletek:

. 1 T tcx * ¥ grel
n;, = Lo (f - M; (épigp + 4; ))
5 =B a,+Ci,+ g

P s, - F

A szakirodalomban leirt tapasztalatok szerint nyilt lanct rendszerek esetén
rekurziv formalizmusok kb. 6-10 testtdl kezdve kevesebb
lebeg&pont-szamitast igényelnek, mint nem rekurziv formalizmusok.
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Zart lanca tdbbtest-rendszerek kinematikaja

Zart lanci tobbtest-rendszerek kinematikaja

e Mig nyilt lanct rendszereknél a csuklé-koordinatak egyben a rendszer
minimalkoordinatai is, addig zart lanca rendszereknél a kinematikai
hurkok zarasi feltételei miatt a csuklé-koordinatak mar egymastdl nem
fliggetlenek.

@ A hurkok szétvagasaval a szekunder (masodlagos) csukloknal az
eredményként kapott elagazasokkal rendelkez6 nyitott lancok végeire
implicit zarasi feltételeket fogalmazhatunk meg.

e Fennall tovabba explicit zarasi feltételek megfogalmazasanak
lehetésége, melyeket felhasznalva, megfeleléen valasztott
minimalkoordinatak segitségével fejezziik ki a csuklé-koordinatakat.
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VA A ENR T LS NSV EUETEM  Egyetlen hurok kinematikaja - implicit zarasi feltételek

Egyetlen hurok kinematikaja - implicit zarasi feltételek

Egy tobbtest-hurkot egy csuklonal elvagva elagazassal rendelkezé nyilt
lancih tobbtest-rendszerré alakul. A nyilt lanca rendszer csukl6i a primer
csuklok, az elvagott csuklé a szekunder csuklé.

b® szekunder kényszer

L

Ky

szekunder csukld

primer csuklok

Ko

explicit kényszerek a primer csukloknal
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VA A ENR T LS NSV EUETEM  Egyetlen hurok kinematikaja - implicit zarasi feltételek

A primer csuklékhoz O szama B csuklé-helyzetkoordinata és
csuklé-sebesség tartozik:
B, n
B=1 : e m=|
Bro Nro

Ahol 0 a nyilt lanc szekunder kényszerek nélkiili szabadsagfoka.
A primer csuklé-helyzetkoordinatakra és sebességekre érvényes kinematikai
mozgasegyenlet alakja

B=H(B)n

A primer csuklé-koordinataknak implicit zarasi feltételeket kell kielégiteniiik.
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VA A ENR T LS NSV EUETEM  Egyetlen hurok kinematikaja - implicit zarasi feltételek

Helyzetallapot
A szekunder csukl6 a IC, és KCp testek egymashoz viszonyitott helyzetét b°
szam( implicit kényszerfeltételen keresztiil korlatozza (6.ea., 5.0.):

55 (Eaazba t) - Q

Az F, és F, helyzeteket a nyilt lanc explicit kényszerei segitségével, azaz 3
csuklé-helyzetkoordinatakkal is kifejezhetjiik (8.ea., 5.0.):

=B, B=E(B1)

Behelyettesités révén megkapjuk a 3 csuklé-helyzetkoordinatakra
vonatkozé implicit zarasi feltételeket:

g (8,t)=0
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VA A ENR T LS NSV EUETEM  Egyetlen hurok kinematikaja - implicit zarasi feltételek

Sebességallapot
A szekunder csukl6 sebességallapotra vonatkozé alakja a K, és ICp testek
sebességeinek vonatkozasaban (6.ea., 6.0.):

Y=GV,+Gv,+%, =0

Az v, és v, sebességeket a ny||t lanc explicit kényszerei segitségével is
klfejezhetjuk (8.ea., 11.0.):

Vazéaﬂ"i_iav Eb:ibﬂ"’_ib
Behelyettesitve a sebességallapot implicit kényszereibe, megkapjuk a 3
csuklé-helyzetkoordinatakra és 1 csuklé-sebességekre vonatkozé zarasi
feltételeket: . »
G (Bt)n+7 (Bt) =0

Ahol gl a zarasi feltételek (b° x f0) méreti kényszermatrixa:

G'=G:J, +G;J

= —a=a —b=bh

j’ pedig csak a reonom kényszereknél felléps b° elemii vektor:
=GV, + GV, +7;,
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VA A ENR T LS NSV EUETEM  Egyetlen hurok kinematikaja - implicit zarasi feltételek

Gyorsulasallapot
A sebességallapot zarasi feltételeinek id6 szerinti derivaltja (6.ea., 7.0.):

5 s% sY =s

Ahol az a, és a, gyorsulasokat a nyilt lanc explicit kényszerei segitségével
is kifejezhetjiik (8.ea., 15.0.):

éa:%aﬂ—i_éav éb:ibﬂ—i_éb
Behelyettesités utan megkapjuk a gyorsulasallapot implicit zarasi feltételeit

a B csuklé-helyzetkoordinatak, n csuklé-sebességek és n csuklé-gyorsulasok
vonatkozasaban:

. =¢
G (B.t)n+7 (Bn.t)=0
Ahol il az 1) gyorsulasoktél fiiggetlen b° elemii vektor:
3 =G5, + G35, + 7,

vagy a sebességallapot zarasi feltételének derivalasa atjan:

=/ 4 -/
¥Y=Gn+%¥
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VA A ENR LS SN SRS EUETEM  Egyetlen hurok kinematikaja - implicit zarasi feltételek

Talhatarozottsag
Ha a (b° x %) méretii G' kényszermatrix rangja rank (QZ) = b® akkor a

zarasi feltételek egymastdl fiiggetlenek. A rendszer szabadsagfokat a
Griibler-Kutzbach képletbdl szamithatjuk.

Ha gg kényszermatrix rangja csdkken, azaz rank (G’) < b®, akkor

b = b — rank (G')

szama redundans zarofeltételiink van. llyenkor G matrix sorai egymastél
nem fliggetlenek. B
A rendszer szabadsagfoka a Griibler-Kutzbach képlet médositasaval:

Ne

f=> fi—6n,+ b

i=1
Ha a rang csokkenése globalisan, a rendszer minden helyzetében fennall,
akkor a rendszer talhatarozott. Mozgathaté f szabadsagfokkal. A b*"
redundans zarasi feltétel miatt viszont statikailag hatarozatlan (a
kényszerer6k merevtest modellel nem szamithatok ki).
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VA A ENR T LS NSV EUETEM  Egyetlen hurok kinematikaja - implicit zarasi feltételek

Implicit zarasi feltételek szingularitasa

Amennyiben a G’ kényszermatrix rangjanak csokkenése csak lokalisan, a
rendszer bizonyos helyzeteiben tapasztalhaté, akkor a zarasi feltételek
szingularitasa tapasztalhaté.
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VA G ELR S SN SIS  EUEIEM  Egyetlen hurok kinematikaja - explicit zarasi feltételek

Egyetlen hurok kinematikaja - explicit zarasi feltételek
Helyzetallapot
A b° szami implicit zarasi feltétel segitségével b° szama gd
csuklé-koordinata kifejezheté a maradék 3’ csuklékoordinata fiiggvényében.
A B vektor ennek megfeleléentigy rendezhets, hogy

[ s f=f0—b° fiiggetlen csukldkoordinata (independent)
B= { B9 ] b® fligg6 csuklokoordinata (dependent)

A fliggetlen csuklé-koordinatak szama a hurok szabadsagfoka, igy a
fliggetlen csuklokoordinatak megegyeznek a minimalkoordinatakkal:

q=p
Az implicit zarasi feltételek a felosztott csuklé-koordinatakkal egyiitt

g'(8.8%¢)=0 (19)

definialjak a helyzetallapot explicit zarasi feltételeit:

gi B q értelmezés
[ B¢ } N [ 8% (q.t) ] a (19) megoldasa B%-re
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VA G ELR S SN SIS  EUEIEM  Egyetlen hurok kinematikaja - explicit zarasi feltételek

Azaz

B=0(q1t)

o 39 kiszamitasa (19)-bdl egy nemlinearis egyenletrendszer megoldasat
jelenti (altalanossagban numerikus médszerrel).

o A fiigg6 csuklo-koordinatak lehetéleg kis szamaak legyenek. Ennek
érdekében a vagast célszeriien egy kevés zarasi feltételt adé szekunder
csuklonal végezziik.

Sebességallapot
Az 1 csuklé-sebességeket is felosztjuk fiiggd és fiiggetlen koordinatakra:

0= [ n' } f=1f0—b° fiiggetlen csuklésebesség

Qd b* fligg6 csuklosebesség

A fiiggetlen csuklé-sebességek egyben minimalsebességek is: s = n
A sebességallapot explicit zarasi feltételei megkapjuk, ha az implicit zarasi
feltételekben a felosztott csuklé-sebességeket hasznaljuk:

i

G'n+3'=0: [ GY G‘fd][gd]Jrfyf:O
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VA G ELR S SN SIS  EUEIEM  Egyetlen hurok kinematikaja - explicit zarasi feltételek

Az Qd kifejezésével az utébbi egyenletbdl megkapjuk a sebességallapot
explicit zarasi feltételeit:

o <sz) gh S (Ged> jl
2 (a) 7(a.t)

azaz
n=J"(q,t)s+n(q,t)

ahol J* a zarasi feltételek Jacobi-matrixa, 77 pedig s-t6l nem fiiggs, csak
reonom csukléknal felléps vektor. B

Az explicit zarasi feltételek tetszéleges s értékek mellett kielégitik az
implicit zarasi feltétleket. Ervényes a kdvetkezé ortogonalitasi Osszefiiggés:
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VA G ELR S SN SIS  EUEIEM  Egyetlen hurok kinematikaja - explicit zarasi feltételek

Explicit zarasi feltételek szingularitasa

Az ﬂd kifejtése csak akkor lehetséges, ha a (b° x b®) méretii gw regularis.
Amennyiben gﬁd rangja rank (gﬁd) = b°, akkor mindig lehet Qi—t agy
valasztani, hogy ez teljesiiljon.

Ha a mozgasegyenlet megoldasa soran ged szingularissa valik, akkor agy

kell 0j s fuggetlen csuklé-sebességeket valasztani, hogy gﬂd regularis
legyen. Altalaban nem irhat6 le egy rendszer teljes mozgasi tartomanya
egyféle s definialasaval.

Nyilt |. dinamikaja, zart |. kinematikaja Mechanizmusok és robotok 26 /30



Egyetlen hurok kinematikaja - explicit zarasi feltételek

Zart lanca tdbbtest-rendszerek kinematikaja

Kinematikai mozgasegyenletek
AB=H (B) 1 mozgasegyenletben, a 3 és n mennyiségek felosztasat
figyelembe véve, a H matrixot is felosztjuk. Igy a mozgasegyenlet:

[ ,3i ] Hi  Hd n
AREEAIE)

B

Az explicit zarasi feltételeket figyelembe véve a g = gi
" minimalsebességekre vonatkozé

1

minimalkoordinatakra és s = n

mozgasegyenlet:

ahol N
H=[H" HY }%/ = H _g:d (gw> ge,
és a reonom csukloknal felleps
h=[H" H"]f= _gid (géd) 5!

Forgé csuklok és csuszkak esetén g = s.
Mechanizmusok és robotok
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VA G ELR S SN SIS  EUEIEM  Egyetlen hurok kinematikaja - explicit zarasi feltételek

Gyorsulasallapot
Az 1) csuklé-gyorsulasokat a csuklé-sebességeknek megfeleléen felosztjuk

fliggetlen ﬂi és fiiggd ﬁd csuklé-gyorsulasokra az implicit zarasi
feltételekben:

G'n+3'=0: [#fcw]{$]+%kﬂ)

Az ﬂd kifejezésével megkapjuk a gyorsulasallapot explicit zarasi feltételeit:

4 eye o e

J(a:t) n(a.s.t)

5+

azaz

=4 (a.t)5+7 (g s1)
Az 7) tagra a sebességallapot zarasi feltételének derivalasaval is kapunk egy
Osszefliggést:
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VA SN LR LS FENC SN E NN EUETEM  Szemléltetd példak szingularitasokra

Példa explicit zarasi feltételek szingularitasara

B,=53,13°

B, =—16,26°
8, =236,87°
46, _

ds

3, = 66,92°
By =T8,47°
48, _

a8,

/|
I‘ N
s ‘ PN
w0l @ g N
1

8, =11,53°
3,=23,08°

43,
= _p
a3,
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VA SN LR LS FENC SN E NN EUETEM  Szemléltetd példak szingularitasokra

Példa implicit zarasi feltételek szingularitasara
Singuliire Lage

3,=90° 3,=180°

5 [°]

. _ 300

250

Parallelkurbel

Antiparallelkurbel

Parallelkurbel . 100 Antiparallelkurbel

By

() " 4 1
0 50 100 S [°]
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