Tobb-test dinamikai szimulaciok

7. elBadas

Végeselem-modszer alkalmazasa rugalmas tdbb-test rendszerekre
(folytatas),
Numerikus médszerek
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Rugalmas test mozgasi energiaja

Rugalmas test mozgasi energiaja

A test mozgasi energidja az egyes elemek mozgasi energiainak Osszege:
Ne
El=>Y EY
Jj=1

ahol n. az elemek szama. Behelyettesitve az egy elemre érvényes
EY = % q' " MYq' osszefiiggést, irhatjuk, hogy

1 Ne T 1 T Ne 1 T Ne
ST ANVIE Y B DIV U A VL
j=1 j=1 j=1
ahol Mi az i-ik test tdmegmatrixa:
e mi i mi
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Rugalmas test mozgasi energiaja

Az egyes almatrixokat is dsszegzéssel kapjuk meg.
Az m'__ almatrix konstans:

TT
mi 0 0 Ne
_ i i ij
77_7_ Zm = 0 m 0' ahol m —Zm
0O 0 m j=1
m' a test dssztdmege.
Az m' . matrixot szintén Gsszegzés Utjan kapjuk meg:
Ne
i [/ ij "’U ij 1
M= 2 0~ / dv H
=1

V’J

Az integral kiszamitasahoz a konstans 'é’){ tehetetlenségi alak-integralok
meghatarozasa sziikséges. Az egy elemre kiszamitott matrixokat egy, a
testre vonatkozé matrixban egyesithetjiik:

ne
_N “igi
=25
j=1
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Rugalmas test mozgasi energiaja

Ugyanez a matrix sziikgségeltetik az Qin almatrix szamitasahoz is.
Figyelembe véve az Gsszegzést, irhatjuk, hogy

M Zm —'TZ§“§'2—'I ;8]

A forgasokkal kapcsolatos m’  almatrix a kdvetkezsképp irhaté:

=R

M Zm =T |3 et =T e

ahol ’Qi a rugalmas test tehetetlenségi tenzora a referencia KR-ben.

Igazolhaté, hogy igi tehetetlenségi tenzor szamitasahoz az alabbi
tehetetlenségi alak-integralok osszegének kiértékelése sziikséges:

Sy ZSkI’ kil =xy,z
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Rugalmas test mozgasi energiaja

Hasonléan az m’.. matrix az alabbiak szerint adédik:

—Rf
T i
1
_ i o~ i
*Rf Zm : 9, ﬁ31 §
iR
9,, =12
ahol
. Ne . Ne ..
o YL 'YEi
le B le ’ ﬁ23 - Zﬁzs ’ 731 Zﬂm
j=1 J=1
Nk/ szamitasahoz is ugyanazon S tehetetlenségi alak-integralokra van
sziikség.

Végeztiil az m almatrix is 6sszegzéssel felirhaté alabbi médon:

m Zmu _Ez S:ffBlz ahol S, ZS

Osszehasonlitva a Ritz-mddszerrel a végeselemes formalizmus esetén
kevesebb tehetetlenségi alak-integralt sziikséges kiszamitani (térben hetet).
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Altalanositott rugalmas erék

Altalanositott rugalmas ersk

Linearis izotrop anyagmodellt hasznalunk. Az i-ik test j-ik elemére
vonatkozéan a rugalmas erék virtualis munkaja

(svvg:—/a"fTandv"f
(V)

ahol o¥ és eV a fesziiltségkoordinatak ill. nyalaskoordinatak vektora.
Az anyagegyenlet alakja a kovetkezd:

ol = Cli gl

A fajlagos nyilasokat a D differencial-operator matrix segitségével irjuk fel:

el = DY iy,

Az 'usU elmozduldasmezst a csoméponti koordinatakbdl és az
alakfliggvényekbdl szarmaztatjuk:
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Altalanositott rugalmas erék

Behelyettesitve a fajlagos nytalasokat adé képletbe

Ez utdbbi és az anyagegyenletet behelyettesitve a virtualis munkat ado
Osszefliggésbe, kapjuk, hogy

oWy =~ g " KJdq
ahol é’# az elem merevségi matrixa, mely értelmezés szerint
K= [ (27F") ¢ (D7) av
(V)

Az i-ik test rugalmas erGinek virtualis munkaja

Ne
SWi =Y oW/
j=1
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Altalanositott rugalmas erék

Az Osszeillesztett

Kir 25

merevségi matrixszal a virtualis munka

SWj=—q. K sq.

Az altalanos koordinatak particionalasat felhasznalva agy is irhaté, hogy

00 o[
owp=—-|rT o g T[]0 0 0 ||
azaz
) 00 0
OWp=—d' Kdq' ahol K'=100 0
00 K,
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Koordinata redukcié

Koordinata redukcié

Nagymeéretii mechanikai problémak végeselems leirasdhoz nagyszamu
csomoéponti koordinatat kell hasznalni. A szamitasi id6 csokkentése végett
a csoméponti koordinatak szamat csokkentetni kell.

Tobbféle technika is létezik, melyek hasonlé eljarast kovetnek. Ezek koziil
az alszerkezettechnika keriil bemutatasra, de megemlitjiik még a
kondenzaciés technikakat is, mint lehetséges eljarast.

Az eljaras soran a csomoponti koordinatakat egy transzformaciéval modalis
koordinatakka alakitjuk, melynek kisebb a dimenzidja. A médszer azon
alapszik, hogy a rugalmas test sajatérték-problémajat egyszer oldjuk meg.
Mint azt korabban mar lathattuk, az i-ik test mozgasegyenlete matrixos
alakban a kdvetkezé:

Mg +Kg' = Q[ +Q -6 A
Miutan particionaljuk az altalanos koordinatakat referencia- és rugalmas
koordinatak szerint, azaz .
i [ q, ]
7 g
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Koordinata redukcié

A mozgasegyenlet eképp particionalva:
. . , _ , . ( % > !
% a6 819181812
My Mg ]l 0 Killag (Q)¢ Q)¢ g

Ha feltételezziik, hogy az i-ik test szabadon rezeg a referencia
konfiguraciéban, akkor az (1) egyenletbdl kdvetkezik, hogy

i
m 3§ +Kiql =0 (2)
Amennyiben alkalmazunk referencia-feltételeket K. ' pozitiv definit. A (2)
egyenlet megoldasara hasznalt prébafiiggvény legyen
i i gjwt
q; =a'e

ahol j = +/—1 az imaginarius egység. Behelyettesitve a (2) egyenletbe,
kapjuk, hogy

2
—wmffa —I—K a —0
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Koordinata redukcié

Ez utdbbi egyenlet atrendezve

P 2 i i

Kya' =w'mga 3)
ami az altalanositott sajatérték probléma, amelyet megoldva kapjuk az w,%
sajatértékeket és a hozzajuk tartozé aj sajatvektorokat (k =1,...,n¢). A
sajatvektorok a normal méduszok vagy sajatalakok (lengésképek).
Csokkentett rendi modellt akkor kapunk, ha csak n, sajatalakot szamitunk
ki: n, < ng. A fizkikai csomoéponti koordinatakbél a modalis rugalmas
koordinatakba torténd transzformacié az alabbi alakban irhaté le:

. _I‘ .
a9 = B,.p; (4)

—m

=i - e .
ahol B a modalis transzformaciés matrix, amelynek oszlopaiban az

alacsony frekvenciaju n,, szama sajatalakok vannak. A E;'r pedig a modalis
koordinatak vektora. Az n,, szamu sajatalakot agy kell megvalasztani, hogy
az alakvaltozott alakra j6 kozelitést adjanak.
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Koordinata redukcié

A (4) egyenletet hasznalva, a referencia és rugalmas altalanos koordinatak a
referencia és modalis koordinatak fiiggvényében felirhaték az alabbi szerint

BIRAIE ®

p;
9i —B p

=m=

i_[p’[] ¢&s B =
P -

o i

azaz tomoren

ahol

g
|

0
B,

=Rl

A mozgasegyenleteket a referencia- és rugalmas modalis koordinatak
fliggvényében magkapjuk, ha az (1) mozgasegyenletet balrél megszorozzuk

Q;ﬂ T _vel. llyenkor az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

R(f.ﬁ“pi}_ @Dr (in)r ) <§pg)

71
P

o o

L@ @) | (#)
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Koordinata redukcié

Ahol
=i i S —mi T —mi B
grr - mrr grf - mfr - mrf—m
j si T g i i i
my=8, mB, Ke=B., K}fﬁ
~i i ~i si T oA
(@) = (@), (@), =8, (@),
i ; =i =i T,
(9V>r = (Qv)r <9V>f = ém (Qv)f
a ng és 6—, Jacobi matrixokat a lancszabaly szerint allitjuk el6:
Og _ Og 04 _ g
ool Oqidp  dgi=m
azaz
Jg _ Jg ) 65 g =i
dpi — 0q! opi 8qf—’"
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Koordinata redukcié

Megjegyzés: szamitdgépi implementacié soran ez a transzformacié
megegyezik azzal, hogy a tehetetlenségi alak-integralokat a modalis alakba
transzformaljuk. llyenkor minden tehetetlenségi eré automatikusan a
modalis koordinatakkal fejezédik ki. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
dinamikai egyenletek struktﬂréja nem valtozik. A modalis
transzformaciéjanal hasznalt B matrix segitségével a tehetlenségi
alak-integralok az alabbiak szerint transzformalédnak:

(s;) ='sig,

(éi,)mzé" Si B kl=xyz

-=m
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IITOEEIOENG L VI Kozonséges differencialegyenletek

Numerikus médszerek

A kovetkez6kben a tobb-test rendszerek mozgasat leird kdzdnséges
differencialegyenletek vagy differencial-algebrai egyenletek numerikus
megoldasardl adunk roévid ismertet6t.

Kozonséges differencialegyenletek

Koézonséges differencialegyenletek numerikus integraciéjat megvalésitéd
altalanos eljarasok elsérendii az x allapotvaltozéban nemlinearis
differencialegyenletek rendszerébél indul ki az x, kezdeti feltételekkel, azaz

x(t)=1f(x,t), x(tp) =xo kezdeti feltételekkel

A kezdetiérték-probléma numerikus megoldasa soran diszkrét t,
k=0,1,2,... id6pontokban kiszamitjuk az allapotvaltozé x,,
k=0,1,2,... értékeit, melyeknek minél 16zelebb kell lenniiik az egzakt
x (t) megoldashoz, azaz x, ~ x(tx). Az idépontok egymashoz mért

hy = ty — ty_1 tavolsaga az id6lépés.
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IITOEEIOENG L VI Kozonséges differencialegyenletek

A feladat abbdl all, hogy az (tx,x,) értékekbdl kiindulva meghatarozzuk a
kévetkezs id6pontbeli (txi1,x, 1) értékeket. Kétféle eljarast
kiilénboztetiink meg:

o egylépéses eljaras: (txy1,x, 1) szamitasdhoz csak (tx,x,) értékeket

hasznaljuk
o tdbblépeses eljaras: (tyi1,x)1) szamitasahoz korabbi (tx_1,x,_1),
(tk—2,Xy_3) ;... eértékeket is felhasznalunk
A. Iegegyszerub.b' egylépéses &7 ekt megolds (1)
eljaras az explicit Euler-féle t(tesn) .

5 2 T . lokélis
modszer, amelynel az is- - :Idkﬂ diszkretizdcids
meretlen x allapovaltozé egy Tt - hiba
adott [t, tk+.1]” |d0|nterva||u—zk R . - N elités
mon a t, id6ponthoz tar-
tozé meredekséggel linearisan

e >t
kozelitunk. ty Ry et
Allandé idélépés esetén a kozelits értékek szamsora

Xpep1 = Xp + hE(xps th) k=0,1,2,...
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IITOEEIOENG L VI Kozonséges differencialegyenletek

Amennyiben x, az egzakt megoldashoz tartozik, akkor egy lépés utan
fellépé lokalis diszkretizaciés hiba

dk+l = |K(tk+1) - §k+1‘

N lépés utan felhalmozédé globalis hiba D (ty) nagysagrendje ezen lokalis
diszkretizaciés hibak 6sszegébdl becsiilhetd. Az eljaras hibajanak p
rendiisége:

D (ty) = O (")

Ennek jelentése: ha adott h lépéskdz pl. 2-szer kisebbre valasztjuk, akkor a
globalis hiba 2P-szer lesz kisebb. Az explicit Euler-féle médszer rendje
p=1

Kovetkezésképp a h id6lépés csokkentésével csdkkenthets a globalis hiba
nagysaga. Ezaltal viszont a szamitasi igény novekszik.

A globalis hiba csdkkentésére iranyul6 masik lehetéség a magasabb rendii
eljaras valasztasa.
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NIRRT B Kozonséges differencialegyenletek

Egy elterjedt egylépéses eljaras a negyedrendii Runge-Kutta-médszer:

h
5k+1:§k+6<xl+2X2+2X3+h> ) k=0,1,2,...
ahol
h h
v, =8 =t (st gnonts)
h h
Y3 =X+ oy, te 5 x4:£(zk+hz3,tk+h>

Egy id6lépésen beliil ugyan tébb a szamitasi igénye, de a nagyobb
pontossag miatt lényegesen nagyobb id6lépéseket hasznalhatunk, ezért a
teljes id6re nézve kevesebb a szamitasi igénye.

Tobblépéses eljarasok akkor hatékonyak, ha f (x, t) fuiggvény kellGen
folytonos.

Merev rendszerek esetén pedig implicit integracios eljarasokat célszerti
alkalmazni.
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NI EETENL  E2Z2  Differencial-algebrai egyenletek

Differencial-algebrai egyenletek

A tobb-test rendszer mozgasegyenletét adé

Md+Ka+G'A=Q,+Q,

és a testek kodzotti kapcsolatokat leiré

g(q,t):O

kényszeregyenletek differencial-algebrai egyenletrendszert alkotnak.
A kényszeregyenletek masodik id6 szerinti derivaltja

[
|21

g:

és a mozgasegyenlet egyiitt a

S A1

linearis egyenletrendszert alkotja.
VEM alkalmazasa (folyt.), Num. méd.
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WITLEETTEN G EE SV Differencial-algebrai egyenletek

Ezen linearis egyenletrendszer megoldasaként kapjuk meg az allapotvaltozét
megadé f (x, t) fliggvényt (azaz g-t). Az egyenletrendszerben a kényszerek
gyorsulasallapotra vonatkozéan szerepelnek, de sebesség- és
helyzetallapotra vonatkozéan nem.

Ezért sziikséges olyan kezdeti feltételeket megvalasztani, amelyek a
kényszerfeltételeket helyzet- és sebességallapotra vonatkozéan is kielégitik:

g (3 t0) =0
G (90, fo) 4 =7 (90’ to)

A kozonséges differencialegyenletek minimalkoordinatakban és fliggs
koordinatakban szamolt numerikus megoldasa kdzdtt egy alapvets
kiilénbség van a diszkretizaciés hiba hatasaban.

A q, minimalkoordinaték hasznélata esetén numerikus hibak miatt, az
abbdl szamitott a = q(q,) altalanos koordinatak vektoraban szintén hiba
lép fel. Viszont, mivel a mozgasegyenletek felirasakor figyelmbe vettik a
g (a, t) = 0 kényszeregyenleteket, ezért mindig kielégitik azokat.
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WITLEETTEN G EE SV Differencial-algebrai egyenletek

Fiiggé koordinatakban felirt mozgasegyenletnél azonban a
kényszeregyenletek helyzet- és sebességallapotra vonatkozéan nincsenek
figyelembe véve. Még ha a numerikus integralas konzisztens kezdeti
feltételekkel indul, a kényszerfeltételek sériilnek a diszkretizaciés hiba miatt:
numerikus drift lép fel.

Ennek oka, hogy a numerikus integralas soran a gyorsulasallapot
kényszereinek § = G4 — 7 reziduumat id6ben integraljuk a g (to) és g (to)
kezdeti feltételekkel:

(0 a0 =gt +e(0) B a() = 8P i)t +a(t)

Amennyiben a § = 0 egzaktul ki van elégitve, és a g(to) =0 ill. g(to) =0
kezdeti feltételek konzisztensek, akkor g (t) = 0.
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WITLEETTEN G EE SV Differencial-algebrai egyenletek

Viszont, ha a reziduumokban numerikus hiba van, akkor a g (t)
reziduumaban linearisan emelked6 hiba, mig g (t) reziduumaban
négyzetesen emelkedd hiba jelenik meg. Tovabbi linearisan emelkedd
hibarész jelenik meg g (t)-ben, ha nem konzisztens a sebességallapotra
vonatkozé kezdeti feltétel, azaz g (tp) # 0.

A drift korlatozasara kétféle médszert mutatunk be réviden.

Baumgarte féle stabilizalas

A (6) egyenletrendszert pétldlagos tagokkal egészitjiik ki, amelyek a
kényszerfeltételek sériilése esetén fiktiv rugéd- és csillapité tagokkal a
rendszert a kényszerfeltételek felé vezeti. A kényszeregyenletek § = 0
masodik id6 szerinti derivaltjanak helyébe a a

g+2ag+4g=0 ahol E=Gg-

|2

kényszeregyenlet keriil. Ez 3 sajatkorfrekvenciaji és a csillapitasa
rezgérendszer. Stabil viselkedést ov > 0 esetén kapunk. Elényds a Lehr-féle
kritikus csillapitashoz tartozo értékeket megvalasztani, tegat D = % =1,
azaz a = 3.
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NI EETENL  E2Z2  Differencial-algebrai egyenletek

A (6) egyenletrendszer helyett

['V' GTHd]_[QﬁQV—Kq

= . 7
6 0 Jla] 735208+ % g
egyenletrendszert irhatjuk, mely tartalmazza a sebesség és helyzetallapot
kényszeregyenleteinek reziduumat.
Az igy kapott eredmények oszcillalnak a tényleges g; = 0 koriil. Ahhoz,
hogy a rendszer dinamikajat ne hamisitsa el, lehetSleg a 3 sajatfrekvencia a

rendszer legkisebb sajatfrekvenciajanal kisebb kell legyen.
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WITLEETTEN G EE SV Differencial-algebrai egyenletek

Stabilizalas projekcidval (prediktor-korrektor médszer)

A kényszerekfeltételek numerikus betartasat agy is el lehet érni, hogy
minden integracids |épés utan a hibat egy megfelelé projekcidval a
kényszerfeltételek sokasagara korrigaljuk.

Egy [tk_1, tk] idSintervallumon torténd integracids lépés (prediktorlépés)
utan a szamitott q helyzet- és q sebességnagysagok altalaban nem elégitik
ki a rajuk vonatkozé kényszerfeltételeket, a numerikus drift miatt.

Elsé Iépésben a helyzetkoordinatakat a g (9, t) kényszerfeltételekre
projektaljuk.

Mivel dim (g) < dim (q) ezért a projekcié nem egyértelmi. Azon elvet
hasznaljuk, hogy azt a kényszerfeltételeket kielégitd qa, helyzetet szamitjuk
ki, amely legkdzelebb esik a kozelité gf—hez.
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NI EETENL  E2Z2  Differencial-algebrai egyenletek

Az elv az alabbi optimalizaciés feladatra vezet:

Lo
o —all, = i

g (g, t) = 0 (mellekfelretel)

melynek megoldasat iterativ iton keressiik.

Masodik lepésben a gf sebességet projektaljuk a gk sebességgé, amely
teljesitia g =G (gk, tk) a, +7 (gk, tk) = 0 sebességre vonatkozé
kényszerfeltételt. Ez az alabbi linearis optimalizaciés feladatra vezet:

. . p L
&, =i

6 (a0 t) 4, + 7 (g, ) = 0 (mellekfeltetel)
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