Tobb-test dinamikai szimulaciok

6. el6adas

Végeselem-moddszer alkalmazasa rugalmas tdbb-test rendszerekre

VEM alkalmazasa Tobb-test dinamikai szimulaciék



Alakfiiggvények

Klasszikus rad-, lemez- és héjelemknél infinitezimalis forgasok is
csoméponti koordinatak, emiatt ezeket nem tekintjiik izoparametrikus
elemnek. llyen izoparametrikus elemek merevtestszer(i mozgasaval nem
lehet egzakt médon meghatarozni a merev test tehetetlenségi mennyiségeit.
A kovetkezskben olyan formalizmus bemutatasara keriil sor, amely nagy
referencia elmozdulas és kis alakvaltozas esetén, ezen nem izoparametrikus
elemek egzakt merevtest dinamikai leirasat teszi lehet6ve.

A formalizmus lényegi feltétele, hogy a feltételezett alakvaltozasi mezé
tetszéleges transzlaciés mozgast leirjon. A forgasokat egy kézbensd elem
KR hasznalataval irjuk le. Ily médon tetszéleges alakil testek merevtest
tehetetlenségei egzakt médon meghatarozhatdék.

A végeselem modszer a Rayleigh-Ritz médszer egy specialis valtozatanak
tekinthet8, melyben a vizsgalt test képzelt vonalak vagy feliiletek mentén
véges elemkre van bontva. Ezen elemek a peremeiken lévé
csomépontokban illeszkednek egymashoz. Ezen csomépontok elmozdulasai
a vizsgalt feladat ismeretlenjei. A feltételezett alakvaltozasi mezét a
csomépontok kozotti interpolaciés polinomokkal adjuk meg.
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Alakfiiggvények

Csomoponti koordinatak

Olyan interpolalé fiiggvényt hasznalunk, amely a csomépontokban az

ottani értékeket veszi fel.
Y

Tekintsiink egy radelemet, amelynek

e \63 il I w elmozdulasmezejét a radhoz kotdtt
KR-ben az alabbi polinomokkal
A/ a oz B/ % kézelitjiik:

Wy = ag + aix
wy = az + aszx + a4X2 + a5x3
Matrixos alakban

w pry

[I><

a

ahol

1 x 00 0 O ;
= 3 €s g:[ao dy d2 a3 a4aa

é_001xxzx

X helytél, mig a id6tsl fliggé.

(1)
ds ]
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Alakfiiggvények

Az a egyiitthatok az elem A és B végpontjaira (csomépontokra) vonatkozé
feltételekbdl adhatok meg. Egy-egy csomépont 3 koordinataval rendelkezik:
axialis és transzverzalis elmozdulas, ill. meredekség. Az elem csoméponti
koordinatainak szama igy 6, melyet az e vektorba irunk:

e=|e & e e e e | (2)

ahol e1, e, e4 és es elmozdulasok, mig e3 és eg meredekségek (ld. abra).
Az a egyiitthatok e koordinatakkal torténd kifejezésére az alabbi feltételeket
irjuk fel:

wy (0) = e, wy (0) =e, W}/,(O):e:g,
wy () = e, wy (1) =es, w, () = e, (3)

Az (1) alatti interpolacié felhasznalva ezen csoméponti koordinatak

g:

(1>t

a

maédon irhaték, ahol
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Alakfiiggvények

10000 O
00100 O
X:000100
= 1 /7000 O
oo/ ” B
L0 0 0 1 2/ 37

Az a egyiitthatok e koordinatakkal torténs kifejezéséhez invertaljuk g—et:

-1
€

[[><1

g:

Igy a (1) alatti elmozdulasmezé kifejezhets a csoméponti koordinatakkal:

w = e azaz w=Se

1>
[
[l

ahol § = ég_l az elem alakfiiggvénye. A ¢ = 7 jelolést hasznélva, az S
alakfliggvény az alabbiak szerint irhaté:

_[1-¢ 0 0 3 0 0
Tl 0 1-382+28 [(6-282+8%) 0 3¢2-28 1(£-¢?)

4
(4),

(9]



Alakfiiggvények

Az elmozdulasmezé csomédponti koordinatakbél térténé meghatarozasara
bemutatt eljaras altalanos, és masmilyen elemtipusra is alkalmazhaté.

Merevtestszerli mozgas
A feltételezett elmozdulasmezd akkor konvergal az elemszam novelésével a
pontos megoldashoz, ha teljesiti az alabbi feltételeket:

@ az elmozdulasmezé az elemen beliil folytonos
o a feltételezett elmozdulasmez6 konstans nyilas leirasara alkalmas

Az alakfiiggvényeknek képesnek kell lenniiik merevtestszer{i mozgas
lefrasara is.

Az el6z6 példanal maradva ey = eg = ¢y = all. és ey = e3 = e5s = e =0
értékek esetén x iranyd transzlacié, mig e = es = ¢ = all. és

e1 = e3 = e, = €5 = 0 esetén y iranyd transzlacié all fenn. Igy az
alakfliggvény tetszéleges eltolédast képes leirni. Viszont ezek az
alakfliiggvények nem tudnak tetsz6leges merevtestszerii forgast leirni, ha
infinitezimalis forgasok a csoméponti koordinatak.
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Alakfiiggvények

Felhasznalva azt a tényt, hogy az alakfliggvény tetszéleges transzlacios
mozgast leir, a végeselem csoméponti koordinatai barmely, az elemhez
kotott KR-rel parhuzamos KR-ben leirhatdk a

e=¢gyt+¢€r (5)

médon, ahol e, az alakvaltozas el6tti kezdeti konfiguraciéhoz tartozé
értékeket tartalmazza, és e; pedig a rugalmas alakvaltozashoz tartozé
csoméponti koordinatakat.

Koordinata-rendszerek
Egy tobb-test rendszerben a rugalmas testek altalaban tobb, mint egy
elemre van felosztva. A tovabbiakban az j-ik test j-ik elemének elmozdulasa

w' = Vel (6)

Hasonléan a (5) egyenlet: ) L
el =¢f +ef ()

Mivel az alakfiiggvény tetsz6leges transzlaciés mozgast leir, a végeselem
csomoéponti koordinatai barmely, az elemhez kétott KR-rel kezdetben
parhuzamos KR-ben leirhaték.
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Alakfiiggvények

Legyen KU az elemmel mozgé
KR, azaz az elem valamely
pontjahoz kotott, K’ a test
referencia KR-e, és K/ az
elem kézbensé KR-e, melynek
origoja a ' KR origojahoz van
kotve, és hozza képest fix mo-
don van elforgatva, azaz K}

KR a K referencia KR-rel egyiitt mozog. A IC:J szoghelyzete a KC'-hez

képest Ggy van megvalasztva, hogy lC:J tengelyei kezdeti allapotban
parhuzamosak az elem KU KR-ével. Kdvetkezésképp a (6) és (7) )
egyenletek felirhatok a K'Y KR-ben, oly médon, hogy e’-t kicseréljiik e?-re:

w) = Sie! (8)

ahol w? az ij elem feltételezett elmozdulasmezeje és e? a csoméponti

koordinatai a IC:J KR-ben.
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Alakfiiggvények

Mivel IC:J KR a referencia ' KR-hez képest fix szoghelyzetii, ezért az gﬁj
koordinatakat a referencia KR-ben is megadhatjuk a

ef = Clq (9)

maédon, ahol CY konstans transzformaciés matrix és q’,JT az ij elem

csoméponti koordinatai a K’ referencia KR-ben. Kdvetkezésképp az ‘ul/
elmozdulasmezé megadhaté a testhez kotott referencia KR-ben:

Wi = CliwY = Cligliel (10)
- = —I = = —I
A gf transzformaciés matrix 2 x 2 méret(i 2D-ben, és 3 x 3 méretii 3D-ben,
mig QJ mérete megegyezik az elem csoméponti koordinatainak szamaval.
Behelyettesitve (9) egyenletet (10) kifejezésbe, kapjuk, hogy
igi — ciiqicl4ii
ui = CIsiTl) (1)
Ez az egyenlet az elem tetsz6leges pontjanak elmozdulasat megadja a
testhez kotott referencia KR-ben. A (11) elmozdulasmezével tetszéleges
pont helye megadhaté. Felhasznalva a (7) egyenletet, a pont helye az

alakvaltozott hely és az elmozdulasvektor Gsszege.
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Alakfiiggvények

Példa _ . .
Tekintsitk az | hosszisagl  kétdimenzids

radelemet, melyhez kotdtt KR a rad egyik
végpontjaban van. Ez az origo a kdzbens6
KR-ben d? és d koordinatakkal rendelkezik.
A kdzbensd KR alakvaltozas el6tti szoghelyzete
a test referencia KR-éhez képest BY.A kezdeti
konfiguraciéban zérus az alakvaltozas, igy
az elem csoméponti koordinatai a kdzbenss
KR-ben

e/ =[dl df 0 det+! df 0]

Yo A (4) alatti alakfuggvénnyel
sigi _ | X+
27 i
= = dyj
Oo ZTo

az elem tetsz6leges pontjanak helye a IC:J KR-ben, mely KR fixen rogzitve

van a referencia KR-hez.
VEM alkalmazasa Tobb-test dinamikai szimulaciék 10 /28




Alakfiiggvények

Transzformalva az igy kapott helyvektort a

cos B —sinBY

Ci=1| 7" g
= sinBY  cos (Y

transzformaciés matrixszal, megkapjuk a tetszéleges pont koordinatait a
test referencia KR-ében.
Hasonlé eljaras térbeli elemek esetén is alkalmazhaté.

lllesztési feltételek

Az i test K KR-ében az Ssszes elem megadhatd, igy az illesztést itt
végezziik. Legyen g; az i-ik test Gsszes csomoéponti koordinatajanak
vektora.

A j elem csoméponti koordinatai az alabbi médon fejezheték ki:

i _ Rigf

ahol B’J kapcsolé matrix, amelynek csak nulla és egy elemei vannak, és az
elem |||eszteset fejezi ki.
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Alakfiiggvények

eil eil i2 i2 Példaként tekintsiink két
2 4 2 4 ]
radelemet, melyeknek
~ o = > csomépontjaiban 2 csoméponti
! “ er 5’ koordinatat értelmeziink. A
; ; ; két elem a 2-es csomépontnal
& (& € . .
2 4 6 illeszkedik. Az egyes elemek 4
1 _ 2 33— koordinataja a test referencia
(3 7 2 , . P
€1 €3 €5 KR-ében a kdvetkezék:
il _ [ Ll il il it 1T g 2 _ [ a2 a2 a2 a2 17
q’ = [ er e e e ] és q° = [ e e e e ]

Az Jsszeillesztett testen a g;, vektor pedig:
—[ef ¢ ¢ e e €]

al (13)

A (12) alatti dsszefiiggésben szerepl§ illesztési transzformaciés matrix az
egyes elemekre

100000 001000
, 010000 - 000100
i1 ‘e RI2
Br=loo1000| ® BB =|000010

000100 00000 1
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Alakfiiggvények

A (12) illesztési transzformaciét hasznalva, az ij elem elmozdulasa az i-ik
test q csoméponti koordinatainak fiiggvényében a (11) egyenletbe torténs
behelyette5|tes utan

w — CIsTEBld! (14)

Amelyet tdmdren o .
"’ = ﬁuﬂln (15)

alakban irhatunk, ahol B
Ni = CiSITB) (16)

helytsl fiiggé matrix.

A (14) elmozdulas tartalmazza az elemek merevtestszerli mozgasat, igy a
teles test merevtestszerii mozgasai is lehetségesek a referencia KR-hez
képest. Tobb-test dinamikaban viszont ezeket eliminalni kell, hogy a
referencia KR-ben egyediilallé elmozdulasmez6t definidlhassunk. A test
merevtestszer(i mozgasat a referencia KR mozgasi koordinataival irjuk le.
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Referenciafeltételek

Referenciafeltételek

Mivel a testek merevtestszerii mozgasat a referencia helyzetvaltoztatasaval
szeretnénk leirni, olyan egyediilallé elmozdulasmezd kell definialnunk, amely
nem tartalmaz merevtestszer(i mozgasokat.

Ez oly médon lehet elérni, hogy referenciafeltételeket fogalmazunk meg.
Ezek a referenciafeltételek a referencia KR természetét is meghatarozzak.
A referenciafeltételekkel szemben elvaras, hogy konzisztensek legyenek a

kinematikai kényszerkkel, melyeket a rugalmas test peremén alkalmazunk.
Példakent tekintsiink egy cstszkas mechaniz-

must. A hajtérudat tekintsiik rugalmasnak,
és osszuk fel valahany szamui végeselemre.
Legyen az el6z6 példanal latott két elemii
felosztas, ahol a csoméponti koordinatak a
(13) egyenlet szerint vannak megadva.

A hajtérad csuklokkal kapcsolédik a forgattihoz és a cstszkatesthez A és B
pontokban. Kdvetkezésképp a feltételezett elmozdulasmezé kéttamasza
tarté alakja kell legyen.
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Referenciafeltételek

Igy a példaban az A pont axialis és transzverzalis, mig a B pont
transzverzalis elmozdulasa zérus. Ezen a feltételeket referenciafeltételeknek
nevezziik. A referenciafeltételek szama legalabb akkora, mint ahany
merevtestszer(i mozgast az alakfiiggvények megengednek.

A referencia x' tengelye az A és B pontokon megy at, de nincs a hajtérad
A pontjahoz kotve, mivel az A elfordul az x' tengelyhez képest.

Az i-ik test csoméponti koordinatak vektora felirhaté a

a, =9, +3; (17)
mdédon, ahol 96 az alakvaltozas el6tti konfiguracié csoméponti koordinatai,
mig g} az alakvaltozas csoméponti koordinatai. A referenciafeltételek ez
utébbi koordinatakra vonatkoznak. A referenciafeltételek felhasznalhatok

arra, hogy a csoméponti rugalmas koordinatakat felirjuk a koordinatak egy
aj figgetlen csoportjanak fiiggvényében, azaz

a, = Bjq; (18)

ahol Q" a referenciafeltételekt kifejezs linearis transzformacié matrixa, mig

9{, az (j csomoponti koordinatak vektora.
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Referenciafeltételek

A csiiszkas mechanizmusban a két elemre felosztott hajtérad esetén Ezen

matrix és vektor

0 0O
000 ,
i 100 NSE
EZZ 010 ) 9 = (eilf)4
00 O (ef)S
[ 0 0 1]

Behelyettesitve (18) egyenletet (17) egyenletbe, kapjuk, hogy

i
4,

- qo quf
A késsbbiek miatt jegyezziik meg, hogy

n B2qf

VEM alkalmazasa Tobb-test dinamikai szimulaciék

16 /28



Referenciafeltételek

Felhasznalva a referencia origojanak helyét és tajolasat leird

[
%=1 o

referencia-koordinatakat, lehetéségiink nyilik az i-ik j-ik elemének
tetsz6leges pontjanak r¥ helyvektorat meghatarozni:

ri=y T Y (20)
Felhasznalva a (15) és (19) ossefiiggéseket, irhatjuk, hogy

fi=r + TNig' = + TNV (qg +Blg] ) (21)

n

Azaz a tetszélege j pont helye a referencia és rugalmas koordinatak
fliggvényében irhaté fel.
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Mozgasi energia

Mozgasi energia

A j elem tetszéleges pontjanak helyét megadé (20) kifejezést id6 szerint
derivalva

i =+ T (' < ) + TN B, (22)

osszefliggésekbsl

. Y
IL‘_JIXIUI_[:_IHIJ H 19

melyet behelyettesitve (22) egyenletbe, kapjuk, hogy
R A Y
[U:£I_Illgu Iﬂ 1Q +IlﬁU§’29} (23)
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- Momsieema
Az utébbi dsszefliggést particionalt alakban az alabbi alakban irhatunk:

—-

P=|1 T W TN || o (24)
- - - - = i
ar
A j-ik elem mozgasi energiaja:
EV — %/pu tiJ'TtiJ'd\/ij
Vil
Behelyettesitve (24) képletet, kapjuk, hogy
Ei=q Mig
ahol gi az altalanositott koordinata-sebességek vektora:
I',i
i=|é
- i
gy
19/28
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MY az jj elem tdmegmatrixa, ami a (24) egyenletet felhasznalva, és a
transzformaciés matrix ortogonalitasat figyelembe véve:
i

1 —ITIﬁU Hfl ITN’J Bi
MY = /p’ "W i i 'Rt TG NI | dV
. X - - 7.7‘ T PP
Vi szimm. 5’2 NY ° NY E’z
Toémor alakban B B
ij ij ij
i Mm7r M7 M7y
i — ij ij
MY = Mpr Mpgr
: ij
szimm. mg

Tehetetlenségi alak-integralok

Az egyes almatrixokat sorra véve, azt latjuk, hogy bizonyos tehetetlenségi
alak-integralok segitségével szamithaték.

Az m% almatrix konstans:

e . . mij 0 O e
mf = [p1vi=| o w0 | —mi
Vi 0 0 mY
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_ Mozésicnergia |
Az mY a transzlacié és rotaciés tehetetlenségek csatolasa, értelmezés

szerint
Vil i
Felhasznalva az 'u? (14) alatti értelmezését, belathats, hogy QQFR

meghatarozasahoz, a

’észgj /pijsijd\/ij QJE

Ugyanez a matrix sziikséges

=

tehetetlenségi integral kiszamitasa sziikséges.
az m%, almatrix meghatarozasahoz is, mely a transzlaciés és rugalmas

tehetetlenségek csatolasabdl szarmazik. Ehhez a kdvetkezét irhatjuk:

i _ iji i gi i IBNUERVZ i
mi, = [ TN BV =T | [ piNTavT| B
Vii ij
21/28
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- MomsieeEa
Felhasznalva az Q’J (16) alatti értelmezését, az utdbbi kifejezés tovabb

irhaté:
mi

if

i _iT gigi
m _léfgz

amely téméren
=TF

A rotaciéval kapcsolatos m',{,R almatrix az alabbi médon irhaté:

i T i Tinii iy—1 11,
m%f/p” HT G0 i 'Rty =

i i Timii i | ig—1
=T | [T =

i

ahol '©Y az jj elem tehetetlenségi tenzora a referencia KR-ben.
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A tehetetlenségi tenzor értelmezése, és koordinatai:

i

o o Ox  Ox Ok
Qi — /pu igh T igh Qv = 9,, O,
Vi szimm. O,

amelyben a ©y (k,/ = x,y, z) koordinatak a matrixszorzas kifejtése utan
az alabbiak szerint értelmezett:

O :/p"f [("u;f>2+ (’u;f)z]dv"f O, = —/p"f i v

Vi Vij
O = —/p” "l iy o, Z/p'J {(@) + (uxf) ]dV’J
Vi Vi
eyzz—/p'f ‘i vy ezz:/p" [(uf) +('uf) ]dvu
Vii Vii
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Mozgasi energia

Felhasznalva u¥ (15) szerinti képletét, az utébbi integralok az alabbiak
szerint irhatok:

—n

O, | [ (W7 NT+ NI NT)avi | of

i

i

Oy =4q, /p NI TNT 4 NTTNT) v | of

IT / ’JN’J ud\/u qi
n

/,0 NI TNT 4 NTTNT) v | o
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Az utébbi egyenletben N’J k=x,y,z az Q’J matrix k-ik sora, mig legyen
éz k=x,y,zazij elem é’f alakfliggvényének k-ik sora, azaz

N ij Sii
N = | N | si— | S
o E’J N §Z

Felidézve, hogy N7 értelmezése (16) szerint

N7 = CIs?

Hml

'BY

Ll

igazolhat6, hogy az alabbi 6 tehetetlenségi alak-integral sziikséges az elem
tehetetlenségi tenzoranak kiszamitasahoz:

si =i ¢ | [ pisiTsiavi| Cigl, k1=
207 27 = P2 :/d L5 ) X, Y,z

ii
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Ugyanezen 6 konstans matrix sziikséges m}, szamitasahoz, amely almatrix
a rotacios és rugalmas mozgasokkal kapcsolatos tehetetlenségek csatolasat
fejezi ki. Ehhez irjuk fel m{, értelmezését:

mi :/pff W7 G N BV = HT /pUiGUNUdVU =

Mpr = 4

Vii ij

Az integranduszban szerepl6 kifejezés részletesen:

i i i NN TN
— ij i ugNY — uzNY
'O uyz Uy QX Uy, — Uz
Fii i ; ; I R R e e
@NT = | o Tl || N = | g i
fii Tl NY N INT N INT
— uy Ux O —z quy - Uyﬁx

Tovabbirva a (15) alatti'u? Q q Osszefiiggéssel:

q T (NUNT — NN
—_n —y—=z —z=y
WNT = | gf T (NINT - TN
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Mozgasi energia

Bevezetve az

Nk/_NzI_NU —/p’_/ (ﬁgﬁg_ﬁgﬁg)dvu, ka/:X,y,Z

Vi

ferdeszimmetrikus matrixokat

i N
Nu - N12 212
T/ ENT
Nj, = NI, — N,
bo_Ni N T
ﬂal - 231 231
irhato, és igy
i [
i it | fTed i
y - i
M= H a9, N, |B
iTRY
Hn =12

Az ﬂZ, matrixok szamitasahoz éZ/ integralok sziikségesek.
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Az Q’ég}f k,!| = x,y, z szamitasahoz é’él integralok sziikségesek.
Végeztiil a m}, almatrix kifejtése annak értelmezésébdl végezhets:

=ff

i _/pij BT NI TN BV = BT /pij NG TN dvi | B
Vil i
Behelyettesitve az Qij—et adé (16) képletet, kapjuk, hogy
I’ . T . .
j _ pi i
my =B, 54,
ahol a szimmetrikus ;”{f matrix

) T T T PR
Si — BUTgJ /pu éuTéud\/u cl B

képlettel értelmezett. A tehetetlenségi alak-integralokat hasznalva é’){r
SY =8Y 48U 45¥
=ff =xx  Zyy @ =zz

maédon szamithatd.
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