Tobb-test dinamikai szimulaciok

5. el6adas

Rugalmas tébb-test rendszer kényszerei, mozgasegyenletei

Kényszerek, mozgéasegyenletek Tobb-test dinamikai szimulaciék



Rugalmas tdbb-test rendszerek kényszerei

Rugalmas tobb-test rendszerek kényszerei

Tobb-test rendszerben a koordinatak nem fiiggetlenek, mivel a tagok
kozott kényszerkapcsolatok miikddnek.

A kényszerkapcsolatokat altalaban a testek altalanos koordinatainak és az
idének a fiiggvényében megadott kényszeregyenletek irjak le. A
kényszeregyenletek vektorat a

g(a,t) =0 (1)
-
adja meg, ahol g = { tT o g T } sg=[g ... &n
Példa
Tekintsiik az i jeld test P'ill. a j jelti test P/ pontjat. A két pont
egymashoz viszonyitott mozgasat elGirjuk a

]T

v = £(¢)

egyenlettel, azaz az r¥ relativ hely, az f (t) az idének a fiiggvénye.

Kényszerek, mozgésegyenletek Tobb-test dinamikai szimulaciék 2/25



Rugalmas tdbb-test rendszerek kényszerei

A relativ helyzet részletezve:
rV=r+'"T'u—r —IT/u

A rugalmas alakvaltozast s
szamitasba véve:

=T (igoi_i_éig;) _

~Y-IT (jgoj +§jg{c) =f(t)

Fenti egyenlet harom skalaegyen-
letet jelent, melyek a referencia
koordinataktsl és a rugalmas ko-
ordinataktdl is fliggenek.

Ha az egyenletben f (t) = 0, akkor a két pont egybeesik, és igy a
gémbcsukld kényszeregyenleteit kapjuk.Megjegyzés: ahol két test
egymashoz viszonyitott forgasara van elGiras, ott célszerii kdozbenss,
kényszerhez kotott KR-t definialni.
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A rendszer virtualis megvaltozasara az (1) egyenletbdl
Gig=0 (2)

Osszefiiggést kapjuk, ahol G = g—% a kényszeregyenletek Jacobi matrixa.

Az el6z6 példanal maradva, az i és j jel(i testek koordinatainak virtualis
megvaltozasara az

Sr' or
1B TS| |60 | -1 B IIY || a0 | =0
oq; oqy
egyenletet kapjuk, vagy tdméren
L'dg" — Udg/ =0
A teljes rendszerre vonatkozéan
(VU5 =0 s G- G

| S —
G

A Jacobi matrix a rendszer testjei koordinatainak nemlinearis fliggvénye.
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Rugalmas tdbb-test rendszerek kényszerei

A késtbbiekben sziikségiink lesz az (1) kényszeregyenletek id§ szerinti
derivaltjara:

Jg Jg Ge _

8799 = *a azaz :9 = —

X
Szkleronom kényszereknél 4 = 0

Az el6z6 példanal ez az egyenlet

- .. Of
Lig — Uy = =
alakot olti.

Rugalmas tdbb-test rendszer gyorsulasaira érvényes kényszeregyenleteket
0jbél id6 szerinti derivalassal kapunk:

g  0(Gg). 0% _
C4="152 1" "5g 9" 25404 =7
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Rugalmas t3bb-test rendszerek mozgasegyenletei

Rugalmas tobb-test rendszerek mozgasegyenletei

A mozgasi energia felhasznalasaval egy tobb-test rendszer i-ik testjének
mozgasegyenlete eléallithaté a Lagrange-féle masodfajiu mozgasegyenletbél.
Ehhez sziikségiink van a testre hato kiilsé (terhel6) és belsé (rugalmas)
erék virtualis munkajara.
Ennek alakja:

SW' =W} + sW]

Ahol . L
oW, == a; Kyogg
és
oW = Q" éq
Egybevetve
W' =—ai " Kol + Q) 6d = Q' og
ahol

iy i
9 - éffﬂf +9t
az i jelii test altalanos koordinataihoz tartozé altalanositott erd.

Kényszerek, mozgésegyenletek Tobb-test dinamikai szimulaciék 6/25




Rugalmas t3bb-test rendszerek mozgasegyenletei

Irjuk fel az i jelii testre a Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenlet:

a (9" [oEiNT
T T
— | =] - . +G A=Q

ahol A a Lagrange-multiplikatorok vektora. Felhasznalva, hogy a mozgasi
energia

El=_g My

I\J\l—l

a fenti egyenlet elsé két tagja kifejthetd:
a (oe\"  [oE\T [0

Ertelmezhetjiik a
. - i 0 1 .7 ... T
[ —M o _ oAl M/-/
Q) =g+ | 7 (50w )] (6

kvadratikus sebesség vektort, amely a giroszkopikus és Coriolis eréket
tartalmazza. (Részletezés késsbb)
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Rugalmas t3bb-test rendszerek mozgasegyenletei

Igy irhatjuk, hogy
d (o’ [oEN\T
— | == _ i — Mi'-i Y
t(@q’) <8q1) :9 9v

amivel a mozgasegyenlet
M’q’+Kfqu+G’ A:Q’;—i—gf/, i=1,...,m (7a)

ahol n; a rendszerbeli tagok (testek) szadma. Részletesen kiirva:

. . . I L
M7p My My || L 00 07711 og\ "
. Drr Dpr g1 29 9, Q: " <8Qi> T
szimm. me a; 0 0 K ar 9g
|\ 99 i
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Az (7) alatti egyenletek masodrendii differencialegyenlet-rendszert alkotnak
a rendszer altalanos koordinataira, amelyeknek ki kell elégiteniiik a
rendszerre érvényes kényszerek egyenletrendszerét is:

g(a.t)=0 (8)

Az (7) és (8) egyiittesen differencial-algebrai egyenletrendszert alkotnak.
Megoldast numerikus eljarassal keresiink.
Megoldas soran két lehetéség adodik:

@ mozgasegyenletek minimalkkordinatakkal

@ mozgasegyenletek multiplikator technikaval
Kvadratikus sebesség vektor
A kvadratikus sebesség vektort a (6) alatti értelmezésbél vezethetjiik le. A
vektort egyes tagjaival a

médon irhatjuk fel.
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Rugalmas t3bb-test rendszerek mozgasegyenletei Megoldas minimalkkordinatakkal

A vektor egyes tagjainak szamitasi képlete (levezetés nélkiil):

@)y =T [(&)7'si+2%5 s a]

(@) =20 8w - "W T
(Q(/)f _ _/pi {éiT [(iQi)2 iy 42l igfi]}dvi

Vi

Megoldas minimalkkordinatakkal
Két megoldasi at jarhaté:

@ A minimalkoordinatak kezdettsl fogva ismertek, amik altalaban
valamilyen csuklé-koordinatak. Ilyenkor valamilyen rekurziv
formalizmus hasznalhaté.

o Az egyenletek felirasanal hasznaljuk a fiiggetlen és fliggd
koordinatakat, és a kinematikai kényszerek segitségével meghatarozzuk

a koordinatak egy fiiggetlen csoportjat. A fliggd koordinatak, a
figgetlenek fiiggvényében irhatok fel.
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Rugalmas tdbb-test rendszerek mozgasegyenletei Megoldas minimalkkordinatakkal

Tekintsiik azt az esetet, amikor ismerjiik a fiiggetlen koordinatakat, amik
Osszességét q. vektorba foglaljuk. Igy, amennyiben a fiiggé koordinatak
eliminalva vannak az dinamikai egyenletekbél, a tobb-test rendszer
mozgasa masodrendi differencialegyenletrendszerrel leirhaté:

M& +Ka =Q,+Q, 9)

—Il—

ahol M: tomegmatrix, K merevségi matrix, Q kiils6 ersk vektora és Q
kvadratikus sebesség vektor a fliggetlen q, koordmatakhoz tartozé
altalanositott mennyiségek. Az egyenletben a kényszererék nem jelennek
meg. Mivel az M. tdmegmatrix pozitiv definit, fel lehet irni az egyenlet
megoldasat formalisan:

Mt[Q, +Q, -~ K]

71

Bevezetjiik az x allapotvaltozét, és annak derivaltjat

(] e 5] e
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Rugalmas tdbb-test rendszerek mozgasegyenletei Megoldas minimalkkordinatakkal

Ily médon a masodrendii differencialegyenlet-rendszer, elsérendii
differencialegyenlet-rendszerré alakitjuk. A differencialegyenlet-rendszer
mellé megfelels kezdeti feltételeket kell valasztani:

RN by

A szamitogépi eljaras sematikusan a kovetkezd lépésekbdl all:

1. A rugalmas testeket is tartalmazé tdbb-test rendszerben megjelend, a
feltételezett elmozdulasmezétél fliggs, tehetetlenségi alak-integralokat
kiszamitjuk. Ezt egy preprocesszorban el lehet végezni, mivel a szimulacié
soran egyszer elegend kiszamitani. Ezek meghatarozasa torténhet akar
végeselem szoftverrel is.

2. Meg kell adni egy pontos értéket a fliggetlen q koordinatakra és g,
koordinata-sebességekre. E vektorok merevtest mozgashoz tartozé és
rugalmas koordinatakat tartalmaznak. A pontos értékek meghatarozasahoz
sziikséges lehet statikus szamitas elvégzése.
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Rugalmas tdbb-test rendszerek mozgasegyenletei Megoldas minimalkkordinatakkal

3. Elsallitjuk a rendszer mozgasegyenleteit az allapotvaltozé és a
tehetetlenségi alak-integralok segitségével. Ezen mennyiségek
felhasznalasaval el6allithaté a tdmegmatrix és az egyenletrendszer jobb
oldala, azaz a kiils6 erék a Coriolis és giroszkopikus erék és a rugalmas
er6k. Mivel az elébb emlitett mennyiségek az allapotvaltozé nemlineéris
fliggvényei, a szimulacié soran iterativ médon ajra kell 8ket szamitani.

4. A 9 egyenlet G.-re nézve linearis egyenletrendszert meg kell oldani g.-re.

5. A §, koordinata-gyorsulas és g, ismeretében eléallitjuk az x = f (x, t)
elsérendii d|fFerenC|aIegyenlet—rendszert

6. Az adott id6lépéshez tartozéan a differencialegyenlet-rendszert egy
direkt numerikus integraciés moédszerrel integraljuk. Az igy kapott
megoldast egy kovetkezd id6lépés kezdeti értékeként felhasznalhatjuk, azaz
a 3. lépéstdl kezdve ismételjiik a Iépéseket mig az utolsé id6lépés végéhez
nem ériink.
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Mozgasegyenletek multiplikatorokkal
Mozgasegyenletek multiplikidtorokkal

A kinematikai kényszerek egyenletei (1) ismételten:

g(a,t)=0

T . .
ahol g = [ g .- &n ] . és q altalanositott koordinatakat a referencia
r és a rugalmas ¢ koordinatak szerint particionaljuk:

3]

Igy a kényszeregyenletek a

g(a,q,t) =0

alakot oltik.

Az (7) egyenletet hasznalva a teljes rendszer mozgasegyenlete matrix
alakban (7 index nélkiil a teljes rendszerre vonatkozé mennyiségek
szerepelnek):

Mi+Kg+G'A=Q,+Q, (11)

Kényszerek, mozgasegyenletek Tobb-test dinamikai szimulaciék 14 /25




SO N EER T LR SR B PSS ECV N S Mozgasegyenletek multiplikatorokkal

Az utébbi egyenlet referencia és rugalmas koordinatak szerint particionalva:

|: grr Qrf :| |: gr :| |: g :| |: gl’ :| (Bg )
- - + + "
szimm. m. q, Kq

af

olo

amelyet particionalva

irhato, azaz

Kényszerek, mozgésegyenletek Tobb-test dinamikai szimulaciék 15 /25



SO N EER T LR SR B PSS ECV N S Mozgasegyenletek multiplikatorokkal

A sebességekre vonatkozé (4) egyenletet még egyszer id6 szerint derivalva
kapjuk a (5) egyenletet:

)

) [82g 9(Gq), . %
P e A

— =4 24| =
o2 " oq 97 “hqrt
amelyet szintén particionalva, irhatjuk, hogy

5wy -3

Az egész rendszerre vonatkozé (11) egyenletet a koordinatagyorsulasokra
érvényes (5) kényszeregyenletekkel egy matrixegyenletbe foglalhatjuk:

DR T

0 i X
illetve a particionalt alakokat hasznalva:

[S]]]

m, m, & 1147 [ (Q)+@Q),
m, mg G G | = Qe+ (Q)r —Kpa;
6, G 0]l
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SO N EER T LR SR B PSS ECV N S Mozgasegyenletek multiplikatorokkal

Utobbi egy linearis egyenletrendszer a gyorsulasok és Lagrange
multiplikatorok szamitasara. A

GT1 o o[ Q+t

0 —

- [3]. u|

jelolésekkel tomdren

[l]]=<
msll

\Q..\O
Hx
[Ke]

(12)
Egy fizikai rendszerre M, nemszingularis, igy a M M)\ jeloléssel felirhato
az egyenletrendszer megoldasa formalisan:
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SO N EER T LR SR B PSS ECV N S Mozgasegyenletek multiplikatorokkal

azaz

M Fq JFM(MEA (13)

A X Lagrange multiplikatorokra szamolt megoldasokkal meghatarozhaté az
altalanositott kényszerersk vektora: G

Mivel a tdmegmatrix az altalanos koordinatak fiiggvénye, és az
egyenletrendszer F jobboldala az altalanos koordinatak és sebességek
fliggvénye, az altalanos koordinatagyorsulasok is az altalanos
koordinataktdl, koordinatasebességektdl és id6td| fliggenek, azaz

Gg=f(ga1)

melynek altalaban nem allithaté el6 zart alaki megoldasa, ezért hasznaljuk
a (12) egyenletnek a (13) numerikus megoldasat.
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Rugalmas tdbb-test rendszerek mozgasegyenletei Numerikus eljarasok

Numerikus eljarasok

Legpontosabb megoldast akkor kapunk, ha vagy ki lehet fejezni zart
alakban a (12) egyenletbdl, vagy ugy sikeriil zart alakban fiiggetlen
koordinatakat kivalasztani, hogy azok kielégitsék a kényszerfeltételeket.

Ez altalaban ritkan lehetséges, ezért numerikus integraciés eljarast kell
alkalmaznunk egy kozelit6 megoldas keresésére. A numerikus hiba a
kényszeregyenletek sériilését okozza.

A multiplikator technika alkalmazasaval kapcsolatosan megemlitiink néhany
gyakrabban hasznalt numerikus sémat.

1. Feltételezziik, hogy a numerikus integralonk kdzel tokéletes. Igy az
abbdl szarmazé hiba kicsi és ebbdl kovetkezsleg kényszeregyenletek sériilése
elhanyagolhaté. Igy a rendszer 6sszes koordinatagyorsulasat integraljuk
idében, hogy megjapjuk a sebességeket és helyzeteket. Ez a séma egyszerii
és sok esetben elfogadhat6 eredményeket biztosit, viszont a hiba idvel
halmozédik ami a kényszeregyenletek sériiléséhez vezet.
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Rugalmas tdbb-test rendszerek mozgasegyenletei Numerikus eljarasok

2. Valamilyen médon azonositunk fliggetlen koordinatakat (pl.
particionalassal). Csak a fliggetlen allapotvaltozékat integraljuk idében,
amibdl megkapjuk a fliggetlen altalanos koordinatakat és gyorsulasokat. A
fliggé altalanos koordinatakat a kényszeregyenletek révén hatarozzuk meg.
Ennek kovetkeztében a kényszeregyenletek nem sériilnek, viszont a fiiggé
koordinatak hibaja legalabb akkora mértékii, mint a fliggetlen koordinataké.

3. Integraljuk az 6sszes allapotvaltozét az dsszes fiiggetlen és fiiggs
koordinataval, majd a fiiggs koordinatakat korrigaljuk a kényszeregyenletek
alkalmazasaval. A fiiggé koordinatak tekintetében pontosabb becslést
jelent, igy kevesebb iteracié sziikséges a nemlinearis kényszeregyenletek
megoldasa soran. Ezek prediktor-korrektor eljarasoknak szokas hivni. Sok
koziiliik kifinomult hiba-kontroll eljarast is hasznalt. A fliggé koordinatak
igazitasa viszont sok esetben numerikus problémakhoz vezet.
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Rugalmas t3bb-test rendszerek mozgasegyenletei Altalanositott koordinatak particionalasa

Altalanositott koordinatak particionalasa

Holonom rendszerek esetén a rendszer koordinatai a fiiggetlen q;
koordinatak fiiggvényében megadhaték, igy az a, fliggé koordinatak is a
kényszeregyenletek segitségével. A fiiggetlen és fliggé koordinatakat
szétvalasztva irhatjuk a koordinatak vektorara, és azok virtualis
megvaltozasara, hogy

(3] o[
B a1 - 04,

Igy akkor (3) egyenlet (Gog = 0) alakja:
giéﬂi + gd(sﬂd =0

Ha a kényszerek linearisan fiiggetlenek , akkor G, rangja teljes (b), tehat
nemszingularis, kdvetkezésképp invertalhat6. Kovetkezik, hogy

0q, = _gglgiégi
AGy = —gglg,- jeloléssel tdmdrebben is irhato:
09, =G 00,
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Rugalmas t3bb-test rendszerek mozgasegyenletei Altalanositott koordinatak particionalasa

Az elébbihez hasonlé médon jarunk el a sebességek tekintetében. A (1)
kényszeregyenletek id6 szerinti derivaltjabol kapjuk, hogy
é,—ﬂ,- + gdgd +7=0

Az egyenlet segitségével kifejezhetsk a fliggs koordinata-sebességek a
fliggetlenek fliggvényében:

4y = _251 (glﬂl +1) =G,9, -G, i

Miutan sikeriilt azonositani a fliggetlen és fliggd valtozokat, az
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Rugalmas t3bb-test rendszerek mozgasegyenletei Altalanositott koordinatak particionalasa

Beagyazasos technika
Felhasznalva a koordinatak particionalasat a (5) alatti G4 = 7 egyenlet
felirhat6
G4, +G,d, = ¥
amibél
Gy = _gglgigi + g‘;li

Igy az 6sszes altalanos koordinata vektora a fiiggetlenek fiiggvényében:

o< [8]-[sh Ja [ o2s]
=14, -G'G. |&i 1| G)'5

vagy tomoren
q.+7n (14)

ahol
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Rugalmas t3bb-test rendszerek mozgasegyenletei Altalanositott koordinatak particionalasa

A (11) egyenletbe behelyettesitve a (14) kifejezést, irhatjuk, hogy
. = T .
M (B,d +7) +G"A=Q,+Q, ~Kg
Megszorozva az egyenletet é;i—tal balrél, és atrendezve, kapjuk, hogy

T . TAT T Ty =
Ed,MEdiﬂi + Edig A= Edi (Qt + 9\/ - éﬂ) - Bd,M n

Ertelmezziik az alabbi mennyiségeket:

_RT
M; =B;MB,
T M3
9; - Ed,' (gt + gv - éﬂ) - EdiMﬂ
Igy akkor

. TAT
M.q, +B G A=Q;
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Rugalmas t3bb-test rendszerek mozgasegyenletei Altalanositott koordinatak particionalasa

Megmutathaté, hogy ELQT

BjG" = [ 1 (g6 } [ & ] 6, (6;'6) 6T =
=d

Zé,-—géfgzgi—g:g

zérus matrix. Ehhez irjuk, hogy

Ennek megfelelen az el6z8 oldali (15) egyenlet egyszeriisddik:

Md =Q

=lI— =i

Amibél latszik, hogy a kényszererék eliminalédnak, ha a
mozgasegyenelteket fliggetlen koordinatak fiiggvényében irjuk fel.

A beagyazasos technikénak hatranya, hogy az M.. témegmatrix teli, illetve,
hogy tobb matrixszorzasra és inverziéra van sziikség, mintha megoldanank
(12) egyenletet.
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