Tobb-test dinamikai szimulaciok

4. eladas

Rugalmas test tdmegmatrixa
Rugalmas testre haté altalanositott erék

Tomegmatrix, altalanositott erdk Tobb-test dinamikai szimulaciék



Rugalmas testek tdmegmatrixa

Rugalmas testek tomegmatrixa

A test mozgasat a referencia KR
mozgasaval plusz a pontjainak a refer-
encidhoz képesti (alakvaltozasbol szar-
maz6) elmozdulasa:

W = iug’ g = Tugi +Sq (1)

Amelyben
r iuX/ ' inX
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Rugalmas testek tdmegmatrixa

Az i-ik test mozgasi energiaja

| T
Ef :5/,)' [V
Vi

értelmezésbél szamithat6. Felhasznalva a f’,'; = gg’ osszefiiggést, irhatjuk,

hogy
EIZE/ Ingnggldvl
Vi

Mivelhogy gi idsts| fiiggs, és p' és L helytsl fiiggs, igy atirhatjuk

= :%giT /piéngvi g

alakba, amely tdmdren
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Rugalmas testek tdmegmatrixa

Az el6z6 egyenletben
Mi _ /pingdvi
Vi
az i-ik test tdmegmatrixa, mely szimmetrikus.
Felhasznalva, hogy L = [ 1 éi ’léi ] részletesen kifejthetjiik:

1
w- [, B |[18 T8 ]avi-
i (iléi T
1 B TS
— [ EITEi EiTiléi dvi
vi szimm. éiTéi
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Rugalmas testek tdmegmatrixa

A tdmegmatrix egyes almatrixait eljeldlve irhatjuk, hogy

i mor QZTR _Tf
M' = m
= =RR —Rf
szimm. _ff
ahol
Vi vi
m, =T [ psiav’, S -
Vi Vi
m' _/pi BiTi-l—Sidvl mi :/pi SiTSidVi
—Rf = == ) —fF = =
Vi vi

és m’_ almatrixok konstansok. A tobbi matrix helytsl fiiggs, és
emiatt |mpI|C|t moédon id6tél is.
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_ Rugalmas tesick megmitria |
Az almatrixokat felhasznalva a mozgasi energia felirhat6 az alabbi médon is:

LT o T il T i gl i g
(r Mo i +20 moef +28 mpq.+0 my0

E' =2
2
291'7_ P T L
T20 Mp e+ dr Myde

Specialis esetek
Merev test esetén q; zérus, és a mozgasi energia:

1/.7 . . T L T
(” LU ) m??R01>

El=Z
2
vagy masképp
i i i i i
=7 o7|[ B Zre]| | ahol wi=] Zrr ]
21~ = szimm. mp. 0 szimm. m_.
Linearisan rugalmas elemek esetén nincs nagy elmozdulas (i = 0, 0 = 0):
. 1 .7 . .
[y [y
=5 dp mgds
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

Térbeli mozgas

A tovabbiakban a tdmegmatrix egyes komponenseinek kirészletezése
kovetkezik.

Az m' almatrix a test transzlaciés mozgasaval kapcsolatos. Ertelmezés
szerint

. . . . 1 0 0 .
g’_l__,_:/p';dV’ :/p’ 01 04V
vi vi 0 01

integralas utan
i
i i
Mrr = ;

o o 3
3 oo

0
m
0

ahol m' a test 6ssztomege. Ez a matrix merev és rugalmas testre ugyanaz.
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

Felhasznalva a Ei =— ’I hil 'E_l matrix szamitasi képletét, az m
almatrix értelmezésébdl kiindulva, irhatjuk, hogy

i iRi Vi _ i Ty =1 gy i
mTR—/deV——/pTu H™dv
_ _ vi vi
Mivel 'T és 'gfl helytsl fuggetlenek, az integral tovabb alakithaté:

i

TR

mi :_il /pi igidvi Iﬂ_l

Vi
Melyet témdren

me =~ TS M shl S [ Gy
Vi

alakban irhatunk. Az 'ii’ ferdeszimmetrikus matrix értelmezését hasznalva
i i

S;: = S» 0 —Sx ahOI iSki = /pl iukidvi ) k = xX,y,z

Vi
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

Vektor alakban pedig
isi — /pi Wiy
Vi
Ezen vektor elemei az i-ik test a referencia KR tengelyeire szamitott
statikai nyomatékait adjak.Rugalmas test esetén az alabbi médon irhaté

isi — /pi [igoi_i_igfi} dvi (2)
Vi
Merev test esetén ’S’; konstans vektor. Tovabba, ha a referencia KR, a
sulyponthoz van kotve, akkor

17,6 _ /pi igoid\/i =0
Vi
llyenkor a forgas és haladas egyenletei csatolatlanok. Rugalmas testek
esetén utébbi allitas nem all fenn. Ha (2) egyenletet részletezziik, akkor

iié _ /pi [igoi_’_éiﬂif] dvi (3)
Vi
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

Utobbi kifejezés nem ad zérus értéket az alakvaltozas miatt. A szamitasok
soran igy 'S} és emiatt mi, matrixokat iterativ médon Gjra kell
szamolni.Ha az

isfi:/pisidvi

Vi

4)
tehetetlenségi alak-integralt hasznaljuk, akkor (3) egyenlet tovabb irhaté
ici _igi g i i
2 = 50 + éf gf

A (4) alatti matrix sziikséges az 2’# almatrix szamitasadhoz, ugyanis

ml.,_f-:IT/pISIdVI :Ill§fl

Vi
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

Az m’_ almatrix a test forgasaval kapcsolatos tehetetlenség, melyet a

=RR )
B’ = — T /i 'H™" képlettel szamithatunk:
i ini T piqvi i (it ini Tg—1\ i i =11
mie = [ 0 BBV [ (T ) TG H v
Vi Vi

Kihasznalva a il matrix ortogonalitasat, irhatjuk, hogy

i _ i I~ i~ I 1 i
mRR—/p H a H dVv
vi

Mivel 'H™! nem fiigg helytsl, tovabb alakithatjuk:

-T i T oini il -
QRR E /P g 'a'dv'| H ! (5)
Vi

Az m témegmatrix a forgaskoordinataktdl és a rugalmas koordinataktdl
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

Bevezetve a

,Qi _ /pi igiT G AV
Vi

rugalmas testek tehetetlenségi tenzorat, az (5) matrix tdmdren

. - T .. .
Figyelembe véve, hogy 'Qi’ , a '©' tehetetlenségi tenzor:

(iuyi)2 + (iuzi)2 _iuyi iy i
/pi (iuxi)2+(iuzi)2 .

_uz

IUXI
i i
uy dVv

() + ()

szimm.
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

Fejtsiik ki altalanosan az Gsszefiiggésben szereplé tagokat (k,/ = x,y, z):

/pi M iulidvi:/pi (inki+§29:;) (UOI +S’ ,)dvl

vi Vi
/pi inki in/idvi+/pi inkiS;'dViq;_i_/pi "u0,"§;<dV’q’
vi vi Vi
iT ici T ciqviii
+ 9 /,0 ék éldvgf
Vi

Bevezetve az alabbi tehetetlenségi alak-integralokat

i i i i i i iy i il i i i i iToci i
O Z/P uok' 'wo/'dV', Tl Z/,O wk' S;dV', 'S, Z/P S, sSadv
Vi Vi vi

(7)

a fenti kifejezés a kovetkez6 alakra hozhaté:

ARV i
/p u' TufdV! =0+, a4+ 1, g + qf S, 9
Vi
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

Behelyettesitve a rugalmas test (6) alatti képletébe

o itig ivo(il ixil Vg +q. " (s i+is i)q
eyy + ezz +2 lyy + lzz)ﬂ'r—i_gfr (éyy + ézz)ﬂf

iai i . i : i i i i T [
2 = @xy' + .lxy’ + .lyx’ g;r + Sf - 'éx}’ gf
’eXZ’ + llxz’ + llzx, Slf + g’f Iéxz’ S’f
O+ (1 T+ qi+q.is iq
yx Zyx =xy Sf ﬂf =yx ﬂf
O + 0 +2(7 T+ l) q; + g (é + é) 9
o+ (1,4, ) g +a s, g
g i i g iTig igi
x T+ Iox + Le ) 9f + 9 2, 9
’@zy’ + ’lzyl + Ilyzl ﬂ;" + 9; Iéz)” S’f

i P i T AT iTic i ic i\ai
exx+eyy +2(lxx+lyy)+gf (§)<X+§yy>gf
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

A (7) egyenletekben bemutatott tehetetlenségi alak-integralok az m/
almatrix szamitasanal is megjelennek. Kiindulva az értelmezésébél, és
kihasznalva, hogy 'T ortogonalis, ill., hogy 'ii' ferdeszimmetrikus

i ipi i i i i (i ini fy— Ti i i
m, = [ o TSV = [ (T W) TSy

vi Vi

/p HTII Sd\/l_’ T/piiﬁfsidvi
Vi

Vi

amelyet tdmdren

alakban irhatunk, ahol
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

Részletesen kiirva az '{i’ ferdeszimmetrikus matrix elemeivel és S’ soraival

I'uyllég _ iuzi§i/ |
loe = [ 1] lu S =S, AV
vi 'u'S —"uy'S,
oy’ +84; ) S, — (woz' +Sa}) S|
Vi | (o +Siar) S~ (Tuoy + 597 ) S
5, 5,5, 10,5, ~ ‘u0:'S]
=q" [/| (87 si-5.75)) [avie o] S wos] v
vi siTg _giTgi Vi "uox'S! — 'ugy 'S’
= Z = =
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ST MEER R LT A EEM  Térbeli mozgas

Kihasznalva a (7) tehetetlenségi alak-integralokat, irhatjuk, hogy

is i_ig iT iy
_ S vz zy
i gl i i i nr—n1
lRf 9r ézx ézx + S TE
; ; i_ i
Iéxyl a Iéxyl >y lyx

Végeztiil az g"ﬁ almatrix nem fiigg az altalanos koordinataktél, emiatt
konstans. Tehetetlenségi alak-integral fliggvényében szamithaté:

=ff =

—=zzZ

mi :/piéfTéfdvf:i§XXf+i§yyi+iS i

Vi
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UL MEEREE R LN EFGPEN  Koncentralt tdmegek

Koncentralt tomegek
Az el6z6ekben bemutatott formalizmust konzisztens tdmeg formalizmusnak
nevezik.
A mozgasi energia eléallitasanak masik moédja koncentralt tomegek
alkalmazasa. llyenkor a rugalmas test egyes csomépontjainak elmozdulasat
vizsgaljuk. Alakfliggvények helyett alak-vektorokat hasznalunk a
csomopontok kozétti relativ mozgas leirasahoz. Ezen vektorok
szarmazhatnak feltételezésekbdl, mérésekbdl vagy modalis alakokbdl. Az
alak-vektorok linearisan fiiggetlennek kell lenniiik és tartalmazniuk kell az
alacsony sajatfrekvenciakhoz tartozé rezgésképeket. A test teljes tomeg
szét van osztva a csomépontok kdzott.
Az j-ik test j-ik csomépontjanak rugalmas alakvaltozasbél szarmazé
elmozdulasa: .

Ig'# :gijg;, ji=1....n
ahol N¥ a feltételezett alak-matrix azon particiéja, amely a j csomépont

elmozdulasaval kapcsolatos, és n; a csomépontok szama. Az N” egy 3 x ny¢
méretli matrix, ahol ng az i-ik test dsszes rugalmas koordinatajanak szama.
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UL MEEREE R LN EFGPEN  Koncentralt tdmegek

Az N¥ numerikus szamitasanak egyik lehetésége a végeselem-médszer
hasznalata a sajatfrekvenciak és rezgésképek meghatarozasara.

A csomoépont globalis helyének szamitasara szolgalé Gsszefiiggést az
alabbiak szerint irhatjuk:

Y =£’+’I(g8+ g’#)

i . p . e
ahol 'uj a j-ik csomopont helyvektora alakvaltozas elétti allapotban.

|d8 szerint derivalva:
i

=+ T 0 4 TN

A mozgasi energia a koncentralt tdmegek mozgasi energiainak dsszege:

ahol )
Ei — Emu U

ahol mY a csomépont témege.
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UL MEEREE R LN EFGPEN  Koncentralt tdmegek

Koncentralt témegpontokra elvégezve hasonlé szamitast, mint a
konzisztens tomeg formalizmusnal, a mozgasi energia felirhaté

kovetkezokepp (levezetés nélkiil):
m’ szimm. r
Ei_} ST AT T E,TT m 0
=517 8 g ZrT DpR i (%)
I
LLLY, T qr

Zm; Q;T:Zmijgj
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VIEIENETT a8 Altalanositott rugalmas erék

Altalanositott erék

Az i-ik testre hato altalanositott eréket vizsgaljuk. Figyelembe vessziik:
o alakvaltozasbol szarmazé rugalmas erék
o terhel6 (kiils6) erék
@ rugdk és csillapitasok altal kifejtett erék

Altalanositott rugalmas erék

A kovetkezskben linearis izotrop anyagt tagokat vizsgalunk.
A rugalmas (bels6) ersk virtualis munkaja:

5Wl;'—_/T";5Afdv——/a"T(ss"dv——/e"TC"ée"dV
(V) (V) V)

Ahol figyelembe vettiik, hogy o = Ce (C az anyagallandék matrixa).

Mivel a merevtestszerii mozgas allandé nyulasokhoz tartozik, és az
alakvaltozast a referencia KR-ben irtuk le, az altalanos leirast nem sérti, ha
a nyalasokat az alabbi ¢sszefiiggés szerint adjuk meg:

e =Dy = Di§iq;
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VIEIENETT a8 Altalanositott rugalmas erék

Behelyettesités utan kapjuk, hogy
, T NT T CONT ,
swy—-[ .7 (2's’) co'ssaav = -a."| [ (D'S) co'sav |
(V) (V)

Tomoren:

Ahol

a szimmetrikus, pozitiv definit merevségi matrix, amely az i test rugalmas
koordinataival van kapcsolatban.
A virtualis munka az dsszes koordinataval kifejezve:

00 070

owp=—-|rT 0T T[]0 0 0 ||
S R N

= = Lp qf
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PIEIETEETa R @ Altalanositott kiilsé erék

Altalanositott kiilsé erék
Az i-ik testen m(ikod6 Osszes kiilsé ers virtualis munkaja

‘Qi 1=

i it i i i
owi=q, 6’ = ;" Q7 Q|

|2
L

alakban irhaté, ahol Q’t az i-ik testhez tartozé altalanos koordinatakhoz
tartozé altalanositott erék vektora.

Pgelda: koncentralt eré
0 i

) Az i-ik rugalmas test P pontjaban az F' (qi, t)

er6 hat, amelynek allé6 KR-beli kkordinatai:
F=[F F F]

% Az F' er6 virtualis munkaja

[0) . . T .
Nezo SWi=F" o
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PIEIETEETa R @ Altalanositott kiilsé erék

Figyelembe véve, hogy az ri, 4ll6 KR-beli helye
rh =1+ il iy

amelynek virtualis megvaltozasa

i s O Timii] spi 4 iTeisei _ s o Rispi 1 iT Qs
5[P_5;+6—Q,[1 u'] 66 + T S'5q), = or' + B66' + T o,
v
:[; Ei iléi] Qi
ch
Behlyettesitve:
. rf r
o i i i o i T i T T i
wi=F'[1e T8 ] e -l a" Q) o ]| e
ik 9y
Amibél beazonosithato, hogy
T.

;T i T T
i _ i i
Q" =F" . q
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