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Rugalmas testek kinematikaja

Rugalmas testek kinematikaja
z A Py-ban elhelyezkedé pont

P-be mozdul el.  Elmoz-
dulasvektora:
u=r—1r°
ahol
Uy X
u= Uy , =1y rO_
T u; V4
A mozgastdrvénybdl és az elmozdulasfiiggvénybdl képezhetsk az E
alakvéltozasi gradiens, és az U elmozdulas gradiens tenzorok:
or Ou
_ 0o_ ~¥- _ 0 _
E—[OV—arO ’ g uoV 8r0 ) E ; g
atrixaik: -
matrixal O Ox  ox Oy Ouy  Ou

oy% 0z
Ouy,  Ouy
oy0  9z0
Juz Ouy
Oy9 0z9
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UEC|MEER ORI EETEM Alakvaltozasi mértékek

Alakvaltozasi mértékek

Vizsgaljuk a P anyagi pont elemi kdrnyezetében 1évé kdrnyezetében lévé
anyagi vonal hosszat.

Az elemi vonalelem hossza:
(dso)2 = (d[o)2 , ds? = d[2
ahol

dr = Ed[o
Ezt behelyettesitve a fenti
egyenletbe, kapjuk, hogy

ds® = (dr°) " FTEr® =

= (a°) " car°

Ahol C = ETE a Cauchy-Green féle alakvaltozasi tenzor.Figyelembe véve,
hogy dr® = ds®e?, irhaté, hogy

ds? = (ds°)” (¢°) " ETEe"
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UEC|MEER ORI EETEM Alakvaltozasi mértékek

Felhasznalva az el6z6 Gsszefiiggeést, a Lagrange-féle nyalas az alabbi médon
szamithato:

L 1ds? - (ds9)®
2 (ds)?
ahol E = 3 (FTF — 1) a Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor. Az
eImozduIaS| gradienssel kifejezve:

= ¢ %(FTF ),Ozg Ee°

E-, (U+UT+Uy)

Az alakvaltozasi tenzor szimmetrikus, ezért 6 fiiggetlen koordinataval
rendelkezik. Ezt a 6 koordinatat az e vektorba irjuk:
T
€= [ Exx Eyy E€zz Exy Exz Eyz ]
Mivel E az u elmozdulas gradiensébél szarmaztatott, fel lehet irni az u
segitségével egy D differencial operator matrix felhasznalasaval:

E:

llw)

u
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UEC|MEER ORI EETEM Alakvaltozasi mértékek

Kis alakvaltozasok

Kis alakvaltozasok esetén U =u o VY minden koordinataja kicsi. Ebbsl

kovetkezik, hogy ng elhanyagolhaté: QTQ ~ 0. Kdvetkezésképp a

Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor az

1

E~p(UryT)-2

kis alakvaltozasok esetén hasznalt alakvaltozasi tenzor.

llyenkor az A = D u médon szamolt ésszefiiggésben a D matrixa a

kovetkezskepp irhato:

o
I
‘QJ o %‘Qa O‘%"Qj o
(=] (=]

L 029

Az alakvaltozasi tenzor e, €y, és ¢, a fajlagos nyilasok mig ey, = %’yxy,
Exz = 37Yxz €S €yz = 37y, koordinatai a fajlagos szdgtorzulasok.
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UEC|MEER ORI EETEM Alakvaltozasi mértékek

Kis alakvaltozasok esetén az e ~ €° irany anyagi vonal nyilasa

L

ebxe=eTAe

Q

Az A = % (Q—I—QT) alakvaltozasi tenzor az U elmozdulas gradiens
szimmetrikus része. Az U aszimmetrikus része a

v (u+)

forgastenzor a P anyagi pont kérnyezetének kis mérték alakvaltozas soran

felleps szogelfordulasat irja le:

0 -9 ¢y
ig::: ¢z 0 __¢X
__¢y ¢x 0

ahol ¢y, ¢, és ¢, az anyagi pont x, y és z tengelyek koriili kis mértékd

merevtestszerii elforgasa.
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Fesziiltségi allapot

Fesziiltségi allapot
n

P Tekintsiik egy test P pontjat, ahol a testet egy
& n normalisi sikkal képzeletben kettévagjuk. A P
pont dA feliiletén p_ = p (n) megoszI6 eré ébred,
melyet feszultsegvektornak hivunk.
A fesziiltségvektort a P pontbeli T fesziiltségtenzor segitségével
szamithatjuk: a

k=]
I
I

n

A fesziiltségtenzor matrixa:

Ox Txy Txz

-
I
\]

X

gy Ty
Tzx Tzy Oz
A fesziiltségi tenzor szimmetrikus, ezért 6 fliggetlen koordinataval
rendelkezik. Ezt a 6 koordinatat az o vektorba irjuk:
-
g = [ Ox Oy Oz Txy Txz Tyz ]
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Egyensiilyi egyenletek (mozgasegyenletek)

Egyensulyi egyenletek (mozgasegyenletek)

Egy testre felirt impulzustételbdl levezetheté a mozgasegyenlet:
IV +q=pi

ahol g a térfogati terhelés.
Matrixos alakban a D differenciél-operator matrixszal:

D7o +q = pii
A testre felirt perdiilettételbél a fesziiltségtenzor szimmetriaja kdvetkezik:

T=T"
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L e
Anyagegyenletek

T e
A test € = [ Exx Eyy Ezz Exy Exz Eyz ] alakvaltozasi és

o= [ Ox Oy Oz Txy Txz Tyz } fesziiltségi allapota kozott az
anyagegyenletek jelentenek kapcsolatot.
Linearisan rugalmas anyag esetén a ketté kozott a

ocg=Ce

Osszefiiggés érvényes, ahol C az anyagallandék matrixa.
Homogén izotrop anyag esetén

CA+2u A A 0 0 0
A X421 A 0 0 0
S A A+2u 0 0 0
= 0 0 0 2z 0 0
0 0 0 0 2u 0
o 0 0 0 0 24|
ahol X és 1 Lamé-féle anyagallandok. (G = p, E = “(%f”) v= ﬁ)
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Virtualis munka elv és belsé er6k munkaja

Virtualis munka és belsé er6k munkaja
A virtualis mennyiségek matrixos irasmédban:

Su=[du Su, bu, |"

[

e =[ 0cxx Oy Oz Ocxy Ocxz Ocyz ||

be =Déu e’ =ou'DT
A virtualis munka elv xyz KR-ben:

W =0oWp+ Wy —0oW; =0 (1)
ahol 0W,, a belsg erék munkaja:
6Wb:—/l:éédV:—/gTégz—/ngégz
(V) (V) (V)
u"DCDAudY

!
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Virtualis munka elv és belsé er6k munkaja

dW; a kiilsé ER virtualis munkaja (p az el6irt terhelés):

5Wt:/qT(5udV—|— /5T5ud5
V) (Sp)

O W, a tehetetlenségi erék virtualis munkaja:
SW; = / pi” dudV
(V)
Behelyettesitve a virtualis munka elv (1) egyenletébe, kapjuk, hogy
—/uTDTCDéudV—i- /chSudV—I— / p’oudS — /pUT5udV =0
(V) (V) (Sp) (V)

amely kinematikailag lehetséges elmozdulasmezé esetén all fenn, azaz
u =10 és du = 0 ahol u az elirt elmozdulas S, felileten.
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus

Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus
A tovabbiakban rugalmas testeket is tartalmazo tébb-test rendszereket
vizsgalunk. Célunk a mozgasegyenletek olyan formalizmusanak
kifejlesztése, amelyben az alakvaltozasra képes test nagymértékii
transzlaciés és rotaciés mozgast végez. Ennek érdekében a mozgé
referencia koordinata-rendszeres formalizmust hasznaljuk.
Ilyen rendszerek esetén a merev testeknél el6fordulé tomegen, tehetetlenségi
tenzoron és altalanositott erékon kiviil a linearisan rugalmas szerkezeteknél
jelentkez6 tomeg- merevségi és altalanositott er6k vektora tovabba inercia
alak-integralok jelennek meg a mozgasegyenletek felirasanal. Ezek az
inercia alak-integralok a referencia és rugalmas mozgasok csatolasanal
jelentkezé nemlinearis tehetetlenségi tagoknal jelentkeznek.
A bemutatasra keriil6 formalizmusban a testek konfiguraciéja két
koordinata-csoporttal irhaté le:

o referencia koordinatak: a test referencia KR-ének helyzetét irjak le

@ rugalmas koordinatak: a test referencia KR-ben elszenvedett

alakvaltozasat irjak le
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus BUGEGEHENETES

A mozgasi energia és a virtualis munka ezen két koordinata-csoport
fliggvényében irhato le.

A rendszerben fellelheté kényszerek a kényszeregyenletekkel irhatok le,
amelyek szintén fiigghetnek referencia- és rugalmas koordinataktdl, illetve
id6tél is.

A rendszer kényszerei felhasznalhaték a mozgasegyenletek
minimalkoordinatas vagy Lagrange-multiplikatoros megfogalmazasara.

Kinematikai leiras
Tobb-test rendszerek kétféle tagokbdl tevédnek Gssze:

@ Merev testeknek tekinthets tagok, melyek mozgas leirhatd véges
szami koordinataval. Pl. térbeli mozgas esetén 6 fiiggetlen
koordinataval.

@ Rugalmas testek, mint pl. rudak, lemezek, héjak. Ilyen test barmely
pontjanak elmozdulasat leiré koordinatak szama elvben végtelen.

A rugalmas tagok viselkedése, mint korabban azt lattuk, parcialis
differencialegyenletekkel irhaté le.
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus BUGEGEHENETES

A valtozok szétvalasztasanak modszerével a vonatkozé egyenletek
megoldasa végtelen sorba fejtett elmozdulasmezd segitségével adhatd meg:

iqu = Z arf ahol fx = f(x,y,2)
k=1

Tug, = Z brgk  ahol gr =gk (x,y,2) (2)
k=1

Tug = chhk ahol  hx = hi (x,y, 2)
k=1

ahol "ug,, "u,ry és 'uy, tetsz6leges, alakvaltozas elstt x, y, z koordinatakkal

rendelkezé pont ‘us = [ e iu,cy Tug, ]T elmozdulaskoordinatai, mely
igy helytél és id6tsl fligg. Az ax, by és ¢, egyiitthatok idstél fliggs
koordinatak, mig fi, g, hx az an. bazisfiiggvények, melyek helytél
fliggenek. Mindegyik bazisfliggvény kinematikailag lehetséges kell legyen.
Tovabbi kritérium, hogy a sorozatnak a pontos megoldashoz kell
konvergalnia.
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus BUGEGEHENETES

Rayleigh-Ritz koézelités

Mivel végtelen szam( koordinataval nehéz szamolni, ezért a klasszikus
Rayleigh-Ritz-médszert (vagy Galerkin-médszert) alkalmazunk, ahol
minden pont elmozdulasat véges szama koordinataval fejezziik ki. A (2)
egyenlet esetén a sorfejtést véges szamu tagra korlatozzuk:

I
Tupe =Y arky
k=1

Tug, = Z bigx (3)
k=1

n
Tug, =) cichy
k=1

Ezek a sorok Cauchy-sorok, azaz a (2) fiiggvényekhez konvergalnak, tehat
megfelel szami koordinata felhasznalasaval az egzakt megoldas
tetsz6leges mértékben megkdzelithets.
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus

Mozgé KR-es leiras

AR

Kinematikai leiras

A test mozgasat a referencia KR
mozgasaval plusz a  pontjainak
a referencidhoz  képesti  (alakval-
tozasbdl  szarmazé)  elmozdulasa.
Ha a feltételezett elmozdulasmezd
merevtestszerli mozgast is leir, akkor
ezt megfelels peremfeltétek el&irasaval
ki kell kiiszobolni.

A (3) egyenletet az alabbi matrixegyen-
letként irhatjuk fel:

Ig;( —

1[0]

9¢

ahol S az alakmatrix, ami az fi, gk, hy bazisfiiggvényeket tartalmazza, mig
q, az altalanositott rugalmas koordinatak vektora, amely az ay, by és ci

egyiitthatokat tartalmazza.
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus BUGEGEHENETES

A test IC; referencia KR-ének helyzetét az all6 Ko KR-ben az origjanak
helyét megadé r' helyvektort és az orientaciéjat megads 6’
forgaskoordinatakat tartalmazé altalanositott

C 14
q::r;:[el]

referencia-koordinata vektor adja meg. A test referencia KR-e nem kell
valamely pontjadhoz kdtve legyen, de fontos, hogy a testnek ne legyen
merevtestszer(i mozgasa a referencia KR-hez képest.

Helykoordinatak
Ha rugalmas testeket vizsgalunk két pont tavolsaga nem allandé. Az i-ik
test egy tetszéleges P pont helyét a referencia KR-ben az

i = a4 Tug = Ty +§i9:'( (4)

]

i

a P helyvektora, és 'u;’ a rugalmas

osszefiiggéssel adhatunk meg, ahol "uj
elmozdulasvektor.
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus BUGEGEHENETES

A tetszéleges P pont helyét az all6 Ky KR-ben az
th=r +'Tu=r+'T <igoi+§’g;}> (5)

dsszefliggéssel irhaté le. Mivel a P pont helye az i-ik test altalanositott
referencia és rugalmas koordinataival irhaté le, bevezetjiik az i-ik test

i

. i £.
q’=[2f]= o’
af

i
9
altalanositott koordinatainak vektorat.
Sebességek
Derivaljuk id8 szerint az (5) egyenletet:
i, :ii+ll igi+il iy (6)

A (4) Ssszefiiggésbsl kapjuk, hogy az 'ii derivalt a 9;( rugalmas koordinatak
sebességének a fliggvénye:

i i i
u'=5'q;
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus BUGEGEHENETES

Behelyettesitve a (6) egyenletbe:
ﬂ;:ti_{_"iigi_i_iléigif

Annak érdekében, hogy kiemelhessiik a koordinata-sebességeket, a kdzépss
tag altalanossagban atalakithaté az alabbi médon:

ii iy = EiQi (7)

ahol @' a referencia 0}( forgasi koordinata-sebességekeit tartalmazé vektor,

és a Q" = Ei <Q",92) matrixot kdvetkez&képp definialjuk:

=[5 (Tv) - & (1) ]

ahol ni, az i-ik test forgasi koordinatainak szama. A (7) egyenletet a
derivalas lancszabalya alapjan kapjuk meg:

il iy = nZR az;( (Il igi) 0‘;’{

k=1
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus BUGEGEHENETES

Behelyettesités utan, kapjuk, hogy

amelyet marixos formaban

1=

th=|1 B8 TS|

12|

médon irhatunk. Az L= [ 1 gi ’lg } matrixszal és gi altalanos

koordinata-sebességek vektoraval témoren is irhatjuk:

th=L¢g 9)

A P pont sebességét az Qi helyett az w' szdgsebességgel is kifejezhetjiik,
ha figyelembe vessziik, hogy
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus BUGEGEHENETES

Felhasznalva tovabba az all6 KR-be u' = 'T 'u’ szerint transzformalé

osszefliggést '
1 o

=

:glx I:_HIXQ_JI

D

Iul — BI

[I—-

A ferdeszimmetrikus matrixot képezd ~ operatorral

1 gI

(f=t

il =

[=3}

w'=—

X

Igy kapjuk a (8) képletre, hogy

ez
\'
1€
_I_
5
w

1=

vagy matrixosan

|=
L=

Il
|[=

[f=t

1€ =

Q-
Ll
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus BUGEGEHENETES

A (8) egyenletben szerepls B’ matrix szamitasara a korabbi értelmezésen
kiviill masik lehetéség is adodik, ha figyelembe vessziik, hogy barmilyen
forgaskoordinata hasznalunk is, a szdgsebesség a

alakban szamithaté. Ennek felhasznalasaval

I . .. . PP .
IIHI:_II(IQIXIEI):_IIIHI lgl:_lIlHl

Osszevetve a (8) egyenlettel a g’- matrixra a

szamitasi képletet kapjuk, amivel

L=|1 -T%
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Mozgé referencia koordinata-rendszeres formalizmus BUGEGEHENETES

Gyorsulasok
Az i-ik test P pontja a (9) egyenlet id6 szerinti derivaltjaként kapjuk meg:

ip=Lq +Ld

amelyben L§ a kvadratikus sebességvektor, amely a Coriolis tagokat
tartalmazza.

A gyorsulasvektor a szogsebesség és szoggyorsulas fliggvényében is
megadhaté (levezetés nélkiil):

E;'D:Ei_i_wix(gixgi)_l_gxgi_l_zu_}ix(l H) iliul
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