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1. Bevezetés

A jegyzet a miiszaki alapképzés keretén beliil a miiszaki mechanika szi-
lardsagtani és dinamikai (rezgéstani) problémainak kozelité megoldasaval,
annak szamitégépes megvalositdsaval kivan foglakozni, épitve a Statika,
Szilardsagtan és Dinamika cimf{i tantargyakban tanult ismeretekre. A meg-
oldds az un. végeselem-moédszer alkalmazasédval torténik.

A tananyag elsajatitdsa megkoveteli a vektor és tenzorszdmitas alapis-
mereteit és a matrix algebra biztos ismeretét.

Ennek megfelel6en a jegyzet rovid osszefoglaldra épitve attekintést ad
a moédszer altalanos kérdéseirdl, majd sorra veszi a mérnoki gyakorlatban
leginkabb elterjedt végeselemes eljarasokat, egyvaltozos (rad) feladatokat,
kétvaltozos (sikbeli, forgasszimmetrikus, illetve hajlitott lemez) feladatokat
és térbeli feladatokat. A modszer targyaldsa sordn kiilon hangsulyt kapnak
az izoparametrikus elemcsalad alkalmazasa, illetve a modellezés specilis
problémai (alszerkezettechnika, ferde gorgs, elmozdulds-mezdbeli szaka-
das stb.). Dinamikai feladatokndl az alapegyenlet szdrmaztatasa, a csilla-
pitds nélkiili és csillapitdssal rendelkez6 szabad és gerjesztett rendszerek
vizsgalatat kovetben a szabadrezgések sajatfrekvencidinak hatékony meg-
olddsai, a tetsz6leges id6beli terhelés, a szdmitas stabilitdsdnak problémaéi
szerepelnek a programban, tovabba betekintiink az intelligens szerkezetek
kérdéseibe is. Végiil bemutatjuk az I-DEAS programrendszer végeselemes
alkalmazdasat néhdny alapfeladat megoldasan keresztiil.

343

Az utébbi évtizedek egyik leglatvanyosabban terjeds, nagy hatékony-
sdgu szdmitastechnikai moédszere az tn. végeselem-moddszer. A mérnoki
tervez6 munkéban hatékonysagara valo tekintettel kitiintetett szerepet vi-
vott ki. Természetes tehdt, hogy a mérnoki palyara valo felkészitésében is
kell6 sullyal kell, hogy szerepeljen.

A szamitastechnikaban bedll6 gyors fejlédés, a szamitégépek kapacita-
sénak, sebességének nagymértékii novekedése, a grafikai miiveletek meg-
szervezhet6sége, az ember-gép kapcsolatdnak humanizdlédésa, a fizikai
jelenségek kordbbi években még nem latott bonyolultsdgti modellezésé-
re, gyors kiszdmitasokra, az eredmények sokoldalt analizdlasdra adnak
modot.

Ismeretes, hogy egy és ugyanazon valdsagos szerkezethez — elhanya-
golva annak lényegtelen jegyeit — kiilonféle szamitasi modelleket rendelhe-
tiink hozza annak fiiggvényében, hogy a valésagos szerkezetben lejatsz6d6
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folyamatok melyik oldala érdekes szdmunkra, azt milyen pontossaggal
szeretnénk elérni. Talan nem érdektelen hangstlyozni, hogy ha egy adott
valdsagos szerkezethez tobbféle szamitasi modell is rendelhet, akkor meg-
forditva, egyazon szamitdsi modellhez nemcsak egy val6sagos szerkezet
tartozhat. Vagyis bizonyos modelleket vizsgdlva, a val6sagos szerkezetek
egész nagy osztdlydnak megolddsat kaphatjuk meg. Itt elegend utalni a
rad-, sikbeli-, lemez-, héj-modellekre, amelyek szamos gyakorlati kérdés
kell6 pontossdgt megvdlaszoldsdra adnak médot.

A szamitasi modell megalkotasat két, ellentétes kivanalom teljesitése
befolyésolja:

1. a modell minél jobban helyettesitse a valosdgos testet és annak kortil-
meényeit;

2. a mechanikai jellemz&k lehet6leg kevés idSraforditdssal jo kozelitéssel
meghatarozhaték legyenek.

A modellezés sordn nagyon sok mindent kell mérlegelni: a kdrnyezeti hata-
sokat (a terhelés térbeli megoszlasat, idébeli lefolyasat, a h6hatast, az elekt-
romdagneses hatést), a testek kdlcsonhatdsat (az érintkezést, a szildrdtest és
folyadék éaltal alkotott rendszerek egytittes vizsgédlatanak lehet6ségét), az
anyag szerkezetét, (anyagegyenletet: rugalmas, nem-rugalmas, homogéni-
tast, izotr6pitdst), a kialakul6 alakvaltozast, elmozdulast (kicsiny, nagy), a
geometriai alakot, (helyettesithet6-e a térbeli test raddal, lemezzel stb.), a
megfogasokat stb.

A vizsgaland6 problémdhoz a modellezés sordn mechanikai modellt
rendeliink, ami matematikai formdban kezdeti peremérték feladatként jele-
nik meg. Az eredeti probléma bonyolultsagatdl fiiggden el6fordulhat, hogy
a matematikai megformalas egyszertisitésére kertil sor. Ekkor a valésag
helyett egy idealizalt - mar hibakat hordoz6 modellt llitunk el6. A mate-
matikai kezdeti-peremértékfeladat szamitégépes megoldasa, tovabbi, tn.
szamitasi hibat okoz, amit roviden diszkretizalasi hibdnak szokds nevezni.

A szamitégéppel segitett mérnoki tevékenység (Computer Aided Enge-
neering: CAE) fejlodését figyelve a kovetkezd szakaszok kiilonboztethetk
meg.

Amig

- 1965-75 kozott a szamitdgépes géprajzi szerkesztés és a végeselem
modszerre alapozott szamitasok kiilonalldan folytak, illetve

- 1975-85 kozott a linedris szerkezetanalizisre alkalmas végeselem-
programmal integrélt tervez6 rendszerek jottek létre,
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addig a legutobbi évekre a nemlinedris végeselemmel integralt rend-
szerek létrehozdsa, a gyartasi folyamatok szimulélasa, prototipusok szimu-
lacios tesztelése, kiilonféle szakért6i rendszerek létrehozasa a jellemz6. A
vektor és a tobb processzoros szdmitogépek megjelenése pedig 1j fejezetet
nyit a nemlinedris feladatok szamit6gépes vizsgélataban.

A tervezés folyamatdban a mechanika szerepe nem hanyagolhato el.
Altalédban a tervezend6 objektummal szemben szildrdsagi, élettartami, il-
letve tizemeltetési kovetelmények fogalmazédnak meg. A gépészeti mo-
dellt két £6 oldalrdl vizsgaljak. Egyik oldal a funkcionélis vizsgélathoz
kapcsol6d6 kinematikai és dinamikai analizis, a méasik erStani oldalrél
elemzi a testben kialakul6 fesziiltségallapotot. A funkcionalds vizsgalatnal
megjelend tizemeltetési paraméterek nagymértékben befolyédsoljak a gép
pontossagat, kopasat, a hajtds veszteségeit, a rezgésekbdl keletkez6 karos
zajokat. Nyilvdnvaldan a fesziiltségéllapot is befolyasolédssal bir az el6b-
biekre, ugyanakkor élettartami kritériumok alapjan feleletet lehet adni a
kiilonféle kifaradasi tartalékokra, illetve a szildrdsagi kritériumok szerint
a tonkremenetelre. Az elvégzett kisérletek, a kordbbi tizemeltetési tapasz-
talatok, a m{ikodési hibdk elemzése, a szdmitdsi-szimuldciés-eredmények
Osszevetése vilagossa teszik a szamitasi kritériumok és az egész modell
megalapozottsagat, illetve a pontositasok sziikségességét. Ez utobbi eset-
ben djabb szamitasokkal élve juthatunk el a kivant pontossdgti modellhez.
Mindebbdl kovetkezik, hogy hti modell felallitdsa csak sok-sok tapasztalat
alapjan lehetséges.

A végeselem-moddszer alapjai, mint tantargy ismeretanyaga az el6-
z6ekben leirt sokrétti mérnoki modellezési folyamatban el6allitott kész
mechanikai modell elmozdulasi-, fesziiltségéllapotanak és dinamikai vi-
selkedésének meghatarozasdval foglalkozik. Tehat csak kész, bizonyos
feladatosztalyokra alkalmas altaldnos érvényti modellek vizsgalata sze-
repel a tananyagban, mell6zve a konkrét mérnoki szerkezetek, gépek és
technolégiai folyamatok teljes korti vizsgélatat.

1.1. A végeselem-modszer kialakulasa

A mérnoki gyakorlatban jelentkezd szerkezetek nagy része rugalmas anyag-
bol késziil, s a terhelés bizonyos intervallumaban linedrisan viselkedik.
A klasszikus rugalmassagtan szamos modszert dolgozott ki a homogén,
izotrép anyagok viselkedésének szamitdsara. A rugalmas kontinuum (a
test térfogata folytonosan anyaggal kitoltott) viselkedését leir6 parcidlis
differencial-egyenletrendszer megoldédsat a vizsgdlt testekhez tartozo pe-
remfeltételek kiillonboz6sége nagymértékben megneheziti. Nem sikertilt —
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és nem is sikertilhetett — 4ltaldnos, barmilyen feladat megoldasara alkalmas,
pontos (egzakt) megoldast adé modszert kidolgozni. Sok esetben a mérno-
ki gyakorlat is megelégedett a kozelit6 megolddsokkal. A szdzadunk elején
kidolgozott variacios elvek (Rayleigh, Ritz, Timoshenko, Bubnov-Galjorkin),
majd a kés6bbiekben kifejlesztett mas (Kantorovics, Reissner stb.) elvek mar
lehet6vé tették az olyan feladatok kozelité megoldésat is - a mérnoki gya-
korlatot kielégitt pontossdggal — amelyek kordbban nem voltak elérhetdk,
megoldhatok.

A digitalis szamit6gépek megjelenése (1946 Los Alamos, Neumann Jdnos;
1949 JONIAC; 1951 IBM; 1960-as évek id6osztasos gépei), majd az 1964-ben
megsziiletd BASIC programozasi nyelv, stb. gytkeresen megvaltoztattdk
és kiszélesitették a feladatok megoldhat6saganak korét.

A moédszer kialakuldsat a Courant [1] 4ltal a csavarasi feladat kozelité
megoldasadndl hasznélatos szakaszonkénti (haromszoglet(i tartomanyok
feletti) csavarasi fesziiltségfliggvény approximdcidja jelentette 1943-ban.
1956-ban Turner és tarsai [2] sikrugalmassédgtani feladatot oldottdk meg az
elmozduldsmezd négyszogletti altartomanyok feletti kozelitésével, a ha-
gyomanyos Ritz-féle médszer lokalis kozelitd fliggvényeken keresztiili al-
kalmazédsaval. Clough 1960-ban ennek az eljarasnak a végeselem-modszer
nevet adta.

Az elmdlt 6tven évben a médszer latvanyos fejlédésének vagyunk
szemtanti. A 60-as évekre a rugalmassagtani feladatainak megoldasat szol-
galo elemcsalddok kifejlesztése, sokoldalti modellezési lehet6séget nyjtd
végeselem-programok (ASKA, NASTRAN, SAP) megjelenése a jellemz6
[3]. A 70-es években elkezd6dik a szdmitasi hibdk analizisének kutatdsa Ba-
buska cikkének megjelenésével. Elindul 1973-ben Szab6 Barna javaslatara,
az Un. p-verzidju szamitas a hozzatartoz6 elemek kidolgozdsaval [4]. Sorra
keriilnek a nemlinedris feladatok vizsgalatdra alkalmas moédszerek kidol-
gozasa, szamitégépi programok alkalmazdsba vétele (NONSAP, ABAQUS,
ADINA, ANSYS, COSMOS/M, FEAP, MARC, SYSTUS stb.). Megjelennek
a p-verzi6ju elemeket hordoz6 programok, PROBE, StressCheck, RASNA.
A CAD rendszerekkel 6sszekapcsolt végeselemes rendszerek alakulnak ki
az 1980-as években, amelyeknek a fejlédése mind a mai napig tart (CA-
TIA, I-DEAS, MSC/NASTRAN, Patran, Pro/Engineer, SolidWorks, stb.).
A kapcsolt feladatok (szilardsagtani, h6tani, dramléstani, villamossagtani
stb.) megoldasara szolgél6é programok nyernek kidolgozast 1990-es évek
ota (FLUENT, ProCast, SysWeld, DEFORM stb.). Szamos konyv jelenik
meg a végeselem-modszer elméleti és gyakorlati kérdéseinek vizsgalataval
kapcsolatban, pl. [5-10].
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A széleskorti kutatasok eredményeképpen a végeselem-modszer mar
ma is hatékony eszkozként 4ll a mérnokok rendelkezésére, amennyiben
mechanikai ismereteire alapozva képesek az eredményeket helyesen érté-
kelni. A kozeljovében pedig az adaptacios rendszerek kifejlesztésével olyan
sokrétti rendszerek jonnek majd létre, amelyekkel a mechanikai modell
megalkotdsa utdn, a szdmitégépi program feltigyelete mellett, megbiz-
haténak tekinthet6 eredményeket lehet nyerni. Ilyen rendszerekkel mar
taldlkozhatunk a gyakorlati életben.

Az 1.1. abran a fizikai jelenségb6l kiindulva a modellezésnél tett anyag-
ra, terhelésre, alakra és megfogdasra tett megfontolasok alapjan a kiils6
hatasokbdl szadrmaz¢ alakvaltozasok mértékén keresztiil jutunk el a mecha-
nikai modellhez, ami 4ltalaban differencidlegyenlet-egyenl6tlenégi vagy
integralegyenlet-egyenl6tlenségi rendszer alakjaban fogalmazhat6 meg
peremfeltételek, tovabba id6ben véltozé esetben, kezdeti feltételek mel-
lett. Az anyagi és alakvaltozasi nemlinedris viselkedés esetén a feladat
mar nemlinedris, aminek megoldasa jelent6s mértékben megneheziil. A
mechanikai-matematikai modell exakt (pontos) megoldasa &ltaldban nem
ismert. Ekkor kozelitd aton kell megoldani. Ezen megolddsok egy része
kozvetleniil a differencidlegyenlet (rendszer) felett munkalkodik (diffe-
rencia moédszer, kollokdciés médszer ...,) mig mésik résziik azt kikertilve
energetikai modszerekre, varidcids elvekre épiti fel azt.

Mindegyik esetben a keresend$ mez&ket, azok derivaltjait véges szamu
figgvények linedris kombindcidjaval, paramétereken, vagy az ismeretlen
mez6k diszkrét pontbeli értékein keresztiil kozelitjiikk. A diszkretizalas
utén statikai feladatokndl linedris/nemlinedris algebrai egyenletrendszert
nyeriink. Abban az esetben, ha a keresett mez&t (mez&ket) végesszamu
altartomany (végeselem) felett kozelitjiik dltalunk 6nkényesen valasztott
approximadcios fiiggvények segitségével, tovabbd a fliggvények egytittha-
téinak egy részét az elemek hatérol6 feliiletén elhelyezked csomépon-
tokbeli fliggvény vagy azok derivaltjai vagy a hatérol6 feliilethez kotott
paraméterek révén fejezziik ki, és igy az altartomanyok feletti mez8k dssze-
illesztésével 4llitjuk el6 a teljes tartomanyra vonatkozé mez6t (mezdket),
tovabba a mezdket leir6 paramétereket (melyeknek egy része az elem cso-
mopontjaihoz kotott) valamilyen hibaelvbdl, varidcios elvbél szarmazé
algebrai egyenlet vagy egyenl6tlenségi rendszer révén hatarozzuk meg
végeselem-moddszernek (VEM) nevezziik.

Ilymoédon az 1.1. 4brdn vazolt valésdgos szerkezethez, technol6égidhoz,
fizikai jelenséghez rendelt mechanikai modell kozelit6 megolddsaihoz kap-
csol6dé modszerek koziil a *-gal jeloltek lokdlis approximécié alkalmazésa
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esetén kiilonbozé hibaelvekre alapozott végeselemes eljarasnak felelnek
meg.

Szerkezet
Anyag Alakvéaltozas
terhelés kicsiny, nagy
alak, megfogas héhatas

Redukalas: egy—, kétméretii
feladatra

i

Mechanikai modell

differencialt egyenletrendszer —egyenlGtlenség

integralt egyenletrendszer egyenlGtlenség

e N

Differencia modszer Energetikai mddszerek

Kollokéacios modszer Ritz-féle modszer*

Stlyozott maradékok modszere* . ., ) .
Reissner-féle modszer

sth.

Bubnov-Galjrokin modszer*

Hibanégyzet modszer®

1.1. &bra. Szerkezet, mechanikai modell, kozelité megoldasi eljardsok

Alokalis kozelitést vélasztva lehet6ség kinalkozik az elemek méretének,
az elemenbeliili kozelité polinom p fokszdmdnak, illetve mindkettének a
megvaltoztatasdra. Az elemek méretének lefixalt p melletti megvaltozta-
tdsa az Gn. h -verzidju szamitast eredményezi. Véltozatlan elemméretek
mellett a p novelése, az Gn. p -verzidju szamitashoz vezet. Amikor mind-
kett6t véltoztatjuk (fesziiltségkoncentracios helyeken kis elemek nagy p
mellett), akkor a hp-verzidju szamitdsrol beszéliink. A fentiek alkalma-
zésa kiilonb6z6 sebességti ,konvergencidji” megoldast eredményez. A
megoldés konvergencidja alatt azt értjiik, hogy a h csokkentésével, vagy a
p novelésével illetve a ketté6 kombindcidjaval kapott eredmények valami-
lyen hatarértékhez tartoznak, és tovabbi hél6 és fokszam valtoztatdssal az
eredmények gyakorlatilag mar véltozatlanok
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1.2. A tantargy célja

A végeselem-moédszer oktatds célja a miiszaki mechanika alaptantdrgyaira
és a numerikus modszerek ismeretére alapozva, illetve épitve olyan ismeret
elsajatitasa, amely az érdekl6ddt képessé teszi

a modszer mechanikai alapjainak elsajatitdsara,
kiilonféle elemek el6allitasara,

a modellezési kérdések behatébb elemzésére,

a nagyméret(i rendszerek numerikus kezelésére,

a kapott eredmények szakszerti értékelése,

AU e

végeselem-programrendszerek hasznélatara.

A felsorolt — valdszintileg nem is teljes — célok, képességfejlesztések csak
komoly, elmélyiilt tanulédssal, végeselem-programrendszerek hasznélataval
érhet6k el. Sziikségesek-e ezen ismeretek egy mfiszaki (gépész, mechatroni-
kai, energetikai stb.) mérnok szdmara? A vélasz egyértelmfien igen. Tapasz-
talatok mondatjak, hogy az emberiség mai kulttardjat, életszinvonaldt nem
érhette volna el a mérnokok sokrét(i alkotomunkéja nélkiil. Tevékenységiik-
ben a rutin munka automatizal6dik, a gyakran ismétl6do szdmitasokat, a
nagy tomeg informaci6- és adatkezelést, a rutinszerti elemzéseket atveszik
a szamitogépek. Mindemellett, ugyanakkor er6sodik a mérnoki munka,
alkoto, kutato, fejleszté jellege. Uj, modern gépek, eszkozok létrehozéaséhoz,
a mechanika tudomdnya jelent6sen hozza tud jarulni. A gyértasi folyama-
tok szimuldldsa, optimaélis paraméterek megvalasztasa elképzelhetetlen a
mechanika aktiv mtivelése nélkiil. Minthogy a végeselem-moédszer ezide-
ig soha nem latott bonyolultsdgti modellek szdmitastechnikai kezelésére
ad moédot, és az elérhetd programok egyre kényelmesebben kezelhettk, a
hallgatok valésagos méretii, bonyolultsdgu feladatok megolddsaval is taldl-
kozhatnak a képzés folyaman a tervezoi, technolégiai jellegti tantargyak
ismeretanyaganak elsajatitdsakor. A feladatok magas szintti megoldédsanél
alkalmuk lesz alkoté6 médon felhaszndlni az ezen tantargy keretén beliil
tanultakat.

A javasolt tananyag a Miskolci Egyetem Mechanikai Tanszékének tobb
mint hdrom évtizedes sajat tapasztalatara, nemzetkozi, kiemelkedd tudésok
altal irt konyvek ismeretanyagdara épit. A végeselem-moédszer fontossdgat
alahtizzak azon nemzetkozi konferenciak is, amelyek kijelolik az elméleti
és gyakorlati problémak megoldaséra irdnyulé kutatdsokat, tovédbba te-
kintettel kell lenni azon szakemberek névekvé szamara is, akik kiilonféle
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vallalkozdsokban végeselemes modellezést, szdmitdsokat, analizist végez-
nek ipari tizemek, véllalatok megbizdsabdl, vagyis kialakult egy Gj szakma,
a végeselemes szdmitdsok szakmdja. A végeselem-moddszer tantdrgy ezen
igény kielégitését is szolgalja.

A szerz8k a kovetkez6 anyagrészeket allitottdk ossze: Paczelt L. (1., 2.,
3., 5. fejezetek), Paczelt 1., Szabo T. (4., 6. fejezetek), Baksa A. (7. fejezet).

Miskolc, 2007. februar

A jegyzet tanulmanyozasdhoz sikeres, elmélyiilt munkat kivdnnak a

A szerz6k
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2. Alapveto fogalmak

A tantdrgy anyagadnak konnyebb elsajatitdsa érdekében eljaréban dssze-
foglaljuk a leglényegesebb vektor-, tenzorszdmitdsi [1], métrixalgebrai [2]
és peremérték feladatokkal [3] kapcsolatos ismereteket. Ezek az ismeretek
bdvebb kifejtését a kordbbi tantargyak anyagai tartalmazték, ill. szdmos
konyvbél azok elmélyitheték. Erdemes itt is kiemelni, hogy a vektor és
tenzor jellegti mennyiségek kétféle jeloléssel is el6fordulnak. Ennek megfe-
lelGen jeloléskor a vektor vastagon szedett d6lt kisbetti (a, b), mig a tenzor
vastagon szedett d6lt nagybetti (A, T'). Ezen mennyiségeknek megfeleld
matrixos jeldlésben vastagon szedett ll6 kis, illetve nagy betti szerepel (a,
b, A, T).

2.1. Néhany alapveté matematikai fogalom
2.1.1. Vektor-, tenzorszamitas alapjai

Vektor

Vektor alatt egy hosszal és iranyitdssal rendelkez objektumot értiink.
descartesi derékszogti koordindtarendszert valasztva, a kérdéses vektort a-
val jelolve, a koordinatarendszer tengelyeinek irdnyét kijel6l6 jobbsodrast
bazisvektorokat jeldlje rendre e,, e, e.. Ekkor a kérdéses vektor

a=aze;+ay,e,+a;e, (2.1)

ahol a,, ay, a.- skaldr koordinatak (az z,y,z tengelyekre es6 irdnyitott vetii-
letek).
A vektor hossza egyszer{i geometriai megfontolasb6l szamolhato, azaz

lal| = \/a2 + a2 + a2 (2.2)

Egységvektor alatt egységnyi hossziisdgt vektort értiink. Az a irdnyédba
mutat6 egységvektor

o= 2 (2.3)
lall

Két vektor kozott tobbfajta szorzas értelmezett. Egyik a skaldris szorzds

s=a-b=|a| ||b|| cosa (2.4)

ahol « a széban forg6 két vektor kozotti szog. Ha képezziik a kovetkezd
skalaris szorzatot, akkor cos « kozvetleniil kiszamolhat6
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Sqa =€q-b=|leq] ||b]| cosa=|b| cosa
ahonnan

cosa = s,/ ||b]| (2.5)

Mivel a vélasztott koordindtarendszerben a koordinatatengelyek egy-
madsra mer&legesek, igy all:

e.ex=1, (roysz), e-e=0, (zy&2ysaz) (2.6)

Az el6z6ek révén a (2.4) alatt definiélt skalaris szorzas

s=a-b=(aze;+a,e,+ae;) (bye,+bye,+b.e;)= @2.7)
=a; by +ay by, +a, b, )

A mésik szorzds a vektoridlis szorzds, ami a két vektor sikjara merdle-
ges vektort szolgéltat, a kapott vektor hossza a két vektor altal kijelolt
paralelogramma teriiletét adja:

c=axb=|c|=|al b sinc (2.8)
irdnya pedig olyan, hogy a, b és c jobbsodréast.

A bézisvektorokra alkalmazva (jobbsodrasa koordindtarendszerben
vagyunk!) nyerjiik, hogy

€. =€, Xe;, e;=e, Xe, € =e,Xe (2.9)

de a szorzas sorrendjét felcserélve az eredmény a fentiek negativija, tehat

—e,=e,X€e;, —ey=e,xXe, —e =€ Xe, (2.10)

Hérom vektornal az Gn. vegyes szorzat

V=(axb)-c=c-(axb)=a-(bxc)=(cxa)-b (2.11)

a harom vektor 4ltal kijelolt térrész térfogatat adja — el&jeltdl eltekintve—,
mig a kétszeres vektoridlis szorzasnal all:

d=(axb)xc=(a-¢c)c—(b-c)a (2.12)

Tartalom | Targymutatd = = 417>



VEM alapjai Néhany alapveté matematikai fogalom
Tartalom | Targymutatd = = 418>

Amennyiben egy vektor a helynek a fiiggvénye értelmezziik a derival-
takat.
Pl. az x szerinti derivalt

9a _daz - Oay . 0Ods
or  ox © orx Y ox 7
Késdbbiekben, szdmtalan esetben hasznéljuk a Hamilton-féle differenci-
al operatort, amely descartesi koordindtarendszerben
0- 0-

0-
V = %em + 873/ ey + @ €, (213)

alakot nyeri, illetve a hozzéatartozé Laplace-féle operator

o2 92 92
A = 2 = . = — _ J—
VI=V-V=gntan tan

Tenzor

Tenzor alatt egy homogén vektor-vektor fliggvény kapcsolatban megjele-
nd objektumot értiink, nevezetesen a ¢ vektorhoz a B jel{i objektum, azaz a
tenzor segitségével az a vektor van hozzérendelve

a=B-c (2.14)

A B tenzor (3 x 3)-as szdmsokasaggal is jellemezhetd, vagyis a tenzort
matrixosan megjelenitve

b:m: b:):y bzz
B= by by by (2.15)

bzx bzy bzz
illetve tin. hdrom didd révén éallithato eld.

Altaldban egy diad alatt
aob (2.16)

jelti kifejezést értjiik, amelyet a skaldris szorzédsra vonatkozé tulajdonsagai-
val értelmeziink.
Skalaris szorzasnal

d=(aob)-c=a(b-¢c), g=c-(aob)=(c-a)b (2.17)

eredményt kapjuk, ami azt jelenti, hogy a skalarisan azt a két vektort kell
Osszeszorozni, amelyek kozel dllnak egymdéshoz, azaz, amelyek kozott a
skaldris szorzas jele és a zardjel van.

Tartalom | Targymutatd = = 418>



VEM alapjai Néhany alapveté matematikai fogalom
Tartalom | Targymutatd < = 419>

A B tenzor diadikus el6éllitdsa a kovetkezé eredményt adja

bza: ba:y by
B=| by by by | =bioe,+bjoe,+b.oe. (2.18)
bz:p bzy bzz

amib6l b, = B-e; = by, e, +by, e,+b., e.stb. vagyis a tenzor oszlopaiban
a bazisvektorokhoz tartozé vektorok taldlhatok.

Legyen A és B az (z,y,z) koordinatarendszerben adott 3 sorti és 3 oszlo-
pu4, azaz (3,3)-as tenzor:

Qg Qry Ogpz baz ba:y bsz
A= aye ayy ay. |, B=| by by by
Qzy Qzy QAgzz by bzy b..

A két tenzor skaldris szorzdsa az aldbbi médon értelmezett:

A-B=(ayoe;+ay,oe,+a.,ce;) (byoe,+b,oe,+b,oe;) =
Ogabes + aa:ybya: + azzbza axxb:ty + a:tybyy + axzbzy Gaabrz + aa:ybyz + azzbzz
ayzbzz + ayybyz + ayzbzz ayzbzy + ayybyy + ayzbzy ayzbzz + ayybyz + ayzbzz
Gzobre + azybym +az:bze asz:cy + azybyy + azzbzy zebez + azybyz +az:bzz

(2.19)
azaz az egyes elemek a megfelel6 sorok és oszlopok szorzat 9sszegeib6l
allnak eld.

A kétszeres skalaris szorzds két didd kozott az alabbit adja
c=(aob)--(goh)=(a-g)(b-h) (2.20)
és ily médon

A--B=(azoce;+ayoe,+a,oe;) -(byoe,+b,0e,+b,0e;)
=a; by+ay-b,+a, b, =az, byy+agy byy+...+a b,
(2.21)
A tenzor matrixdnak f6atléra valo tiikrozése (oszlopok sorok cseréje)
a transzponalast jelent, ezt T fogja jelolni. Ha A = AT akkor a tenzor
szimmetrikus, ha pedig B = —B7 akkor a tenzor aszimmetrikus.
Ha A = AT és B = cod, azaz a c és d vektorok &ltalanos (diadikus)
szorzata, azaz
Crdy  Czpdy  cpd,
B = | cyd,
Czly

akkor A--B=A--(cod)=c-A-d.
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Amennyiben
A-n=>xn (2.22)
akkor az n egységvektor altal kijelolt iranyt f6irdnynak és A értékét sajatér-
téknek nevezziik.
A (2.22) sajatérték problémat jelol ki. Ilyennel taldlkoztunk szilardsag-

tanban a T fesziiltségi tenzor vonatkozadsdban a o f6fesziiltségek meghata-
rozasandal.

2.1.2. Matrixalgebra alapjai

Sorfolytonosan elrendezett szimok (elemek) sokasaga egy vektort jelol ki,
pL

a
a2

ac | (2.23)

a;

Qan

ahol n az elemek szdma.
A vektor transzponaéltja fekvd alakban helyezkedik el

al =[ayas...a;...ap) (2.24)

Két vektor skaldris szorzata

T

s= a b (2.25)
~ ~~
(1,m) (n,1)
mig az aldbbi szorzas (diadikus)
C = b al (2.26)
—~ O~ —~~
(n,m) (n,1) (1,m)

egy (n,m) méretl (n sorral, m oszloppal rendelkez) matrixot eredményez,
azaz egy téglalap alakzatba rendezett elemek halmazat szolgaltatja.
Két vektor normalt, ha

alaj=1, alay=1 (2.27)
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és ortonorméltnak mondjuk, ha
al a; =0 (2.28)
Két matrix (skalaris) szorzasa

C A B (2.29)
~— =~ =
(m,;p)  (m,n) (n.p)
csak akkor végezhet6 el, ha a szorzdsban részvevs els6 matrix oszlopainak
szama (n), megegyezik a masodik matrix sorainak szamaval.
A métrix tetszbleges elemét szokds alsé — sor, oszlop — indexeinek
felttintetésével megadni
L =1Ciilmy)
(m,p)

(2.30)

ilymédon C;; az i-dik sor j-dik elemét jeloli.
Ekkor a szorzas egyszer{ien leirhato:

Cij =Y Ay Bij (2.31)
k=1

A transzpondlds a métrix sorainak, oszlopainak felcserélésével a kovet-
kezé6t adja

\(;_, - [Cl]](mp) ’ \C,-/ - [C] Z](p,m) (232)
(m.p) (p,m)

A kvadratikus matrix sorainak és oszlopainak szdma megegyezik (n =
m). A métrix szimmetrikus, ha az transzponaltjaval megegyezik: B = B7.

A diagondl maétrix csak a féatloban rendelkezik zérustél kiilonb6z6
elemekkel. Az egyszert(ibb jelolés érdekében B = (By; B ... Bjj... By )
jelolést fogjuk a tovabbiakban hasznélni.

Szorzat transzpondldsara vonatkozoéan &ll az aldbbi egyenléség

C = A B, cT =BT AT (2.33)
—~ NN =N =~
(m,;p)  (m,n) (n.p) (pm)  (pn) (n,m)

Csak azonos méreti méatrixokat lehet dsszeadni és kivonni.

L. =A £ B =[C]=[Ai; £ Byl (2.34)

(m,n) (m,n) (m,n)
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Egy skaldr szdmmal torténé szorzasndl a matrix minden eleme szorzoé-
dik,
C=aB = [C”] = [OéBij] (235)

Ortogonadlisnak nevezziik az A matrixot, ha fennall
AAT =ATA=E (2.36)

Osszeftiggés, ahol E az egységmatrixot E = (1 1...1) jeloli. Ebb6l kovetke-
zik, hogy a métrix transzponéltja megegyezik inverzével:

Al =AT

Szorzat inverzére a métrixok invertalhat6saga esetén all az alabbi egyen-
18ség

-1

CcC = A B =B lA! (2.37)
(m,m) (m,m) (m,m)

A matrix rangja alatt a linearisan fiiggetlen sorok (oszlopok) szamat
értjlik.
p(A) (2.38)

Linedrisan egymastol fliggetlennek nevezziik az oszlopokat, ha m > n
esetén

> ca; =0 (2.39)
j=1

egyenl6ség csak c; = 0, j = 1,...,n esetén all fenn. Ha pl. taldlunk két olyan
oszlopot, amelyek linearis kombindacidja zérust ad, akkor a matrix rangja
eggyel csokken, azaz p(A) =n — 1.

Az (m,n) méretli matrixndl

m>p(A)<n (2.40)

A x =_b (2.41)

kifejezésben szerepld x vektort ismeretlennek tekintve, algebrai egyenlet-
rendszer all el6ttiink. Egyértelmti megolddsahoz az A egyiitthaté matrix
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invertdlhat6 kell, hogy legyen, vagyis determindnsa zérustdl kiilonbozni
koteles. A determinédnst

det A (2.42)
jeloli. Ekkor a (2.41) megolddsa
x =A"! b (2.43)
<~ ~—
(n,1) n,n) (n,1)

ahol az egyiitthat6 matrix inverze A, Invertdlhat6sag esetén p (A) = n.
Az algebrai egyenletrendszer megoldédsara szdmos eljaras ismert. Van-
nak egzakt megoldast adok (pl. A Gauss-féle elimindciéval dolgozdk), ill.
iteraciot felhasznalok [2].
Itt is megfogalmazhatok sajatérték problémak. Nevezetesen

A x=Xx (2.44)

A rezgéstani feladatokndl a (2.44) sajatérték-feladatnak kitiintetett sze-
repe lesz a mechanikai rendszer dinamikai vélaszainak meghatdrozdsanal.
Kvadratikus métrix jobbrol, balrél torténé szorzasa skaldr szamot ad.

Ha
xTAx >0 (2.45)

akkor ez esetben azt mondjuk, hogy a métrix pozitiv szemidefinit, ha a
szorzds eredménye csak pozitiv szdm, akkor a matrix pozitiv definit. Ezzel
a kérdéssel konkrétan az alakvaltozési-, kinetikai energia szdmitdsandl
fogunk taldlkozni. A szorzat zérus értékénél a matrix rangja kevesebb mint
az x vektor mérete.

2.1.3. Kezdeti peremérték feladat

A modellhez kapcsolt differencidlegyenletben vagy rendszerben ismeretlen
fiiggvények szerepelnek, amelyeknek idében vizsgalt feladatoknal a kezde-
ti, tovabbd a vizsgalt tartomdany peremén jelentkezd peremfeltételeket is ki
kell elégiteni, vagyis vagy a fliggvénynek, vagy derivéltjanak, vagy ezek
linearis kombinacidjdnak adott értéket kell felvennitik.

Peremnek nevezziik azt a pont-sokasdgot, amelynek koérnyezetében
taldlhatok olyan pontok, amelyek a tartomédnyhoz tartoznak, illetve olya-
nokat is, amelyek mar nem. Tetsz6leges tartomanyt (2-val fogjuk jelolni,
illetve peremét I'-val.
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Egy tobbvaltozos fliggvényt, amennyiben rendelkezik m-ed rendii foly-
tonos derivaltakkal C™(Q) osztalyt fiiggvénynek szokds nevezni. Igy
pl. f fiiggvény C°(Q2) osztélyt, ha f folytonos, de egyvéltozos esetben a
df /Ox derivalt mar nem. A tovabbiakban egyvaltozos esetben legyen x a
fiiggetlen valtozo.

Az aldbbiak a perem illetve kezdeti feladatokra mutatnak be néhany
egyszer(i példat.

Peremérték feladat

d d
L la®™)4p=0, 0<z<1 (2.46)
dx dx
du
0) = — = I 2.47
u(0) = uo, <adx>|1,:1 0 (247)
Kezdeti értékfeladat
d?u
pﬁjLau:q, 0<t<ty (248)
du
0) =9 - =0 2.49
ul0) =", (dt>|t:0 ° 249

Kezdetiperemérték feladat u fiiggvényre vonatkozoélag:

2
p% — % (a?i) =p(zt), O0<zxz<l1 (2.50)
0<t<ty
u(z,0) ="u(z) %(ZE 0) =%(x) (2.51)
o oot '
w(0.4) = uo(t), (a;lZ) =R (252)

(2.47) és (2.52)-t peremfeltételnek, (2.49) és (2.51)-t kezdeti feltételnek
szokds nevezni. Amennyiben az uo, Fj illetve Ou, Oy zérustol kiillonboz-
nek, tigy a feltételeket inhomogénnak, ellenkezd esetben homogén perem és
kezdeti feltételnek nevezziik. A probléménal p, a, ug, Fo, v, °v mennyisé-
gek adottak. A jobboldalon szerepl6 p(x,t) = 0 esetén a differencidlegyenlet
homogén, zérustol eltérd esetben inhomogén.
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Sajatérték problémanal keressiik azt a A sajtértéket, amelynél az alabbi
differencidlegyenlet kielégiil.

d du
dm<adx> Au, O0<z< (2.53)
du
0)=0 — = 0. 2.54
w0 =0, (a dm>|x1 @259

Ezen osztalyt feladatok rezgéstani, stabilitasi kérdések megvalaszola-
sakor mertilnek fel a mechanikdan beliil
2.1.4. Integralatalakitasi 6sszefliggések

Egy zart () tartomanyban értelmezett u(z)! fiiggvényre haté V Hamilton-
téle differencialoperator esetén 4ll

/VudQ = /nudF (2.55)
Q r
illetve
/V-udQ:/n'udF, (2.56)
Q r
tovéabba
/qudQ:/nxudF, (2.57)
Q r

Osszefliggés, ahol n jeloli az 2 tartomadnybdl kifele mutaté normaélis egység-
vektort, -, x a vektorok kozott értelmezett skalaris és vektorialis szorzést
jeloli.

Gyakran sziikség van a szorzat integraldsara is. P1.

L dw — Ld L dv - L L,
gv%dx_g@(v-w)dx g%wdx—[v-w]o ngdﬂf (2.58)

u vektort és T tenzort tartalmazo kifejezés esetén all

/(V-T-u)dQ:/(V-T)-udﬂ+/T..VoudQ (2.59)
Q Q Q

'A szimbolikusan targyalt vektorokat és tenzorokat vastag ferde bettikkel fogjuk jeloIni,
eltér6en a végeselemes targyaldsmodban haszndlatos 4ll6 vastagon szedett matrixoktol és
vektoroktol
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ami (2.56) szerint is kifejezhetd

/n~T~udI‘=/(V-T)~udQ+/T..VoudQ (2.60)
r Q Q

A vektor és tenzor jellegi mechanikai jellemz&k jelolésére egyarant
hasznéljuk a szimbdlikus és a matrixos (altalaban (z,y,z) koordindtarend-
szerben kapott koordinatakbol alkotott) jelolést. A vektor és tenzor jele
vastagon szedett ddlt kis— illetve nagybetti. Matrixos jelolésnél pedig allo
helyzetti kis- illetve nagybetti.

2.1.5. Funkcional

Funkcional alatt az ) értelmezési tartomanyon értelmezett fliggvénytol,
annak kiilonb6z6 rendii derivaltjaitdl fiiggd skaldr mennyiséget értiink,
azaz

F=F(ru,.) (2.61)
ami egyvéltozods esetben
du ,
F=F |z, u(x),d— =F(x,u,u ) (2.62)
T

Itt r a helyvektort jeloli, v’ a megkivant médon képzett els6rendii deri-

valtat. Példaul
1 2 1
F(xu) = /a (u) dr — /upd:n (2.63)
dx
0 0

vagy

F(ruVu) = [ [a(u-u)+bV - -u]d)— [ uw-pdl (2.64)
/ /

A fizikai feladathoz rendelten az F-ben szerepl6 u = u(r) fliggvény az
ismeretlen, ennek meghatarozasa a cél.

Tartalom | Targymutatd = = 426>



VEM alapjai Néhany alapveté matematikai fogalom

Tartalom | Targymutatd

2.1.6. Varialas

= = Q27>

A fuggvény varidcidja alatt, annak kismértékii megvéltoztatasat értjiik. Al-
talaban a megvaltoztatott fliggvénytl meg szokas kovetelni a folytonossa-
got és derivalhat6sagot, illetve feladattdl fiigg&en bizonyos peremfeltételek

kielégitését is.

A variélés jeleként §—t szokés haszndlni. Igy u variacitja alatt du -t
értjiik, ami a 2.1. dbran a folytonos vonallal rajzolt fliggvényt6l valo eltérést

jelenti.

2.1. &bra. Variacio6 értelmezése

~~~~~~

_OF_, OF

jelenti, mig az F teljes differencidlja

S

oF oFr oF
= —d —du
dF 52 x + 9 u + Do

Allnak az alabbi 6sszefiiggések

du

O0(F1+ F)=0F +0F,
(5(F1-F2) =0 -Fh+F-0F

SF" =n F" ' 6F

(2.65)

(2.66)
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F1> 0F, - Fy—F-0F»

ol == 2.67

(Fz (F2)? (267
Az u fuggvény megviltoztatasit egy a allandé és v(z) fliggvényen

keresztiil kifejezve du = aw, ahol a paraméter, amely a kiilonb6z6 varidci-

//////

derivéltja

d _d odv o, fdu
%(6u)—@(av)—adlﬂ =av =du _5<d:v> (2.68)
vagyis a derivélas és a varialas sorrendje felcserélhetd.
Integralasnal all
4] / u(z)dr = /5u(x)dm (2.69)
Q Q

A (2.63) alatti funkciondl tartalmaz lineéris és nemlinedris részeket.
Linedris rész

l(u) = /up ar (2.70)
r
mig az tn. bilinedris rész
du du
B(u,u) = /adxdmdx (2.71)
r
illetve duw d
w du
B = _—— .
(w,u) /a T da dx (2.72)
Q
Az l(u) funkciondl linedris, ha fennall
l(am + /BUQ) = al(ul) + ﬂl(UQ) (2.73)

mig B(w,u)-t bilinedrisnak mondjuk, ha fenndll az aldbbi linearitas

B(aul + ﬁu% w) = aB(ulvw) + ﬂB(UQ,’U)) (274)
B(uy ,awy + fws) = aB(ur,wi) + BB(u1,w2) (2.75)

A B(w,u) bilineéris részt szimmetrikusnak mondjuk, ha
B(w,u) = B(u,w) (2.76)
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2.1.7. Peremértékfeladat gyenge megoldasanak felépitése

A peremértékfeladat kozelité megoldasahoz varidciés modszert vélasztva
a differencidlegyenletet és a peremfeltételek egy részét integrdl értelemben
,atlagolva” kivanjuk kielégiteni, vagyis a megoldast gyengitjiik a kdzelitésre
hasznalt fiuggvényektdl alacsonyabb rendtiségi folytonossagi feltételeket
megkovetelve.

A differencidlegyenlet és a peremfeltétel stilyozédsara kiilonb6z6 fiigg-
vényeket vehetiink fel, megktvetelve a peremfeltételek egy részének ,a
priori” — a szdmitds soran annak tudatos — pontos kielégitését. Ezen ti-
pust peremfeltételt lényeges, alapvetd peremfeltételnek szokas nevezni. A
megmaradé peremfeltételek naturdlis, f0, természetes feltételeknek nevezziik.
Vizsgaljuk az aldbbi differencidlegyenletet

a
dzx

[a(m)flﬂ +p(x)=0 0<z<lL (2.77)

az alabbi peremfeltételekkel

du
u(0) = up, <ad:5> - =Qr (2.78)
A kozelit6 megoldast
N
u=up = @o(r)+ Z cipi(T) (2.79)

i=1
alakban fogjuk keresni, ahol ¢;(x) linearisan fliggetlen kozelit6 mez6nek
felel meg, ¢; ismeretlen paraméterek, ¢y (x) a ,lényeges” peremfeltételeket
kielégito fliggvény, ¢;(z) ugyanezen a peremen homogén peremfeltételeket
elégiti ki, azaz zérus értéket vesz fel.

Vegyiik a (2.77) alatti kifejezést, szorozzuk meg a sulyfiiggvénnyel és
integréljuk az L tartomdény felett, tovabba vegyiik a (2.78) alatti masodik
peremfeltétel zérusra atrendezett alakjat w-vel megszorozva. A (2.78) alatti
baloldali peremfeltételt az u (2.79) alatti kozelitésénél ,a priori” kielégitjiik,
igy w itt zérus kell legyen.

L
/ w LZC (ﬁ;) + p} dz — wy Ka;h;) - QL] 0 (80
0

Figyelembe véve, hogy
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A ()] Zdw du o du
dmw adx dr dz wdm adx

az integraldst a szorzatintegréldsi szabaly szerint képezve

L L

/ (du)adu +wp) dr + [wadu] —wr, [(adu> - QL] =0 (2.81)
dx |, dx ) |

0

Az integralt szemlélve észrevessziik, hogy a kapott integralban az u
fiiggvény derivaltja eggyel alacsonyabb rend{i, mint a megoldand¢ diffe-
rencidlegyenletben volt, ami a ¢;(x) megvalasztdsat majdan megkonnyiti.
A peremmel kapcsolatos az aw(du/dx) tag. A sulyfiiggvény koefficiense
az a(du/dr) mennyiség, aminek a vizsgalt problémahoz tartozé fizikai je-
lentése is van, ami valdjdban a természetes peremfeltétellel kapcsolatos.
Az 0sszevondsokat elvégezve a kezdeti probléma megoldédsara szolgalo
,gyenge” alak

L
/(— ?Ug—i—wp)d:ﬁ%—(wQ)L—O (2.82)
0

A (2.82) egyenletben szerepl6 tagokat bilinedris és linedris részekre
tudjuk szétszedni, igy

L
dw du
B(w,u) = /adx %d:z (2.83)
0
L
l(w) = / wpdz + (WQ)1 (2.84)
0
vagyis
B(w,u) —l(w) =0 (2.85)
A w sulyfiiggvényt
w=u+du (2.86)
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alakban képezve, a kapott varidciés egyenlet egy masik formdban is felir-
hat6. A kés6bbiekben els6sorban ezen jelolést hasznal6 egyenletet fogjuk
hasznélni.

B(du,u) —1(du) =0 (2.87)
Minthogy a B szimmetrikus, tgy 4ll

5 BB(U,U)} 5w =0

azaz .
I(u) = §B(u,u) —l(u) (2.88)

funkcionél bevezetésével
0I(u) =0 (2.89)

varidcios egyenlethez jutunk.
Rugalmassagtani feladatokndl a kovetkez6 fejezetben latni fogjuk, hogy
az I = I(u) funkciondl a teljes potencidlis energidnak fog megfelelni.

2.2. Rugalmassagtani 6sszefoglalo

Szildrdsagtani tanulmanyokbol — elsésorban a rudak vizsgélata alapjan —
ismert, hogy a mechanikai dllapot lefrdsdra a test pontjainak elmozdulasat,
a pontok kornyezetének relativ mozgésat, torzuldsat, azaz alakvéltozasat,
ill. a testben kialakul6 fesziiltségeket kell meghatarozni. Az is lathat6 volt,
hogy a kérdés elemzésére a vektor-, tenzorszdmitas kinalkozik hatékony
eszkoziil. Az elmozduldst a pontrél pontra valtozé u elmozdulas-vektor (el-
mozduldsmezd) jellemzi, az alakvéltozast az elmozduldsmezé derivéalasbol
nyert A alakvéltozési tenzormez6, mig a fesziiltségallapotot a T fesziiltségi
tenzormez{ irja le. Az aldbbiakban nagyon tomoren dsszefoglaljuk az alap-
vet6 fogalmakat és Osszefliggéséket a végeselem-modszer megalapozésa
céljabol.

2.2.1. Alapveto fogalmak [1,4,6,7]

Vizsgalatainkat egy tetsz6leges terhelésti és megfogasu test esetére végez-
ziik el, azzal a feltételezéssel, hogy a vizsgdlt test a terhelés hatdsara rugal-
masan fog viselkedni, azaz a terhelés fel és levétele utan a test visszatér
eredeti helyzetébe, és ha kezdeti dllapot fesziiltségmentes volt, akkor a te-
hermentesités utan szintén fesziiltségmentes lesz. A mérnoki gyakorlatban
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szamos ilyen esettel taldlkozunk. Azt lehet mondani, a teherviseld szer-
kezetek, gépi berendezések, mechatronikai eszkdzok dontd része ezeket a
feltételeket kielégiti.

Ezek utdn a 2.2. dbra szerinti terhelés és megfogds mellett fogjuk vizs-
gdalni a testet, azaz keressiik a testben kialakul6 u elmozduldsmez6t, az A
alakvaltozasi tenzormez6t, és a T fesziiltségi tenzormezét. A p stirliségti
test V' térfogatdn a pk térfogaton megoszlo6 terhelés, A feliiletének A, részén
p feliileti terhelés, A, részén adott u, elmozdulds miikodik.

Vizsgalatunkat az x,y,z viszonyitési descartesi derékszogti koordina-
tarendszerben végezziik el. A koordinatarendszer tengelyeinek iranyaba
es, ey, e; egységvektorok mutatnak.

A tér tetszbleges P pontjanak helykoordinatéjat jelolje

T = re; +ye, + ze,. (2.90)
Az elmozduldsmezd
u = u(r) = ue, + vey, + we, (2.91)

az alakvaltozasi tenzormez6

A=A(r)= AT(r) (2.92)
és a fesziiltségi tenzormezd

T=T(r)=T"(r) (2.93)

a hely fliggvénye. Az alakvéltozasi tenzor és annak skaldrkoordinatai az
alabbiak szerint értelmezettek:

&iz %7;@ %’Y:cz ou ou O
A(r) = NI ¢ Bl R Al whal =R (2.94)
9Vzx 372y €z

melyben az ¢;, v;; fajlagos nytaldsok és szogtorzuldsok, dimenzidtlan
mennyiségek.
A fesziiltségi tenzor:

T(r)=| Ty 0y Ty (2.95)

Tartalom | Targymutatd = = 432>



VEM alapjai Rugalmassagtani 6sszefoglald
Tartalom | Targymutatd = = 433>

2.2. abra. A test terhelése, megfogdsa

ahol o és 7 a normal és a nyir6 fesziiltségeket jeloli.

A fenti (2.91)-(2.93) alattiak 3 és a szimmetria miatt 6-6 ismeretlen mez6t
tartalmaznak. Vagyis 0sszesen 15 mez6t kell meghatarozni. Ezek meghata-
rozésara — a szilardsdgtani és rugalmassédgtani ismereteinkre, annak lineari-
z4lt elméletére (kis elmozdulés (az elmozdulds lényegesen kisebb mint a
test mérete), illetve kis alakvéltozés (az alakvaltozas jellemzéi Iényegesen
kisebbek mint 1)) alapozva — az aldbbi egyenletek szolgélnak:

Az%(ro—i-Vou) (2.96)
geometriai egyenlet, ahol Va Hamilton féle differencial operator, a
T -V+pk=0 (2.97)
egyensulyi egyenlet, a
T=D- A (2.98)

anyagegyenlet?, a (Hooke-féle torvény) all rendelkezésre. A

u = ug reA, (2.99)

%A kétszeres skaldris szorzds bemutatéséra vegyiik a T=D--A kifejezést.
A tenzorszamitds szerint haromvaltozos esetben egy méasodrendii tenzor harom didd
osszegekeént allithat6 els. fgy
T=T,oe,+Tyoey,+T.0e, =(0z€z + Tys€y + T2z€:) 0 €5 + ...
Bevezetve xz,y,z indexek helyett az 1,2,3-at, tovdbba legyen T, = Tiie1 + Triex +
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geometriai (kinematikai) peremfeltétel (KPF), a

T n=p reA, (2.100)

fesziiltségi (dinamikai) peremfeltétel (DPF) kielégitése mellett. A fentiekben
.- askaldris, ,--” a kétszeres skaldris szorzast, ,0” a diadikus szorzast jeldli,
tovabbd, D az anyagallandok negyedrendti tenzora, n a feliiletbdl kifelé
mutatd normalis.

Homogén, izotrép anyag esetén (2.98) helyett a

T =2G (A + 2 AII> (2.101)
1-2v

ismert dltaldnos Hook torvény irhat6 fel, ahol G a cstisztaté rugalmassagi
tényezd, v a Poisson féle tényezd, A; az A tenzor els6 skaldr invaridnsa (a
tenzor f6atlobeli elemeinek 6sszege), I idemtenzor.

A kés6bbi varidcios elvek alkalmazasdhoz igen lényeges szerepet tolte-
nek be az alabbi feltételeket kielégité mezok.

Definici6 1.

Kinematikailag lehetséges (megengedett) elmozduldsmezdnek neve-
ziink minden olyan u* mez&t, amely folytonos, véges derivéltakkal rendel-
kezik és kielégiti a KPF-t, azaz

*

U = Uy re Ay, (2.102)

1
A* = i(u* oV+Vou") reV (2.103)

Definicio6 2.

Ts1e3  stb. akkor a fesziiltségi tenzor
3
T = E Ti]' €;0 €j
ij=1
alakban is felirhato.
Ennek analégiajara a negyedrendti tenzor
3

D = Z Dijrieio ejo epo e
ik, l=1
Vagyis
3 3
T = D. A = ( > Dijrieio e;j0 ero el>..<z Apn€m O en> =
i,7,k,l=1 m,n=1

3 3
Z DijklAkleiO €; = Z Ti]-eio €;

i,j=1 3,5=1
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Statikailag lehetséges fesziiltségmezének neveziink minden olyan T
tenzormez&t, mely kielégiti az egyenstlyi egyenletet és a dinamikai perem-
feltételt, azaz

T V+pk=0 rev (2.104)

T n=p re A (2.105)

A fenti definiciokbol kdvetkezik, hogy a kinematikailag lehetséges el-
mozduldsmez? is kielégiti a

VxA*xV=0 reV (2.106)

kompatibilitasi egyenletet, de nem elégiti ki a (2.97) egyenstlyi egyenletet:

T - V+pk#0 rev (2.107)
és a (2.100) dinamikai peremfeltételt:

T -n#p re A (2.108)

Forditva a statikailag lehetséges fesziiltségmezb6l szarmazo6 A alak-
valtozasi tenzormezd

T=D--A = A=D'..T=C. T
maér nem elégiti ki a (2.106) kompatibilitasi egyenletet, azaz
V x A(T) xV #0 (2.109)
és ilymodon a (2.99) alatti kinematikai peremfeltételt sem, azaz

ufug reEA, (2.110)

A (2.96) - (2.100) alatti peremértékfeladat megolddsanak egyik lehet-
séges modja, hogy a haromfajta u, A és T' mez&k helyett vagy csak az u
elmozduldsmez6t, vagy csak a T fesziiltségi tenzormez6t tartjuk meg a
megoldand6 végs6 parcidlis differencidlegyenletrendszerben. Nem nehéz
belatni, hogy homogén-izotrép anyag esetén az elmozduldsmezore felirha-
t6 alapegyenlet (A-nak (2.98)-ba, majd T-nek (2.97)-be helyettesitésével)

ko (2.111)

V2 + V(V-u)+%

1—2v
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elmozdulédsvektorra vonatkoz6 un. Navier-féle alapegyenlet fogalmazhat6
meg. Természetesen a (2.100) alatti dinamikai peremfeltétel is az elmozdu-
lasvektoron keresztiil nyer kifejezést.

A (2.111) parcidlis differencial egyenletre alapozott szamitdsndl elmoz-
duldsmoédszerrdl beszéliink. Ekkor a primal (elsédleges) valtozok az el-
mozduldsmez skaldr koordinatdi, s ezekbd&l derivalds utan jutunk el az
alakvaltozédshoz, illetve a fesziiltséghez. Egy masik titon — ltalaban fesziilt-
ségfliggvények bevezetésével — a fesziiltségi mez6 szerepel alapvaltozéként.
Természetesen mindkét esetben a peremfeltételeket vagy az elmozduldsme-
z0n, vagy a fesziiltségmez6n keresztiil kell kifejezni. Specialis terhelések,
test geometridk esetére szamos eljaras keriilt kifejlesztésre, amelyekkel a
rugalmassagtani konyvekben taldlkozhatunk [1, 4].

ElkovetkezSkben célunk lesz a rugalmassagtani peremértékfeladat meg-
oldasat kozvetett iton — nem differencidlegyenlet-rendszer megoldasan
keresztiil - hanem kozvetlen Giton, energetikai elvekre alapozott varidcids
modszerek felhasznaldsaval elérni. Latni fogjuk, ez az it a mérnoki szemlé-
lethez is jol igazodik, s a szamitogépek felhaszndldsdval igen eredményesen,
a gyakorlati igényeket messze kielégité médon alkalmazhato.

2.2.2. Variacios elvek

Az &ltalunk vizsgalt mechanikai problémaéak variadcios elvek segitségével
torténd vizsgalata a differencidlegyenlet-rendszer kdzvetlen megolddsaval
szemben az aldbbi f6bb elényokkel rendelkezik.

1. A vizsgélt varidciés elvhez kapcsolddé funkciondl nagyon gyakran
tizikai tartalommal bir.

2. A funkciondl alacsonyabb rendti derivaltakat tartalmaz, mint ami az
eredeti feladat differencial-egyenletrendszerében szerepel.

3. Varidcios elvek révén bonyolult peremfeltételek, illesztési feltételek,
mezbegyenletek vezethetdk le, ill. igazolni lehet a megoldés létezését
és egyértékiiségét.

4. A szamités kozelitésének josdgara a funkciondlban szereplé mezdk
,a priori” ki nem elégitett perem és illesztési feltételeinek kielégiilési
mértékén keresztiil kapunk szemléletes képet. A kozelités egyetlen
skalarral, a funkciondl értékével mindsithetd.

5. A variécios elvekre alapozva numerikusan stabil és konvergens eljara-
sok szdrmaztathatok.
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6. A kozelit6 mez6ék alkalmas megvalasztasdval jol kondicionaltsagu
algebrai egyenletrendszer nyerhetd, amelynek szamitégépes megolda-

sdra jol ismert hatékony eljardsok hasznalhatok.

A teljes potencialis energia minimum elve, a Lagrange-féle variacios elv

Legyen az elmozduldsmezé kinematikailag lehetséges. Ekkor az elmoz-
dulds mez6 varidcidja (virtudlis elmozdulds) alatt, a kinematikailag lehetsé-
ges és a tényleges (valodi) elmozdulasmezdk kozotti kiilonbséget értjiik,

amelynek jele: du

ou=u" —u,

(2.112)

ahol u az egzakt elmozdulds. Nyilvanvaloan teljesiil: )u = 0, har € A,.

u
ou
a.)
u
e v
Uadott Uadott
0 L T
u*
b)
u
e v
Uadott Uadott
0 L =z

2.3. abra. Elmozduldsmezd varidcidja

Hasonl6an értelmezhetd az alakvaltozas varidcidja:
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A*=A(u*)=A(u+5u):%[(u—l—&u)OV—FVO(u—F(Su)]:

:%(UOV‘FVOU)-F%((WOV—FVO&L) (2.113)

A 0A

azaz
A*=A+ A

Definialjuk a teljes potencidlis energiat rugalmas anyagu testre
1
II, =11, (u) —2/A--D-~AdV—/u-pde—/u-pdA (2.114)
14 v Ap

A Hooke-féle anyagegyenlet értelmében T' = D - - A.
A potencialis energia kifejezésében az els¢ tag az alakvéltozasi energia

;/A D--AdV = Ualakv.
mig a kiilsé er6k munkdja
Wk:/u-pdA—i-/u-pk:dV (2.115)
A v

Kérdésként meriil fel, mennyi a 611, értéke kinematikailag lehetséges
elmozduldsmezd esetén? Behelyettesitéssel konnyen meggy6z8dhetiink
arrol, hogy
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0, (w + 6u) — / (A+6A)--D--(A+5A) dV—
174

l\D\»—t

/ (u+ou) - pde—/(u—i—éu)-pdA:
Ap
T
1 o N—
:2/A--D~-AdV—/u-pde—/u-pdA+
v

v A,

IT, (w): egzakt értékhez tartozo
T

—
+/5A~-D--AdV—/éu-pk:dV—/éu-pdA—i-

Ap

0IL,: a potencidlis energia els6 varidcija

oT
1 —
+2/(5A'-D-‘5AdV

5211,>0

T, (u*) = T, (u + du) = I, (u) + 611, + 611, (2.116)
ahol )
62Hp:2/5A~~D~~5AdV20 (2.117)

hisz ez utébbi kifejezés alakvéltozasi energiat fejez ki. Az els6 varidci6 zérus
értéke 011, = 0 a potencidlis energia stacionér pontjat jeloli ki, amelyben a
potencidlis energia abszoltit minimummal rendelkezik. A kinematikailag
lehetséges elmozduldsmez6nél a potencidlis energia mindig nagyobb, mint
a tényleges mez6hoz tartozoé.

I1, (u*) > 11, (u) (2.118)
A6Il, =0 feltétela T'(u) = D --A, A = A(u) jeloléssel

6Hp:/5A‘-T(u)dV—/5u‘pde—/5u'pdA:0 (2.119)

Ap
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Az els6 integral atalakitasaval

V/(éro)-‘TdV:V/(u‘T-V)dV—‘/(Su.(T.v)dv

majd a Gauss-Osztrogradszkij tétel felhasznaldsaval, a (2.119) helyett

—/5u- [T(u)-V+pk]dV+/5u-[T(u)-n—p]dA—O (2.120)
v Ap

irhat6, mivel du = 0 az A, feliileten. Mit is mond ez az egyenlet? Mivel a

du elmozduldsmezé varidcidja a V' térfogaton és az A, feliileten tetszSleges,

az integralok csak akkor ttinnek el, akkor lesz értékiik zérus, ha a du melletti

zérdjeles kifejezések zérussal egyenlSk. Ezek pedig rendre fizikailag az

egyensulyi egyenletet és a DPF-t fejezik ki.

Tétel:

A teljes potencidlis energia minimumdt meghatdrozé 611, = 0 stacionaritdsi
feltétel dltal kijelolt pontban olyan elmozduldsmez0 alakul ki a testben, amely az
eredetileg ,,a priori” el6irt kinematikailag lehetséges elmozduldsmezdre kirdtt felté-
teleket betartva, kielégiti az elozetesen nem biztositott egyensiilyi egyenletet, mint
mezbegyenletet és a dinamikai peremfeltételt, vagyis szolgdltatja a rugalmassdigtani
feladat egzakt megolddst.

A tételbdl kovetkezik, hogy kozelitd szamitds felépitésekor miutdn u
helyett u*-ot hasznalunk, az egyenstlyi egyenlet és a DPF mar nem fog
pontosan kielégiilni. Anndl kisebb lesz az eltérés, minél kozelebb vagyunk
a tényleges u megoldashoz. Nagyon lényeges, hogy az elv , csak igyekszik”
kielégiteni ezeket, és igy a (2.107), (2.108)-ben szerepl hiba mértékébsl a
szamitas pontossagara tudunk kovetkeztetni: példaul a DPF esetén a

IT"-n - p|

[rl
egyenl6tlenség (ahol ¥ el6irt hibakorldt) adhat feleletet a megoldds pon-
tossagéra az A, tartomany kiilonb6z8 pontjaiban vett értékek kiszamitasa
révén. Vagyis fizikai oldalrél tudjuk ellenérizni szamitdsunk pontossagat.

< (2.121)

Hohatas, kezdeti fesziiltség figyelembevétele

A testben kialakul6 hémérsékletmez&t ismertnek feltételezve, az o fajla-
gos hoétaguldsi tenzor révén kezdeti alakvaltozasok

Ay =aT (2.122)
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ahol T' = T'(r) a hémérsékletmezd véltozasa. Homogén, izotrép anyag
esetén
a=al, (2.123)

ahol I idemtenzor, « fajlagos h6tagulasi egytitthato.

A testben 1év (4ltaldban a gyartds soran "bevitt" marado fesziiltséget)
kezdeti Tj fesziiltségnek fogjuk nevezni.

A terhelés, a marad¢ fesziiltség és a h6hatas soran kialakult elmozdu-
lasmez0 ismeretében a keletkez6 fesziiltség

T=D -(A(u)— A)+T) (2.124)

illetve
A=C. - (T—-Ty) + Ay (2.125)

Ekkor a teljes potencialis energia

1
Hp—z/(A—A0)~ D -(A—AO)dV—/u-pdA—
1% A,
/u-pkdv+/A..Todv (2.126)
1% 14

Természetesen a 01, = O stacionaritasi feltételhez rendelt tételben
foglaltak tovabbra is érvényben vannak. Megjegyzendd, hogy konkrét sza-
mitdsnal a varidlds szempontjabol dllandénak tekintett 5 [ Ag--D --Ag dV

v

integralt sziikségtelen meghatarozni.

A Ritz-féle modszer

A teljes potencidlis energia minimum elv szerint a 011, = 0 varidcios
egyenletet kielégit6 u elmozduldsmez6 a rugalmassédgtani feladat egzakt
megoldédsahoz tartozik. A tényleges u elmozduldsmez6 helyett a kinema-
tikailag lehetséges u* elmozduldsmez6 szerepeltetése 611, = 0 egyenlet
alapjan kozelitd megoldast fog eredményezni. A megoldas pontossaga az
altalunk felvett u* mez6 ,josdgatol” fog fliggni. Az minél pontosabban
kozeliti a tényleges mez6t, az eredmény anndl pontosabb lesz. A tényleges
mez6nél a potencidlis energia abszoltit minimummal rendelkezik. Ett6l
eltérd mezénél a megkozelitett potencidlis energia nagyobb értékkel fog
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rendelkezni. Altaldban a kozelitést speciélis hatvanyfiiggvények alkotta
sorral képzik. Igy az u* mez6t az alabbi médon kozelitjiik:

N

u* =ugy(r) + Z (civi(r)es + cipnti(T)ey + cipanxi(r)ez)  (2.127)
=1

ahol uf (r) kinetikai peremfeltételt kielégit6 mez6 uj (r) = uo(r) r €
Ay, pi(r), ¥i(r), xi(r) dltalunk felvett kozelitd fliggvények, amelyek eleget
tesznek a p; (r) =¢; (r) = x; (r) =0 r € A, homogén peremfeltételnek,
folytonosak, derivalhatdk, IV a kozelits sorban felvett tagok szdma, ¢; (i =
1,...,3N) ismeretlen 4lland6k, paraméterek.

Az u* mez§ varidcidja

N

Su* = Z (dcipi(r)es + dcipn i (1)ey + dcivan xi(T)es) (2.128)
i=1

u*-nak (2.126)-be helyettesitésével a potencidlis energia az ismeretlen
paraméterek fiiggvényeként all el6

Hp = Hp(cl,...,C;J,N) (2129)
A
II 11 11
(mp:o:acla p+...+5cia p+...+5C3Na (2.130)
0cy dc¢ dc3n

stacionaritasi (minimum) feltételb6l

oI,

8 C; N
algebrai egyenletrendszert nyerjiik a ¢; dllandok meghatarozasara. Vagyis
a feladatot véges dimenzidja feladatra sikeriilt visszavezetni, mégpedig
algebrai egyenletrendszer megoldasa révén. Ily modon az eredeti parcidlis
differencidl-egyenletrendszer megoldasat energetikai elv révén sikertilt
algebrai egyenletrendszer megolddsaval megkapni. A bemutatott méd-
szer igen hatékony, bonyolult gyakorlati feladatok megoldaséara kivaléan
alkalmazhato.

0 i=1,...3N (2.131)
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Az elmondottak illusztrdldsara vegyiink néhany egyszer{i radra vonat-
koz6 egydimenzids feladatot. Szamos esetben a bemutatott feladatoknak
egzakt megolddsa ismeretes. A példak a kozelit6 moédszer felépitésének
atjat, elvi hatterét kivanjak elsésorban illusztralni.

2.1. feladat: A valtozé6 A = A(x) keresztmetszet(i riud hossztengelye mentén megoszl6 terhelés inten-
zitdsa legyen p. A ridd = = 0 helyen megfogott, mig az x = L végén F, koncentralt er6 hat, tovabba
¢ dllandéja rugén keresztiil csatlakozik a talajhoz. (2.4. abra)

Megoldas: A teljes potencidlis energia

1 1
I, = E/Jwaw dVv —/updx—uL FL+§é (uL)2 (2.1-a)
——

riugdenergia
rid bels6 alakvéltozasi energidja  kiils6 terhelés munkaja

A rudakndl hasznalt hipotézis szerint a keresztmetszetben o, = Fe, = 4ll. fesziiltség keletkezik,
ahol
du —

£z = §% = u’, E Young féle rugalmassagi modulus.

Az A, E = all. p

N N+ AN

Ax

2.4. dbra. Példa egyvaltozos feladatra a) Rad és terhelése, b) rad elemi része
gy

1 1 1
I, = 5//E(u’)QdAdx— C T, = 3 /AE(u')2dx - /pudr —Fp, uL+56u2L (2.1-b)
L A L L

A varidciészdmitas szabdlya szerint
du? = 2u - du (2.1-¢)
ésigy
oll, = /AEu'ﬁu/ dr — /5updm —dur Fr, + ¢urdur, =0
L L
Az els6 integralt a szorzatintegraldsi szabdly szerint dtalakitva

0Il, = AEW/ Su

L_ / [(AEW) + pldudx—dur, (Fy, — éur) =0
L
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majd rendezve

811, = Suy, - [AEW |, — Fr, + ¢ur) —/[(AEu/)/ +pldudz =0 (2.1-d)
L

varidcios egyenlethez jutunk, mivel az = 0 helyen 1évé megfogas miatt u = 0. Az els6 tag eltliné-
sébdl a ,
NL = (AE’U,)L = FL — éuL (2.1-6)

dinamikai peremfeltételt, mig az integral eltinésébol az

(ABuY = —p,  (N'=—-p) 21
egyenstlyi egyenletet nyertiik. Ez utébbit hagyomanyos titon is megkaphatjuk. Véve a rid elemi ré-
szét, a red hato tengelyirdnyt er6k egyensulyi feltételébsl dN +pAx = 0, illetve N’ = —p kovetkezik,

ami egybeesik a 611, = 0 feltételnél kapottal.
Legyen AE = &ll. Kozelitsiik az v mez&t négyzetes hatvany fliggvényen keresztiil.

u=co+crw+ coz? (2.1-g)
Mivel z = 0-ndl u = 0, cg = 0 kovetkezik.
A (2.1-g) alatti kozelitéssel u’ = ¢1 + 2coz, tovédbba

1
II, = 5 /AE‘(cl +2¢oz)? da — /p(clx + cox?) da—
L

1
— Fr(e1L + o L?) + 5e(clL +caL?)?

illetve

SII, = /AE(cl + 2c2x)(dc1 + 26 cox) dx — /p(601x+60212)d17
L L
— Fr(6c1L 4 6c2l?) + é(erL + caL?) (8 ey L+ 6o L?)

Rendezve az egyenletet

0Il, =0=6c1 |:/AE((:1 + Qng)dx—/pzd;t—FL - L+é&(eil + chz)L:| +
L L

+ dca |:/ AE(c1 + 2cax) 2zdx— /p:c2 de—Fy, - L? + &(e1 L + c2L2)L2:|
L L

ami rovidebben ol .
0l =dc1 3 Py scp—2

2
c1 Oco

=0 (2.1-h)

alakban is felirhato. Mivel d¢;, (i = 1,2) tetsz6leges, 9 11,/0 ¢; = 0 egyenleteket nyerjiik. Ezek jelen

esetben
{/AE[1;2x]dx+[eL2;aL3]} [ 2; } —/pa:dx—FL -L=0
L

L
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{/AE[Qx;4:c2]dx+[6L3;EL4]} { 2 ] —/prdx—FL SL?2=0
L L

p = all. érték mellett a végsé megoldand6 egyenletrendszer

L L2 2 I3 e FLL+pZ
AE[ 2 4 3}+5[ 3 4})[ }= 23 (2.14)
( L §L L L () FLL2 4 p%
Alesetek
1.
0 ¢ =0 (lizott rid esete) = ¢ Fr c2=0
= c = = —, =
p 1 AE 2
2 Po Po
=py=4all., F, =0, é=0 = =Py -
pP=po=a L c C1 AE 2 AL
3.

p=po =4all., Fr =0, ¢=0 amegolddstaz el6z6 két eset

1
szuperpondldsdbol kapjuk = ¢ = i (Fp +poL), c2= %

, UL =

F
p=0, AE=0, F #0 = ¢ = -2
C

Fr,
c

@@

2.2. feladat: Vizsgéljuk az xz sikban elhelyezkedd hajlitott-nyirt tart6t. A tart6 keresztmetszetének
fétengelyei essenek egybe az xz sikra merSleges y tengellyel, ill. a z tengellyel. A keresztmetszetek
sdlypontjain athaladé tengely ilymédon az x tengelynek felel meg (2.5. dbra). A tartéra z tengely
irdnyaba p stirtiségti megoszléterhelés, az x = L keresztmetszetben ¥ nyiréerd és M7 hajlitényo-
maték miikodik. Ezen terhelések hatédsdra a tart6 az xz sikban deformalédik. A tarté kozépvonalanak
elmozdulés koordinétéja z irdnyaban wp.

Megoldas: A Bernoulli-féle hipotézis szerint a tarté keresztmetszete az alakvaltozds utan is mer6le-
ges marad a meggorbiilt kozépvonalra, a kozépvonal nem nyulik meg. llymédon az xz koordinataja
P pont x irdnyt elmozduladsa

u = —wyz (2.2-a)
amibdl az x iranyt fajlagos nytlés

e=u = —wjz (2.2-b)

és a keletkez6 normadl fesziiltség
0= Fe=—FEuwlz (2.2-¢)

A teljes potencidlis energia

1

Hp:a/aadv—/pwodx—wLFf-i-w;LM}j (2.2-d)
v L
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2.5. dbra. Hajlitott-nyirt tarto, terhelése és a Bernoulli-féle hipotézis

ahol wor, = wo(L), wy, = wj(L). A (22-b), (2.2-c) egyenletek behelyettesitésével, a keresztmet-
szetbeli integralas elvégzésével

1
I, = 5/IyE(wg)2 dx— /pwo de — wor Ff + w{)LM{ (2.2-e)
L L

6, = /IyEwgawg dx—/pdwod:v— Swor Ff 4 dwhr My (2.2-f)
L L

A szorzatintegralasi szabaly kétszeri alkalmazdsaval, a tagok rendezésével stacionér helyzetben

810, = [[yEw] |1 + MY 16wl — [((IyBw)) L+ FFléwor+
+{ [Iy Bwg)" — pldwo dz = 0 2.2-g)

hisz az x = 0—ndl 1év6 befalazds miatt §wo(0) = 0, dw((0) = 0.
A varidciok fliggetlenségébdl adoéddan egyrészt a dinamikai peremfeltételeket kapjuk meg:

MY = —I,Ew); = My = —IyEw (2.2-h)
Ff = —(IyBwy);, =  F*=-T.=—(I,Ew)) (2.2-i)
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ahol T, a nyiréerd, masrészt az
(IyEwg)" =p (2.24)
egyenstlyi egyenlethez jutunk.
A (2.2-h) és (2.2-i) alatt egyuttal az My hajlitényomatékra és 7", nyiréerére is kapunk Osszefiig-
géseket. Prizmatikus tarténdl I, = 4ll.
Az alabbiakban épitsiik fel a kozelit megolddst FZ = MY = 0 esetén.
A kozelit6fiiggvény

N
wy = Z cnz™ mivel wp(0) =w'0(0) =0 kelllegyen. (2.2-k)
n=2

Tovabba a lehajlas masodrend{i derivaltja

€2

N N
wf = Y (- Dens" =3 ga@en = loaan] | 1 | —gTe @21
n=2 n=2
CN
A wo és w({-nek (2.2-e)-be helyettesitésével a potencialis energia
92 z?
1
HP:ECT/ : IyE[gg..‘gN}dxcch/ : pdx
L L ogn L L a»
Q b
a c paraméterek fliggvényeként 4ll el6, vagyis
LT T
II, = ic Qc—c'b (2.2-m)
ahonnan a minimumfeltételb6l a oI
—P2-0=Qc-b (2.2-n)
dc
algebrai egyenletrendszert nyerjiik a ¢ dllandék meghatarozasara.

@@

2.3. feladat: Vizsgaljuk a 2.6. 4brdn vézolt prizmatikus tart6t.

Megoldas: A Példa 2.2 szerint elegendd a lehajlast negyedfokii hatvanyfliggvénnyel(polinommal)
kozeliteni:

wo = co + c1x + cax® + c32° + caz? (2.3-a)

Az x = 0 helyen 1év6 kinematikai peremfeltételb6l co = c; = 0 kovetkezik, mig az x = L helyen
dllnia kell a

wo(L)=0= coL? 4 c3L® + ey L*

Osszefliggésnek, amibé&l
ca = —(c3L + ¢4 L?)

vagyis
wo = c3(x® — La?) 4 ca(2* — L22?) (2.3-b)
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z A

Ap

=Y

2.6. dbra. Statikailag hatarozatlan tart6

tovabba
wl = ¢c3(6z — 2L) + c4(122% — 2L.%) (2.3-)

A teljes potencidlis energia

1 6x - 2L
I, = 5[::3 64]/ [ 1222 _ o2 } I,E[6x — 20,1222 — 212 dz—
x3 — La?
- [0364] /{ 24— [242 pdr =
L
1 4L3  8L* c3 B i
= —[ezca] Iy E - 12 2.3-d
5 [ca cally { L+ 2275 } { s ] [e3 ca]p s (23-d)
15
amibdl a § IT, = 0 értelmében el6allé egyenletrendszer
413 8L* 3 s -4
5 = — 12 .

we oo e ] [0 = oo 2 ] @5

A megoldasként kapott dlland6k értékeinek ismeretében az elmozdulés és a hajlitonyomaték x
figgvényeként mar konnyen felirhat:

s= — > PL =P
48 I E’ 24I,E’
p 2,2 3 4 1.2 5 a?
wo(x) = BLE (3L*z* — 5Lx” + 22%), My(xz) = —p §L — ng—&- Y (2.3-f)
Y

@@

2.3. Potencialis energia minimum elv alkalmazasa t6bb testbol
allé rendszer esetén

Tekintstik a 2.7. dbran vazolt 1 és 2 jelii testekbdl 4116 szerkezetet. Az egyes
elemekhez tartozé mennyiségeket fels6 indexbe tett sorszdm jeloli. Mindkét
elemre egyidejiileg az e fels6 indexszel hivatkozunk. A V¢ térfogatu e

2

elemet az A€ feltilet hatdrolja. A V¢ térfogaton a p°k® stirtiségli megoszl6
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terhelés, az A7 feliileten a p stirliségti feliileti terhelés m{ikddik, mig az A7,
feliileten ismert az ug elmozdulads. Az A° feliillet megmaradé A{ részén
az elem a szomszédos elemmel érintkezik, csatlakozik. Mindkét testre
érvényesek a rugalmassagtan egyenletei, azaz

1
Aezi(QfOV—i—Voue) reVe (2.132)
T¢=D°¢--A° reVe (2.133)
T V4 pk=0 recVe (2.134)

mint mez&egyenlet, tovdbba érvényesek a peremfeltételek [1]:

u®=uyg reAf
T -u®=p° reA] (2.135)

Ay

2.7. ébra. Kételem{i rendszer

A testek csatlakoz6 A¢ kozos feliiletén, az eddig nem ismert illesztési fel-
tételek allnak fenn. Ezek két csoportba oszthatok. Egyik az elmozduldsokra
vonatkozik. Feltételezésiink értelmében a kozos feliileti pontok egyiitt mo-
zognak, nem valnak el egymadstol, azaz a testek kozott kétoldala érintkezési
feltételek allnak fenn. A masik a fesziiltségekre vonatkozik. A feliileten
1évé fesziiltségek egyenstilyban vannak. Ily médon a KIF (kinematikai
illesztési) és a DIF (dinamikai illesztési) feltételek az alabbiak:

ul 2 r e A,

=u
T' n'=-T2.n> reA, (2.136)
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Itt n! és n? a testekbdl kifelé mutaté normélvektorok.

Vizsgaljuk meg, hogy ebben az esetben hogyan hasznalhat6 a potencia-
lis energia minimuma elv, illetve a megfelel6 varidcios elv.

Tételezziik fel, hogy az u*¢ elmozduldsmez6 kinematikailag lehetséges,
illetve teljesiti a kinematikai illesztési feltételt. Ez utébbibdl kovetkezik,

hogy
dul =6u® re A, (2.137)

A vizsgalt rendszer teljes potencidlis energidja a két testre kiilon-kiilon
telirhat6 potencialis energidk dsszegeként all eld:

2
1
M, =) 2/A--D--AdV—/u-pde—/u-pdA (2.138)
el R Ve A
A két testre vonatkozo varidcios elv felépitéséhez induljunk ki a teljes
potencidlis energiak varidci6jabol:

2 2
ST, = Z STIS = Z {6US 0. — OWEY =0
e=1 e=1

2
Z{;/Me .Te dV—/6u6~pde—/5ue ~pdA} (2.139)
e=1  ye Ve As

—_——————

6U§laku 75Wls‘

Az elsd integral az egy testre vonatkoz6 vizsgélatnal bemutatottak
szerint dtalakithato

/5u~(T-V)edV:/(6u-T-V)edV— (Guo V.. T¢dV =
N——
Ve Ve Ve 6ALST

:/5ue~T6-nedA—/6Ae..TedV
Ae Vs

innen

/5A6..T€dvz/5u€.Te.nedA—/(Sue-(T‘V)e av
Ve Ae Ve
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ahol A¢ = A + A°
~—

du=0
A kapott formuldkat visszairva és a tagokat dtrendezve:

2
Z /5u€~[T-V—i—pk]edV—/due-(T‘n—p)edA —
e=1 Ve

A
— /5u1-(T1~n1+T2-n2) dA=0 (2.140)

12
Ac

varidcios egyenlethez jutunk. Nyilvanvaléan, ha a KIF nem 4llna fenn,
akkor a (2.140) utols6 integrélja két részre esne, ami a belso feliilet fe-
sziiltségmentességét fejezné ki. Ez pedig a megfigyelésekkel ellentétes
eredményt szolgdltatna. A levezetett varidcios egyenlet, vagyis a varidcios
elv biztositja az egyenstlyi egyenlet, a dinamikai perem-, és illesztési felté-
tel teljestilését. Tehat ezzel a teljes potencidlis energia minimum elv a tobb
testbdl 4116 rendszerekre is alkalmazhat6 a kinematika perem- és illesztési
feltételeket ,a priori” kielégit6 elmozduldsmezd felvétele esetén.

A tobb testbdl 4ll6 rendszerekre vonatkozdan szdmos varidcids elvet
fejlesztettek ki. Sok esetben az elmozduldsmezdn kiviil a fesziiltségi ten-
zormezd is szerepel a varidlandé mez6k kozott. Az illesztési feltételek
,a priori” kielégitési mértékétdl fliggden tovabbi mezbket, multiplikatoro-
kat kell felvenni. Az [5, 8] konyvek e témakorben tovabbi informéciéval
szolgalnak.

2.4. Hivatkozasok a 2. fejezethez

1. Béda Gy. - Kozdk I.: Rugalmas testek mechanikaja, Mtiszaki Konyvki-
ado, Budapest, 1987.

2. Galdntai A. - Jenei A.: Numerikus mddszerek, Miskolci Egyetemi Kiado,
Miskolc, 2005.

3. Ronté M. - Raisz Pné: Differencidlegyenletek mtiszakiaknak, Miskolci
Egyetemi Kiad6, Miskolc, 2004.

4. Lurje A.L Teorija uprugosti, Nauka, Moszkva, (orosz nyelven) 1970.

5. Pdczelt 1. - Scharle P.. A végeselem-mddszer a kontinuum-
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kiad6, Budapest, 1967.
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3. A végeselem-méddszer elemmodelljének felépité-
se

Az el6z6 fejezetben kiemelt figyelmet forditottunk a teljes potencidlis ener-
gidra, a hozzd kapcsol6doé varidcids elvre és a red épiild kozelit szdmitdsra.
Lattuk, hogy az elv nem csak egy testb&l 4116 mechanikai rendszerre alkal-
mazhat6, hanem tobb testbdl felépiils (konkrét elemzést két testre tettiik
meg) rendszerre is. Lattuk, hogy a médszer hasznalatdhoz a kinematikai
perem és illesztési feltételeket kielégité elmozdulasmezs kozelitését kell
biztositani, ami nem jelent talzott nehézséget.

A modszert el6szor Ritz alkalmazta a mult szdzad elején. Olyan kozelité
mezd&ket hasznélt, amelyek az egész értelmezési tartomanyon gyakorlatilag
zérustol eltérd értékekkel rendelkeztek. A kapott algebrai egyenletrend-
szer egyutthaté matrixa, ha az alkalmazott koordinatafiiggvények nem
ortogondlisak az alakvaltozasi energia szdmitasdndl, akkor egy teljesen
telitett (zérus elemek nincsenek) métrixot kapunk. A kozelit6 fliggvények
maéstipust felvétele, amint ezt a késébbiekben latni fogjuk szalagszerke-
zetli egytitthaté méatrixot fog eredményezni. Ez akkor érhet6 el, amikor
a kozelitd fiiggvények zérustol csak az egész tartomany kicsiny alrészén
kiilénboznek. Ezt az in. lokdlis approximécié elv alkalmazaséaval érhetjiik
el, ami voltaképp a végeselem-modszert fogja jelenteni.

A tovabbiakban el6jaroban egyvaltozos feladatot fogunk vizsgalni (hu-
zott rad) bemutatva a lokélis kozelités elvét, a végeselemes targyalas alap-
vetd fogalmait.

3.1. Alapfogalmak

A végeselem-modszer 1ényegét az alabbi egydimenzids, htzott rad példa-
jan kivanjuk bemutatni.

Az x = 0 helyen megfogott, p stirliségli megoszl6 terhelés hatdsara a
3.1.a dbra szerinti u = u(z) tengelyirdnyt elmozduldsmez6 alakul ki. Ezt a
mez&t oly médon fogjuk kozeliteni, hogy a kozelitd fliggvénytsl megkove-
teljiik az z; (i = 1,...,6) koordinatajt pontokbeli u; = u(z;) fliggvényértéke-
ken torténd keresztiilhaladast. Vagyis a kozelité u = u* fliggvény kielégiti
az u; = u; feltételt. A kozelit6 kinematikailag lehetséges v* elmozdulés-
fiiggvény egy lehetséges esetét a szaggatott vonallal rajzolt, szakaszonként
linedrisan valtozo fliggvény jelenti. Egy masik véltozatot az 1-2-3, illetve
3-4-5 pontok 4ltal kijelolt négyzetes parabolédk ill. az 5-6 kozotti egyenes
altal leirt fliggvény jelentené. Miutdn adott pontokon keresztiil halad a
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kozelit fiiggvény, tgy a kozelitést a numerikus matematikabdl ismert
Lagrange-féle polinommal torténd kozelitésnek nevezhetjiik. A gondolat
altalanositasdval a 6. ponton atmend Lagrange féle polinom révén lehetne

a legjobban megkozeliteni az eredeti u fliggvényt.

ta b.)
Us

3.1. dbra. Az u(x) elmozduldsmezd kozelitése végeselemmel

Térjiink vissza a szakaszonkénti linearis kozelitésre. Az 1-2, 2-3 stb.
pontok (csomépontok) kozotti tengelyszakasz jeloli ki az els6, mésodik, stb.
elemet.

Gondolatban szedjiik szét a rudat csomépontjaival kijelolt elemekre,
hozza csatlakoztatva a hozzatartoz6 elmozdulds-fliggvényeket is. Ekkor a
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3.2. dbra. Koordinatafiiggvények, kozelitett elmozduldsmezd
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2. és 3. elem vonatkozasdban a 3.1.c 4brdn megrajzolt u°-t nyerjiik. Itt és a
tovédbbiakban a fels6 ¢ index az e jel{i elemhez val¢ tartozasra utal!

A 2. jelti elem csomépontjainak elmozduldsa u3 = u2, u3 = us, ahol
az als6 index a csomépontra utal. A 3. jelti elemnél u3 = u3, ui = ug.
Az elemen beliili linedris, szaggatottan rajzolt, kozelit6 fliggvényt az elem
csomoépontjaiban 1évd elmozduldsokon keresztiil tudjuk kifejezni. Latha-
téan, egymdstdl fliggetlentil, elemenként fel tudjuk épiteni a csoméponti
elmozduldsokon keresztiil a kozelit6fiiggvényt.

A kiilonall6 elemeket dsszeillesztve (pl. 2. és 3. elemnél u3 = ug =
u3), megkapjuk az eredeti u fliggvény kozelitését az egész tartoméanyra
vonatkozoélag.

Ezideig feltételeztiik, hogy u ismert és igy a csomoéponti értékek is,
vagyis a fenti kozelités hibédja a csomépontokban zérus.

Természetesen a konkrét mechanikai feladat megoldasanak kezdetekor
az u elmozdulésfiiggvény (elmozduldsmezd) nem ismert, és igy a csomo-
ponti értékek se. Megforditva, ha a csoméponti elmozduldsok kozelitd
értékét tudndnk, a felvett approximdcié révén barhol az u* kozelitett elmoz-
duldsmez6t is ismernénk, s6t ennek felhasznéldasaval az A*, T™ alakvalto-
zasi és fesziiltségmezdbket is, vagyis a teljes potencialis energia IT, (u*) kine-
matikailag lehetséges elmozduldsmez6hoz tartozo értéke is ismert volna.
Minthogy u* a csoméponti elmozduldsokon keresztiil nyer kifejezést, a 11,
minimum elv értelmében ezek a csoméponti elmozduldsok, paraméterek
meghatdrozhatok lesznek. Lényegében a Ritz mddszer jelenik meg azzal
a kiilonbséggel, hogy a kozelités sordban a ¢; (i =1,...,3N) allandok
helyett (I4sd (2.129) ) a konkrét helyen fellép6 elmozduldsok szerepelnek
s a ¢; koordinataftiggvények sajatsagos tulajdonsagokkal rendelkeznek.
Melyek ezek? Az aldbbi gondolati kisérlet erre fog feleletet adni.

A csomoépontokba helyezziink el fliggéleges megvezetésti csapokat,
majd a csapokhoz erdsitve feszitsiink ki egy gumiszélat az = tengely men-
tén, (3.2. abra). A csapokat rogzitsiik le egy-egy csavar segitségével. A
rogzités feloldasaval emeljiik meg az elsd csapot egységnyi magassagra. A
gumi a 3.2.a dbra szerinti alakot veszi fel. Engedjiik le az 1-es csapot eredeti
helyzetébe s emeljiik meg a 2-es csapot. A gumi a 3.2.b dbra szerinti alakot
fogja felvenni. Tovabb folytatva a kisérletet, azaz a csapok felemelését és
leengedését a 3.2.c-f dbran rajzolt fliggvényekhez fogunk jutni. Latjuk, hogy
ezek a fliggvények ténylegesen zérustol eltérd értékkel csak kis tartomény-
ban, lokédlisan (egy vagy két elem értelmezési tartomanydn) jelennek meg.
Innen szarmazik a lokalis approximéci6 elnevezés. Ha ezeket a fliggvénye-
ket rendre megszorozzuk a csomépontbeli elmozdulassal, akkor a 3.2.g
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dbra szerinti kozelitett ©* mez6t kapjuk meg. Vagyis a 3.2.a-f 4brdn meg-
rajzolt fliggvények a Ritz-féle médszer koordinatafiiggvényeinek felelnek
meg.

Az elmondottak értelmében a kozelitett elmozdulasmezd

U2
6 Uu
w*(2) = 3 Ni(w)ui = [Na(2) Na(x) - Ng (@) | . | =N()q G1)
=2 .
Ug

ahol q a csoméponti elmozdulasok vektora, N(x) az approximaciés matrix.
Az egész rendszerre vonatkoz6 teljes potencialis energiat, az elemen-
ként vett potencialis energidk dsszegeként szeretnénk el6allitani.
Ehhez képezziik az i, j cscomépontokat tartalmazé elemen beliili elmoz-
duldsmez6t

ue(x)_[ T e HZ] (3.2)
J

ami a { = z — x; valtoz6 bevezetésével, azaz 1j lokalis helykoordinata
felvételével

1B

=Mma;@}[

Zﬂzwmfszﬁowm
J

alakban is felirhato. Itt L¢ = z; — ;.
A htizott radban kialakul6 fajlagos nytlas
du® _dut(§) 1

=y = O =" = L e =B (3.4)

illetve a normal fesziiltség a Hooke torvény alapjan
0¢ =FEe® =0°(¢) = Ec®(§) = EB®q° (3.5)

Az elem teljes potencidlis energidja az A® keresztmetszet(i, prizmatikus
(alland6 keresztmetszetti) rad esetén, az alakvéaltozasi energiabol
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e 1 1 el el pe e e
L Le
_16TA6E 1 -1 e_leT e e
—5(1 Le[—l 1 ]q qu K°q®, (3.6)
a kiils6 er6k munkéjabol
p(§)
%’ > ’, ?
[ J
Le
1
NE(€) -
3
1
Ni(©) -
3
U us
ut(§) -
3
e°(€) -
3

3.3. dbra. Egydimenziés végeleselem, lokalis koordindtafiiggvények

N{(€), Nj(€)

Wi = [upds=a" [ NT(©)pde = Tt (3.7)
Le Le
all ossze, azaz

1
H; — 5qu]E{eqe o qufe (38)

ahol K¢ az elem merevségi matrixa, ¢ a kiils terhelés csoméponti redukalt
terhelési vektora, q° az elem csoméponti elmozdulési vektora.
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Allandé intenzitast hosszmenti p megoszl6 terhelésnél

Le

- (6] - frmiomen [ [ 58 [me-[1] oo

vagyis a linedris elmozduldsmezé miatt a ridelemen ébredd pL¢ nagysagu
erd a két csomopontra fele-fele aranyban van szétosztva, azaz redukélva.
A kapott merevségi matrixot almatrixokra felbontva

K., K. ]1°¢ ¢ £ 1°
He N T T } <|: i . :| |: q/L :| B 2 |: Z :| ) 3‘10
» = 1a; q;] K, K, a £ (3.10)
Jelen esetben, (3.6) és (3.7) alapjan

AE\€
@i =t (1) K= () so)

Bevezetve az 0sszes csomOponti elmozduldsok vektorat

q’ =[ald}...q}] (3.11)

a rud teljes potencidlis energidja

Kjill le 2 2 1f11 2
T K3 Kiy K3 K3s f22 + f%
q K2 K2, + K3 | f24f
Oy = —- 32 333 3 4 a—-q SR
2 Kis Kis fi + 1
K5s + K35 Kig f3 + 7
Kgs Kgs g s

Mivel az 1-es pontban a rtid elmozdulasa zérus, igy q1 = 0. AJ1I, =0
variacids egyenlet értelmében

oI, = Z Jq TaH (3.13)

azaz a megoldando algebrai egyenletrendszer

K2 Kos q2 f5

K3 Kz Ksy qas f3
Kiz Ku Kys q4 =| £ (3.14)

Ksis Ks5 Ks as f5

K¢ Kes qs fe
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ahol Koy = K%Q + K%Q, Kos = K%S? fy = le + f22 stb.
A (3.14) tomoren

Kq=*f (3.15)

alakban irhat6 fel, ahol K a rendszer merevségi métrixa, f a csoméponti
redukalt terhelés vektora.

A fentiekben egydimenziés feladat kapcsan mutattuk be a lokélis app-
roximaciot felhasznal6 végeselem-moédszer alapjait, kitérve néhany alap-
vet6 fogalomra, és azok értelmezésére. Lattuk, hogy a kozelité megoldés
specidlis tulajdonsdgu koordinatafiiggvényeket (NN; (x)) felhasznal6 Ritz-
modszernek tekinthetd. Eltéréen a hagyomanyos felépitéstdl, a valasztott
koordinataftiggvények zérustdl csak néhdny végeselem felett kiilonboznek.
Ez azt is jelenti, hogy a végs6 egyenlet egyiitthaté matrixa (a jelen példa-
ban merevségi matrixa) szalagstruktaraval rendelkezik, ami nagyméretti
egyenletrendszerek megolddsanal nagyon elényosnek igérkezik.

3.2. Egyvaltozoés feladatok

Sok esetben a 3 dimenzids térben elhelyezkedd testet, a mechanikai viselke-
dés szempontjébol, kinematikai és fesziiltségi hipotézisek felhasznéldsaval
egy, ill. kétvaltozos feladatokka lehet dttranszformadlni, vagyis redukdlni.
Ezzel a feladatok megoldhatdsagi koriilményei egyszertisodnek. A felvett
hipotézisek alkalmazdasat a gyakorlat ugyanakkor visszaigazolja.

Igen lényeges osztalyat jelenti az ilyen tipust szerkezeteknek, a radként
targyalhat6é modellek.

Vizsgélatainkat sikbeli szerkezetekkel korlatozzuk.

3.2.1. Sikbeli rudszerkezetek

Rudnak nevezziik azokat a testeket, amelyeknél a test egy kitiintetett tér-
gorbére merdleges geometriai méretei lényegesen kisebbek a térgorbe ira-
nydban mérthez képest. Ha a térgorbe egyenes, akkor egyenes rudakrol
beszéliink. A test ,,merleges metszetei” a rid keresztmetszetét jelolik ki.
Feltételezésiink szerint a keresztmetszet stlypontja a térgorbén helyezkedik
el, amit tomoren kozépvonalnak neveziink.

Vizsgélatainkat egyenes kozépvonalu és dlland6 keresztmetszetii (priz-
matikus) hidzott-nyomott, hajlitott-nyirt rudakra korlatozzuk. A nyirasi
energia elhanyagoldsaval az. in. Bernoulli hipotézisti rudakhoz jutunk [1,
2].
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A rudszerkezetek modelljeivel szamos gyakorlati probléma szilard-
sagtani elemzése kényelmesen és nagy megbizhatosdggal megoldhato. A
gépészetben az erbatviteli hajtémiivek tengelyeinek méretezése, a gépéllva-
nyok els6 durva méreteinek meghatarozdasa, csarnokszerkezetek tervezése
stb. feladatorientaltan elkészitett végeselemes programok révén a minden-
napos tervezdi analizis eszkdze. A bemutatott elmélet az elmélyiiltebb
munkdt, a mechanikai szemléletmod erésitését szolgalja.

Bernoulli — féle hipotézis, variacios egyenletek

A vizsgalt x — z sikban fekv§ riudszerkezet egy tetszbleges e jelti elemét
a végein elhelyezkedd i és j csomoépontokkal jellemezziik. A radhoz kotott
helyi koordindtarendszert az 7,5 csomépontokon dtmené ¢ tengely és a rid-
keresztmetszetben elhelyezkedd 7, ¢ f6tengelyek alkotjak. A rid tengelye
az z tengellyel 3 szoget zar be, hossza L°.

A rad elmozduldsandl feltételezziik, hogy a rad keresztmetszete me-
réleges marad a meggorbiilt kozépvonalra, azaz érvényes a Bernoulli-féle
hipotézis.

Ekkor, szilardsdgtani ismereteink alapjan mondhatjuk, hogy a radban
alakvaltozasi energiat csak rudirany fesziiltségek adnak. A keresztmetszet
mentén htizds-nyomadsbdl dllando, hajlitasbdl linedrisan megoszl6 lefutdsa
fesziiltség keletkezik. Ehhez tartozéan a radiranyd elmozdulés a kereszt-
metszet egy tetszéleges P pontjaban (ldsd a 3.4. dbrat) a kovetkez6képp
irhato fel:

up = up (577774) = U(f) - wl (g) Ca (316)

ahol () = d% (), u(§) ,w()a ¢ill. ¢iranyd elmozdulés.
Az (3.16) 0sszefliggés felhaszndldsaval a tengelyiranyu fajlagos nytlés

e (§:0) =e(6)=u'(§ — w' (9 ¢ (3.17)
mig az egyszer(i Hooke-féle anyagegyenlet alapjdn a normal fesziiltség
7 (§¢) = Ee(&0), (3.18)

ahol E' a Young modulus.

Jelolje a ridon haté megoszl6 terhelést, hossziranyban pe, keresztirany-
ban p¢, melyeknek mértékegysége [N/mm)].

A rad végein —Fy, F¢r raderd, —Fyy, Fep nyiréerd és —M,o, M,
hajlitényomaték hat.

Tartalom | Targymutatd = = <46l



VEM alapjai Egyvaltozos feladatok
Tartalom | Targymutatd = = 462>

3.4. dbra. Sikbeli rad elmozdulésa, terhelése

A fenti terheléseket figyelembevéve, tovdbbd tekintettel arra, hogy alak-
véltozasi energia csak a 0 (§) fesziiltségbdl szarmazik, a rad teljes poten-
cidlis energidja két integralon keresztiil és a ridvégeken hat6 koncentralt
er8k és nyomatékok terhelési munkdjabol all dssze.

Hp:% //QEaédAd{ —/(upg +w p¢) d§—
L A L
— (u(L) Fer, —u(0) Fgo+w (L) Fep —w(0) Feo) —
—(—w' (L) My +w' (0) My ) (3.19)
A minimum feltételt kijel6l6 ¢ II, = 0 stacionaritési feltételbl a 6 u és
dw mezodk fliggetlensége miatt — az v radirdnyt elmozdulds vonatkoza-

sdban részletezett médon —, az aldbbi mezbegyenletek és peremfeltételek
vezethetdk le:

0y, 11, :0://5u’E(u'—w"() dA d¢ —/5up5d§—
A L

L

— (0u (L) Fer, —5u(0)F§0):/(5u’ AE u' d¢ — /5up5 dé
L L

— ((5u (L) Fé’L —ou (0) Fgo ) =

= [(AEW - Fe;) ou)b - / Su [(AEu’)’+ pg} ¢ (3.20)
L
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amibdl
AEV + pe =0, (3.21)
és
(N - Fe) dulh =0, N= AEW (3.22)

A részletek mell6zésével a keresztirdnyd w elmozdulds vonatkozédsdban,
az egyensulyt kifejez6 alapegyenlet (lasd Példa 2.2)

I, Ew'Y — p. =0, (3.23)
és a dinamikai peremfeltételt ad6 variacids egyenletek
(Fe — Fi) dw g =0, (M, —My,;) dw'[§ =0, (3.24)

azaz
Fo = —I,Ew" ésM, = —I, Ew’ (3.25)

Lathato, hogy megoszl6 terhelés hidnyédban a (3.21) és (3.23) mez8egyen-
letek linedris u, ill. harmadfokd w polinommal elégithettk ki.

Amennyiben a rid hossza mentén megoszl6 terhelések linedrisan val-
toznak, akkor a mezbegyenletek partikuldris megoldasat harmadfok ill.
otddfoku polinom szolgéltatja. Ebben az esetben a végeselem kozelitd
mez06i egyuttal pontos megolddsok, vagyis jelen esetben a teljes poten-
cialis energia minimuma elv egzakt megoldast szolgaltat a ridszerkezet
vonatkozdsdban. Nagy elénye a médszernek, hogy kis elmozdulédsok és
alakvaltozasok feltételezése mellett, a statikailag tobbszorosen hatdrozatlan
szerkezetek minden nehézség nélkiil vizsgalhatok. Figyelmet a kinematikai
perem- és illesztési feltételek kielégitésére kell csak Osszpontositani.

A fenti (3.21)-(3.25) alatti varidciés egyenletekbdl, peremfeltételekbdl
kovetkezik, hogy az elemek kozotti mez6k folytonossagi feltételek u mez6-
nél C° osztélyt — azaz a fliggvény folytonos —, a w mez6énél C! osztalyu
folytonossagot azaz a derivalt folytonossdgat is megkoveteljiik. A sikban
elhelyezked6 kiilonb6z6 irdnyitottsagti elemek miatt a £ — ¢ helyi koordi-
natarendszerben értelmezett, csomépontonként megjelend u, w, ¢, = —w’
elmozduldsi paraméterek transzformdcidjara lesz majd sziikség.

Elmozdulasmezo kozelitése

A fenti levezetésbdl kovetkezik, hogy az elemen beliili elmozduldsmez6
u, w. Ezeket polinomok segitségével kozelitjiikk. A polinomok tagjainak
egy részénél az egytitthatokat csomépontonként felvett két elmozdulasi
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és egy szogelfordulasi értékkel tudjuk kifejezni, ill. az inhomogén diffe-
rencidlegyenletek partikularis megoldasaihoz tartozé tagokat pétldlagos
allandoként, paraméterként fogjuk a tovdbbiakban szerepeltetni. Definidlva
az elem helyi koordindtarendszerben értelmezett q° dltalanositott csomo-
ponti vektorat, az a¢ pétldlagos dllandok vektorét, a felsorolt mtiveletek
végrehajtdsa utdn az alabbi approximécidhoz jutunk. Vagyis az elemen
beliili elmozduldsvektor

u
w

u (&) = [ ] = N°(¢) §° + N°(¢) &°, (3.26)

ahol a csoméponti elmozduldsvektorhoz tartoz6 approximaciés matrix

Ne(¢) = [N; (&) N;(©)]°, (3.27)
ahol

o o [1-€ ’ e
Ni(é)—[o 1- 382 4 23 —L(§—2£2+€3)}7

e € 0 0 ¢ - &
Nj(f)—{o 362 — 283 L(§2—§3)]’ §—E-

A pétldlagos allanddkkal megszorzott approximdciés métrix

cioy _ | LP(E€-¢) LP(&-¢) 0 0 ‘
N(é-)_|:u 0 0 L4(g4_253+g2) L5(55_353+252)
N 0
——"

0 N7 (¢

——
(1,2)

(3.28)
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Merevségi matrix, redukalt terhelési vektorok

Az (3.19) diszkretizaldsa utdn véges dimenzidju feladatot kapunk, azaz a
diszkretizalt teljes potencidlis energia

e we = Lrgergert ([ Ki K] [@ £w)
Hp—Hp(q,a)—Q[q a ]([Kgq Kza 3¢ 2 Fs(p) )
(3.29)

By = [N <€)[pf] &, T = | Ne”(&)[pf] ds (3:30)

Le Le

Le
Itt
_ -1 o L o0 0o |°
B (¢) = [ OL 126—6  4—6¢ OL 6-126 2-6¢ (3.31)
L? L L2 L
B¢ (¢) 20— L 32-1L7 0 0 ¢
() 0 12(& —&L) +2L? 206% — 18¢L* 4 4L°
(2,4)
B.() 0
N——
(1,2)
0 By ()
——
(1,2)
(3.32)
A potencidlis energidban szerepld, a helyi koordindtarendszerben értel-

mezett vegyes index{i merevségi matrix, jelen esetben K¢, = I_(Zf =0.

A teljes potencidlis energia varidcidja

o1Ie olIe
e —eT wel
S, = 5§ IS = § 5q qu + § 5a —855 =0 (3.33)
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Az &° paraméterekhez tartozo K¢, merevségi matrix és annak inverze
zart alakban felirhat6 és mivel az a° paraméter csak az e-dik elemen beliil
miikodik, a OIT; /0 & = Ky 8¢ — f'j(p) = 0 minimum feltételb6l &¢
kiszamolhatd. A szdmitdsok elvégzése utan a pétldlagos allandok vektora
a két mez6 vonatkozdsaban

€
ve. T p§ 7 1
A S — De s 3.34
PCi 1 ‘
wve.T 7
o= i—pci)| - 3.35
o [241,715 1201, BL Ve P Z)] (3.35)
A szimmetrikus K¢, merevségi matrix az alabbi
AE/L 0 0 — AE/L 0 0 N
0 12I,E/L3 —6I,E/L? 0 —12I,E/L® —6I,E/L?
Re | O —6I,E/L? AI,E/L 0 6I,E/L?> 2I,E/L 336
= | —AE/L 0 0 AE/L 0 0 (3:36)
0 —12I,E/L®  6I,E/L* 0 12I,E/L3  6I,E/L?
0 —6I,E/L? 2I,E/L 0 6I,E/L? AIE/L

A redukélt csomoéponti terhelési vektor a (3.30) alatti integral kiszdmita-
sa utan a kovetkez6 Osszefiiggések révén szamolhato, (az attekinthet6ség
érdekében a métrix elemeket vesszével valasztjuk el):

PP e PG 3
ftz(p)_ L] 9 +6(p5J pgz)],L[ 9 +20(p<f] pC%)]7

D¢ 1 Dei 1
-’ o Pcj—pei) |, L 7 Wej—Dei) |,
(75 T3pWei—pca) ], L + 5 (pej —pei) ]

2
j2& 1
il RS 37

L% +%(p4j —pci) ], L2

A helyi koordindtarendszerben felirt diszkretizalt potencidlis energiat
az elemek kozotti elmozduldsmezé folytonossdganak biztositdsa érdekében
az z,z globalis koordinatarendszerben értelmezett U, elmozduldsokkal
és a sikra merdleges ¢, szogelforduldson keresztiil lehet kifejezni.

A helyi, radhoz kotott koordindtarendszerben 1év6 csoméponti 4ltala-
nositott elmozduldast a globdlbeli értékeken keresztiil az aldbbi tsszefiiggés
révén fejezhetjiik ki:

U ¢ cos sin 3 0]°rTuv 1°
= w = | —sin3 cosp 0 w = T§ g5,
o =—w' | 0 0 1 Py

7

(3.38)
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vagyis az elem csoméponti dltalanositott elmozduldsvektora
— € € €
—e q; - TO 0 :| |:ql :| :Te e 3.39
q [qj] [0 T, @ | =T 9 (3-39)
ahol T az elem transzformdci6s matrixa.
Ezek utan az elem teljes potencidlis energiaja

_e l_er e = <
I, =11, (g, &) = 5g°" K@ — q&que(p) +.. =T, (g% &) =

2
1 e, T e, T gre e e e, T'ge 1 e " gre e e, I ee
=54 (T Kg,T°q°—2T £ V... = 54 KG9 —a” £+,
(3.40)
ahol
e e, T gore e
qu =T quT (3.41)
a globalis rendszerbeli merevségi matrix,
e _ me, T pe
a(p) — T fq(p) (342)

a globélis rendszerbeli redukélt csoméponti dltaldnositott terhelési vektor.
Ezek ismeretében az elemek csatoldsa az ismert szabdlyok (lasd 3.4 fejezet)
alapjan mar konnyen elvégezhetd.

Hohatas figyelembevétele

A radban a hémérséklet valtozds-megoszlasta T' = T' (£,() figgvényen
keresztiil adjuk meg, a-a fajlagos hétagulasi egytitthat6. Feltételezziik,
hogy a ridban a hdmérséklet valtozas az aldbbi 0sszefiiggés alapjan a hely
linearis fliggvénye

T=T(EQ) =T+ (T; -T;)§/L+ (AT, + (AT; — AT;)§/L)  (3.43)

ahol T; az i-edik keresztmetszet stlypontjanak hémérsékletét, AT; pedig a
hémérséklet i-edik keresztmetszetbeli ¢ menti linedris véltozasat jellemzi.
Héhatéas esetén a keletkez6 normélfesziiltség

0 (&¢) =E {ec(§,¢) —a AT (§,0)} (3.44)

A képlet szerint ldthat6, ha pl. egy rad meg van akadalyozva a meg-
nyulasdban (két vége merev lapokra tdmaszkodik), akkor egyenletesen
melegitve a rudat 7' (§,¢) = Ty, alakvéaltozas nem 1ép fel, de a keresztmet-
szet menti dlland6 nyomo fesziiltség jon létre o (§,() = —EaTy;. Ha arad
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egyik végét mozgasdban nem akadalyozzuk, akkor a hémérséklet emelke-
désbdl szarmaz6 fajlagos nytlds ¢ (&, () = aTyL/L azonos lesz az ol
értékkel, vagyis a riidban nem 1ép fel héfesziiltség. Altalanosan mondhato,
ha a test homogén, izotrép, és a testben a h6mérséklet linedrisan valtozik,
tovédbba a test szabadon tud terjeszkedni, akkor a testben a h6hatdsbdl nem
szarmaznak fesziiltségek, annak ellenére, hogy a testben elmozduldsok
felléptek.

A h6hatasbol adododan a teljes potencidlis energia médosul. Szimmetri-
kusan felirva

1
I, =3 L/A/(Q—QT) E (eg—aT ) dAd¢ —/(upg +w pe) d€ — ...

L

(3.45)
majd a diszkretizalast elvégezve a redukalt héterhelési vektor:
fel _ | _ABa I, Ea
fq(T) - [_T (Ti +Tj), =~ (AT, — ATj), —IEa ATive (3.46)
ADe (T, +Ty), "% (AT;— AT), I Ba AT}
ill. a hémérséklethez tartozé potldlagos allandok vektora
e T T; — E ¢
&) = {oﬂn 0, 0, 0} . (3.47)

3.1. feladat: A vézolt prizmatikus rudat linedrisan megoszl6 terhelés terheli. Egy végeselemet fel-
véve, a kapott merevségi matrix és redukélt csoméponti terhelés birtokdban hatdrozzuk meg a rad
elmozduldsi és fesziiltségi allapotat.

Megoldas:

P2

3.5. dbra. Rad terhelése

A (3.33) variacios egyenletbdl, egyel6re a kinematikai peremfeltételt nem kielégitve a
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O, _om, _
dac 04

kovetkezik, amibdl a (3.40) figyelembevételével a Kqqq = Fq(p) egyenlet vezethet6 le. Ez a (3.36),
(3.37)-ra tekintettel a megfelel6 sorok és oszlopok kivélasztaséval

Aj{ 1 -1 } [ w1 }: [ L(%"’%(FZ—IH)) }
L | -1 1 u2 L (8 + 5(p2 —p1))
alakot nyeri, amib6l a kinematikai peremfeltételt kielégitve (u1 = 0) a ridvég elmozduldsara
L? /',y 1
= = (224 Z(p, — 3.1-
u2 AE(Q + 32 pl)) (3.1-a)

értéket kapjuk. A pétldlagos dllandok vektorat (3.34) szerint szdamolhatjuk:
5= 1 [ —Pp1 }
2AE | (-p2+p1)3¢
A kapott csoméponti elmozdulds birtokdban a rid elmozduldsmezéje (3.26), (3.27) szerint

u= %uz + N(&)&. (3.1-b)

A fesziiltség a Hooke-torvény értelmében

o= EZ—Z - E% + EB(6)a (3.1-0)
A& =06ésaf = L helyen
E L -
o(0)= Fuz + E[-L -~ L*]a= 3 (pl + 2 5 pl) (3.1-d)
E o1 o
o(l)=Tuz+E [L 2L%]a=0 (3.1-¢)

ami egybeesik a pontos megoldassal, hisz a rudat terhels eredd eré F = <p1 + P25PL ) L , mésrészt

a ¢ = L radvég terheletlen.
@@

3.2. feladat: Htizott ridelem vizsgalata izoparametrikus targyaldsmédban
A 3.6 dbrén vézolt egydimenziés (htizott rtid) elem L hossztsagu, «,y rendszerben csomépontjainak
z koordinétdja =1, 2.

Megoldas: Most a riadhoz kototten egy masik fajta £ koordinatarendszert vesziink fel olymédon,
hogy a £ = 0 a rid kozepét, -1 a bal, +1 a jobb végét jelolje ki, vagyis £ valtozé mosta —1 < ¢ <1
intervallumban valtozik. Ekkor a rid tetsz6leges pontjanak x helykoordinataja a 3.6. dbra alapjan

p=TER L BT (- gu S04 Or = M@+ Na©r2 B29)

alakban irhat6 fel, ahol az N1 (&), N2(&) lineéris fiiggvények szintén a 3.6. dbréan talalhatok meg.
Természetesen (3.2-a) felhasznaldsaval

€= (m _nt ””2) 2 (3.2-b)

2 xro — X1
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1
Na(€) 1)
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3.6. abra. Egyvaltozos izoparametrikus elem

is képezhet$ mivel a rid (vonal) elem hossza L = 22 — x1 # 0. Ilymédon az x és & kozott koleso-

nos, egyértelmi fliggvénykapcsolat irhaté fel, roviden az xz-et a £ rendszerbe, vagy forditva £-t az «

rendszerbe képezziik le. A -t naturélis, vagy természetes koordinatdnak is szokdsos nevezni.
Vizsgalva az N; (§) fliggvényt latjuk, hogy all

N ={b w2, i=12,5=12 (3.2-0)
tovabba
2
SONiE) =1. (32-d)
=1

A fentieket dltaldnositva, az = x(§) leképzést oly médon is fel lehet épiteni, hogy tovébbi belsé
pontokat vesziink fel a (3.2-c, 3.2-d) feltételek betartdsa mellett (lasd 3.7. dbra)

Ni=fi—iNs=-5(1-¢)
Ny=fo—iN3=5(1+¢)

N3(§) =1-¢2
} (3.2-e)

Egy belst 3-as jelti csomépont felvételével N3(€) = 1 — &2 paraboldnak felel meg, mig az Nq-t
a bels6 csoméponton valé dthaladas miatt az f1 linearis fliggvény és az N3 linedris kombindci6jdbol
hatdrozhatjuk meg, nevezetesen az f1-b6l N3-nak a felét le kell vonni. Hasonléan jarunk el N esetén
is (3.7. dbra). Az ilyen tipust fiiggvényeket Lagrange-féle polinomoknak szokas nevezni.

A riudelem u elmozduldsmezejének kozelitésére hasznéljuk fel az x = x(¢) leképzésnél haszna-
latos N;(x) fiiggvényeket, amelyeket a tovabbiakban probafiiggvényeknek, alakfiiggvényeknek fo-

gunk nevezni [4,5].
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3.7. abra. Héromcsomopontt elem alakfiiggvényei

Ilymédon

u=u(€) = > Ni(€)us (3.2

ahol u; - a radelem i csomépontjaban 1év6 elmozdulas értéke.
Nyilvénvald, hogy

u(§j) = uj = ZNi(ﬁj)ui

azonossag értelemben 4llnia kell a (3.2-c) alatti 6sszefiiggésnek.
Komplettnek (teljesnek) nevezziik az alakfiiggvényeket, ha (egydimenzids feladatrél 1évén sz6)
a csoméponti elmozdulds tetsz6leges linedris polinomon

u; = u(z;) = c1 + cax; (3.2-g)
keresztiili képzése maga utdn vonja a mez6 ugyanazon — tetsz6leges linearis — polinomon keresztiili
u(x) = c1 + o (3.2-h)

alakd leirdsat.
Vagyis
w(@) =D Ni(€)(er +cami) =c1 Y Ni(€) +c2 ) Ni(§)wi (3.2+)

amibdl a (3.2-h)-vel val6 sszehasonlitds eredményeképpen
Y ONi©) =1, =) Nz

kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy ha a végeselemes felosztast egyre jobban stiritjiik, akkor az egzakt
megoldas és annak derivéltja kozelitéleg dlland6 az elemen beliil, vagyis az alakfiiggvényeknek allan-
dé és linedris tagot tartalmaznia kell. Kévetkezéskép az elemnek tartalmaznia kell a merevtestszerti
mozgés leirasat és az alland6 értékii alakvaltozasi dllapotot.
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Ezek utan - linedris elemet vizsgalva - épitsiik fel az elem merevségi matrixat.
A radelem alakvaltozasi energidja

L
1 1
U= 3 /cra av = 3 /AE(&)de (3.24)
0

tovabba a fajlagos nyulas

du  dudé d [1 1 A€ um —uy de
_dw_duds 4D a1 o & 32K
T4 dede d§[2( ur+ 5 +E)u2:|da: 2 do 324
Mivel
= o |30 Om Ao = BT 2 (324
de ~ de |2 1Ty T T T '
ugy
_uz—w [ 1 1 ur | _ -
e= T _[ T L:| {M}_Bq (3.2-m)
Ily médon

1
1 1 -1 1 11 L
U: - TK = — T/ |: :| AE‘ |:77 7i| - d
4 Ba=5d L I 1] 2%«
1

amibdl a radelem merevségi métrixa

(3.2n)

@@

3.3. Kompatibilis elmozdulasi elemmodell

3.3.1. Az elmozdulasmezo kozelitésének felépitése, csomoponti el-
mozdulas vektor

A fentiekben a rtdelemeknél tett megfontoldsok alapjan altaldnositani
6hajtjuk ismereteinket.

Végeselem-moédszer alkalmazasakor elsd 1épésben a tartoményt véges
kiterjedésti részekre un. elemekre bontjuk. Egy test véges szamu feliilettel
hatérolt részét végeselemnek nevezziik.

Az elem hatérfeliiletén vagy belsejében kivalasztott végesszamu pontok
sokasagat csomdpontnak fogjuk hivni. Latni fogjuk, hogy ezen pontok ki-
tlintetett jelent6ségtliek, hisz a pontokban fellép6 elmozdulds, vagy ezek de-
rivéltja fog szerepelni ismeretlenként a teljes potencidlis energia minimum
varidcios elvhez kapcsol6do algebrai egyenletrendszerben. A végeselem
definici¢jaboél adéddan a szomszédos elemek azonos dimenzidja részekkel
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csatlakoznak egymashoz: lap lappal, €l éllel, csomépont csomdponttal.
A csomoépontokbeli elmozdulédssal kapcsolatos ismeretlen paramétereket
magukban foglalé vektort csoméponti dltaldnositott elmozduldsvektornak
fogjuk nevezni.

Az elemeket sorszdmozzuk. Elemenként kiilon — kiilon kozelitjiik az
elmozdulést tigy, hogy az a teljes testre kinematikailag lehetséges elmoz-
duléssé legyen illeszthetd. Ez azt jelenti, hogy kinematikailag lehetséges
elmozdulds kozelitésbol indulunk ki, azaz teljestil az elemek hataran az il-
lesztési vagy kinematikai peremfeltétel, tovabba a derivaltak szakaszonként
(elemenként) folytonosak. A kozelit6 fliggvényeket tobbnyire az elemhez
illeszkedd lokélis koordindtarendszerben szokéds megadni. Illesztés céljabol
az elemek hatédran jeloljiink ki pontokat in. csomoépontokat. Ezeket is
sorszamozzuk. Az egymdashoz kapcsol6dé elemek egybees csomépont-
jainak elmozdulésait fogjuk azonossa tenni. A csomépontok szamat és a
kozelités tipusat tigy kell megvalasztani, hogy a csoméponti elmozdulasok
azonossaga biztositsa a teljes érintkezési tartoményon a folytonossagot. Az
igy felépitett elemet kompatibilis elmozdulési elemnek fogjuk nevezni [2].

Legyen az e jelti 4,5,k csomépontokkal rendelkezd elem csoméponti
elmozdulasainak vektora a kovetkez6:

el

T=af" af qf

q LT = v wl (3.48)

Az elmozduldsmezd kozelitését az alabbi Osszefliggés irja le
u® = u(x) = N°(x)q° = N°q° (3.49)

ahol az N® matrixot az elem approximéciés métrixdnak nevezziik.
Nyilvanval6, hogy N¢ a csomépontok szerint felbonthat6, particional-
haté:

Ne=[N; N; N ... ]° (3.50)

ahol N; az i-dik csoméponthoz tartozé approximdciés matrix.
Az elmozduldsmez6 kozelitéséb6l kiindulva szarmaztathatok az elem
tovabbi szildrdsagi jellemzoi.

3.3.2. Alakvaltozas-, fesziiltségi vektor, terhelési vektorok

Az alakvaltozasi tenzor szimmetridjat felhasznalva a tenzor elemeibdl tér-
beli feladatoknal (3D-s feladat) 6 méreti, sikbeli feladatoknal 3 méretti
vektor allithat6 el6. Sikbeli esetet tekintve
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e ou €
€z oz
Azy) = e = | g = 872 -
Ju 4 Qv
Ty Oy + oz

=0 u‘(x) =0IN°(x)q° =B°(x)q° (3.51)
ahol a B® métrix is felbonthat6 a csomépontok szerint:

B°=[Bf BS Bj ...] (3.52)

Fesziiltségmez6 lefrasara hasonléan értelmezhet6 a 3 méretfi fesziiltség-
vektor:

T

T = o = [ Or Oy Tay ]e (3.53)

illetve a (2.124) alatti Hooke-torvény alapjan ez felirhat6 a csoméponti
elmozdulédsvektorral is:

0c¢=D (e° —ef) + o5 =D (B°q° — €f) + o (3.54)

ahol D az anyagjellemz8k matrixa., tovabba e§-a hhatasbol szarmazé
kezdeti alakvaltozasok vektora, o§ kezdeti fesziiltségek vektora.

A késtébbiek miatt érdemes a terhelési vektorokat is oszlopvektorba
rendezni. A peremen és a térfogaton megoszl6 terhelések oszlopvektorai a
kovetkezok:

e pm ¢ e ka ‘
— pt — . pk = pk® = 3.55
pP=DP {py } p p { ok, ] (3.55)

3.3.3. Az elem potencialis energiaja

A végeselem-modszer masik fontos 1épése egy hibaelv megvélasztésa,
amely lehet6vé teszi az dlland6k meghatdrozasat. Hibaelvként a potencidlis
energia minimuma elvhez tartozé varidcios elvet vélasztjuk.

A tovabbiakban el6éllitjuk az elem potencidlis energiajat a kozelitd
mez0k felhaszndldsaval. Az el6z6 fejezetben bevezetett vektorokkal az e
jelti elemre a (2.126) figyelembevételével felirhaté potencialis energia:

M =3 [ (7 — ) D (e — ef)av
v el e el el e (356)
— [ upedA— [u®pkdV + [ e of dV
Ae Ve Ve

P
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A csomoéponti elmozduldsokat bevezetve a végesdimenzidban felirt
potencidlis energia:

e ]‘ e e_.e e e
I = Sq TKeq*—q“T'f (3.57)

Ebben a kifejezésben el6fordulé K¢ elemi merevségi matrix és f¢ elemi
terhelési vektor az aldbbi szerkezetti:

K= / B'DB“dV =
Ve
BT K§ K§ ...
—/ B Ipe[Be Be ...]av=| K Kj; ... | (358)

Ve

£o= )+, + 15, + 17,
fr = / NTpdA | f5 = / NTpkedV
Ag Ve

fe = / B D%fdV , o =-— / Nl atdVv (3.59)

Ve ve

Nyilvanval6, hogy a merevségi matrix szimmetrikus, tovdbba a merev-

ségi és terhelési matrix csomépontok szerint felbonthato, particionalhaté.

Az elem merevségi matrixa az elem alakvéltozasi energidjaval kapcsolatos.

Ezért ha a q° az elem merevtestszer{i mozgasat irja le, akkor az alakvélto-
zasi energia zérus, egyébként pedig pozitiv:

q“’Kq° >0 (3.60)

amibdl az kovetkezik, hogy a matrix elfajulé.

3.4. Elemek illesztése, a rendszer merevségi matrixa, redukalt
terhelési vektora, kinematikai peremfeltétel figyelembeveé-
tele

A potencialis energia minimum elv alkalmazhat6sdganal az elemek kozotti
elmozduldsmez6 folytonossdgat az approximdciénak biztositani kell. Téte-
lezziik fel, hogy ez fenndll, és ily médon az elemek csatolasanal, az elemek
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illesztésénél a kozos csomdpontba esd elmozduldsok azonossagat elegendd
mar csak megkovetelni.

Legyen példaként az i jeli csomopontokba befuté elemek jele rendre e,
e + lilletve s. Ekkor az elmondottak szerint az illesztésnél

Ad=q" =g =q (3.61)

vagyis azt is mondhatjuk, hogy a megkiilonboztetd felsé index elhagyhato.

A vizsgalt rendszer teljes potencidlis energidja az elemek energidinak
0sszegébdl (N..az elemek szdma) illetve a W koncentralt csoméponti ersk
munkdjabol 4ll elé:

N,
e 1 1
=Y <2ququ - qufe) - W'=-q"Ka—q'f (3.62)

e=1

Ez a kifejezés értelmezi a szerkezet q csoméponti elmozdulds vektorat,
terhelési vektorat, valamint a szerkezet K merevségi matrixat.

A terhelés munkéajat képezve, a szerkezet csomoponti terhelési és el-
mozduldsi vektora az illesztési feltétel alapjan

Ne
Z qufe 4 WK =.. .+ ngTfZga + qf+1Tfie+lT + qufis L qufz'K —
e=1

= ol | £ £

(2

f;

alakban képezhet6, azaz a rugalmas rendszer csoméponti redukélt terhelési
vektordnak i-dik csomépontra vonatkozo része

f;=> £ +£f (3.63)
e€t
Lathato, hogy az 6sszegzést mindazon elemekre el kell végezni, ame-
lyek az 7 jelti csomépontot tartalmazzdk és hozza kell adni a csomépontban
hat6 koncentralt terhelés fX vektorat.

Itt
" =[d o ... q.] (3.64)
= tF ... £, ] (3.65)
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ncs pedig a szerkezet csomépontjainak szama.
A szerkezet merevségi matrixa az alakvaltozasi energidval kapcsolatos:

Ne
Z quKeqe _ quqe
e=1
ahol
K= [KU] i, ] = 1, ...y NCS Kz’j = Z Kfj (366)
ect, j
A bizonyitést [2] itt mell6zve, az Osszegzés alapjan ij index{i blokk
mindazon elemeknél szerepel, amelyek tartalmazzak egyidejlileg az i és a
Jj jelt csomépontot.

//////

nak elttinése alapjan torténik. Ennek megfelel6en

ol
S, = 6q’ —2 = 3.67
P q dq 0 ( )
azaz
oql (Kq—f)=0 (3.68)

ahol dq a kinematikai peremfeltételt kielégité csoméponti elmozdulasvek-
tor variacidja.

Legyen q; = qj, adott csom6ponti elmozdulas, mely azt jelenti, hogy
dq; = 0 Ekkor a (3.68) egyenletben a j-edik blokksor 0-val szorzédik.
(Valdjdban a varidcios elv értelmében ez az egyenlet nem létezik).

Az adott elmozdulas hatasa a -K;;q;, taggal a jobboldalon kinematikai
teherként jelenik meg.

Hasonl6 eredményre vezet a kinematikai el6irds rugalmas megtdmasz-
tassal valo biztositasa. Ekkor megfelel6en nagy rugéallandot kell alkalmaz-
ni [2].

Az egyenletek szdmat megtartva az aldbbi struktira is szolgéltatja a
megoldast:

[ Ky ... 0 ... ][ a ] [ - Kiyqu ]
L Kl,ncs ... 0O -+« | L 9nes | L fres — Kncs,jqju |
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A K rangjat megkapjuk, ha képezziik az 6sszes ismeretlen és a merev-
testszer(i mozgés szabadsagfokanak a kiilonbségét. A csoméponti paramé-
terek megkotése révén, figyelembevéve a kinematikai eléirasokat, megszi-
nik a merevtestszer(i mozgas lehetésége. A megoldand¢ egyenletrendszert

ekkor is

Kq=f (3.70)

alakban irjuk fel, azzal a megjegyzéssel, hogy az egyiitthaté matrix és
terhelési vektor mdr tartalmazza a kinematikai el6irasokat is.

Az egyenletrendszer jellemz6i koziil a nagy méretek miatt fontos az
egyiitthaté matrix zérustol kiillonb6z6 elemeinek elhelyezkedése. Az egyen-
letrendszer, a (3.66) alatti 0sszegzés szabdly miatt szalagszerkezet(i, amelyet
az alabbi dbra szemléltet:

3.8. abra. K szalagszerkezete

Ez aztjelenti, hogy a zérustdl kiilonb6z6 blokkok egy adott sdvba esnek,
amelyet az elemen 1év6 sorszamkiilonbség maximalis értéke hataroz meg.
Nagysaga alapvet6en a sorszdmozastol fiigg.

3.3. feladat: Példaként tekintsiik a kovetkezd végeselem felosztdst (lasd. 3.9. dbra) és konstrudljuk
meg a hozza tartoz6 sematikus merevségi matrixot 3.10. dbra.

Megoldais:
Itt lathatd, hogy a sdvszélesség: f6atld +5 elem. Ennél van kedvezdbb szdmozds is (3.11. dbra),
mely egytttal optimalis szdmozast jelent (lasd. 3.12. dbra).

@@
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3.9. dbra. Téglalap felosztdsa 3 elemre

savszélesség
-

3.11. 4bra. Optimalis sorszamozas

savszélesség

K=

3.12. dbra. K optimalis szerkezetre

&= = 479>
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Az egyenletrendszer megolddsanak két nagy csoportja terjedt el a ke-
reskedelmi végeselemes szoftverekben [3]:

Direkt eljdrdsok: Gauss elimindci6 valamilyen alkalmazdsa, ez a technika
kb. < 100 ezer ismeretlenig megbizhato, illetve elfogadhat6 sebességti.

Iterdciés megolddsok: matrixok szorzadsédval jutunk egyre kozelebb a meg-
oldashoz.

Ez utébbi eljards elénye, hogy elegendd csak a zérustdl kiilonbdzo
matrix elemeket tarolni, igy valéjdban érzéketlen a csoméponti sorszam
kiosztdsara. Azonban a direkt megoldoknal az tn. feltolt6dés miatt a sdvon
beliil a zérus matrix elemeket is sziikséges tarolni.

A 3.13. dbra a legelterjedtebb tarolasi struktirakat szemlélteti. A fronta-
lis technikdnal egyid6ben nem késziil el a teljes szerkezeti matrix, csupan
egy-egy blokkjat taldljuk meg a memoridban.

X

3.13. dbra. Métrix taroldsi formak lehetnek: félsav blokkolva, aktiv oszlop
blokkolva, frontélis technika (tarol elemi szinten)

A direkt megold¢ eljarasok elénybe részesiilnek az olyan feladatok ese-
tén, amikor a matrix egytitthatéinak nagysagrendje igen nagy kiilonbséget
mutat. Az in. locking, azaz rossz métrix kondicionaltsag tipikusan ezt
a helyzetet eredményezi. De ilyen feladatok lehetnek, pl. az érintkezési
teladatok, héjfeladatok és az 6sszenyomhatatlan tulajdonsaggal rendelkez6
gumit tartalmazé problémaék is.

3.4. feladat: Vizsgaljuk az x,z sikban fekv{ rdcsos szerkezetet. A szerkezetre a 2 -es pontban Fy nagy-
sagt koncentrélt erd hat. Az 1 -es pontban csuklés megfogés, a 3 -as pontban vizszintes elmozdulast
megengedd gorgds tdmasz van. A rudak anyaga, keresztmetszete azonos. A rudakhoz kotott helyi
koordindtarendszer & tengelye a kisebb sorszamt csoméponttél a nagyobbik felé mutat.

Megoldas: Az egyes rudak alakvéltozési energidi a ridhoz kotott helyi koordinatarendszerben az
aldbbiak (Az egyes mennyiségek melletti fels6 indexek az elemhez val6 tartozésra utalnak, nem hat-
vanyozast jelolnek!)

1 1 -1 w 1Y AE
Untaro. = 5l "2]1{ 11 } { s } r (3.4-2)
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2 _ 1 of 1 41 us 1% AE
Ualakv. - 5[”2 u3] —1 1 us ﬁ (34-b)
3 _1 s 1 -1 w12 AE
Ualakv. - 5[“1 Ug] —1 1 us ﬁ (34-C)
,“’1
a Ry

3 &l

. T .

N’

3.14. dbra. Racsos szerkezet a rudakhoz kotott £ (e = 1,2,3) koordindtarendszer u® radirdnyu
elmozdulés

Itt L® az e-dik riid hosszat jeloli. A globalrendszerbeli elmozduldsokkal kifejezve a helyi rend-
szerbeli elmozduldsokat nyerjiik, hogy

1

1 1 Ul
-1 _ ul _ 0 1 0 0 W1 _ 1.1 _
e e A A N I S
Wa
2 2 U2 ’
_o | ue2 _ cos 3 —sin g3 0 0 Wy 2.2 )
q _|:U,3j| _|: 0 ‘ 0 ‘ cos 3 ‘ 7sinﬂ:| Us =Ta (3.4-¢)
W3
3 3 Ul ’
-3 _ ul _ 1 0 0 0 W1 _ m3.3 _
IR EEIR
W3

Ezek utan a rudak alakvéltozasi energidja a globédlrendszerbeli csoméponti elmozdulasokon ke-
resztiil

1 1 -1 AE 1 Ki, Ki
Ultaro. = 20" ¢1T=5¢T[ Ik e (34-9)
—1 1
cc —cs —cc cs
1 —c.s 8.8 c.s —8.8 AE 1 K2, K2
2 _ +. 2T 24~ _ 2,27 22 23 2 42 -
Ualako. = 24 —c.c  cs cc —cs L2 24 |: K2, K2, aa (B4h)
cs —s85 —cS 8.8
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aholc =cos3, s=sinf

U 1 1 AE 1 K3 K3
3 1.3 3 3T 11 13 3 -i
alakv. 2q 1 1 q 3 201 |: gl K§3 q (3.4-1)

melyben K¢, (2,2) méretti.
A teljes rendszer alakvéltozasi energidjat a rudanként elSéllitott alakvéltozasi energidk Osszege-
ként kapjuk meg, vagyis

3
Ualakv = Z Ugtako. (3.4)
e=1

Definialva a rendszer csoméponti elmozduldsvektorat

r [qlT a7, FT | =[Ur Wi U Wa Us Wi (3.4K)

q = ’ )
(1,6) (1,2) (1,2) (1,2)

a (3.4+) alatti energia (3.4-g)-(3.4-i) figyelembevételével tomoren az alabbi formdban &llithaté eld

T
1 q; Ki, ‘*1 K, L Ki, ) Kis q;
Uatakv. = 5 a K5, K3, + K3, K3; q’ | =
q

3 2 2 3 3
K3, K3, K3z + K qa

q'Kq (34-)

N | =

ami megfelel a 3.4 pontban ismertetett (3.66) alatti merevségi matrix el6allitdsi osszefiiggés adta sza-
balynak.
A vizsgilt szerkezetre a 2-es csomépontban hatd Fy ers okozta kiils6 terhelés munkéja

WE = Fycosa-Us + Fysina - Wa = qT £% (3.4-m)

ahol
KT — [0,0, Fy cos a, Fy sin «, 0, 0]

A szerkezet teljes potencidlis energidja

IIp = Uatakv — wE (3.4-n)

S, =0U —sWE =0, (3.4-0)

azaz
510, = 6q7 (Kq—fK> =0 (3.4-p)

ahol 67 - a csoméponti elmozduldsok megengedett variaci6ja. Jelen esetiinkben a kinematikai pe-
remfeltétel
Uy =W =Wz =0 (3.4-q)

amibdl az kovetekezik, hogy

5q" =1[0,0,8Us, 6 W2, §Us, 0] (3.4-1)

ezt figyelembevéve, a (3.4-p) alatti egyenletrendszert oly médon kapjuk meg, hogy a csatolt rendszer-
re vonatkozo egyenlet (zardjeles kifejezés) 1., 2., 6. sorét toroljiik, s mivel (3.4-q) is fenndll, a K q
szorzasnal elegend6 a K matrix 3., 4. és 5. oszlopdt megtartani.
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Tehat
o 17 0 0
0 0 0
oU> ~ Us Fpcosa -
W [ K } Wy | 7| Fosina || =° (3.4-s)
5U3 UB 0
0 0 0

vagyis a végs6 megoldandé egyenletrendszer

| U2 Fycosa
K| Wy | =| Fpsina (3.4-t)
Us 0

Us W2 Us
c.c c.S8 c.c
_ iz Iz z Uz
K =AE s 1 s : 4-
S B B B I Sk
c.c c.s c.c 1
1z 1 Ttgs | Us

Konkrét méreteket valasztva: o = 60°, L2 = 2000mm, nyerjiik, hogy ¢ = cos60 = 0.5, s =
sin 60 = v/3/2 és igy L' = +/3 - 5000 mm, L3 = 1000 mm, tovébba

1 _V3 1
K= B ﬁ ¢ (34-v)
~s s stl
Mivel AE mértékegysége [mm?N/mm?2| = [N], a hossztsdgé [mm], tgy a K elemeinek mér-

tékegysége [N/mm].
Legyen a = 0, Fp = 1000 N. A (3.4-t) alatt hdrom ismeretlent tartalmazé algebrai egyenletrend-
szer megolddsa (3.4-v) felhasznaldsaval

U 9+3V3
|: ‘3722 :| = F1041;)3 |: 3 :| [mm)] (3.4-w)
3 3

Ezek utdn az egyes rudakban fellép6 rader a radhoz kotstt koordinata-rendszerben mért faj-
lagos nyulas (rad megnyuldsa/rad kezdeti hossza) e¢ = Au®/L€ felhasznalasaval N¢ = Ao® =
AEe®, azaz (3.4-d),(3.4-f)-re is tekintettel (a fels6 indexek nem hatvanyozast jelolnek!)

2
N = ABYR = V3R, No = AE ((apt2))

N% = 28 [cos B+ (Us — Ua) +sin B3 - Wa] = —2F (34-x)
N3 = 4A8Us = Fy

Mivel a csoméponti elmozduldsok az AE -vel forditottan, a rider6k pedig egyenesen aranyo-
sak, végezetiil a raderdk fiiggetlenek az AE értékétdl, ami természetesen egy statikailag hatdrozott
szerkezetnél fenn kell, hogy alljon. A statikdban tanult csoméponti médszerrel konnyen meg tud-
juk hatdrozni a rudakban fellép6 belsd erdket, amelyek természetesen azonosak lesznek a példdban
bemutatott elmozduldsmédszeren alapuld eljarassal kapottakkal. (Elmozduldsmédszernek nevezziik
azt a moédszert, amikor a peremérték feladathoz rendelt algebrai egyenlet-rendszerben ismeretlen-
ként az elmozdulasok szerepelnek, s a tovabbi mechanikai mennyiségek ezek kiszamitdsa utan, azok
felhasznadlaséval szdmolhatok csak.) Ennek elvégzését azonban mér az olvaséra bizzuk.

@@
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3.5. feladat: Vizsgéljuk a 3.15. dbrdn vazolt hajlitott-nyirt tartot, amely a red hato linedrisan megoszl6
D = pq (&) terhelés hatdséra a sikban fog deformal6dni.

Megoldas: A rudvégek elmozdulésit jelolje wi és wa, mig a keresztmetszet szogelfordulasat

, dw
wy = —
d¢

A rad legyen prizmatikus. Hajlitasi merevsége I, E = 4ll. A (3.23) alapegyenlet értelmében

, dw
wy = —
d¢

N .
1 2

IyBw'Y = p; (3.5-a)
mig a megoszl6 terhelés
¢
* D P2
wq wr, 13
wy wy,
- L Ll

3.15. 4bra. Linesrisan megoszl6 terhelésti rad

P2 —p1
. ¢ (3.5-b)

p=p1+

alakban irhato fel.
Az (3.5-a) egyenlet megolddsa

w=co+c1&+ CQ§2 + 0353 + 0454 + 0555 (3.5-¢)
ahol a ¢4 és c5 dllanddk a p-t6l fliggd partikularis megolddshoz tartoznak, azaz

p2 —p1

I, E(24cq + 120c58) = p1 + T ¢
vagyis
ca= 2 =2 DL (3.5-d)
241, F 1201, EL

A (3.5-c) alatti polinom els6 négy tagja az (3.5-a) egyenlet homogén megoldésa. A co,...,c3 dllan-
dékat oly médon kivanjuk meghatarozni, hogy azok helyett a rudvégeken szerepls elmozduldsok és
szogelforduldsok szerepeljenek.

Az elmozduldsmez6 derivaltja

w' = c1 + 2c2€ + 3¢3€2 + 4cs €3 + Besgd. (3.5-e)

A kinematikai paramétereket egy vektorba gyfijtve, irhatjuk, hogy

w1 1 0 0 0 co 0 0
/
_ w] _ 0 1 0 0 c1 0 0 cyq
A= w | T |1 L 12 13 A B R es 3.5
wh 0 1 2L 3L2 3 413 5L*
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ami tdomorebben .
q=Gc+GE¢g. (3.5-g)

alakban is felirhat6. Mivel det G # 0, tgy G ! létezik

L3 0 0 0
1 0 L3 0 0

Gl=15| s Zan s 12 (3:5-h)
2 L -2 L
ésigy

c=G lg-G'G¢ (3.5-i)

azaz az elmozduldsmezé

w=[1¢¢€ & ct[¢" ] e=TT(©)c+ TT(E)
w=9T(OG g+ [FT() - ¥T (GG e=nT (O +1" (§)2 (355)
A miiveleteket elvégezve, kapjuk, hogy

n"(§) = [1-3¢2 +28, L (€ -2 + &), 36" — 26, L (£ - &7)] (3.5K)
W6 = [1 (& - 28+ 8), 17 (€ -3 +28)], £= 2 @51

Az n(&)-ben szereplt fiiggvények az tin. Hermite-féle polinomoknak felelnek meg. Ezen po-
linomok a fiiggvény értéken til a derivélt folytonossagat is biztositjak a ridvégeken, ami hajlitott
tartéknal elengedhetetlen.

Koénnyen meggy6zddhetiink arrél, hogy a radvégeken

_anT
o Ld¢

dnT

ﬁT(EZO):ﬁT(f_Zl):07 Tdé 0

L
aminek nyilvéan fenn kell 4llnia, hisz a w (3.5-) alatti kifejezésében az els6 tag (nT (£)g) hordozza a
radvégek elmozduldsénak és szogelforduldsénak hatdsét, ezt nem ,ronthatja” el az i? (£)€ tag.

Az itt bemutatott 1épéssorozat a rid — elmozduldsmédszeren alapul6 — végeselem elmozdulas-
mez6 felépitésének felel meg.

@@

3.6. feladat: Vizsgaljuk a 3.16. dbran vézolt sikbeli rudat kiilonb6z6 megtdmasztasok és terhelés ese-
tén. Legyen AT = AT = const.

Megoldais:
A megoldast

1 _ _ _ —
m, = ;a" (qu q— 2fq) (3.6-a)

minimalizéldsaval érjiik el, vagyis a
5T (K,q G- ?q) =0 (3.6-b)

varidci6s egyenletbdl szarmazé egyenletrendszer megolddsabél. Mivel (3.6-b)-ben § g7 az altalanosi-
tott csoméponti elmozdulés kinematikailag megengedett varidcidja, igy a megtamasztastol fiiggéen,
mas és mas egyenleteket kell megtartanunk a (3.6-b)-ben szerepl6 zardjeles kifejezésben.
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*pf =p

i) €
M;

3.16. abra. Sikbeli rad

Az alabb vazolt egyenletekben a jobboldalon szerepl6 terhelési koordinatédk a koncentralt er6kbdl
és nyomatékokbol, a p megoszl6 terhelésb6l és a AT keresztirdnyt h6mérsékletb&l szarmaznak.

A 3.17. abra négy esetet tiintet fel.
a.) eset: (u; = w; = ¢y = 0), vagyis

Uj
A2 o o 0o
0 IQPQE —?[EIQE wj | =| B+ (3.60)
0 G A Mj +PE 4 [Ea- AT
Pnj
A megoldas:
u; =0,
F;L%  M;L? | prA AT 72
Wi = 31~ SR sitE — 3 L
12 3
T N

Pnj =

T 2IE

b.) eset: A (3.6-c) egyenletrendszer mésodik sorat toriilve (mivel w; = 0) nyerjiik, hogy

u; = 0
M, L3 AT -
onj = qrpl + dsrE + %1 L
c) eset: A (3.6-c) egyenletrendszerben ¢, ; = 0, igy
u; = 0
pL*

wj =

Fj L3+

121 E 24IFE

d.) eset: A (3.36), (3.37)-b6l a kotottségek figyelembevételével megszerkesztett (3.6-b) alatti

egyenletrendszer az aldbbi, mivel (u; = w; =0, w; =0)

2IE

41 0
L AE L
0o 48 o
21 0 41 E
L L
azaz
uj =0
. _ L
ni = 575
i = ——
76l

Pni Py
—M; — B&- — [Ea - AT

j| Uuj =10
2
M; + BL- + [Ea - AT
Pnj
(—2M; — M, — P22 —31Fa - AT)
pL?
— (Mi+2M;+ B 3180 AT

= = 486>
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=
o

Mgg ‘ tp /@7 2) d.)

3.17. abra. Kiilonbozs megtamasztdsok esete

Végezetiil az a.) esetben az F) helyett adott w? elmozdulédst miikodtessiink. Ekkor a (3.6-c)
egyenletrendszerben a 2. feleslegessé valik, de az egyiitthatématrixnak w? értékével megszorzott
2. oszlopa 4t kell kertiljon a jobboldalra. Az egytitthatématrix méretét megtartva, a 3.3. fejezetben
ismertetett (3.69) alakd trgyaldsban is felithat6 az egyenletrendszer:

0 1 0 w; | = wg
o o 45 ] Lo | [ -t
azaz
3 wf
T L
@e
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3.5. Kétvaltozos rugalmassagtani feladatok vizsgalata izopara-
metrikus elemekkel

A mechanikai, fizikai problémadk igen nagy osztédlya két valtozotol fliggben
frhat6 le. Igy ezen feladatokhoz tartozé végeselemek felépitése nagy fontos-
sadggal bir. Elgjaréban 0sszefoglaljuk azokat a feladattipusokat, amelyek a
mindennapos mérnoki gyakorlatban a mechanikai modellek felépitésében
nagy szerepet toltenek be.

3.5.1. Feladattipusok
Sikalakvaltozas (SA)

Amennyiben a vizsgélt test geometridja és terhelése kovetkeztében létezik
egy olyan irdny, amely mentén a test pontjai nem mozdulnak el, valamint
ezen kitiintetett iranyhoz tartozé helykoordinatatol, a red mer&leges sikban
fellép6 elmozduldsvektor koordinatai fliggetlenek, sikalakvaltozasrol szo-
kés beszélni. Ez az eset 4ll fenn példaul egy hosszu test esetén, mikor is a
test pontjai csak a tengelyre meréleges metszetben mozdulnak el.

3.18. dbra. Sikalakvéltozds (SA) z kitiintetett irdnnyal

Legyen a kitiintetett e, iranyban mért helykoordindta a z. Ekkor a
szobanforgé allapot csak akkor tud kialakulni, ha a térfogaton megoszl6
pk terhelésnek és az A, feliileten megoszl6 p terhelésnek nincs z irdnyu
Osszetevoje.
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Igy azutédn az elmozdulasmezé és a terhelési fiiggvények

u = u(x,y) = ue, + vey
pk = pk(z.y) = p(kzex + kyey) (3.71)
prP= p(x,y) = Dz€g + Dy€y

alakban irhatok.

Az A alakvéltozasi tenzor a geometriai egyenlet értelmében, a fentiek-
bdl adéddan

Ex %’Y;By 0 Ex
A=A(zy) = %'yyx ey 0| =>e=| g (3.72)
0 0 0 Yoy

mig a T fesziiltségi tenzor

Or Tzy O
T=T(xy) =| Ty oy O
0 0 o,

ahol izotrép esetben o, = v (0, + 0y)
Az ¢, = 0 miatt az alakvaltozasi energia szdmitdsanal csak a T" tenzor
sikbeli részével kell dolgozni, tehat

T = { Tz Tay ] (3.73)

Tyz Oy

Igy végiil is, sikalakvaltozés esetén, homogén izotrép anyagot feltételve,
az anyagtorvény, a kezdeti alakvaltozdssal és fesziiltséggel nem szdmolva

Oz
T=0= Oy =
Tey
E 1—v v 0 Ex
= v 1—v 0 € = De (3.74)
(1+v)(1—2v) 0 % fyjy

Sikfesziiltségi allapot (SF)

A sikfesziiltségi dllapotot az jellemzi, hogy most a kittintetett z irdnyra
merdleges sikokon nem keletkezik o, = 7., = 7,, = 0 fesziiltség. Ehhez
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az sziikséges, hogy a pk és p terhelési fliggvényeknek ne legyen z irdnyud
Osszetevje. A vékony tarcsa kozépfeliiletére vonatkoztatva, ahol is z = 0,
a terhelésnek, melyet az oldalperemen irunk el6, négyzetes fliggvényként
kell véltoznia.

3.19. dbra. Sikfesziiltségi dllapotban (b vastagsagu tarcsa)

Fentiek alapjan a fesziiltségi tenzornak csak a sikbeli része lehet zérustol

kiilonbozb
Oy Ty O

T=| 7 o, 0|=T(zy) (3.75)
0 0 0

Ismét homogén, izotrép anyagot tételeziink fel, igy a z irdny1 fajlagos
nyulés
v

€, = —1_V(€m+5y)
mig az A alakvaltozasi tenzor
1
Ex 5 Vzy 0 €z
A= %yym gy, 0 | =Axy =e=| g (3.76)
0 0 Ez Vzy

Tekintettel megint az alakvaltozasi energia kiszamitdsi modjara elegen-
dd csak a tenzorok sikbeli részét megtartani. Homogén, izotrép anyagnal
all:

Oy E 1 v 0 Ex
T=o0=| o0 | = T2 |V 1 0 ey | =De (8.77)
—v _
Tay 00 ¥ Yoy
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Altalanos sikfesziiltségi allapot (ASF)

A SF allapot szigort kiindulasi feltételeinek enyhitése céljabol ez esetben
feltételezziik, hogy a 0. mindenhol zérus, a 0, 0y, T2y a z-nek paros fligg-
vénye. A 7., és a 7, nyiro fesziiltségek pedig a z-nek paratlan fliggvényei
oly médon, hogy a tdrcsa also6 és fels6 sikjainak terheletlenségéb6l ad6dé
feltételt is kielégitik, azaz a tarcsa als6 és fels6lapjain zérus értékiiek.

Fenti fesziiltségi koordinatdkra vonatkozo6 feltételek teljestiléséhez a
terhelési fliggvények a térfogaton egyrészt

pk?(ﬂl’,y,Z) = pk(xayv - Z) =0 (378)
masrészt a paldston

P = pz€x + pyey + p.e;
px(xvyaz) = p:t(xvya - Z)a py(x)yaz) = py(:l:?yv - Z) (379)
pZ(xvyaZ) = —pz(x,y, - Z)

alakkal kell, hogy rendelkezzenek.

Az elbirt terhelési feltételek mellett az egyes mechanikai mennyiségeket
a b vastagsdg mentén integrélva atlagértékeket kapunk. Igy értelmezhets
az atlagos fesziiltségi és alakvaltozasi tenzor

T 2/sz, (T < A) (3.80)
6

valamint az ,4tlagos” elmozdulds és terhelési vektor

u= ll)/udz (3.81)
(b)
_ 1 _ _
p= b/ dz =p,ey +Dyey (3.82)

(0)

Igy az integralas elvégzésével az ASF allapotot is kétvéltozésként lehet
kezelni. A késtbbiekben az dtlagoladsra utal¢ feliillvonast elhagyjuk.

Tengelyszimmetrikus alakvaltozas (TSz)

Szdmos esetben taldlkozunk a mérnoki gyakorlatban forgastestekkel
(tengelyek, tartdlyok stb.). Ezek egy része a geometriai tengelyszimmetria
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mellett, a megfogdas és terhelés vonatkozasaban is forgdsszimmetridval,
tengelyszimmetriaval rendelkezik. Ez esetben a 3.20. abran lathat6 z
tengelyi forgastest terhelése és megfogasa fiiggetlen a kertileti irdnyban
mért ¢ koordinatatol.

Igy az alkalmasan vélasztott henger-koordinata-rendszerben a test tet-
sz6leges pontjdnak elmozdulés vektora

u=u(R,z)er +w(R,z)e, (3.83)

alakt, azaz a vizsgalatokat egy tetszbleges merididnmetszet mentén az R z
sikban kétdimenzids feladatként lehet elvégezni.

3.20. dbra. Egy forgasszimmetrikus test geometridja és egy tetszéleges
merididnmetszet mentén jelentkez6 elmozdulés koordindtak

Az alakvaltozasi és fesziiltségi vektorok

eR [ ok oR
u
Ey 2 (o
TRz L % + % TRz
kozott homogén izotrép anyagra az anyagalland6k métrixa
[ 1—-v v v 0
E v 1—-v v 0
= 3.85
Gxn(i-2)| v v 1-v 0 (3.:85)
1-2
| 0 0 0 =7
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teremt kapcsolatot.
o =De (3.86)

3.5.2. Sikbeli elemek

A valésdgos mérnoki, szilardsagtani feladatok mindig a térbeli, hdrom-
dimenziés Euklideszi térhez kothet6k. Mégis, szdmos esetben a vizsgalt
test geometriai alakja, az anyagjellemz6k és a testre m{ikodo kiils6 ers-
rendszer tulajdonsagai lehetévé teszik, hogy matematikailag a problémat
kétvaltozosként lehessen kezelni. A szildrdsagtan tipikus kétvaltozos fel-
adattipusair6l mar sz6ltunk a fentekben. Lattuk ezeket a feladatokat két-
véaltozosként lehet kezelni, vagyis az alkalmazott végeselemek alakjukat,
kozelits fliggvényeiket tekintve azonosnak vehetdk.

A gyakorlati feladatok megolddsaban kiilondsen jol hasznédlhatok a
linedris és kvadratikus, harom illetve négyszog geometridju izoparametrikus
elemek. Ez utébbi, dltaldnos definicié szerint azt jelenti, hogy az elem
geometriai pontjait és az elemen beliili elmozdulds mez6t ugyanolyan,
természetes koordindta-rendszerben adott interpolécioés fliggvényekkel
kozelitjiik [2].

A kovetkez6kben az elemen értelmezett mennyiségek esetén nem jelol-
jik kiilon az elemre utal6 © fels6 indexet.

Négycsomodpontu elem

A 3.19a. dbra egy konvex egyenesoldalt, négycsomépontt elemet mutat
az zy globalis koordinata-rendszerben, amelyet egy két egység él{i négyzet-
tartomdnyra kivanunk leképezni. Ennek érdekében az z (§,n) és y (£,n)
leképezé fliggvényeket bilinearis alakban irjuk fel:

z(€n) =ar +ad +am+aén=[1 & n &nla=e¢ (Ena
y(Em) =bi+ bl +bm+bin=[1 & n &nb=¢ ()b (3.87)

A (3.87)-ben szerepld a; és b; allanddkat a csomépontok, azaz a sarok-
pontok

(&mi) =z y(&m) = v
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koordinatai alapjan lehet meghatarozni. A 3.21b. 4brabdl kiolvashatéan a
négy pont £, koordinatdjanak behelyettesitésével

T 1 -1 -1 1 al
i) . 1 1 -1 -1 a9
x| |1 1 1 1 as (3.88)
T4 1 -1 1 -1 ay

1 2
1 1

a) ‘ b.)

: 4
3 3
1 1 2

c.)

3.21. dbra. Négyszog alaka végeselem a.) leképzés két egység élti négyzet-
tartomanyra; b.) és c.) nem konvex elemek, amelyek nem biztositjdk az
egyértelm leképzést (det J < 0)

ugyanez tomorebben

x=Ga, a=G 'x
Hasonl6képpen y-ra all
y=Gb b=Gly

Az allandokat visszairva (3.87)-be a leképezés

4
z(&n) =@ (MG 'x=> Ni¢n)zi (z < y) (3.89)

=1
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alakban 4ll el, ahol az N; (§,n) tn. alakfiiggvények felépitése a kovetkezo:
N1=i(1—f)(1—77) N3=i(1+§)(1+77) (390)
Ny =3(1+8(1=n)  Na=3(1-¢(1+n)
Koénnyen ellenérizhetd, hogy a (3.90) fliggvények 0sszege:

4

Y Ni(em) =1 (3.91)

=1

A leképezést alkalmazva az elem j-dik csomépontjara

4
2(&my) = Ni(&my)a
i=1
amibdl kovetkezik, hogy
1, ha 1=
Ni@j,m):{ 0 ha id; (3.92)

A ,szabédlyos (alap) elem”-hez tartozé N;(&,n) fliggvényeket alakfiigg-
vényeknek fogjuk nevezni. A fenti tulajdonsagok altalanosan jellemzik a
végeselemek approximadcids fliggvényeit. A valésdgos elemre dttranszfor-
malt alakfiiggvények az elemszintii bdzis fiiggvények elnevezéssel fognak
rendelkezni.

Az izoparametrikus elemek definicidjdra tekintettel a (3.90) fiiggvények
birtokaban egyértelmf, hogy az elemek mentén az x irdnyt u és az y iranya
v elmozduldskoordinatédkat az

4

4
u=> Ni(&n)u és  v=Y Ni&nvi (3.93)
=1

i=1
formulakkal kozelitjiik, ahol u;, v; konkréten az i-edik csomépontbeli x és
y irdnyd elmozduldskoordinatédkat jelenti.

Forditsuk most a figyelmet a kozelits fiigguények elemenbeliili simasd-
gdra. A végeselem ténylegesen az z,y rendszerben létezik, vagyis (3.93)
értelmében a mezdk simasagahoz az N; (&(x,y) , n(z,y)) fuggvénynek is
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simdnak kell lennie. A (3.90)-bdl nyilvanvaldan latszik, hogy az N;(&,n)
figgvények simdk (folytonos derivéltakkal rendelkeznek a £,n rendszer-
ben). Azonban, ha az elem valamelyik csomépontjanédl az oldalak kozotti
szog 180°, vagy anndl nagyobb (a belsd szog tompa), akkor az x,y és &,n
koordinatarendszerek kozotti leképezés mar nem lesz egyértelmi, amelyet
a J Jacobi métrix determindnsanak nem pozitiv volta is jelez. Az x,y és a
&,n koordindta-rendszerek kozotti egyértelmi leképzéshez sziikséges, hogy

dz Oy
— g 0¢
detJdet[ax 8y]>0,
on  On
azaz a J Jacobi-matrix determindnsanak pozitivnak kell lennie. Egyszertien

bizonyithat6 az elem teljessége
4 4
u= ) Ni({mui = Y Ni(co+ c1w; + coyi) =
i=1 i=1
= (Z Ni) co + (Z Nilfi)) c1 + <Z Niyi> c2 = o + 12 + 2y

ami fizikailag azt jelenti, hogy a kdzos oldallal rendelkezd szomszédos ele-
mek hatdrai mentén-és igy a teljes végeselemekkel behal6zott kétdimenzids
tartomanyon az elmozduldsmez6 folytonos.

Az eddig ismertetett gondolatok valamennyi izoparametrikus elemti-
pusra érvényesek, azaz az elemhal¢ stiritésével a konvergencia kritériumok
(a kozelité mez6hoz és az egzakt mez6hoz tartozé potencidlis energidk
kiilonbségre a zérushoz tart) automatikusan teljesiilnek. Ez is magyarazata
az izoparametrikus elemek széleskor{i alkalmazasanak.

(u =)

Nyolccsomopontu elem

A 3.22. dbra egy nyolccsomépontt, gorbeperemfi izoparametrikus elemet
mutatat, melynek nyolc alakfiiggvényét [2] alapjan az aldbbiak soroljak fel:

Ny =1(1=8A=n)(={-n—1) No=31+HA-n)(E-n—1)
N3 = %(1 +(1+n)(E+n—1) Ny=;1-A+n(~¢+n—1)
N5 =5(1-¢&)(1—-n) Ne=51-n*)(1+¢)
N7 =3(1-€)(1+n) Ny =5(1—n*)(1-¢)

(3.94)

Természetesen a (3.94) alakfliggvények is teljesitik a (3.91) alatti kove-
telményt, tovabbd itt is érvényes, hogy egy adott alakfiiggvénynek az adott
csomoépontbeli helyettesitési értéke egy, mig minden més csomépontbeli
helyettesitési érték zérus (lasd (3.92)).
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Yy 8 7 . : ;
a.)
8 6
3
5
1 5 2
x
b) d.)
1
n n
p=ia-gu-n ¢ f=t0-mu-o*

fi=301-6)(1—-n) NiEm=fH-L-L

3.22. dbra. Nyolccsomuipontt izoparametrikus elem

Tartalom | Targymutatd = = 497>



VEM alapjai Kétvaltozéds feladatok

Tartalom | Targymutatd = = 498>

A haromcsomopontu és a hatcsomdpontu elemek

A tartomanyok geometriai kozelitésénél, az elemhdlo felvételénél gyak-
ran nehézséget okoznak az el6z6 pontban targyalt elemek. A végeselemes
kutatdsok 1j fajta elemeket is felszinre hoztak. Ezek koziil a 3.23. 4bra a
hiaromcsomoépontt és a gorbeperem{i, hatcsomépontt elemeket mutatja:

3
by

2

n
1|
n

ot
0
[$23

1 05| 05 |2 ¢

8

3.23. dbra. a.) haromcsomépontt, b.) hatcsomépontt gorbeperemi izopa-

rametrikus elem

Az el6bbiek alakfiiggvényei:
Ni=1-¢—-n Na=§ Ns3=n

mig a hatcsomépontt elemé:

Ny=1—-&6—n—35Ng—5Ng No=£&— 35Ny — 5Ns
N3 =n—3N5s—1Ns Ny =461 -£€—mn)
N5 = 4&n Ne =4n(1 —¢&—n)

(3.95)

(3.96)
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3.5.3. Az elem mechanikai jellemzoi

Az alakvaltozasi vektor eléallitasa

A korabbi fejezetekben mar lattuk, hogy az elem potenciélis energia-
jdban 1év6 alakvéltozasi energidt is szamolni kell, vagyis ehhez az z,y
globélis koordinata-rendszerbeli mez&k derivéltjait is kozeliteni kell. A két
koordinéta-rendszer kozotti leképezést az el6z6ekkel 6sszhangban

=Y Ni&mz y=Y_ Ni&myi (3.97)
=1 =1

formuldk adjak, ahol n.s az adott elemmodell csomépontjainak szdma
(El6z6 példdinkban 4 vagy 8 illetve 3, 6 ). Kétvaltozos feladatok esetén az
elmozdulés koordinatak kozelitésére az

w=Y NEmu v=3 N(&n (398)
=1 =1

Osszefliggések szolgalnak. A (3.98) -ban szerepl6 Osszegzést a matrixalgeb-
rai skaldris szorzdssal is kifejezhetjiik. Ezzel a szokds szerinti tomor felirds

Uu N 1 0 NQ 0 Nn 0 e
= = es =N
u [v } [ 0 N.| 0 N ’ 0" N, |4 (&ma
(3.99)
ahol q°7" = [uy,v1,...U;,Vi5.. Un,, ,Vn.,] az elem 2 - n., méretti elmozdulas-
vektora.
Ezek utdn, a globalrendszerbeli alakvaltozasi vektor
ON; , .
du g i
Ex ox v AN,
e=| ¢ | = % = Oy Vi (3.100)
o 0 ) )
Yay 5t o > (%JZZ u; + 2% vi)
1

amibdl latszik, hogy a ehhez sziikséges az alakfiiggvények globdl

koordinéta-rendszerbeli 88];[ o aaj\yfi parcidlis derivéltjainak
ON; ON; 0§ | ON; On o On ON;
Ox . 0¢ Ox on Ox . Ox Ox o€ 3.101
oN, | = | aNiog | oN;on | T | o on ON, (3.101)
oy o8 dy on Oy dy Oy on
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meghatarozasa. A (3.101) -et is célszer@i tomorebben felirni
I T
(BNi) =JI7H(ALNy) = | T2y | (BL)) (3.102)
Jor I
ahol J~! a Jacobi métrix inverze, (8g-) a globalrendszerbeli derivaltak
vektora, (0r-) a lokélrendszerbeli derivéaltak vektora.

A £,n rendszerbeli parcidlis derivéltakra analég médon irhaté, hogy

ON; oz 9y ON;
2] 0 0, oz
[aﬁ-]Z[af; af,”aN] (3.103)
on on  On dy
vagyis
Jin Ji2
(BLNi) = J (B Ni) = (8 V;) (3.104)
Ja1 Ja2

igy azutdn a (3.103) alatt definiélt Jacobi matrix (3.97) felhaszndaldsaval

9> Ni I3 N; .
P R e B I Y -
) i - cee 677 xnCS yncs

on T éT) Yi
modon szamithat6. Latjuk tehat, hogy a két koordindtarendszerben ér-
telmezett derivaltak kozott a Jacobi matrix, vagy annak inverze teremt
kapcsolatot. Ezek utan (3.102) figyelembevételével az x és yszerinti parcia-
lis derivaltakat £ és 7 szerinti parcidlis derivaltakbol az aldbbi médon lehet
eléallitani:

ON; _ j-10Ni 4 j-10N;

or O€ on
ONi _ y-=10Ni | 7-10N; (3.106)
dy — Y21 ¢ 22 “on

Ez azt jelenti, hogy igy el6allithato a kovetkez6 formula altal definidlt
B elmozdulas-alakvéltozas transzformaciés métrix, amelyet szorozva a q°
elem csomoéponti elmozduldsvektorral, kozvetleniil szdmithat6 az

Uy
V1
Ny ON;
oz 0 oz 0 :
e=| 0 b . 0 G . . | =BEma” (3107
AN, N AN; AN, v
oy ox oy ox V;

elem alakvéaltozési vektora.
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Az elemi merevségi matrix és a redukalt terhelési vektor szamitasa

Az el6z6 pontokban ismertetett kétdimenzids feladattipusok sajatossa-
gait figyelembe véve az elem teljes potencidlis energia kifejezése matrixos
forméaban a (3.99) elmozdulas mez6 kozelitéssel és az ¢ alakvaltozasi vek-
torra vonatkoz6 (3.100) formula felhasznaldsaval

€ 1 e e e (& € €
I = 24 T / B'DBbdAq® —q T(fE +1£, + qk) (3.108)
(A¢)
ahol
K¢ = f BTDB b dA az elemi merevségi matrix,
Ae
f¢ = [ BTDg bdA a kezdeti alakvaltozasbol,
Ae

fo= [ NTpb dT a feliileti terhelésbdl, és
Te
£ = Af N7 pkb dA a térfogati terhelésbol
szamitand6 redukélt csoméponti terhelési vektor. A (3.108) felirdsakor
kihasznaltuk, hogy ASF esetén az elemi térfogat, b vastagsagu tarcsa esetén

AV =bdA (3.109)

Ugyanez SA esetén b = 1 egységnyi szeletre vonatkozik, mig TSz
allapotvaltozaskor (3.108)-ba

b=21R
helyettesitésével kapjuk, hogy
dV =27 RdA. (3.110)

Numerikus integralas

Az (3.108)-es kifejezésben szerepl6 feliileti integrdlok a &,n valtozok fligg-
vényei, igy az integralast  és 7 szerint -1 és +1 intervallumra vonatkozéan
kell elvégezni. Mivel az elemi feliilet

dA = dx dy = det J d€é dn
formaban irhat6, ezért az elemi merevségi matrix
+141

K¢ = / / BTDBb det Jdédn (3.111)

-1-1
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illetdleg a térfogati terhelés redukalt csomoéponti vektor (és hasonléan a
kezdeti alakvéltozasbol ad6d6 csoméponti vektor, ahol N7-t BT -re cserél-
k)

1 1
= //NTpkb det J d¢ dn,
—1-1
1 1
fo = //BTD gob detJ d¢ dn (3.112)

“1-1
szerint allithato elé.
A peremen hat6 terhelésbdl szarmazoé

fe = / NTpb dT (3.113)
l“e

redukélt csoméponti erd kiszamitdsat egy négyszogletes elem példdjan
keresztiil mutatjuk be.
Az x irdny p, intenzitasu terhelés m{ikodjon az elem 3. oldalan, vagyis

n=1.
Ezen oldalon értelmezett elemi ivhossz
dl' = +/(dx)? + (dy)?. (3.114)
Mivel n = 1 = 4ll., ezért
Jx y
der=—d dy = —==d
vagyis
x\? oy > r
d \/<8§> +<8§> d¢ = det J* d¢, (3.115)
tovabba
1
fe = /NprdP = /NT(g,n =1) [ %ﬂc ] b det JVde. (3.116)
e -1

Gyakran a peremen hat6 terhelés nem a globalis rendszerben van meg-
adva, hanem az a peremre merdleges és érintSleges 0sszetevdivel ismert.
Ebben az esetben a terhelési vektor

P=pnn+pt (3.117)
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3.24. dbra. Az elem 3. oldaléan p, terhelés miikodik

ahol n a perem kiils6 normadlisa, t érint6 egységvektora.

Ismételten legyen a terhelt perem az n = 1. Matematikdbdl ismert,
hogy a peremet leir6 sikgorbe r = x e, + ye, helyvektordnak ivkoordinéta
szerinti derivéltja az érint6 egységvektort szolgéltatja:

or Or 0¢
t=——=— = .
or o¢ or (.118)
Ily médon a leképezési Osszefiiggés felhasznalasaval
85 —Z aé. (wz ew+yzey)
mig a (3.115)alapjan
o 1 1
OT  det JU ’Q
¢
Ezek utdn a normalis egységvektor
N;(&n=1)
n=e,xt=— Z 9 f 77 (a:Z ey, — Yi€ez) (3.119)

vagyis a (3.117) alatti megoszl6 terhelésbdl a globdlis rendszerbeli terhelési
koordinatak

Pz =D €, Dy=D - €. (3.120)

Osszefiiggések alapjan szdmolhatok.
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A kapott értékek (3.116))-be helyettesitésével a redukalt csoméponti
terhelési vektor kiszamithat6. Sok esetben a globdlis p,,p, vagy a lokalis
pn,peterhelési koordinatak a széban forgé perem csomépontjaiban felvett
értékeken és az elem ezen peremére ,lokalizdlt” (példankban N;(&,n = 1))
alakfiiggvényeken keresztiil irhatok fel.

Kérdés ezek utan a (3.111), (3.112), (3.113) tipusu integralok el6allita-
sa, melynek széles korben alkalmazott médszere a Gauss-féle numerikus
integralasi technika.

Egy dimenziéndl egy F(z) fliggvény a,b intervallumbeli integraljat

b
/ P(2) dz = S F(21) + .SnaF(zxe) + Ry (3.121)

a
kifejezés szolgdltatja, ahol S; salyfaktor, z; kés6bb ismertetett koordinata,
Ry maradék tag, NG a felvett pontok szama. Kimutathat6 [6], hogy ezzel
a kozelitéssel 2 x NG — 1-ed foka polinom még pontosan integralhato.
Az a,b intervallumbdl, amint azt mar az elemeknél lattuk,a —1 < ¢ <1
intervallumba tériink 4t a leképezésnél hasznalatos

AN,
z = Z Nj(&)z;  dr= Z a—ngdg (3.122)
J J

Osszefiiggéssel, mig a sulyfaktorra S; = det J(¢;) W; fog fennéllni, ahol W;
un. Gauss-féle sulyfaktor, mig &; a Legendre polinomok bels6 zérus helyeit

Nes .
kijelols an. Gauss-féle koordindta, tovabba J = %g = Z 8%75(5) xj
J

b
Ily médon az [ F(z)dz integral numerikus integraldssal

b 1 NG
/F(:c) dr = /F(f) det J(§) d¢ = ZWZ' det J(&) F(&) (3.123)
a -1 =1
értéket nyeri. Megjegyezziik, hogy linearis leképzés esetén
a+b b—a b—a
T=— + 5 &, detJ = 5 - (3.124)
Kétdimenziés esetben
11
| [ Fen a3t ds an (3.125)
S1 -1

Tartalom | Targymutatd = = 4104 >



VEM alapjai Kétvaltozéds feladatok
Tartalom | Targymutatd < = <105 >

3.25. dbra. Gorbeperemti elemen a ¢, n irdnyokban ismert a terhelés

integralt el6szor & szerint kozelitjiik

>w / det J(:m) F (€i.m) dn

majd az 7 szerinti integralt kozelitjiik a (3.123) analégiaja alapjan, vagyis

11 NG NG
[ Pemaceatcadsn=3" 3 wiw; det 3um) Fgim,) (3126)
S i=1 =1

Ennek értelmében a (3.111) formula integranduszédban szereplé métrix-
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szorzatot F€ (z,y)-el jelolve a

K¢ = /BT(x,y)D(:v,y)B(a:,y)b(x,y)dAE /Fe(:r,y)dA:
Ae Ae

1 1
_ / / F((€, n).y(€, n) det I (&) dedn =
15

NG NG

=3 WiW;det J(&,m;)F (&, n;) (3.127)

i=1 j=1

mig példaul a (3.116) szerinti perem menti integral

fe = / N7 pbdl' =
Te
1

- / NT(&, = 1) p(€) b(Ey = 1) det 37(6,n = 1) de
]
NG B
— Z Wz det Jr(gi’ n= 1) fe(é-i’ 77])
j=1
(3.128)

formaban szamolhato, ahol £¢ (¢) = N7 (&, 7 = 1) p(&)b(&i,n = 1)

Megismételve a fenti képletekben NG a ¢ illetve n iranyban felvett
Gauss integracids pontok szamat, W; , W; pedig az integracios sulyfaktoro-
kat jelenti, amelyeket szdmszertien a 3.1. tabladzat is bemutat.

NG

1
/ F(&)ds =) WiF(&)
-1

=1
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3.1. tdblazat. Négyszogelemnél jelentkezd numerikus integralas Gauss
pontjainak koordinatdi és salyfaktorai

&

Wi

NG =1

0

2.000 000 000 000 000

NG=2

0.577 350 269 189 626

1.000 000 000 000 000

NG=3

0.774 596 669 241 483
(0.000 000 000 000 000

0.555 555 555 555 556
0.888 888 888 888 889

NG =4

0.861 136 311 594 953
0.339 981 043 584 856

0.347 854 845 137 454
0.652 145 154 862 546

NG =5

0.906 179 845 938 664
0.538 469 310 105 683
0.000 000 000 000 000

0.236 926 885 056 189
0.478 628 670 499 366
0.568 888 888 888 889

NG=6

0.932 469 514 203 152
0.661 209 386 466 265
0.238 619 186 083 197

0.171 324 492 379 170
0.360 761 573 048 139
0.467 913 934 572 691

NG=7

0.949 107 912 342 759
0.741 531 185 599 394
0.405 845 151 377 397
0.000 000 000 000 000

0.129 484 966 168 870
0.279 705 391 489 277
0.381 830 050 505 119
0.417 959 183 673 469

NG

Il
Qo

0.960 289 856 497 536
0.796 666 477 413 627
0.525 532 409 916 329
0.183 434 642 495 650

0.101 228 536 290 376
0.222 381 034 453 374
0.313 706 645 877 887
0.362 683 783 378 362

NG

Il
\O

0.968 160 239 507 626
0.836 031 107 326 636
0.613 371 432 700 590
0.324 253 423 403 809
0.000 000 000 000 000

0.081 274 388 361 574
0.180 648 160 694 857
0.260 610 696 402 935
0.312 347 077 040 003
0.330 239 355 001 260

NG=10

0.973 906 528 517 172
0.865 063 366 688 985
0.679 409 568 299 024
0.433 395 394 129 247
0.148 874 338 981 631

0.066 671 344 308 688
0.149 451 349 150 581
0.219 086 362 515 982
0.269 266 719 309 996
0.295 524 224 714 753
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3.7. feladat: Hatarozzuk meg a 3.26. dbran vézolt elemek Jacobi matrixat

Megoldas:
n
4 3
2
1 9| ¢ N
2
2
a :
y
y 3
T4
4 3 A 3 3
y T "
6 6 1
xT
1 2 1 2 4 1
8 8 T 2 z
a.) b.) c)

3.26. dbra. Vizsgalt elemek

A leképezés szerint a.) elemnél
p= 1 =9 (1=n) (~4) + ; (148 (A —m) (+0) + 3 1+ (1) (+4) +
! 1 1 4) = ! 1 8 ! 1 8 = 4
+Z(—§)(+U)(—)——Z(—§)' +Z(+f)' = 4§

y = 3n, vagyis J:{g g}, detJ = 12.

b.) elemnél
p= 71+ A=) (+8) + L (1+8) (1+0) (+8) = 4(1+8)
y= 4O A4 (46) + 5 (1-8) (L4m) (+6) = 3 (1+7)
vagyis.]:[é g], det J =12
c.) elemnél .
p= 10— - () + 1+ A —n) (+2)} = 1-7
y= {0+ A-m () + 1+ (+n) ()} =  BA+E — n(1+8)]
_[ o 16-m _1!
=5 Sadg ] Tmaeon
@@
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3.8. feladat: Hatdrozzuk meg a 8 csomépontt izoparametrikus elem 3.oldalén hat6 linedrisan valtozo
nyom6 terhelésb6l szdrmazé csoméponti redukalt terhelés értékét. (3.27)

Megoldas: A 4-3-7 csomépontokhoz tartozé n = 1 peremen értelmezett alakfiiggvények a (3.94)
felhasznalasaval:

1 1
A szébanforgé peremen az elmozduldsmezd

Uq

V4

{u} :[—%(1—05 0 $(1+9)¢ 0 (1-¢2) 0 } u3
0 —3(1-¢)¢ 0 ;1+9¢ 0 (1-8) v3

u

or

mig a terhelési vektor p = { _ % (1 + &)ps }, tovabba det JU = 1

(dz és d¢ azonosak).

s

3.27. dbra. Lineédrisan valtozo6 terhelés

A (3.116) képlet analégidja alapjan

%(1—5)5 0
—1(1-9)¢
_ <1+5>§ 0 0
/ : o 11+ ) —l—op —La+eps | %
0
(1—¢2)

Elvégezve az integrélast

b
f;’T:—g[O pa 0 p3 0 2(ps+p3) |

@@
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3.6. Lemezelemek felépitése

A szerkezeti elemek modellezésénél gyakran figyelembe vessziik, hogy a
test egyik mérete lényegesen kisebb a mdsik két méretéhez képest. Ha a
testet terheld er6rendszer olyan, hogy a test elmozduldsénak jelent&s részét
a legkisebb méret irdnyédba okozza, akkor ezt a testet lemeznek szokés
nevezni. Ismeretes, hogy a lemezen ki lehet jelolni egy kozépfeliiletet s en-
nek elmozduldsan keresztiil - kiilonb6z6 hipotéziseket felhaszndlva - lehet
tisztdzni az alakvaltozasi illetve a fesziiltségallapotot. Az alkalmazott hipo-
tézisek révén az eredeti hdromvaltozos feladatot kétvaltozos feladatra lehet
visszavezetni, ami a feladat megoldhatdsagat egyszerfisiti. Ugyanakkor a
lemez vagy tdgabb értelemben vett héj megtdmasztasandl, csatlakozdsanal,
er8bevezetési helyeinél, meger&sitéseknél (pl. bordaknal) a ténylegesen
kialakul¢ fesziiltségéllapot térbeli, ami mar az alkalmazott hipotézisekkel
nem frhat6 le. Vagyis egy val6sdgos szerkezet mechanikai vizsgélatandl an.
kevert modelleket kell alkalmazni. A zavarastol tavoli helyeken a viszonyo-
kat jol leir6 lemez (héj) modellek felvétele mellett a zavardsndl jelentkez6
térbeli allapotot leiré tn. kontinuum modell, illetve a két modellt 6ssze-
kapcsol6 un. dtmeneti modell hasznélatdval lehet a viszonyokat tisztazni.
Természetesen az is el6fordulhat, hogy a lemez (héj) modell pontositasara
is szlikség van. Az utébbi évek kutatdsai az elmondottak szerinti modellek
kimunkalaséra iranyulnak [4].

3.6.1. Geometriai és fesziiltségi hipotézis Reissner-Mindlin féle le-
mezmodellnél

Tételezziik fel, hogy a b vastagsdgt lemez kozépfeliilete az xy sikban fek-
szik. A kozépfeliiletet jelolje A, mig peremét I'. Az elmozduldsmez? felira-
sandl azzal a feltételezéssel éliink, hogy az elmozduldsmezé koordinatai

u=u(zy,z) = ¢y(r.y)z, v=0o(@y2)=—p(2,y)2 } (3.129)
w=w(x,y,z) = wo(x,y) '

ahol wy, ¢z, ¢y alemez kozépfeliiletén 1év6 pontok z irdnytd elmoz-
dulésa és a pont kornyezetének z és y tengelykoriili szogelfordulasa. A
késdbbiekben wy-nél az als6 indexet elhanyagoljuk.

Kis elmozduldsokat feltételezve a fajlagos nytlasok

a'LL / aSDy 81} a‘P:c aw
z — — - A, = —_—— A €z = — = .1
€ o 2Py =z o Ey By z By € 9 0 (3.130)
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Pz

3.28. dbra. Reissner-Mindlin-féle lemezelmélet ¢, ¢, szogelfordulasi me-
z6inek értelmezése

és a szogtorzuldsok

Vrz—aix'i‘a_%—i_goy

Yoy Ox oy ox )’

ow Ov Ow

Yyz = 87; + & = (93/ Px

A fentiek alapjan a lemez kozépfeliiletére merdleges egyenes szakasz

a terhelés utén is egyenes marad, hossza nem valtozik. A szébanforgé

szakasz az y tengely koriil ¢, (z,y) az = tengely koril ¢, (x,y) értékkel
fordul el.

Erdemes a 2-t6l fiiggs, és a 2-t&l fiiggetlen jellemzdket kiilon matrixba
rendezni:

(3.131)

Sy
Er ozr
— — Oz —
eE=| g | =2 By =ZK (3.132)
Yy Oy _ Ops
oy ox

K
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ahol k a gorbiiletek oszlopvektora:

o)
o o 2 w
k=|0 —& 0 Ox (3.133)
o) o)
O —% 871/ ‘Py
8 u

A z-t0l fliiggetlen szogtorzulasok pedig a kovetkez6 kételemii vektorba
rendezhetdk:

ot 5 01 v
7_[;’2]—[5 » 0] ¢r | =85u (3.134)
v 9 Py

9,

Lathato, hogy az elmozdulési hipotézishez tartozé szogtorzulas két
tagbol all. Az els6 tag a normalis kozépfeliilettel egyiitt torténé mozgasa
miatt, a masodik pedig az ahhoz képest jelentkez6 szogelfordulds miatt
van.

A Kklasszikus lemezelmélet masik hipotézise a fesziiltségéllapottal kap-
csolatos, nevezetesen, tapasztalatok alapjan nem kovetiink el nagy hibat, ha
a o fesziiltséget elhanyagoljuk a o, és o, mellett, vagyis homogén, izotrép
anyagnal a Hooke-féle anyagegyenlet felhasznalasaval

E
Oy = m(ez +vey), oy = m(uex +ey) (3.135)
illetve a cstsztato fesziiltségek
Ty = G’ny v Tzz = GVaz, Tyz = G'sz (3.136)

ahol G = E/2(1 + v). Nyilvanval6 az ¢, = 0, = 0 feltételek egyidejlisége
ellentmond a Hooke-féle anyagegyenletnek. Matrixos alakban pedig;:

O E 1 v 0 Eg _ ~
o= | 0y | = s| v 1 0 ey | =De=2zDk (3.137)
T, =21 o v
Ty 2 Yoy

A z-t6l fliggetlen nyiréfesziiltségeket matrixosan irva:

= [ Tz ] = kG (3.138)

Tyz
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kozelits egzakt

3.29. dbra. Nyirési tényezd szarmaztatasa

A nyiréfesziiltségekben szerepld k az Gn. nyirdsi tényez6, mely ab-
bdl a feltételezésbdl hatdrozhaté meg, hogy a kozelité konstans nyiréfe-
sziiltséghez és az egzakt nyirofesziiltséghez tartoz6 alakvéltozasi energia
megegyezik. Ertéke: 5/6.

3.6.2. Feliileti fesziiltségek és feszliltségparok (élerok és élnyomaté-
kok)

Ertelmezve a vastagsdg mentén megoszl6 fesziiltségek ered6it, nyomatéka-
it, irhatjuk, hogy

Q, = — / Toxdz, Qy = — / 7y=dz. (3.139)
(b) (b)
Tovéabba

M, = /szdz, M, = /ayzdz, Mgy = /Txyzdz (3.140)
©) (b (b

amibdl a (3.131), (3.136)alattiak figyelembevételével a feliileti fesziiltségek
(élerdk)

ow

0
) @=ken (-t 5) e

mig a feliileti fesziiltségparok (élnyomatékok)

Ev? 0 @y 0 Qs Ev? Opy 0y
x = — , M, = _
M 12(1 — v?) <8x V@y) Y 12(1 - v?) oy dy
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1 [0y dp
My, = Gb3— [ 2 - =2 142
v =G5 ( oy Oz > (3142)
amelyekhez az
M, M Q
M = x o, = |** 3.143
L oeslg] e

tenzor, illetve vektor is rendelhetd.
A tetszbleges n normdlist és t érintSiranyd sikon keletkez6 o, normal
irdnyu és 7y, 7., csUsztato fesziiltség (t = e, x n) :

opn=n-T -n= axni + O'yTLZQ/ + 2Ty nany
—t. T -n— _ 2 2
Tin = n = (oy — 0z)Ngny + Toy(ng —ny)
Ton =€, T -1 = TN, + Toyny (3.144)

n=nze, +nye,, t=-nye,+n.e, (3.145)

ahol n, = cos a, ny, = sin « a feliilet normélisanak koordinatdja (lasd 3.31.
dbra).

Az élnyomatékok értelmezése alapjan

M, = /O'nZdZ = Mxni + Mynz +2Myynzny =n-M -n (3.146)
(b)

mig

My, = M,y = /Tm,zdz = (My — My)nzny + Mxy(ni - ni) =t-M-n

(b)
(3.147)
tovabba

Qn=— / Tondz = Qung + Qyny = Q - n (3.148)

b
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3.30. dbra. M, M,; nyomatékok, Q,, nyiréerd és a ¢, ¢n: szogelforduldsok
értelmezése

3.6.3. Reissner-Mindlin-féle lemez teljes potencialis energiaja

A vazolt hipotézisek és vektorok felhasznaldsaval a teljes potencidlis energia

1 1
W,,:2//ETJdZdA+2//7TszdA—Wk (3.149)
A b A b

ahol a kiils6 er6k munkdja

Wi = /wpdA+/M,?gptnds— /Mgtgpnds - /nggds (3.150)
A r, T, T,

mely kifejezésben p a kozépfeliiletre redukalt megoszl6 z irany1 terhelés
intenzitdsa, M), My, Q) aT peremen megadott értékek. A perem ¢,

és ¢y, szogelforduldsa a ¢ = ¢, e, + ¢, e, vektor bevezetésével

on=@ N, Pym=p-t (3.151)

alakban allithat6 eld.
A lemez megtamasztasatol fliiggten az aladbbi peremfeltételeket szokds
megkiilonboztetni (lasd 3.31. dbrat ):
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Befogés esetén: w=0,p =, =
szabad perem esetén: M, =My, =Qn, =0
egyszer(i alatdmasztas esetén: w =0, M, = My, =
vagy pedig:

a

X
3.31. dbra. Megtamasztasi moédok

3.6.4. Kirchhoff-féle hipotézis, technikai lemezelmélet

Amennyiben v,, = 7,. = 0, akkor (3.131) alapjan

_ Ow _ Ow
SOJT 8y7 Spy a$
azaz P P
w w
U——%Z, U——@Z (3152)

Osszefliggéseket kapjuk, ami a Kirchhoff-féle hipotézisnek felel meg. Ezen
hipotézisre alapozott technikai lemezelmélet vékony lemezek esetén a
gyakorlat szdmdra j6 eredményt szolgaltat.
Ebben az esetben az alakvéaltozdsi tenzor zérustodl kiillonbozs elemei
82w0 82w0 82w0
Ex — —WZ, Ey = —TyQZ, ")/xy = _28xayz . (3.153)

A fesziiltségallapotra vonatkoz6 hipotézisek azonosak a Reissner-
Mindlin lemezelméletnél bemutatottakkal. Igy (3.137)szerint

_0%wyg
O dz2 v 0
g =~ 8211]0 g E
o= | o0y | =zDk=:zD| %5 , D= sl v 1 0
Y I1-wv 1—v
Tay _262100 00 2
dxdy
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Mivel a (3.149) alatti IT, -ben a masodik integral elt{inik (nincsen nyirdsi
energia), a w mezdnek a (3.154) szerint masodrendii derivaltjai szerepelnek
a potencialis energidban, a varidcids elv értelmében a w mez6 C! osztélyt
folytonosséagat kell biztositani. A vékony lemezekre szdmos végeselem
kertilt kidolgozasra [5].

3.6.5. Izoparametrikus elem

Visszakanyarodva a Reissner-Mindlin elméletre alapozott eszmefuttatdsra,
a lemez elmozdulasi allapotanak kozelitésére izoparametrikus elemet fo-
gunk valasztani. Formaélisan az elem lehajlasi és szogelfordulasi mezdit kell
a megszokott moédon alakfiiggvények és csomdponti paraméterek szorzata-
ként approximélni a C° osztalyt folytonossag biztositasahoz. Itt, ilymédon
a végeselem-modszernél hasznalatos elemenbeliili elmozduldsmez hdrom
mez6t jelent: w, vz, vy

ul=w ¢, @) =q"NT (3.155)

aholq” = [ qf - afe | a7 =] wi @u @y
Az elem merevségi matrixat és tehervektorat az elemre felirt potencialis
energidbodl szarmaztatjuk. Megjegyezziik, hogy a hajlitott radelemhez ha-
sonl6éan a csomépontokban koncentrélt erdn kiviil nyomaték is mtikodhet.
A gyakorlatban az tiin. Lagrange-tipusti approximaciét felhasznal6 4,8,
illetve 9 csomépontt izoparametrikus négyszog alaku elem a legelterjed-
tebb.

3.7. Térbeli elemek

A gépészet szamos szerkezete olyan kialakitdst, hogy a kordbban ismerte-
tett redukdldasok mar nem alkalmazhaték, hanem a testet mind geometri-
djaban, mind terhelésében csak haromdimenziés (3D-s) feladatként lehet
lekezelni. Nagyon jol tudjuk gépelembeli tanulmanyainkbdl is, hogy a
geometria lényegesen befolydsolja a kialakul6 fesziiltségéllapotot. Pl. a
tengelyek kiilonbo6z6 dtmérdji szakaszainak taldlkozasanal kialakitott leke-
rekitések a fesziiltég koncentracidjat jelentsen befolydsoljak. Tehat célul
kell kittizni olyan végeselemek megalkotdsat, amelyek a geometriat minél
jobban megkozelitik, s kell6 pontossdggal a potencialis energia numeriku-
san kiszamithatova teszik.

A végeselem- modszer fejlddését és mindennapos felhasznalasat tekint-
ve megallapithatjuk, hogy a térbeli elemek koziil a legelterjedtebbek az
izoparametrikus elemek, amelyek sokféle geometriai alakot 6lthetnek. Ezek
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koziil a leggyakrabban alkalmazottak az egyenes illetve gorbiilt élekkel
rendelkezd hatlapti (hexahedron) ,tégla”-, négyoldalu (tetraéder) ,guala”-,
vagy otoldaltd (pentaéder) ,ék alakti” elemek. [2, 4, 5].

Ha az élek csak egyenes vonaltak, tovabbd csomépontok csak a cstics-
pontokban vannak, akkor az elemen beliil az approximdci6 linearis (kvazi-
linedris), ha az élek mindegyik gorbiilhet is, akkor, pedig legalabb kvadrati-
kus. Természetesen az egyenes- és gorbiilt él, azaz linedris- és kvadratikus
kozelités (approximdcié) vegyesen is el6fordulhat egy-egy elemen beliil. A
gorbiilt elem élein, a végpontokon kiviil, a felez6 pontokban is van csomé-
pont. Megjegyezziik, hogy magasabb approximdcié alkalmazasa esetén, az
éleken akar kettd vagy harom kozbensd csomépont is eléfordulhat, vala-
mint tovdbbi csomépontok lehetnek az oldallapokon és az elem belsejében
is [4].

Az elem csomépontjai harom — z,y,z irdnyt elmozdulési — szabadséag-
fokkal rendelkeznek, ezzel 6sszhangban a csoméponti terhelések is csak
koordinéta irdnyt er6k lehetnek.

3.8. Atmeneti elemek

Gyakran a szildrdsdgtani modell ismeretlenjeinek a szama oly médon csok-
kenthet6, hogy egy szdmitasi modellen beliil térbeli elemeket és lemez
(héj) elemeket haszndlunk. Lattuk, hogy a lemezeknél tett hipotézisek a
csomopontokban szogelfordulasi ismeretlent is jelentenek, mig a térbeli
elemeknél csak elmozdulési (eltol6dési) paraméterek szerepelnek. A kom-
patibilitds, azaz az elmozduldasmez6 testbeli folytonossaga megkoveteli a
kétfajta elem olyan illesztést, amit csak tin. dtmeneti elemmel lehet megolda-
ni. Az elemek csatlakoz¢ feliilet minden pontjdban az elmozdulds-mezének
folytonosnak kell lennie. Ezeken az elemen lesznek olyan csomépontok,
amelyek a térbeli elemmel, és vannak olyan pontok, amelyek a lemezzel
csatlakoznak. Az elem approximaécios fliggvényeinek felépitése specidlis
megfontoldsokat igényel. Forgastestek vonatkozasdban a [2]-ben taldlunk
erre példakat.

3.9. Hivatkozasok a 3. fejezethez
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2. Pdczelt I.: Végeselem-modszer a mérnoki gyakorlatban, I. kotet, Mis-
kolci Egyetemi Kiad6, Miskolc, 1999.
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4. Hibaanalizis

A tovéabbiakban a végeselemes kozelités hibajat elemezziik. A kordbbi
fejezetekben bemutatott végeselemes elmozdulasi médszert a teljes poten-
cidlis energia funkcionalra alapoztuk. A megoldas kozelitésébdl szdrmazo
hibgjat is energia értelemben hatdrozzuk meg.

Mint ismeretes a rugalmas feladatok esetén, adott elmozdulasi mez6
alapjdn az alakvéltozasi- és fesziiltségi mezs egyértelmiien meghatarozhato:

u elmozdulds — e = 0u alakvéltozds, o = De fesziiltség.

Az alakvéltozési energia és ezen keresztiil az elmozdulds normaéja az el6bbi
mennyiségekkel az alabbi médon fejezhetd ki

N[
[NIES

Iullg = v/ Uatakv. = ;/ETGCZV = ;/(Bu)TD(au) dv

1% 14
(4.1)

Legyen a tovdbbiakban u = u., az egzakt megoldés, uy gy a kozelitd
véges elemes megolddas, akkor az utébbi hibdja, a kett6 kiilonbsége

€ =UuUygppm — Ueg- (42)

Az e hiba pontszer(i értelmezése a gyakorlatban ritkdn hatarozhaté
meg, de a (4.1) energia norma alapjan értelmezve

2

lells = |5 / (0e)D (De) dV 43)
Vv

mar léteznek matematikai megalapozottsdgti becslések.
Energia értelemben konvergens a megoldas, ha a hiba norméja az isme-
retlenek szdmanak novelésével tart a nulldhoz:

li = 4.4
N lle||e =0, (4.4)

ahol N az ismeretlenek szdma, térbeli izoparametrikus elemeknél (3 - ncs).
Pontonkénti konvergencidrdl beszéliink, ha minden pontban teljestil az
alabbi hatarérték

lim e = 0. (4.5)

N—oo
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Az ismeretlenek szdménak novelése alapvetden kétféle médon is meg-
valésithat6. Az egyik esetben az elemhal¢ stiritésével csokkentjiik az ele-
mek jellemz6 h méretét, valtozatlan linedris vagy kvadratikus kozelitd
mezd alkalmazdsa mellett. A maésik esetben valtozatlan felosztas, azaz val-
tozatlan elemméret mellett, a kozelité polinomok p rendjét noveljiik. A két
eljaras otvozete egyarant magdba foglalja a h méret csokkentését p polinom
rendjének novelését. Az alkalmazott moédszereket tekintve beszélhetiink
h-verzidja-, p-verzidja- és hp-verzidju végelemes eljarasokrol.

A p-verziondl alkalmazott fliggvénytér felépithetd Lagrange-féle és Le-
gendre-féle polinomokkal is. Az utébbi alkalmazasa azért elényosebb, mert
az approximaécids tér hierarchikusan egymadsba agyazott [1]. Ekkor a maga-
sabb rendfi p polinom alapjan el6allitott matrix levdlaszthatéan tartalmazza
az alacsonyabb rendi kozelitések matrixait is, a linedrissal bezardlag. A
Legendre-féle polinomok és derivaltjaik ortogonadlis tulajdonsdggal ren-
delkeznek, ezért a megoldand6 egyenletrendszer kondicidja is kedvez&bb
mint a Lagrange-féle kozelités esetén.

A peremérték feladatokat az irodalomban hdrom csoportba szokds
sorolni:

A.) tipusrol beszéliink, ha megoldas elegendben sima, vagyis a vizsgdlt
tartomdny szingularitdsokat nem tartalmaz, azaz analitikus jellegi.

B.) tipus esetén szingularitdsokat tartalmaz a feladat, de ez a szingularis
hely az elem csomépontjdba esik

C.) tipusndl a szingularitasok tetszélegesen helyezkednek el, azaz nem
esnek csomépontokba.

A 4.1. dbra példdkat mutat be a szingularis helyekre. Ezek lehetnek,
pl. éles saroknal, koncentralt er6 tdmadasi helyén, kompozit anyagok
peremein. A szinguldris pontok a gyakorlatban a tonkremenetel kiindulasi
helyeiként igen veszélyesek lehetnek.

A szingularis pont koérnyezetében az elmozduldsi mez6 lefutdsat a
szingularitas jellege hatdrozza meg. A szingularitds lehet erds és gyenge

[1]:

u= Z ®; (p) i r<rp (4.6)
i=1

ahol r(y az elhalasi hossz, ha
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4.1. abra. Példédk a szingularis pontokra

— A
P
r
/’\X >
© x
/\/

4.2. abra. Szinguldris pont kornyéke

. < 1 szigora
min \; . ,
> 1 nem szigora

A szigora szingularitds esetén a fesziiltség tart a végtelenbe, ha nem
szigort, akkor véges értékii lesz. Az éles sarok geometridja, azaz nyildsszo-
ge dontd befolyassal van a szingularitas jellegére. Ha nyilasszog kisebb,
mint 120°, akkor a csticspont veszélyes fesziiltséggytijt hely lehet.

A kiilonboz6 tipust feladatokra vonatkozéan az irodalomban a kovet-
kez6 a 4.1. tablazatban dsszefoglat hibabecslé formuldk taldlhatok a h-, p-,
hp-verzidja kozelitésekre.

A 4.1. tadblazatban szereplé N az ismeretlenek szamat, p a kozelitd
polinom fokszdmaét, \ a szingularitas mértékét jelenti, k konstans érték.

A 4.1 tablazatbol jol lathato, hogy a p-verzios kozelités gyorsabb kon-
vergencidval rendelkezik, mint a hagyomanyos h-verzidés. A hp-verzids
eljaras exponencidlisan gyors konvergencidju még B-tipust feladatok, azaz
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4.1. tdblazat. Hibabecsl6 0sszefliggések

A B C
llellz =< ’“'Ngg lellg <k-N—2™0@N | jlef|p < k- N—3 ™R
[lell < [exp (= N?)] - & el < k- N=> lell < k- N3
” el < [oxp (-7 N°)] - &
5> 1

szingularitdsok csomoéponti elhelyezkedése esetén is. Ekkor a felosztést a
szingularitds kozelében geometria sor szerint sziikséges stiriteni.

A konvergencia sebességeket hasonlitja 0ssze a 4.3. dbra. Az abra
jol mutatja a p- és hp-verzié elényét, mert ugyanolyan hibahatér elérésé-
hez lényegesen kisebb az ismeretlenek szama a hagyomanyos h-verzios
szdmitdshoz képest [2].

Vizsgaljuk a B tipusu feladat konvergencidjat kifejez6 osszeftiggést

el < kNP 4.7)
A matematikai egyenl6tlenségben ismeretlen a hiba normaja
lell =l — lluveall (4.8)

a k ardnyossagi tényezd, és a szingularitds mértékét is tartalmazo 3 para-
méter. Tehat hdrom ismeretlentink van.

A pontos megoldashoz tartozé alakvaltozasi energidt azzal a megfonto-
lassal lehet megbecsiilni, hogy felhasznaljuk azt a fesziiltséget is, amit az
elemeken beliil az elmozduldsmezé kozelitésénél hasznalt V; (x) alakfiigg-
vényeken keresztiil fejeziink ki - ami egy simdbb megoldas leirdsat adja -,
mint azt az elmozduldsmezé derivaldsdval szamoltuk volna ki.

Vagyis a végeselemes megoldas

o-VEM:DauVEM :DBNq (49)
szokdasos fesziiltsége mellett, a pontos kozelitését
o=06=Ngo" (4.10)

alakban frjuk fel, ahol a * csoméponti értékek fesziiltségi vektorat a hiba-
négyzet minimum elvbdl szdrmazo

/NT (6 —oyvem)dV =0 (4.11)
\%
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p (halo rogzitett)

lg|le
gllel h (egyenletes siirités)

4.3. abra. A h-, p és hp-verzids szamitdsok konvergencidja

egyenletbdl tudjuk meghatérozni:
~1
& = / NTNav / NT oy gy dV (4.12)
% 14

o* ismeretében a hiba becslésére az aldbbi integralt hasznalhatjuk

1 1
lell% ~ 5 / (& —ovem) D' (6 —ovenm)dV (4.13)
v

Ezek utdn kétfajta elemfelosztassal N1, N9 szdma csoméponti elmoz-
dulési koordindtakkal szdmitast végezve, irhatjuk, hogy a hiba normdk

lexlly < K2 N7, leall < K2 Ny (4.14)
ahonnan

K = llex]| N7 (4.15)

értékét csak azutdn tudjuk kiszdmolni, ha el6szor a -ra feloldjuk az egyen-
letrendszert el N
©2llE 1

=1 Ig | — 4.16

’ g<\|el E>/g<N2> (416

A 4.3. dbra szerint a h tipust szamitas egyenese mar megrajzolhato és
ezzel becsiilhet az az ismeretlen NV szam, aminél a hiba egy megkivant
érték ala vihetd.
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A gyakorlatban a szamitast akkor fogadjuk el, egyrészt, ha a globélis
hiba a teljes alakvaltozasi energia valamilyen mérték{i hanyadanal kisebb,
azaz

le

e <nlhullg (4.17)

ahol n a felhasznél6 altal beallitott érték, altalaban 2-5 %, masrészt az
elemek kielégitik az , optimalis felosztasi kritériumot”, ami lokalis tulaj-
donsagot hordoz, azaz

lellz,: = llell &, kivant (4.18)

ahol |le[|; ; az i-dik elem aktudlis hibaja, mig |le|| 5 \syan: aZ elvart hiba
mértéke.
Definidlva a globalis és a lokalis hibamértékeket

lelle  z _ lels,

§a = Y iR THR TR—— (4.19)
n ||uHE el B, kivéant
ezekbdl az elem stiritési paramétere vezethetd le
& =tk (4.20)

A teljes rendszerbeli hibdk az elemeken kapott hibdkbdl dllnak els, neve-
zetesen a hibak négyzeteinek (ez felel meg a bels6 alakvaltozasi energianak)
Osszege adja meg a teljes hibat

Nel

el =" llell%,; 4.21)
i=1
A megkivant hiba
el
el £, kivant = \/775 (4.22)
aminek figyelembevételével a stiritési paraméter
€ = HeHEz o (4.23)
nlullg

Ha &; > 1, akkor az i-dik elemnél tovébbi sfirités sziikséges.
A részleteket mellézve [2], az elem 1Gj mérete
B _ hi
i .2/ (2p+d
¢ g /(2p+ )gg

7

(4.24)

ahol, d a feladat dimenzidja, 1 valtozdésnal d = 1, 2D-s feladatndl d = 2 stb.

A modern szamitégépi programok élnek az elemstirités lehet6ségé-
vel. Még szamos mads technikdval taldlkozunk a stirités végrehajtdsara.
Néhannyal a [2] - ben talalkozunk.
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1. Szabé, B. Babuska,l.: Finite Element Analysis, John Wiley & Sons Inc.,
New York, 1991.

2. Pdczelt I.: Végeselem-mobdszer a mérnoki gyakorlatban, I. kotet, Mis-
kolci Egyetemi Kiad6, Miskolc, 1999.

Tartalom | Targymutatd = = 4126 >



VEM alapjai Modellezési kérdések
Tartalom | Targymutatd = = 9127 >

5. Modellezési kerdések

A szerkezetek szdmitdsdndl szdmos olyan probléma kertil el6térbe, ami
azzal van kapcsolatban, hogy hogyan lehet a modellt tgy felépiteni, hogy
bizonyos megfogasokbol szdrmazoé peremfeltételek, az elemek kozotti talfe-
désbdl szarmazo6 hatdsok, a teljes szerkezetnél megjelen szerkezeti részek
ismétl6désbdl szarmazo tn. periodicitdsok, a ferde hatdsvonalt megta-
masztasok stb. kényelmes kézbetartdsa mellett, az elem szintjén legyenek
tigyelembe véve a szamitdsi id6t is csokkentve.

Altalaban a szamitégépes tervezés soran a teljes szerkezetet nem lehet
minden részletre kiterjed6en a képernyén megjeleniteni, ill. gyakran kész
szerkezeti elemek, részegységek keriilnek beépitésre, amit a modellezés-
nél nyilvanval6 kovetelményként fel kell tudni haszndlni. Az emlitettek
Gjabb megfontolast igényelnek a végeselemes szdmitds megszervezésére, a
modelliink felépitésére [1].

5.1. Alszerkezettechnika

Tételezziik fel, hogy a tobb szerkezeti egységbdl a1l szerkezet egyes részei-
nek végeselemes felosztadsahoz kapcsolddéan mér elallitottuk a merevségi
maétrixot és a csomoéponti redukalt terhelési vektort. Az egyes részeket a
tervezo dltal megalmodott feltiletek mentén 9ssze kell illeszteni [1], hogy
megkapjuk a teljes vizsgdland6 szerkezet mechanikaim, végeselemes mo-
delljét.

A cimben szerepld probléma lényegének megértése céljabol a szerkezet
csak két részbdl lesz felépitve. Tehat az 5.1. dbran 1év6 egyszeri felépitésii
szerkezetet két alszerkezetre (i = 1,2) bontjuk fel. A mechanikai problé-
ma végeselem-modszerrel torténd megoldasdndl megkovetelt pontossag
elérésére megfelel szdmu és fokszamu elemeket hasznalunk fel. A szer-
kezeti részegységek, alszerkezetek az A’ feliiletiilk mentén csatlakoznak
egymdshoz. Az itt taldlhaté csoméponti elmozduldsok vektora g, mig a
megmarad6ké, roviden a bels6 pontoké q. Az alszerkezet dsszes csomo-
pontjanak elmozduldsvektora q’.

A teljes potencidlis energia minimuma elv szerint fennall, hogy

OIT o A A Ko K. 1 e 1 Tol
P _ PN T R bb be b - b N _
T el S s S

ahol K’ az i-edik alszerkezet merevségi métrixa, f' csomoponti redukalt
terhelési vektor, I a csatlakozésnal fellép6 bels6 ersb6l (hatas-ellenhatds
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torvénye szerint keletkez8) csoméponti vektor.

|2

5.1. 4bra. Két alszerkezetre felbontott szerkezet
A kapott matrixegyenlet els6 blokksora
oI

g = Kindh +Kiea— £ =0, (52)
b

a bels6 csomépontok egyensulyét fejezi ki, amibol
. . —1 . .
f — (Ki) K d- (5.3)
Itt feltételeztiik, hogy a csatlakozé pontok szdma elegend6 ahhoz, hogy
a vizsgalt alszerkezet merevtestszer(i elmozdulésa le legyen kotve, azaz a
belsd pontokra vonatkozo Ki, merevségi métrix inverze létezzen.

A Kkapott belsé elmozdulasok vektorat behelyettesitve a csatlakozo
csomopontokra vonatkozé egyenstlyi egyenletbe

q%;z ( éb)_l

oIL;

g =~ Keo®h tKed— £-F =0 (5.4)
16

C

nyerjiik, hogy
{ Ko — Ko (Ki)

ami tomorebben

! ;)c } ch: fcZ - ib ( lz;b)_l fg—f_fﬂv (55)

Klgde= fiq+ i=12 (5.6)
alakban frhato fel. Itt K’ _,;, f’ , az i-edik alszerkezet csatlakoz6 csomo-
pontokra redukélt merevségi matrixa és redukalt csoméponti terhelési
vektora. A hatis-ellenhatds értelmében ¥! = —72, tovabba a csatlakozasi

csomopontokban az elmozduldsok azonosak, azaz

a-=q’=q. (5.7)
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A csatlakoz6 pontok egyensulyat kifejez6 egyenletek 0sszegzésével a
kovetkezd végst egyenlethez jutunk a csatlakozé csoméponttokbeli elmoz-
dulds meghatdrozasara:

<Z Kied) dc = Z fﬁed (58)

vagyis megkaptuk az tn. f8szerkezet egyenstlyi egyenletét. Az egyen-
let megoldasabol nyert, a csatlakozasi feliileten 1évé csomépontokra vo-
natkoz6 q. = q! = q? elmozduldsi vektor ismeretében (5.3) alapjan az
i-dik alszerkezet belsé csomépontjainak elmozduldsvektorta ismert lesz.
Ezekutan a teljes q' vektor ismeretében az i-dik alszerkezet elmozdulds
és fesziiltségallapota szamolhat6va valik, aminek elemzése révén eldont-
het6 annak j6sdga, avagy tovédbbi szerkezeti modositassal kell a tervezési
feladatot pontositani.

A médszer el6nyei: egyszertibb az adatel6készités, a tipizalt alkatrészek,
szerkezeti egységek merevségi matrixait, terhelési vektorait el6re ki lehet
szdmolni, azokat el lehet raktarozni és Gijboli szamitasnal a teljes rendszerbe
konnyen be lehet illeszteni. Az alrészek szamitdsanal a tobbprocesszo-
rd, parhuzamos szamitds technikajét is fel lehet haszndlni jelents id6t
megtakaritva. Az algebrai egyenletrendszerek megoldasi idejét jelentésen
befolydsol6 savszélesség minimalizaldsa egyszertibb alszerkezeti szinten,
mint a teljes rendszer vonatkozadsaban. A szamitasi eredmények birtokdban
azon részeken, ahol nem kell véaltoztatast végrehajtani, az elraktdrozott

i £, mennyiségek tjbol felhasznalhatok, az Gjraszamitast csak azon
részeken kell végrehajtani, ahol a geometridban, anyagban, esetleg a terhe-
lésben alltak be valtozasok. Ezzel gyorsitani lehet a végs6 tervek elérését.
Az alszerkezetekkel kezelt rendszereknél az I/O mfiveletek szama csokken.
Gyakran a szdmit6gépi memoria korldtja miatt is elényos hasznalata, mivel
nem kell egyszerre a teljes egyenletrendszert tarolni. A gyakorlatban, nagy-
bonyolultsdgt szerkezeteknél tobbszintli alszerkezeti struktura felépitése
is javasolt.

5.2. Adott elmozdulasok figyelembevétele

Az elmozduldsmédszernél, a teljes potencidlis energia minimuma elv hasz-
nélatakor a kinematikailag lehetséges elmozduldsmez6nek a kinematikai
peremfeltételt ki kell elégitenie. Feltételezéseink értelmében az A,, feliiletre
kifuté6 végeselemek csomépontjainak elmozdulasaval a teljes feliileten meg-
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adott elmozdulas fiiggvényt leirjuk. Igy az elem szintjén nagyon egyszert
az adott elmozdulas figyelembevétele.
Legyen a teljes potencidlis energia

€ € € 1 € e Kgs Kgu q(; fse
I =105 (a°) = 5 [af" ai'] [KZS R ] {QZ ] —2 [ . } ) (59

ahol qf, a q°csoméponti elmozduldsvektor azon része, amelynél az elmoz-
dulasok adottak, mig a q¢ -el jeloljiik, a szabad, ismeretlen elmozduldsokat
magaban foglal6 vektort. A kijelolt miiveletek elvégzésével, a minima-
lizal4ds szempontjabdl dllandé tagokat elhanyagolva, a minimalizédlandé
energia

= 31 (a0 = Y0 jar” (Kiaf —2(F - KLa)),  (510)
€ €

vagyis az adott elmozdulds egy kinematikai terhelést jelent, ami ardnyos

az adott elmozdulassal —K¢,q¢.

Gyakran a kinematikai hatasokat kiilon terhelésként kezelik, rugalmas
szerkezetr6l 1évén sz6 a szuperpozicié elvének felhasznélasaval jutunk
a teljes — a kolcsonhatdsbol szarmazoé erShatdsokat is figyelembe vevo —
terhelés figyelembevételéhez. Ebben az esetben az egyenletrendszert meg-
old¢ eljarasnak tn. tobb jobboldalas szdmitdsra is alkalmasnak kell lennie.
Az alapterhelések megoldasainak linedris kombindcidjdval juthatunk el a
kivéant terhelések Osszegzett hatdsanak az elemzésére. Ezzel a technikdval
gépido takarithaté meg. Ugyanis, a szerkezet méretétdl fiiggéen az alapter-
helésekhez tartoz6 elmozduladsok kiszamitdsa igényel valdjaban jelentds
id6t. Azok linedris kombindciéja mar gyorsan elvégezhets, a tervezési
folyamattol fliggden, azok barmikor — az elraktarozott futdsi eredmények
birtokdban megismételhetdk, tjjakkal tetszés szerint kiegészithetok.

5.1. feladat: Vizsgdaljuk a 5.2. abran feltiintetet befalazott tart6é végén megadott wq értékii elmozdu-
las hatasit. Az elem lehajldséval és szogelforduldsdval kapcsolatos merevségi matrixa (3.36) alapjan,
tekintettel a befalazdsra

Megoldas:

K:#[% 2%] (5.1-a)
L

Mivel w; = wo , Ggy a Kq = r egyenstilyi egyenlet értelmében

HERNEAEE!

Az (5.9), (5.10) alatt bevezetett matrixokkal és vektorokkal

Kssqs = —Ksuqu (51-C)
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a K matrix az eredeti K matrix wq -hoz tartozé sordnak és oszlopanak torlésével, mig a Ksya K
matrix els6 oszlopdbdl nyerhet6, vagyis a megoldandé egyenlet

Kss s = —Ksu qu, (51'd)
amib6l a rad végs6 keresztmetszetének szogelfordulasa

3
PYnj = —ﬁ’wg (51'6)

Kérdésként mertil fel, ezt a wo elmozduldst mekkora er kifejtésével biztosithatjuk? A (5.1-b) alatti
matrixegyenlet els6 sorabol a kérdéses er6

2IE [ 6 9 3IE
r= - (ﬁ — ﬁ) wo = ?wo. (5.1-f)
‘ C /D
//// l'UO
L b ¢

5.2. dbra. Adott wy elmozdulds hatdsanak vizsgélata

A masodik sorbél az elmozduldsokbél szdrmazé végkeresztmetszeti hajlitényomatékot kapjuk
meg, ami nyilvdnval6éan zérus.

@@

5.3. Adott elmozdulasmezoben fennallé szakadas, kezdeti hé-
zag figyelembevétele

A gépészmérnoki gyakorlatban szdmos esetben az alkatrészek kozotti ko-
tést tulfedéssel valdsitjdk meg. Ebben az esetben, a kapcsolatra olyan
modell is felépithet6, amikor a testek kozott kétoldalt kapcsolatot tétele-
ziink fel, ami azt jelenti, hogy az alakvaltozas utan a két test parbaallitott
pontjai azonos helyet fognak elfoglalni. Ez a modellezésben egy egysze-
rlisités, mert az elemek kozotti normalis érintkezési fesziiltség elGjelére és
a surlodasi feltételekre nem vagyunk tekintettel. A geometriai illesztési
feltétel kielégitésével a szamitds utan lehet6ség van a fesziiltségi feltételek
ellendrzésére. Amennyiben az érintkezési tartomanyon nincs semmiféle
adhézi6, akkor a normaél fesziiltség csak nyomo lehet. Szaraz strlédasndl a
Coulomb-féle egyenlbtlenségi feltételnek is fenn kell fennallnia.
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Nézziik az egyszertisitett modelliinket. Tételezziik fel, hogy az A és az
F parbaallitott csomépontok altalanositott csoméponti elmozdulasa kozott
a

ar =qa+hpa (5.11)
kapcsolat &ll fenn, ahol hr 4 a szakadasboél (kezdeti hézagbodl) szdrmazé
vektor. Az F' pontot f6csomépontnak, az A pontot alcsomépontnak ne-
vezziik. Az dsszefiiggés értelmében alakvéltozas utdn a két pont a tér egy
kozos P pontjaba kertil (5.3. abra).

Itt is feltételezziik, hogy a csatlakoz6 A, tartomadnyon a hézagfliggvényt,
az elmozduldsmez&t a csoméponti értékek egyértelmtien leirjak.

5.3. abra. Kétoldali kapcsolat x és z irdnyban

Az A csom6pontot magdaba foglalé e jelti elem teljes potencidlis energidja
az A csoméponthoz (¢ és az elem megmaradé pontjaihoz tartozé qy,
csomoéponti elmozdulds vektorokon keresztiil irhato fel:

e e (€ e 1 e e e Y fé
Hp:Hp(quqm):f[qAqu,LT} (K |:qu:|2|:f?:|)7 (512)

2 m m
illetve az (5.11) behelyettesitésével
e 1 e e qr — h 9
I, = 5 [aF = hras ai'] (K [ e ] ~2 [ £ ] ). (613)

A merevségi matrixot az elmozduladsvektor szerint felbontva

e

K¢ — [KAA Kam ]

K, o Ko (5.14)
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Ennek felhasznéldsaval nyerjiik, hogy

e e e e K €
Hp = Hp (qu qm) - [q£, q,nZLT:| |: K:;: :| hFAa (515)

vagyis az A pontbeli ismeretlenek F' pontba valé athelyezésével az e-edik
elem merevségi matrixa nem médosul, a csoméponti terhelésé azonban
igen:
e €
 od = { EL ] + {E:ﬁ } hra (5.16)

Gyakorlatban, szdmos esetben az al- és f6csomépontok kozott nem az
Osszes koordinatak kozott van alarendeltség, tovabbd az elemnek nem csak
egy alcsomoépontja van, hanem tobb. Formdlisan, a kapott eredmények
ekkor is érvényben maradnak, a médositott redukélt csoméponti terhelési
vektorndl a merevségimatrix megfelel6 oszlopait kell megszoroznia hp 4
vektorral.

A kapott eredmények birtokdban el lehet donteni, hogy a kétoldala
kapcsolata érintkezési feltételek valoban fennallnak-e avagy nem. Ha a
testek kozotti adhéziétdl eltekintiink, akkor az érintkezési feliileten kelet-
kezd fesziiltségnek normadlis dsszetevSje csak nyomo fesziiltség lehet. Ha a
kapott fesziiltségkép ettdl lényegesen eltér, akkor a feladatot az egyoldala
kapcsolata érintkezési feltételek mellett kell megoldani. Ezzel a kérdés
komplexummal a [1]-ben taldlunk b&séges kifejtést

Hengeres testek esetén a radialis irdnyu aldrendeléssel lehet a tulfedés
hatdsat figyelembe venni, mig a tengelyiranyban az alarendelés hidnya a
sarlédasmentességet, aldrendelés (elmozduldsok azonossaga) pedig a vég-
telen értékii surlédasi tényezd felvételét jelenti. A valoésagban a strlodasi
tényezd véges értéke miatt, a két feltételezéssel kapott eredmény kozott
van az ,igazsag”.

5.2. feladat: Vizsgaljuk az 5.4. dbran vézolt két azonos merevségti rtadbdl all6 szerkezetet. Az dssze-
szerelés utdn a 2-3 pontok (csukld) a tér k6zos pontjaba kertilnek. A kérdés: hova, s mekkora a
rudvégek szogelforduldsa?

Megoldas: Legyen a 2-es csomépont az A alcsomépont, mig 3-as az F' pont. Ilymédon (3.36)-ra is
tekintettel az 1-es rad potencidlis energidja

1 1 20IE[ & 3 w
I =-q'"K'q' = = 7{ z L}[ 2} 5.2-a
» =34 2[w2 2] T % 3 o2 ( )
mig a 2-es testé
1 1 20E[ & -3 w
2 = “2TK242 = = 2 L 3 5.2-b
» =54 2[w3 @3] L2 o o5 (5.2-b)
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5.4. dbra. Kezdeti hézag két test kozott

A 2-3 pontok kozotti kinematikai illesztési feltétel
wo +h =ws3. (5~2'C)

A (5.2-c) egyenletbdl kifejezett wo -t az (5.2-a)-ba behelyettesitve az 1-es test potencialis energidja

Lo BT S ) Tw ] GBS ], _
Hp—z[w:; p2] I % 9 02 [ws 2] I % h + all. (5.2-d)

A rendszer teljes potencialis energiaja I1, = I} 4 I12 . Ennek minimumat keresve

oIl

g?;’:?-%ws-l-%gw—%@s—%h:O

Tﬁ;’ = %w3 + 22 - %hZO (5-2-¢)
o = —3ws + 2p3 =0

egyenletrendszerhez jutunk, aminek megoldasa

=—, = =—h, 5.2-f
w3 = o P2 =p3= (5.2-)
tovébba (5.2-c) alapjan
h
=_— 5.2-
w2 5 (5.2-g)

ami a rudak azonos merevsége és azonos hossza miatt teljesen nyilvanval6. A K€q® = s® dsszefiiggés
alapjan konnyen meggy6z6dhetiink arrél, hogy a radvégeken hajlité nyomaték nem keletkezik.

@@

5.4. Ferdehatasvonalu tamasz figyelembevétele

A szerkezetek egy részénél a megtdmasztasi korlatok nem parhuzamo-
sak a vélasztott koordindtarendszer tengelyeivel. Illyen megtdmasztasok,
korlatok a ferde hatdsvonalta gorgds tdmaszok, kiilonféle csuszkak. Lat-
ni fogjuk ezeket az eseteket kényelmes a ferde megtamasztashoz kotott
helyi koordindtarendszerben tdrgyalni. A vizsgdalatainkat sikbeli esetre
korlatozzuk.
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Az 5.5. dbra alapjan a sikbeli ferde hatdsvonalt gorgds tdmasz lokalis
rendszerében értelmezett és az z, z sikban értelmezett i csomépontbeli
elmozduldsok kozott az alabbi osszeftiggések dllnak fenn:

| U | _|cosB —sinp Ug
qGZ_[W]_[sinB cos 3 ] [un] (5:17)

Mivel a gorgd elmozdulasdnak iranyara merdlegesen az u ,, = 0, Ggy
az el6bbi egyenlet

| U | _ | cosp
Gi= 1w | T sin 3
alakot olti. Az elem 6sszes csomépontjahoz tartozé gorgés tdmaszok el-
mozduldsait egybegyfijtve, a gorgds megtdmasztdst pontok q¢ globalis
elmozduldsvektora a lokdlis g elmozduldsvektorral kifejezhet6

} fuy) = Tosdio (5.18)

ac = Teqe. (5.19)
Az elem csoméponti elmozdulési vektoranak két részre bontasaval
q“" = [qZT qfn} (5.20)

ami utdn az elem teljes potencidlis energidja

1 Ke, K¢ ¢ fe
e T (0% af ) — = | T oq&T GG *Gm Q@ | _ G
Hp_Hp(quqm)_z[qG qm} (|:KfnG Kfnm:| |:q7c;1:| 2|:fren,:|)

5.5. abra. Sikbeli ferde hatdsvonald gorgés tdmasz
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Az (5.19) transzformacids Osszefliggés felhasznédldsaval

I = 115 (a5 ) =
~1ar a] (] TEKeoT e TeKo, | [ ] o[ Tt ],
oI Kete Ko, | L £, )

2
m

(5.21)
vagyis a gorg6s megtdmasztashoz kotott helyi koordinata-rendszerbeli
elmozduldsra attérve, az elem merevségi matrixdnak és redukalt terhelési
vektordnak az attranszformaldséra van sziikség. Latjuk, hogy egy gorgénél
a helyi rendszerben az ismeretlenek szdma eggyel csokkent, mivel csak az
ug szerepel.

5.3. feladat: Az 5.6. abran vézolt L hossztisdgu befalazott tart6 2-es keresztmetszete o szoggel kijelolt
csuszka irdnyédban tud elmozdulni. Hatdrozzuk meg a csuszka irdnyaba mutato kiilsé Fy erd hatasat.

Megoldais:

5.6. abra. Csuklés megtamasztdsu tartd
Az (5.17) alatti transzformaci6 felhasznaldsaval

ug CoSs « 0 i
qQ=| wg [ = —sina 0 { } =Tgac (5.3-a)
P2 0 1

Ily médon az (3.36) alatti potencidlis energia

AE 0
1 L
I, = quTg 0 12%% ié—f Tqdg — aFo (5.3-b)
0 6IE  AlE
L2 L

A Kkijelolt miiveletek elvégzése utdn a 911, /0 = 0 egyenletrendszer az aldbbi

peostat Hifsinta —GFsina | [a ) _[ R (5.3-0)
- GLIf sin « % 2 =10 . .
Alesetek:
l.eset: o =0° ﬂ:%l, 2 =0,
3 2
2. eset: o =090° @= foL _ FyL

3IE - Y2 = 2IE -
@@
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5.5. Periodikus szerkezet

A gépészet, épitészet szerkezetei gyakran rendelkeznek szimmetria tulaj-
donsédgokkal, vagy ismétl6d6 részekkel, azonos terhelés és peremfeltételek
mellett. A szimmetria és az ismétl6désbdl szdrmazé periodicitas figye-
lembevétele a szamitési igények lényeges csokkenéséhez vezet, mivel a
teljes szerkezet viselkedését egy kisebb rész vizsgalataval is tisztdzni lehet.
Ehhez az adatel6készités kevesebb munkaja is pozitivan jarul hozza.

A szerkezet geometridjabol, anyagéabol, terhelésébdl és megfogasabol
szarmaz0 szimmetria miatt, a szimmetria feliiletein, vonalain, bizonyos
kinematikai mennyiségek zérus értékkel rendelkeznek.

Példaként szolgaljon egy olyan téglalap alakti lemez, amely mind a
négy oldalan befalazott. A terhelés egyenletes nyomds a lemez teljes felii-
letén. Az egyes oldalak mentén megfelezve a lemezt, a negyedrészének
vizsgélatdval célhoz ériink, ha a kozépvonalak mentén a vonalirdnyt szog-
elfordulast zérusra allitjuk be, azaz ez lesz a kinematikai peremfeltétel.

Egy masik gyakori példa a forg6 alkatrészek, szerkezeti elemek-
hengerkoordinata-rendszerbeli vizsgélata. Ekkor ebben a rendszerben
a szerkezet periodicitassal rendelkezhet. Pl. egy szivattyu jarokereke.
A lapatok kozotti rész ismétlédik. Egy felvett R sugéron a lapatokat F'
és A pontban metssziik el. Ehhez a pontokhoz rendre a ¢ és ¢4 hen-
gerkoordinatarendszerbeli szogek tartoznak. E szogekkel kijelolt helyi
koordinatarendszerben a radidlis és tangencidlis elmozduldsok paronként
azonosak, azaz up = uy és Up = V4.

Emiatt a periodicitdsi peremet (feliiletet) tartalmazé végeselemeknél
azon csomoépontokban, amelyek ezeken a peremeken helyezkednek el, az
x,y rendszerbdl at kell transzformalni a mennyiségeket a helyi koordina-
tarendszerekbe, tovabba az F, A pontpar ismeretlenjeit egybe kell ejteni,
majd ennek figyelembevételével kell az elemek illesztését elvégezni a vég-
s6 egyenletrendszer el6éllitasa céljabol. Jelen esetben az A és F' pontok
sorszamainak nagyobb tdvolsaga miatt a végsd egyenletrendszerben a sav-
szélesség megnd, de az ismeretlenszdm lényeges csokkenése e negativumot
kompenzilja.

5.6. Hivatkozasok az 5. fejezethez

1. Szabé, B. Babuska, 1.: Finite Element Analysis, John Wiley & Sons Inc.,
New York, 1991.

2. Pdczelt I.: Végeselem-mobdszer a mérnoki gyakorlatban, I. kotet, Mis-
kolci Egyetemi Kiad6, Miskolc, 1999.
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6. Rezgéstani feladatok vizsgalata

6.1. Alapfogalmak

Mit is értiink rezgésen? A mechanikai rendszernek az egyenstlyi helyzet
kornyezetében ide-oda torténd véaltakoz6 mozgasat rezgésnek nevezziik.

A rendszer allapotét a t id6t6l fiiggd paraméterek irjak le. Az elmélet-
nek arra kell feleletet adnia, hogy hogyan fog viselkedni a rendszer az id6
elérehaladésaval, ha a rendszer egy kezdeti helyzetbdl elindult, s red ismert
kiils6 hatdsok mtikodnek. Legyen a paraméterek egyike u. Ez mechanikai
rendszernél lehet pl. az elmozdulds egyik koordinatéja, a fesziiltségi tenzor
egyik tagja stb. Vizsgalatunk folyaman a paraméter valtozdsatat € (0,00)
id6intervallumban vizsgaljuk. Amennyiben a rendszert jellemz paramé-
terek mindegyike, vagy dontd tobbsége idében véltakozik, lengedezik,
ezt a rendszert rezgéstani rendszernek nevezziik. Ezekben az esetekben a
magdra hagyott rendszer - a kezdeti felhalmozott energia révén tovabbi
kiils6 hatdsok nélkiil - képes rezgéseket végezni.

A mechanikai rendszereket az ket leir6 egyenletek segitségével is osz-
tdlyozhatjuk. Szimbélikusan irhatjuk, hogy a rendszer dllapotat jellemz6
paraméterek u(t)vektora az L a perem és illesztési feltételeket is magdba-
foglal6 rendszer operétoron keresztiil all kapcsolatban a rendszert , terhel6”
f(t) kiils6 hatassal, vagyis

Lu=f 6.1)

Stacionérnak nevezziik a rendszert, ha annak tulajdonsdgai nem val-
toznak a vizsgélt id6intervallumban. Autonom a rendszer, ha (6.1)-ben a
gerjesztés explicite az id6t nem tartalmazza. Rezgések ebben az esetben
csak akkor lépnek fel, ha a rendszer kezdeti megzavardsaval a rendszer
bels energiaforrassal tud rendelkezni.

A rezgéstani folyamatokat az alabbi moédon szokdsos osztélyozni:

- Szabad rezgés: Azt a rezgést, amely oly médon zajlik le, hogy kiils
hatds nem éri a rendszert, szabad rezgésnek nevezik. Az autonom
rendszereket ez jellemzi.

P

- Gerjesztett rezgés: Kiils6 hatds kovetkeztében el64llo rezgést gerjesztett
rezgésnek szokds nevezni. A nem autonom rendszereket ez jellemzi.

- Parametrikus rezgés: A rezgést parametrikusnak szokds nevezni, ha a
rezgést a rendszer paramétereinek valtozasa okozza. Ilyen rezgés csak
nemstacionér rendszereknél allhat eld.
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- Ongerjeszt8 rezgés: A rezgés altal keltett energia felszabadulésa 4ltal
okozott rezgést dngerjesztett rezgésnek nevezik.

A periédikus rezgésekhez tartoz6 alapfogalmakat egyvaltozds eseten
keresztiil mutatjuk be. Legyen u(t) elmozdulds, aminek id8szerinti deri-
valtja a sebesség illetve masodik derivéltja a gyorsulds.

A rezgés periddikus, ha a kitérés barmely értéke ismétlédik 7" ido eltelte
utdn, vagyis dll u(t + T') = u(t) [mm], ahol T [s] a rezgés periddus ideje.
Ennek reciproka a mozgés frekvenciaja f = 1/T [s71] .

Szokés az

2m
a=2rf= T [rad/s] (6.2)
korfrekvenciat is értelmezni. A rezgés frekvencidjat [H z] Hertz-ben szokds
megadni.
Harmonikus rezgésnél a kitérés

u(t) = Acos(at + 1), (6.3)

ahol A,y allando értékli paraméterek. A a rezgés amplitudodja, ¢ a fazis-
sz0g. A fellép6 sebesség

_du

v(t) = P sin(at + ) [mm/s] (6.4)
mig a gyorsulds
a(t) = Cf;g = —a?Acos(at + 1) [mm/sﬂ , (6.5)

vagyis a sebesség és a gyorsulds amplitudéja megvéltozik, az idébeli valto-
zést ugyanazon korfrekvencia jellemzi.

Altalénos esetben T periédusidejti rezgést az alabbi alaku Fourier-féle
soraval is megadhatjuk

1 o oo
u(t) = zag + Z ay, cos kwt + Z by, sin kwt , (6.6)

2
k=1 k=1
amelynél a rezgés korfrekvencidja w = 27T
Az ap,aq,...,b1,ba,... tényezbket a Fourier-féle egyiitthatéknak nevezziik.
Az ap/2 arezgés kozepes értékét adja, a k = 1 az alap vagy els6 harmo-
nikust, mig k£ > 1 a fels6 harmonikusokat, azaz az alap harmonikus egész
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szdmu szdmszorosait jellemzi. Itt k£ a harmoénikus sorszama. Mindegyik

harmonikust
/ by,
k ay + ) gdjk a (6 )

amplitudo és kezdeti fdzis jellemez.

Az amplitud6k haromoénikusok szerint rendezett 6sszessége az amplitu-
do spektrumot, mig a kezdeti fazisok Osszessége a fizis spektrumot adja. Két
harmonikust tartalmazé esetben kialakul6 rezgést nem csak az amplitudék
és korfrekvencidk aranya, hanem a fazisok ardnya is befolyésolja.

A rezgés amplitudéjat a Fourier-féle egyiitthatokbol lehet meghatarozni.
Nevezetesen

T
o = % / u(t)coskwt dt (k=0,1,2,.) 6.8)
0
T
by = ;/u(t) sin kwt dt (k=1,2,..).

0

A kialakult 6sszegzett rezgés jol lathaté modon fiigg az alkotok kor-
frekvencidjatol, a rezgések amplitadojatol, a fazisszogtdl, vagyis a £ ill. az
ao,al,...,bl,bg,... ’ ao,al,...,bl,bg,... mennyiségektf’)l.. A 6.1 - 6.4. dbrak ezekre
mutatnak be néhédny esetet.

6.2. Bubnov-Galjorkin féle variacos elv alkalmazasa

Vizsgaljunk egyetlen test alkotta rendszert, amelyet az approximalas célja-
b6l n; szdmu végeselemre bontunk fel. Az e jelti elem Aj feliiletén adott a
P feliileti megoszl6 terhelés, AS, feliiletén adott az 4 elmozdulds, mig az A
csatlakozasi feliileten eleve biztositottak a kinematikai illesztési feltételek.
Az anyag bels¢ stirlédasanak hatasat a sebességgel aranyos —pcys i meg-
0sz16 terheléssel szokas figyelembe venni , ahol c) a csillapitasi tényezo.

D’Alambert-elv felhasznalasaval a test elemi részének egyenstlyat az
alabbi egyenlet fejezi ki:

TV +p° (k¢ — ¢§uf —a) =0 reVe (6.9)

ahol T a fesziiltségi tenzor, p° a test sfirlisége, p°k* a térfogaton megoszl6
ismert terhelés intenzitdsa, u® az elem elmozdulés-vektora, ¢ a sebessége,
1 a gyorsuldsa, V a Hamilton-féle differencidloperétor.
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A kinematikai peremfeltétel (KPF)
u®=1u re A, (6.10)
mig a dinamikai peremfeltétel (DPF)
T°-n"=p reAj. (6.11)
illetve a dinamikai illesztési feltétel az e és j jeli elem kozott
T - n°+T - n/ =0 recAY (6.12)

Ezek barmely id6pillanatban érvényesek. Ezen ttilmenden teljesiilnek
az un. kezdeti feltételek:

ué(t = 0) =%° reVe
w(t=0)=%¢ recve

A Bubnov-Galjorkin-elv alapjan, a (6.9), (6.11) és a (6.12) felhaszndldsaval
— az elmozduldsmez8ktd]l megkovetelve a kinematikai perem- és illesztési
feltétel kielégitését — irhatjuk, hogy

Nel el ¢
Z/éu-(T-V—i—pk—pcMu—pil) dV—Z /5u-(T-n—f))dA—
6:1‘/6 e=1 Ap

—Z/au- (T¢ n°+T7-n') dA=0 (6.13)
8:1A§j
ahol (§u?=dul =du reA).
Az aldbbi szorzat derivalasi szabaly
(0u-T-V) = (6uoV) - -T + du - (T-V) (6.14)

és az
/B-VdV:/B-ndV (6.15)
Vv A
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Gauss-Osztrogradszkij integralatalakitési tétel figyelembevételével, egyszerti
lépések megtétele utdn nyerjiik, hogy

Nel
Z/(gu.T.n dA—/ (6uoV).. T dV—/ du-pit dV—/5u-(T'n—ﬁ) dA+
e=1je Ve Ve Ag

+ / Su- (pk—pcpyra) dV — / Su- (T°n+T7n’) dA 3 =0 (6.16)
Ve AY

Tekintettel a DPF-re, az alahtizott integrél integranduszénak §A..T-

vel valo helyettesitésére, tovabba figyelembevéve, hogy az elem hatarolo

feliilete harom részbdl tevédik dssze A® = A7, + A7 + A, a (6.16) varidcios
egyenlet helyett

el el
> /5u-pdA—|—/5u-pde Z{/éu-pcMudv}

e=1 e=1
Ag Ve

TNel
- {/5A..Tdv+/5u-pudv} =0 (6.17)
e=1 e Ve

irhato.
A kiilsd terhelés virtualis munkéjaval

el
We =Y | /5u-;5dA+/5u-pk‘dV} (6.18)
=l A Ve

a negativ belsd csillapité erd virtualis munkéajaval

Nel
0C=>" / Su-peyrts dV (6.19)
e:lve

//////

Nel
Uatako. = Y / AT dV (6.20)
e:lve
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végezetiil az el6bbi egyenlet

SUataky. — Wi +6C +> / pou-idV =0 (6.21)

alakban irhato fel.
A p stirtiség alland6saga mellett all a

ou-pit = ou - pcf;: (jt d —(du) - pu (6.22)

(du-pu) — o

azonossdg. Ezt felhaszndlva, a E(éu) =9 Ccll—’; = Ju varialasi szabalyra is

tekintettel, a (6.21) térfogati integralja helyett

féu pudV = dtf&u pudV — féu pudV

=& f du - pudV — 6 f gpuav L (6.23)
f du - pudV — 5E
'y
irhatd, ahol
1
E=3 / puldV (6.24)
v
a test kinetikus energidja.
Ezek utan a (6.21) maés alaktra rendezhet6
d

0Uptakn. — OWi + 6C — OF + i /5u -pu dV =0, (6.25)

Amennyiben a kapott kifejezést tetsz6leges ¢ és 5 id6hatarok kozott
integraljuk, az alabbi kifejezéshez jutunk
to
/ (0Uatako. — OWj 4+ 0C — O E)dt — /(5u -pudV =0
t1 Vit
Megkovetelve azt, hogy az u elmozduldsmez6 elégitse ki a ¢; és to
pontbeli tényleges értékeket, azt nyerjiik, hogy du = 0 a tetszélegesen
valasztott id6intervallum hataroknal, vagyis
[2)
/ ((SUalakv. — W+ 6C — 5E)dt =0 (626)

t1
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A kapott varidcios egyenlet a kiterjesztett Hamilton-féle varidcids elvhez
tartozo egyenletnek felel meg.

Amennyiben a kiils6 er6rendszer konzervativ, felirhat6 a teljes potencia-
lis energia IT,, = Uyjaky. — Wi és igy (6.26) helyett a jol ismert Hamilton-féle
variacids elvhez jutunk.

to
5 / (E—TI, — C)dt = 0 627)
t1

Megjegyezziik, hogy a —W}, a kiils6 erdk potencidlja.

6.1. feladat: Vizsgéljuk a 6.5. abran vézolt rad longitudinalis (hosszirdnyti) rezgését Hamilton-féle
varidcids elv alapjan.

Megoldas:
zA Al B!
A% E?
.U (P Fy
77777777777777777777777777777777777777 O— ——— —
0 1 2 " .
- L! > Ly >

6.5. dbra. Példaa longitudindlis rezgés vizsgélatara

A rad « koordinétéja keresztmetszetének x irdnyt elmozdulésat jelolje u. Az illets keresztmetszet
x irdnyt sebessége v = % =1.

Az 0 < x < L' szakaszon a rad keresztmetszete A' , Young-féle modulusa E' , stir(isége p!.
Az L' < ¢ < (L' 4 L?) szakaszon az el6bbiek rendre ugyanezen mennyiségek A2, E2, p2. A

felhalmozo6dott kinetikus energia
E = 1/p(u)2dv 1 Z/p(u)QAd:L‘ (6.1-a)
2 2 4 ’ '
Le

az alakvaltozési energia a rad hossztengely irdnyt fajlagos nytldsra és fesziiltségére vonatkoz6 e, =
% , 0z = Fe, Osszefliggésekre is tekintettel

1 1

Ugtakv. = E/UIEIEde EZ/EIEAEI dz, (6.1-b)
v ¢ Le

tovébba a kiils6 terhelés virtudlis elmozduldsokon végzett munkaja

Wi = Faduz + » / Su gz da (6.1-¢)
e Le
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mig a bels6 stirlédéasbol szdrmazé negativ csillapito erd virtualis munkéja

5C = /6upcM'ddV = Z/aupcMu A dz (6.1-d)
%4 Le

A (6.26) -bol

ta

/ [ ] 5{;/ Ap(i)? da —L/eAE(u')Qd:c} + Fadug +ZL/8 5uqzdx:| dt—

t1 €

to
—/ (Z/aucMAu d:c)dt:O
Le

t1 €

ta

/ Z/Apﬂﬁudfo/éu'AEu/d:erFg dug 72/5u(pcMA1l —gz)dx|[dt =0 (6.1-¢)
e fe e fe

t1 € re

kovetkezik. Itta 20 = ! 90) — () jeloléseket alkalmaztuk.
oz ot )

Az aldhtizott integral 4talakitdsédbol

/ Su' ABudz = AEW/'§ u|lt” — / Su(AEY) dw (6.1-f)
Le Le
tovabba
/éﬂApudm = %/éu(Apzl)dz — /5uAp ddx (6.1-g)
Le Le Le
kifejezéseket nyerjiik.
Ily médon (6.1-e)-bSl az ug = uz , = = L! kinematikai illesztési feltételre is tekintettel

to
/{Z/éu [(AEW) — peprAt+ gz do — [(AEu' )\21 — (AEY )|2L1] dug—

t1 € Le

DIF

- [(AEu' Wiz — FQ] Suz =S /5uApu' dx} dt=0 (6.1-h)

e fe
DPF

varidciés egyenlethez jutunk, amibdl a tetszbleges t1, t2 id6integralhatdsok miatt riddelemenként
(AEW) + peprin — Ap it = —qy (6.1-1)

mozgasegyenlet, tovdbba a ridelemek kozotti dinamikai illesztési feltétel (DIF) és a 2.rid végén 1év6
dinamikai peremfeltétel (DPF) nyerhetd. Itt ()¢, az e dik elem & = L helyen vett értékére utal.

@@
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IS

tp

/ ’
P’ By W
Wo

6.6. abra. Hajlitott tart6 rezgése

6.2. feladat: Vizsgaljuk meg a 6.6. dbran vazolt Bernoulli-féle hipotézisti véaltoz6 keresztmetszetti rad
x,z sikbeli hajlitérezgését.

Megoldas: A rad potencidlis energidja

1
I, = 5/‘IyE(u)g)Qdm — /pwoda: —wor FE +wyy MY (6.2-a)
L L

mig a kinetikus energia

E= / A piddz (6.2-b)
L

2]
A§ [ (E — IIp)dt = 0 Hamilton-féle varidci6s elvbdl az

t1

d
/&boApu}odw: a/&woprodx—/dwoApﬂ}odm
L L L

integralatalakitast, tovabba a Példa 2.2 (2.2-g) 8II,, értékét is figyelembevéve
(IyEw{)" + Aptig —p=10 (6.2-c)

mozgasegyenlet, az

M} =-L,Ewy|, , Ff=—(IEwj)| (6.2-d)

L
dinamikai peremfeltételek vezethetSk le.
Hogyan viltozik a mozgdsegyenlet, ha a rid mentén x irdnyt er6 is mtikodik. Legyen ismert a

ruder6 értéke N = N(z) . A rad potencidlis energidjdban a riderd munkdja is megjelenik.

np:»np_/N<,/1+w62_1)dm (62-0)
L
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mivel a terhelt rad kozépvonaldnak elemi hossza

ds = \/1+w'3dz

hogy
whowhdz = [wo(Nwh)] X - / Swo(Nwh)'de
L

N
L/ V14 w)?

és igy a mozgasegyenlet

(IyBwg)” — (Nwp)' + pAiig —p =0 (6.2-9)
mig a nyiréerd is médosul:
F* = —(IyBw() — Nuwyj (6.2-g)

@@

6.3. feladat: Vizsgaljuk az el6z6 Példa 6.2 alatt levezetett hajlité rezgéséhez tartoz6
(IyBwl)" + Aptig —p =0 (6.3-a)

parcialis differencidlegyenlet megoldasat kiilonboz6 peremfeltételek, azaz megtamasztdsok esetén.

Megoldas: Bevezetve az m = Ap jelolést, tovabba feltételezve, hogy a tarté prizmatikus, és nincs
gerjesztve, azaz p = 0, az (6.3-a) helyett all

I, E wé“ +mp =0 (6.3-b)
A megoldast a véltozok szétvalasztasan keresztiil a
wo =W (z) 1 (t) (6.3-c)
alakban keressiik. Behelyettesités utan
I I,E Ww

- = 6.3-d
I m W ( )

amibdl kovetkezik, hogy mind az id6t6l, mind az x helykoordinatatol fiiggé tagok barmilyen idSben
és helyen csak akkor lehetnek azonosak, ha azok valamilyen dllandéval rendelkeznek. Jeloljiik ezt az
allandot —a?-el. Igy két egyenlethez jutunk:

I+a%1=0, (6.3-€)
: m Ol2
wiv — W =0 (6.3-)
I,E

Az els6 egyenlet azt mutatja, hogy a tarté idében o korfrekvencidval rezeg. A madsodik egyenlet a
rezgés alakjat adja meg. Mivel az (6.3-f) negyedrendti differencidlegyenletnek felel meg, a megolddst
a

4/ma?
I,E

k=

(63-g)

mennyiség bevezetésével W = e alakban kereshetjiik. Behelyettesités utdn az tin. karakterisztikus
egyenlet
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(n4 — k4) e’ =0

amibdl

< = 1150 >

; T . i ..
nt = kel s =1,2,3,4; i=+/—1, € =cosz+1isin z,

azaz
ns =ik, —£k, —ik, k

vagyis a megoldas
W = Clekz + Cge_kz + Csezkz + C4e—ikz

ami az alabbi alakba is atirhato
W = C1sinkx + C3 cos kx + C3shkx 4+ Cychkx
A Kriilov A. N. éltal javasolt megolddst valasztva (6.3-h) helyett
W=C1S+CoT+C3U+CsV

irhato, ahol

1
S = 5 (chkx 4 coskzx), T = = (shkx + sinkzx)

1
2
1 1 .
U= 5 (chkx — coskz), V= 5 (sh kx — sin kx)
A fenti fiiggvények jellemz6 tulajdonsédga, hogy
r=0 = S=1,T=U=V=0
tovabba derivaltjaik kozott all
T/ / ! /
oo T gl U VL
k k k k
Ebbdl kovetkezik, hogy a megolddas derivaltjai

W =k(CLV+CeS+CsT+CsU)

W'=k2(C1U+CoV4+C385+CsT)

W" =k3(C1T+CoU+C3V+Cy S)

A teljes megoldds a sajatrezgések sorbafejtésén keresztiil képezhet6

wo =Y Wn(2)I(t)
n=1

(6.3-h)

(6.3-i)

(634)

(6.3-K)

(6.3-)

(6.3-m)

A sajatrezgés korfrekvencidinak meghatdrozdsara a peremfeltételeket kell 4ttekinteni.
a) Szabadvég: Mind a hajlitényomaték, mind a nyiréerd zérus, vagyis a Példa 6.2 (6.2-d) szerint

W/l — W/N — 0

b) Gorg6s alatdmasztas: Lehajlas és a hajlitonyomaték zérus, azaz

w=w"=0.

(6.3-)

(6.3-0)
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) Befalazas: Lehajlas, szogelfordulas zérus

W=w =o. (6.3-p)

d) Rugalmas aldtimasztds c, rugéalland6ju rigoén keresztiil, Hajlitényomaték zérus, nyiréerd
aranyos a lehajlassal

W'=0, ¢, W=+I,EW" (6.3-q)

Konkrét példaként alljon a két végén gorgss megtamasztas esete. Ekkor W = W’ = 0. Felhasznal-
va (6.3-i) és (6.3-1) alatti 6sszefliggéseket, az = 0 helyre vonatkoz6 feltételbsl Cy = C3 = 0 adédik.
Az x = L helyen felirt feltételekbdl

Cy T (kL) + C4 V (kL) =0,

Co V (kL) + Ca T (kL) = 0 (6.3-1)

A kapott homogén algebrai egyenlet trivialistd] eltér§ megoldasa akkor 4ll fenn, ha determindnsa
elttinik. Jelen esetben kifejtve azt, egy transzcendes egyenletet kapunk, amibdl a sajatkorferkvencidk
mér meghatarozhatok. Kismértéki atalakitasok utdn, nyerjiik, hogy

sinkL sh kL =0 (6.3-s)

Mivel shkL # 0,igysinkL =0,azazkL =nm =k,L (n=123,..). A (6.3-g) felhasznéla-
saval
n?n? [I,E

== 6.3t
Iz p= (6.3-1)

Qn =

A sajatrezgés alakja abbol a megfontolasbél szimolhat6, hogy egyrészt, (6.3-r) szerinti els6 egyen-
letbsl

_ Vv (kL)
T 7Tk *
masrészt (6.3-1) szerint
T (knL)
Wp=0C2 (T (knzx) — ———= V (kn
> (7 (k) = 37 o V (k)
Mivel
T (knL)
=1
V(kk)
végezetiil C;,, = C allando jelolésével
Wn = Cp sin kpzx (6.3-u)

ami val6ban kielégiti a peremfeltételeket.

@@

6.4. feladat: Vizsgéljunk egy baloldalon mereven befalazott, vizszintesen elhelyezkedd, jobb végén
htiz6-nyomo igénybevétel felvételére alkalmas fliggblegesen elhelyezett ¢, rugéallandéja riagéval ki-
alakitott rugalmas rendszert.

A sajatrezgés vizsgalatat a Példa 6.3 szerinti lépések értelemszerti alkalmazaséval végezziik el.

Megoldas: A lehajldst
wo = W (x)I(t) (6.4-a)

W=C1S5+CT+C3U+Cy V (6.4-b)
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alakban keressiik. A Kriilov-féle fliggvények tulajdonsdgainak felhasznaldsaval a peremfeltételek
konnyen felirhaték.

A baloldali peremfeltételbsl adédéan W (0) = W’ (0) = 0. Ezt a (b) alatti megolddsban C; =
Co = Ofelvételével tudjuk kielégiteni.

A jobboldali végen a hajlitényomaték zérus, mig a rugés aldtdmasztas a lehajldssal aranyos nyi-
réer6t szolgaltat,vagyis

W"”(L)=0, ¢ W(L)=I,EW" (L).
Ily médon

C3 S (kL) + C4T (kL) =0,

¢ [C3U (kL) + C4V (kL)) = IyE k3 [C5V (kL) + C4S (kL)) (64-c)
Atrendezések utan
3 2 _
cr L TS S? (kL) —V (kL) T (kL) 13 clrf kL cos kL +1 (6.4-d)
IE T (kL) U(kL) — S (kL) V (kL) chkL sin kL — shkL cos kL

Amennyiben ¢, = 0, a legkisebb gyok értéke k1L = 1,875, vagyis megkaptuk a balvégén
befalazott tart6 legkisebb korfrekvencidjaval kapcsolatos értéket. Ha C'I—és = 20, akkor k1 L =~ 3, ha
Yy

Cr L3
Iy
befalazott, jobbvégén gorgbsen aldtdmasztott tart6 esetéhez.

= 65, akkor k1L ~ 3,5. A rugéallandé novelésével k1 Ltart 3,93 értékhez, vagyis a balvégén

Altalanosan frhatjuk, hogy a kiilonb6z6 megtémasztés prizmatikus tartéknal a sajétrezgés kor-
frekvencidja

Osszefliggéssel szamolhato.
Sorba véve a kiilonféle tart6 eseteit, a részletek mell6zésével kapjuk, hogy

- Balvégén befalazott tartonal
s1 = 3,53, s2 =220 s3 =61,70, s4 =121,0, s5 = 200,0

mig a rezgéskép
V (knL)

Wa = Cs (U (kno) = =5 i

V (knz) ).
- Kétvégén befalazott tartonal
s1 =22,0 sp =61,7 s3 =61,70 s4 =200,0 s5 = 298,2

mig a rezgéskép B
Wn =C3s (U (knz) — WIZL) V (knx) )

- Balvégén befalazott, jobbvégén gorgdsen aldtamasztott tarténal
s1 =154 s2 =50,0 s3 =104,0 s4 =178,0 s5 = 272,0

mig a rezgéskép
S (knL)

Wa = Ca (U (hnt) = s

V (k) )
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- Szabadvégfi tarténal
s1 =220 s =61,7 s3 =121,0 s4 = 200,0 s5 = 298,2
mig a rezgéskép

T (knL)

Wa = C1 (S (kn) = o0

T (knz) )

@@

6.5. feladat: Vizsgaljuk az el6bbi tart6 sajatfrekvencidit abban az esetben , amikor a tarté N hosszira-
nyt idSben alland6 erével terhelt. A példa mechatronikai szempontb6l azért érdekes, mert a hajlitott
rid sajatrezgései N riderével vezérelhet6 azaz elhangolhat6. Példa 6.2-ben kapott eredmények alap-
jan a mozgasegyenlet

(IyEBwl)" — (Nw§)' + pAtig —p =0

Megoldas: Ismét prizmatikus tartot és nyomo ruderdt feltételezve, (a tovabbakban N > 0), a sajat-
rezgést meghatarozo differencidlegyenlet

IyEwl’ + Nwj + pAtig =0 (6.5-a)
Ismételten bevezetve az m = Ap jelolést, élve a valtozok szétvalasztasaval
wo = W (z) I (t) (6.5-b)

két differencidlegyenletet nyeriink. Az egyik

I+a?I=0, (6.5-c)
mig a mésik _
WP 4+ B2W" —k*W =0 (6.5-d)
ahol )
N
e . B2 = . (6.5-e)
I,E I,E
A megoldas
W = Cisinsiz + Cs cos sz + C3sh sax + Cych sox (6.5-f)
ahol
B2 B B> B
=\l = — + k4 =\ —— — k4 6.5-
s1 5 P\ TE 2 >ty (6.5-g)

Kétvégén gorgbsen aldtamasztott tartot vizsgalva, a peremfeltételek egybeesnek az el6z6 péda-
belivel.

A lehajlds és nyomaték zérus értékébdl az = 0 helyen kovetkezik, hogy Co = C4 = 0. A
jobboldali végen 1év6 peremfeltételbsl

0=Cjsins; L + CsshsaL

0=-Cq s% sinsy1 L + C3 s%shszL

feltételeket nyerjiik.. A homogén egyenlet determindnsanak elttinésébl

0= (s?+s3)sins; L shsaL
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amib6l a 0 = sin s1 L egyenlet gyokei
s1L = nm, n=1,2.3,... (6.5-h)

Végezetiil (6.5-g) felhasznéldsaval

2 [ ga
L %-{— %+k4:n7r

amibdl az (6.5-e)-re is tekintettel a rendszer sajatkorfrekvenciai

2,2 2
nem I,E NL .
=—\—\/1- =, =1,2,3,... 6.5-1
an L2 m n?w2 Iy, E " (65-9)

Az eredmény j6l mutatja, hogy a nyoméers novelésével a sajatkorfrekvencidk csokkennek, mig

2
htizéerénél nének. Masrészt az is latszik, ha N az Ny, = 27— I, E Euler-féle kritikus er6hoz
kozeledik, a gyok alatti mennyiség zérushoz tart és a tart6 elvesziti stabilitasat.

@@

6.3. Végeselemes modellezés

A vizsgalt testeket gondolatban alrészekre, elemekre felbontva, fel tudjuk
épiteni a kozelitend6 mezdket olymddon, hogy az elemen beliili elmozdula-
sok a C? osztalyt folytonossdgot biztosité alakfiiggvényekkel és paraméte-
rekkel legyenek leirhatok. Az elemen beliili elmozduldsmezét a dinamikai
feladatoknél is a szokasos alakban kozelitjiik. A statikai feladatoktol elté-
réen itt az alakfiiggvények csak a hely, mig az elmozduldsi paraméterek
idében nem allandéak, hanem az idének egyel6re ismeretlen fiiggvénye.
Igy az elemenbeliili elmozdulas

u® = u’(x,t) = N¢(x)q°(¢) (6.28)

mig a sebesség és a gyorsulds az aldbbiak szerint szdmolhat6

u® = u°(x,t) = N°(x)q°(¢t), u°= u°(x,t) = N(x)q°(t) (6.29)
A korabbiakban bevezetett jelolésekkel az alakvaltozasi vektor
A = e°(x,t) = Ou’(x,t) = B4(x)q°(?), (6.30)

a fesziiltségi vektor rugalmas anyag és viszkézus belsé csillapitas feltétele-
zésével (a kezdeti fesziiltséget elhanyagoljuk)

T¢ = o°(x,t) = D(e + cx€ — &9)° (6.31)
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ahol cx belsé csillapitasi tényezo, e kezdeti alakvéaltozasi vektor, D¢ anyag-
alland6k matrixa.
Az elmozduldsmez6 variacidja

Ju® = N(z)3q°(t) (6.32)

A (6.22) alatti varidcios elvbdl kiindulva, a behelyettesitések utan

Nel
Z 6q°T {M® §° + C° ¢° + K® q° — ¢} = 0 (6.33)
e=1
varidcios egyenlethez jutunk, ahol az M tomegmatrix , C¢ csillapitdsi
matrix és a K® merevségi matrix

M¢ = / NTpNdV , C¢ = c)yM° + cgK®, (6.34)
Ve

K¢ = / B'DB dV (6.35)
Ve
tovéabba a redukalt terhelési vektor dsszetev6i

S / B DeodV, £ = / N'pk dV, f5= / NTp dA (6.36)
VE Ae

Ve 5

azaz
£ =1+ +1f. (6.37)

A tdmeg-és a merevségi matrixszal aranyos C¢ csillapitasi matrixot
Rayleigh-féle csillapitdsi mdtrixnak is szokds nevezni.

Az (6.33) levezetésénél feltételeztiik, hogy a rugalmas rendszer mozga-
sat az inerciarendszerben irtuk le. Mozgd6 rendszerbeli leirasok hasznala-
takor a relativ mozgdsokndl haszndlatos fogalmakkal kell operalni. Ezek
ismertetésétdl terjedelmi okok miatt itt eltekintiink.

Az elemek illesztésére vonatkozo6 szabaly figyelembevételével a (6.33)
varidciés egyenletbdl, az egész rendszerre értelmezett elmozdulési paramé-
terek q vektoraval, az aldbbi varidciés egyenlet allithat6 el

oqT {IM§+Cq+Kq—f} =0 (6.38)

Az MF°,... matrixok felépitése hasonl6, mint a mér kordbban megismert
K* merevségi matrixé. Vagyis, ha pl. az elem ¢,j ... jelti csomépontok-
kal, 6sszességében ng, szdmu csoméponttal rendelkezik, és csoméponti
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elmozdulasvektora q¢7 = [u,v,w] hdrom elmozduldskoordinatat tartalmaz,
akkor

e

M;; My;
Me - | M My,
(34ng,, 3ne,) (33)

és a teljes rendszerre vonatkoz6 tomegmatrix a 3.4. fejezetbeli meghataro-
zasok révén:

ahol

- B _ 0 haediy
M,;; = ; M, M = { 40 haceil (6.39)
€ 7‘7]

Osszefiiggéssel szamolhat6. Ugyanez all fenn a tobbi matrixra is.

6.4. Kinematikai peremfeltétel figyelembevétele

A 6.3. fejezetben a végeselem-moddszer felhasznédldsaval levezettiik a moz-
gasegyenletet.

Az elemek illesztésével az egész testre felirhat6 az elmozduldsmezd,
ahol q (¢) a rugalmas rendszerre vonatkozé elmozdulési (csomoéponti) pa-
ramétereket tartalmazza. Ezt célszerliségi szempontok miatt két részre
bontjuk fel, egyik része ismert q,,, a kinematikai perem-feltételb6l adodoan,
mig a mdsik része ismertetlen, azaz szabad q;. Tehat formalisan a testben
az elmozduldsmez6t a kovetkezd moédon approximaljuk:

u = u(x,t) = N(x)q(t) = Ng(x)qs(t) + Nyu(x)qu(t), (6.40)
vagyis az elmozduldsi paraméterek vektora
q" = [a; al. (6.41)

A (6.38) alatti varidcios egyenlet az alabbi

oqf {Mg+Cq+Kq—-f}=0 (6.42)

Bontsuk fel a matrixokat, a terhelési vektort a q vektornak megfelel6en

MSS MSU:|7C:|:CSS CS’LL:|,K:|:KSS KSU:|

M= [ M,, My, Cus Cu K. Ku
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Ekkor a szabad elmozduldsokra vonatkozoéan a varidciés egyenlet
5(15 {Mssqs + Css('ls + Kss qs — fmod } =0 (643)

ahol
foa =1fs — M, Gu — Csuqu — Kuqu (644)

Mivel dq; tetszbleges, a (6.43) csak tgy all fenn, ha a hulldmos zaré-
jelben szerepl6 vektor zérus, vagyis a szabad paraméterekre vonatkozé
differencidlegyenlet, a mozgéasegyenlet

Mssds + Cssds + Kss qs — fmod =0 (645)

A felirasbol jol 1atjuk, hogy az A, feliileten a megadott mozgédsok miatt
a csomoponti terhelési vektor jelentés mértékben megvaltozik. Nem csak az
elmozduldsnak, hanem azok id6szerinti derivaltjainak is van hatdsuk. Ezek
tigyelembevétele, pl. foldrengéseknél az épiiletek méretezésénél, jarmtivek
dinamikai viselkedésének megtervezésénél (a kerekrdl az aut egyenlStlensé-
geibdl ad6d6 mozgasok, mint gerjesztés szerepe) nem elhanyagolhato.

A tovabbiakban az egyszer(ibb jel6lés érdekében az als6 indexeket elha-
nyagoljuk és egyszertibb felirdsban az aldbbi egyenletet fogjuk vizsgdlni

Mg+ Cq+Kq="f (6.46)

Ez azt jelenti, hogy a q vektor csak az ismeretleneket jeloli, az f-ben
viszont a kinematikai peremfeltétel hatdsa mar benne van!

6.5. Rezgések osztalyozasa

A (6.46) alatti differencidlegyenlet szamos alesetet foglal magéban
A feladatok egyik osztalya az autonom rendszerrel kapcsolatos, vagyis
amikor a rendszerre gerjesztés nem hat. Ekkor

f=0 (6.47)

Amennyiben C = 0, a rendszert szabad, csillapitds nélkiilinek nevezziik,
azaz
M§+Kq=0 (6.48)

ellenkezd esetben szabad csillapitdsos rendszerrdl beszéliink
Mg+Cq+Kq=0 (6.49)

Amennyiben a gerjesztés is hat, a rendszert gerjesztett rendszernek
nevezziik. Tobbféle gerjesztést kiilonboztetiink meg.
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1. Determenisztikus. Az id6ben lejatsz6d6 folyamatot egyértelmii fligg-
vénykapcsolat irja le.

(a) Egyik nagy osztalya a harménikusan valtozo terhelések esete. Pl

f=fysinwt (6.50)

vagy Fouier-féle sorbafejtésen keresztiil megadhat6 terhelés

f= Z £ sinw;t + Z f5; cosw;t (6.51)

(b) Masik esetben a terhelések tetsz6legesen véltoznak id6ben
f=»~() (6.52)

Ilyen terhelésekkel taldlkozunk alakitégépek (pl. kovacsolasi,
lemez alakitasi technolégidknal) tizemeltetésénél, vagy lassu lefu-
tast kinematikai terheléseknél.

2. Sztohasztikus terhelések tobbek kozott gépjarmiiveknél, forgacsolo szer-
szamgépeknél, veszélyes zéndban 1év6 épiiletek, 1étesitmények fold-
rengéseinél fordulnak els. A rendszer valaszaddsa is nyilvan sztohasz-
tikus jelleggel rendelkezik. Ezek vizsgélatdval kurzusunk keretében
nem fogunk foglakozni.

6.6. Csillapitasok

A szerkezetek dinamikai viselkedését nagymértékben befolyasoljdk a kii-
16nféle csillapitdsok, amelyek az anyag belsd szerkezetébdl, a szerkezet
kialakitasabol (konstrukcids csillapitds), és a kornyezet rahatdsabol ad6d-
nak.

A rugalmas rendszerben felhalmozott energidnak szétszorédasat, fel-
emésztését, hdromfajta hatas befolydsolja.

Az els6 csoportba a kiils6 kornyezet és a vizsgalt rendszer kozott fel-
1ép6 stirlédas, masodikba az anyag bels6 strlédasa, mig a harmadikba a
konstrukcios kialakitdsndl jelentkez6 sturlédas hatédsa sorolhato fel.

A kiils6 sarlédasnal fel szokds tételezni, hogy a csillapité er6 a se-
bességgel ardnyos (pl. a test folyadékban, gazban mozog, vagy specidlis
hidraulikus csillapiték vannak beépitve a rendszerbe).

A Coulomb-téle szaraz stirlédasnal a csillapité erd ardnyos az érintke-
zési nyomadssal és a surlodaési tényezével. Csavarkotéseknél ilyen tipusa
sarlédassal taldlkozunk.
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A ciklikus alakvéltozdsnak kitett anyag esetén a bels6 stirlodas kovet-
keztében az energia egy része h6 formajaban felszabadul. A bels¢ sarlédast
az anyag inhomogenitdsa okozza. A bels6 surlédasnak jelentds szerepe
van, hisz a rezgések csillapitdsat okozzdk.

6.6.1. Csillapitoerok
Egyszabadsagfoku rendszert vizsgalva a csillapitoerdk egyrészt

Fesin = Fesin(q) = —c14 (6.53)

alakban szdmoljuk. Illetve nagy sebességeknél négyzetes Osszefiiggést
hasznélnak
Fesin = *C2q2Signq (654)

A konstrukci6s csillapitdst a szaraz strl6dassal szokds modellezni
Foguy = —cosigng  (co surlédo erd). (6.55)

A fentieket egyetlen nemlinedris 0sszefiiggésbe is belefoglalhatjuk:
Fesin = —cn |q[" sign g, (6.56)

ahol n, ¢, dllandok. A fentieket n = 1,2,0 -ndl kapjuk vissza.

6.6.2. Hiszterézis

Sok esetben a tomegpontra hat6 er6 szétosztdsa visszatérito és csillapito-
erdre feltételes. Altaldban a bels6 er6

F =F(q,q) (6.57)

alakban irhato fel.
Harmoénikus mozgdasnadl a kitérés

q=Acoswt (6.58)

A rezgés folyamdan az F' = F(q, ¢) hiszterézis hurokkal jellemezhetd.
A hurok tertilete ardnyos azzal a munkaval amit egy ciklus alatt a bels6
surlédas okozta erdk végeznek. Kisérletekbdl lehet a hiszterézis hurok
forméjat meghatdrozni. Mivel a hurok szélessége nem nagy, a kisérlet
végrehajtasa kiilonleges figyelmet érdemel. A rezgés egy periodus alatti
energiavesztesége a szétszorodott energia. Amennyiben

F(Qv Q) = _kq + chz'll((j) (659)
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alakban irhato fel, az energiaveszteség (hiszterézis hurok tertilete)

T
AU = - f F(g, §)dq = — / Foin(d)ddt (6.60)
0

ahol T' = 27w periédus id6. A (6.56), (6.58) alapjdn az energiaveszteség
T T
AU = /cn g™ dt = ¢, Am Tl / sinwt[" T dt = e, A"TIWK,
0 0
(6.61)
27
ahol K,, = [ |sins|""'ds mivel s =w, ds=wdt.
0

Az aldbbi szamsor a K, néhany értékét tartalmazza

n 0 05 10 15 20 25 3
K, 400 350 7 2874 2,666 2498 2,356.

A kapott eredményb0l kovetkezik, hogy viszkézus csillapitasndl (n = 1)

AU = ;1 A%w (6.62)

Coulomb-féle stirlédasnél (n = 0)
AU = cpdA (6.63)

vagyis viszkézus csillapitdsndl a csillapitéerd nem csak a rezgés amplitu-
dojatol, hanem a rezgés frekvencidjatol is fiigg. Ugyanakkor kisérletekkel
megdllapitottdk, hogy az anyag bels6 strlddas okozta a hiszterézis hurok
tertilete fliggetlen a rezgés frekvenciajatol.

Célunk az energiaveszteséget

AU = m A? (6.64)
alakban képezni. Ertelmezziik, az tin. veszteségtényez6t

AU AU

C2rU  wkA2 (6.65)

Ui

ahol U = %kA2 alakvaltozasi energia.
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A veszteségtényezo6t hatarozzuk meg a (6.62), (2.64) esetben és tegyiik
egyenl6vé azokat:

= — = — 6.66
== (6.66)

ahonnan m
— =kn=cw (6.67)

™

Az egyszabadséagfoku csillapitott gerjesztett rendszernél a komplex z
elmozduldson keresztiil az

mz + ¢ + kz = Fye'@? (6.68)
mozgasegyenlet partikularis megoldasa (i = /—1)
Zpart = 2 = Be'“!. (6.69)
Igy az egyenlet méasodik és harmadik tagja helyett (6.67) -ra is tekintettel
¢+ kz = (icw + k)Be'“! = k(1 + in)Be" " = k(1 + 1) 2part
irhat6. Ezzel az eredeti mozgésegyenlet helyett
mz + k(1 +in)z = Fpe'? (6.70)

irhat6, amely az anyag bels6 csillapitdsanak hatdsat méar hordozza.
Térjiink vissza a (6.68)-as egyenlethez. Vizsgéljuk a gerjesztés nélkiili
esetet
mz+cz+ kz=0. (6.71)

A megolddast z = He* alakban keresve a

26=", 2=-— (6.72)
m m

jelolésekkel a kovetkezd karakterisztikus egyenlethez jutunk
N 4+280+a? =0. (6.73)
Bevezetve a { = 3/« Lehr-féle csillapitdsi tényez6t a (6.21) megoldasa
Ao = —af +iay/1—€ = —F+iv (6.74)

ahol ¢ < 1 esetben a megoldds csokkend amplitudéju periddikus mozgast
jelol ki v korfrekvencidval, azaz A\ mellett

z = He Ptet, (6.75)
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Ezek utan nem nehéz beldtni, hogy ha a logaritmikus dekrementum
alatt a kdvetkezd mennyiséget értjiik, akkor

A
Ind =1In—— = gT (6.76)
Aiv1
A T rezgésid6t és az amplituddkat mérésekbdl megkapva a 3 értéke
kiszamithat6. Ha a rezgés csillapitdsa nem nagy mértéki, akkor irhato,

hogy

nd=ln 2 gy A g1 ~ DA
N Ai+l N A; — AA; B (1 - AAZ') - A; '
A;

6.77)

A rezgést végz6 rendszer rugdjaban felhalmoz6doé alakvaltozési energia

2
a t; id6pillanatban U; = % , mig annak egy periddus alatti megvaltozésa

2_A2 ) .
Ui —Uit1 = B 2A1+1) = k(A’Jrf’“) (A — Ai)

= £ (24; - (4 = A1) - (Ai - Aia) = 54, (2- ) A,

(6.78)

A szétsz6r6do energiahanyados (a hiszterézis hurok teriilete és a kez-
deti alakvaltozési energia hdnyadosa), a (6.78) ban a masodrend{i tag elha-
nyagoldsaval

AU _ 2AA

=ty = — =
Y =2mn i 4

n=Ind/m (6.79)

amibdl lathato, hogy 1 értéke kétszerese a logaritmikus dekrementumnak,
tovabba az 1 veszteségtényezo a logaritmikus dekrementum 7-ed része.

6.6.3. Az anyag belso csillapitasanak figyelembevétele

Az anyag bels6 csillapitasdnak mértéke, amint azt a kisérletek igazoljak,
fuggetlen a gerjesztés frekvenciajatol. A viszkézus csillapitasndl a csillapi-
tas a sebességgel ardnyos. Amint az egyszabadsagfoki rezgérendszernél
lattuk, a frekvenciafiiggéstél az egyenletek felirdsa folyaman meg lehet
szabadulni, vagyis a

f=fssinwt (6.80)

gerjesztés esetén az

Mg+ Cq+Kq=fssinwt (6.81)
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egyenletnek
q=qusin(wt — ) (6.82)
dllandosult partikuldris megoldasara tekintettel
q=wq, (6.83)

vagyis a csillapit6 er6
—wCq

Az w gerjesztési frekvenciatél gy tudunk megszabadulni, hogy a (6.81)-
ben a hiszterézis csillapitast

1
—Caq (6.84)
w
alakban szerepeltetjiik, mivel igy a kapott egyenlet
1
Mgq + ECA(';—i—Kq:fAsinwt (6.85)

a kisérleti tapasztalattal nem ellentétes.
Véve ugyanezen egyenletnek a cosinus torvény szerinti gerjesztéssel
felirt alakjat,

M(’j—l—%CA('l—l—Kq:fAcoswt (6.86)
majd bevezetve a
z=p-+1iq (6.87)
komplex vektort, az el6z6ekbdl
M5 + %C 12+ Kz = et = £(¢) (6.88)
irhato fel. Allandésult mozgést tanulmanyozva,
z = be™?t, (6.89)
azaz
zZ =iwz, (6.90)
vagyis a mozgdasegyenlet
M5 + [K +iCalz = f(t) (6.91)

Linedris szerkezeteknél a C 4 maétrixot a K merevségi métrixszal ara-
nyosan szokds felvenni. Az aranyosséagi tényez6 n acélok esetén n = 0,05 .
Igy a mozgasegyenlet

Mz + (1 +in)Kz = f‘(t) = fa(coswt + isinwt) (6.92)

A jobboldalon all6 terheléstdl fiiggen a kapott megolddsnak a valés
vagy képzetes része képezi a tényleges megoldast.
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6.7. Végesszabadsagfoku rendszerek csillapitas nélkiili sza-
bad rezgése

A legéaltalanosabb alakban felirt (6.46) alatti mozgasegyenletben a gerjesztés
és a csillapitast elhagyva a megoldand6 homogén differencidlegyenletet

Mg +Kq=0. (6.93)

Legyen az ismeretelenek szama: n. A csillapitasnélkiili rendszerek
vizsgélata, tulajdonsdgénak ismerete, amint késébb is latni fogjuk nagy
jelentéséggel bir, mind a csillapitott szabad, illetve a gerjesztett rendszerek
esetén. A sajatfrekvencidk és rezgésképek ismerete kell6 timpontot ad a
mérnoknek gerjesztések fellépésekor a szerkezet dinamikai viselkedését
illetden.

6.7.1. Sajatrezgések, rezgésképek
A linedris, homogén differencidlegyenletrendszer megolddsat
q = qsinat (6.94)
alakban keressiik. Ekkor a behelyettesités utdn
(—a’M+K)g=0 (6.95)

homogén algebrai egyenletrendszerhez jutunk, aminek trivialist6l eltérd
megoldasa az egyiitthaté matrix determindnsénak elttinésekor all fenn,
azaz

det(—a*M + K) = p(a?) = 0. (6.96)

A determinanst kifejtve p(a?) karakterisztikus polinomhoz jutunk, A\?-
nek n a legnagyobb hatvdnya, azaz a kapott polinom 2n -ed foku. Bizonyit-
hat¢, hogy a polinom gyokei pozitivak.

A (6.96) karakterisztikus egyenlet i -edik gyokét jeldlje a; , a hozza
tartozo sajatvektort ¢’ , vagyis a sajatérték problémanal a

(Oq, ‘P1)7 (a2a 902)7‘%(@717 Lpn) (697)

sajatértékparok meghatdrozasa jelenik meg. Itt és a tovébbiakban a '
vektornal jelentkez6 fels6 i index nem hatvanyozast jeldl, mig az o? -nél a
2 négyzetreemelésre utal!

Sajatérték problémanal a megoldast

q=psinat (6.98)
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alakban keressiik. Sajatvektor a kitérés amplitdd6 vektoranak felel meg.
A (6.93) egyenlet megoldasat (6.98) alakban keresve

(K —aiM)g' =0=D(a})¢’ =0 (6.99)

homogén algebrai egyenletrendszerhez jutunk, aminek trivialistol kiilon-
b6z6 megoldasa a a; determinans elt(inésébdl adédik. Az ebbdl nyert «;
ismeretében a ' vektor végtelen sokféle lehet. Altaldban tgy szokas a ¢’
-t meghatdrozni, hogy a ¢'" My' = 1 legyen, azaz ¢’ legyen normalt a
tomegmatrixra.

A ¢ -nek egy elemét lerdgzitve (példaul az els6t) a (6.99) egyenletet
inhomogén egyenletté lehet 4talakitani:

[%1 ﬁiﬂ (¢ =0= [Dled)] [¢]=[d] (6.100)

Az els6 oszlopot a (1) = 1 elemével megszorozva 4tvissziik a jobbol-
dalra, s az (n—1) ismeretlent tartalmazo egyenletrendszert ' -re megoldjuk.
Tgy el64ll6 @i-vel jobbrol és balrél megszorozzuk M -t, majd képezziik a
normdlt sajatvektort

@

. -, 101
¢ZTM¢’L (6 0 )

@' (normalt) =
A kés6bbiekben ¢ (normdalt) jeldlést nem hasznélva ¢’ alatt a tomeg-
matrixra ,normalt” sajatvektort fogjuk érteni.
A p(a?) = 0 karakterisztikus egyenlet gyokeit sorba szokas rendezni
ogoﬁgagg . <a?

— n

(6.102)

Ortogonalitdsi tétel:
A sajatvektorok egymdsra merSlegesek, amit az tin. ortogonalitasi tétel
fejez ki. A tétel kimondja, hogy az egymastol eltérd sajatfrekvenciakhoz
tartozo sajatvektorok a tomegmatrixon beliil egymadsra merdlegesek.
Bizonyitds:
Induljunk ki az i-dik sajatértékre vonatkozo

(K —aiM)¢' =0
egyenletb6l. Ugyanezt o -nél is felirva

(K- a;M)g’ =0

Tartalom | Targymutatd < = 4165 >



VEM alapjai Csillapitas nélkili rezgések
Tartalom | Targymutatd = = 4166 >

majd az egyenleteket /7 és ! -vel kiilon, kiilon megszorozva

(PjTK(Pi — CVZZQOjTMQOi,
P TKp! = ap™™Mg/

aK =K', M= M7 szimmetria tulajdonsagokat figyelembevéve, a két
egyenlet kiilonbségébsl
(2

0= (af —a})p’ My’

szarmazik, amib6l o’ # af  esetén /T M = 0 adédik, azaz

; ; 0 ha i#j
3T i
@ My' = { 1 ha i—j (6.103)
tovébba
; ; 0 ha i#j
ITK ! =
@ Ke { o? ha i—j (6.104)

A kovetkezd kifejezést Rayleigh-féle hdnyadosnak szokds nevezni.

iTYe, A
i 2 _ P Ky
R (CP ) @ L,OZTMQOI (6 05)
6.7.2. FO koordinatak
Az egyes sajatértékekhez tartozo egyenleteket egymasutdn sorban felirhat-
juk
K¢* = My“aj,

Kp" = Mg"a? .

Ezeket egy matrixegyenletbe is bele tudjuk foglalni, nevezetesen

2
K [p' %" =M [cplai <p2a2,---,s0”ai]
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ami a sajatvektorokat és a sajatértékeket tartalmazo

@ = [p!, %" és SP=<a?, 03,..,02 > (6.106)

n

diagonalis matrix bevezetésével
K® = MdS? (6.107)

alakba is 4tirhat6. Az egyenletet @7 -vel megszorozva, az ortogonalitasi
tételre is tekintettel nyerjiik, hogy

TKP = d"MPS? = ES? = §? (6.108)
vagyis az attranszformalt merevségi matrix
K=®"K® (6.109)
tovabba
M=&"M®=E. (6.110)
A (6.108)-bdl az i-dik egyenletre kapjuk, hogy
Kii—aiM;; =0= K;; = o? . (6.111)

Képezziik az eredeti elmozdulast a sajatrezgések sorbafejtésével

a=Y ¢w=dw (6.112)

ahol wl' = [wy,...,w;,...,w,] - vektor elemeit az elmozdulds f§ koordindtdinak
nevezziik, mig a vektort a f6 koordinatdk vektoranak.

A f6koordinatdk vektorat felhaszndlva a (6.112) alatti sorbafejtéssel az
eredeti mozgésegyenletet dtalakithato

Mg+Kq=0
Mow + K®dw =0, "MW + ®TKdw =0

ami tekintettel a (6.108) alattiakra
w+S?w =0 (6.113)

differencidlegyenletre vezet, amely n darab egymastol fiiggetlen egyenlet-
nek felel meg az S? diagonalis matrix miatt. Vagyis sikeriilt, a sajatrezgések
és sajatvektorok birtokaban a rendszer szabad rezgésének tanulményoza-
sat visszavezetni n db egyszabadsagfoku rendszer elemzésére. Az eredeti
kapcsolt differencidlegyenletrendszer szétes6 rendszerré alakult 4t.
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A (6.113) 7 -dik egyenletének megoldasa
w; = A;cosait + Bisinat, i=1,....n (6.114)

amiben szerepl6 A;,B; dllandokat a kezdeti feltételekbdl tudjuk meghatarozni.
A vizsgélat kezdetén az id6t zérusnak tekintjiik. A kezdeti feltételek a
kitérésre és a sebességre vonatkoznak.
fgy t = 0 nal

Wy (t == 0) == Woq, ’LUZ (t = O) = ﬂ)ol' (6115)
A (6.114) alatti megoldast a (6.115)-be helyettesitve a kérdéses allandok

wo;

Aj=wo;,  Bi= (6.116)

(67 '
Mivel a 6 koordinatdk kezd6 értékei nem ismertek, el6szor azokat a qq
és govektorokbdl kell kiszdmolni. Ez nagyon egyszertien mehet végbe, hisz

q=®w,
Mq = M®w,

"Mq=d"Mdw =w,
a (6.110)-re tekintettel és ily médon
_&T Ry L
wo = @ Mqg, wo = & Mq,, (6.117)
vagyis ® ! inverzmatrixot két matrix szorzataként tudjuk eldallitani
o '=d"M (6.118)

A wy és Wy vektor i -edik tagjait véve a (6.116) alapjan az integralasi
allandok ismertek lesznek s ezek birtokdban pedig a (6.114) alatti megoldés.

A q = ®w transzformdacio révén az eredeti koordinatakra vonatkozd
megoldast is megkapjuk.
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6.8. Sajatrezgések meghatarozasanak hatékony eljarasai [3, 4]
A feladat a

Mg + Kq =0 (6.119)

differencidlegyenlethez tartoz6
(K- a*M)q=0 (6.120)

altalanositott sajatérték probléma megaddésa. (Klasszikus sajatértékproblé-
ma alatt az (A — o?E)q = 0 problémat értjiik.)

Matrixalgebrai ismereteinkbdl kovetkezik, hogy a (6.120) alatti homo-
gén algebrai egyenletrendszernek trividlistol eltér megoldasa csak akkor
all fenn, ha az egytitthaté matrix determinansa zérus, azaz

p(a?) = det(K — o®M) = det D(a?) = 0 (6.121)

A kapott p(a?) = 0 polinom tényleges felirdsa, nagyméretii rendsze-
reknél lehetetlen. Sokkal gyorsabb és jarhatobb ut, bar csak kisméretfi
feladatokndl szokasos, hogy polinom gyokhelyeit keressiik meg, iterdcio-
val, o konkrét értékeinek a felvételével.

6.6. feladat: Hatdrozzuk meg egy balvégén befalazott prizmatikus tarté sajatfrekvencidit Ritz-féle
kozelités felhasznédlasaval. A megoldand6 sajatérték feladat az alabbi

(K —a?M)q =0 (6.6-a)
Megoldas: A lehajlast
W(z)=> ¢i(z) a (6.6-b)
i=1

alakban keressiik. Konkrétan a kinematikai peremfeltételeket kielégité mez6
3. i q1
Wx)=>" <Z) a=lpro293| @2 | =¢"a (6.6-c)

1 q3

k3

A tomegmatrix
L L
/mW2dx:> M = /cpmcpTdoc
0 0

aminek ij eleme

L L
T\ i+i+2 mL
My = | oime;ds = (7) dw =
i O/“"lm*"ﬂ v O/m L T iti+s
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Hasonléan a merevségi matrix

L L
/]yE W"dr =K = /go” LEYT dz
0 0

aminek 7j-dik eleme

LE[G+1)iG+1) ) (£)77] do

o~

L
Ky = [l 1,87 da = 3

_ IyEij(i+1) (5+1)
=13 iti—1

A sorbafejtésbdl csak két tagot véve a sajatértékfeladat egyenlete

Ml n ][] eme [T 1][0]-0

2 4
= ImEL jelolést, a karakterisztikus egyenlet
Y

Ot =

Bevezetveaz n =

n? — 12247+ 15120 = 0

amib6l
12121, E

m L4

g2 12481, B
! m L4
A pontos megoldésndl jelentkezd szorzétényezdk rendre 12,36; 485,5; azaz csak az els6 korfrek-
venciat sikeriilt j6 megkozeliteni. Haromtagu sorfejtéssel a szorzétényezdk: 12,37; és 494,5; amivel
javul a sajatkorfrekvencidk megkozelitése.

@@

2 _
y Qg =

6.8.1. Rayleigh- féle hanyadosra alapozott iteracio

Kiindulva a ] .
ququ
q'"TMq’
hényadosbél, a (K — a®?M)q = 0 elmozdulasvektort a f6 koordinatak
rendszerébe attranszformélva (K — a?M)q = 0), a hanyados

R(q) = (6.122)

2 2 2 2
2 wp o wi + (g—f) wh + ...+ (3—1) w?
Rw)=-"=5=of 5 5 =alQ.
> w; wy + ws + ...
7
Mivel of < a3 < - < o2 gy a szamlalé nagyobb mint a nevezd,
vagyis Q1 > 1, azaz R(a?) > a. Amennyiben wy = w3 = - - - = wy,, 4gy
R(a?) = o3, vagyis
o? < R(w). (6.123)
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Maésrészt
Sutal  uze(me) i e (2) 0
RW) =" = - = o
i
ahonnan @,, < 1 kovetkezik, ami végezetiil
o <R(w)<a? (6.124)

egyenlStlenséget jeloli ki. Ilymédon a Rayleigh-féle hdnyados a legkisebb és
a legnagyobb sajatkorfrekvencidk négyzetei kozotti értéket veszi fel.

Ha a q vektor ortonormadlta j =1, 2,...,r — 1 sajatvektorra, azaz
q' My’ = ZwicpzTMcpj =0,7=1,...,r — 1, (6.125)
i=1
akkor
w; =0, i=1,....r — 1. (6.126)

Ebben az esetben a hanyados értéke a? < R (w) < o2 intervallumban
fog valtozni.

A fenti feltételt kielégité q vektort az an. Gramm-Smidt-féle ortoganizd-
ldssal tudjuk el6éllitani.

A tetszblegesen felvett y vektorbdl szamitott

r—1

a=y- Y (¥"My)¢ (6.127)
=1

vektor kielégiti a (6.125) feltételt.

6.8.2. Vektoriteracio

Alakitsuk 4t az eredeti (K — a®?M)q = 0 sajatérték feladatunkat klasszikus
sajatérték feladatra M illetve K inverzének felhasznalasaval

1
—a’q+ M 'Kq=0, vagy —K 'Mq+ —54=0

- 1
Aq = o’q, Aq= 4= Aq (6.128)
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Szimmetrikus métrixokat az aldbbi tton kaphatunk. Bontsuk fel a
tomegmatrixot also és fels6 hdromszogi matrixok szorzatara

M = UL, Uy,

Ekkor az
x=Uyq, q=U}/x

transzformaéciéval a
Kq= aQU%’/IU Mg

eredeti sajatérték feladat _
Kx = a’x (6.129)

alakra irhat6 at, ahol az attranszformalt merevségi matrix
A =K =U;/KU,}. (6.130)
(Erdemes megjegyezni, hogy diagonal felépitésti tomegmatrixnal
Uy = UL =M"2, Ul =U = M2

A maésik lehet6ség a K merevségi matrix also és felsé hdromszogi matrix-
szorzatra torténd felbontdsdnak felhasznalasa

K = LgLL.
Ekkor
X = L%}q, q= L;(Tx
transzformacioval
Mx = éx = Ax (6.131)

sajatérték problémahoz jutunk, ahol
A=M=L /ML T (6.132)
Ezek utan vizsgdljuk meg az

(A—AE)q=0 (6.133)
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egyenlet determindnsat. Felirva azt, majd kifejtve, irhatjuk, hogy
PN = A" = NN (A 4 Agg + o+ Ayy) +X2().. —det A =0

Jelolje Ay > A2 > --- > A, a karakterisztikus egyenlet gyokeit. A
gyokok segitségével

P =A=A1) - (A= A2)(A = \,) =
=X = AT A+ At A) + e (D) [[ A =0 (6.134)
s=1

alakban is felirhat6.
A karakterisztikus egyenlet két alakjanak 6sszehasonlitasabol

Z Ai = Z App
i=1 p=1
kovetkezik. Mivel A\ = é a legnagyobb, tgy kozelittleg all
1
1 &
A = i > Ay (6.135)
p=1

Ezzel az an. Dunkeley-féle formuldhoz jutunk, amivel a valésagos el-
s6 korfrekvencidanal kisebb értéket tudunk meghatarozni. Vagyis alulrél

kozelitiink.
o? (kozelitett) < a? (6.136)

Két tipust vektor iterdciét fogunk megkiilonboztetni. Az egyik esetben,
alulrél felfelé haladva tudjuk kiszamolni a sajatértékeket és a rezgésképet,
mig a masodik tipusnal a legnagyobbtdl kezd6dden lefelé haladva. Ezek
miatt also és fels iterdciérol fogunk a tovdbbiakban beszélni.

6.8.3. Alsé (inverz) iteracio

Az aldbbiakban az els6 sajatkorfrekvencia meghatarozasa szolgdlo iterdciot
fogalmazzuk meg
Induljunk ki egy q; vektorbdl. Oldjuk meg a

Kq, = Mq,
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egyenletet. A q; elmozduldst sajdtvektorok sorbafejtésével felirva
@ =) g, iMe' =K', MY co' =K> —clg
i=1 i=1 im1 i
eredményre jutunk, vagyis
=1
= — it
@ ; 2201

Az iteraci6 folytatdsaval Kq; = Mq,, Kq, = Mqgs, ...

- 1 1 a2\"
; 1 2 [
Qi1 = E cip’ = c1p + cop ( ) e

A 1épéseket megismételve az egymdst kovetd q; vektorok elemeinek
tagonkénti hdnyadosa, ill. a Rayleigh-féle hanyados

. (U+1)s=1,...m 2
lim R = = 6.137
b oo (qurl) (qk)szl,...,n 1 ( )
mig maga a vektor
klim Qi1 — @ (6.138)

az elsd sajat vektort szolgéltatja. Konkrét megvalositdsnal specidlis iterdciot
szokds alkalmazni.
6.8.4. Felso iteracio

Az el6zbekre is tekintettel a szamitdst oly modon is fel lehet épiteni, hogy az
iteracidval a legnagyobb, majd azt kovetéen a csokkend sajatfrekvencidkat
lehessen megkozeliteni.

Val6ban, induljunk ki egy q; vektorbél. Oldjuk meg az

egyenletet. A q; elmozduldst sajatvektorok sorbafejtésével felirva

n n
a?Mcpi =K', MZcigoia? = KZcicpi
i=1 i=1
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eredményre jutunk, vagyis

n

7.2

Q@=> cpa.
=1

Az iteraci6 folytatdsaval Mq; = Kq,, Mq, = Kaqs, ....
n 042 k
Qry1 = Zcisol(%z)k = (@) [ e + cp1p™ (Z;l) + ...
i=1 n
A lépéseket megismételve
lim R(qxt1) = ai, lim qgy1 — @" (6.140)
k—o0 k—oo

Ezt az iteraci6t felsd iteraciénak szokds nevezni, mivel a fels6 frekvenciak
meghatarozasara alkalmas.

6.7. feladat: Iteraciéval hatdrozzuk meg a (K — a®?M)q = O sajstértékprobléma legnagyobb ill a
legkisebb sajatkorfrekvencidjat és sajatvektorat ha

4 -2 0 1
K[ ; ] M[ : ] 67
1

Megoldas: Az eredeti problémat M inverzének felhasznélsaval

M~ 'Kq = a’q azaz Aq = a’q (6.7-b)
alakba irhatjuk at. Ekkor
4 -2 0
A=| -1 4 -1]. (6.7-0)
0 -2 4

Indul6 vektorként qf' = [ 0.2 0.2 1 ] vektort vélasztva

a1 = Adqg, qz=Aq, - ,qi+1 = Aq,, (6.7-d)

szamsorozaton kereszt(il az egyes iterdciés 1épésekben q;41(m)/q,(m), m = 1,2,3 vektorkoordina-
tak hanyadosa is kiszdmolhato.
Jol latjuk, hogy a 18. iterdciés 1épésben a hanyadosok gyakorlatilag mar azonosak. Ekkor

Em [(di+1(m) — a;(m)) /a:(m)| < 0,01. (6.7-e)

A megkozelitett a2 = 5,9998 < 6 egzakt érték.

Az A = K~ 1M bevezetésével Aq = ﬁq sajatértékprobléma nyerhet6. Hasonléan elvégezve
az iteraciét nyerjiik, hogy

A 8. iterdcios 1épésben az (6.7-e) altal meghatdrozott hiba 1% alatt van. A 14. lépésben mér az
egzakt értéket nyerjiik ai% —re.

@@
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6.1. tdblazat. Szamitssi eredmények

= = 176 >

| 90 | a1 | 92 | a3 | 94 | ... | @18 107 | ... | q25.10718 |
0,2 04 24 20,8 163,2 1,2176 5,6856
0,2 -0,4 -5,6 -40,0 -252,8 -1,2187 -5,6861
1,0 3,6 15,2 72,0 368 1,2198 5,6865
gl ) ) 6 8,6667 | 7,8460 6,0041 6,0002
’ 2 14 7,1429 | 6,3200 6,0000 6,0000
3,6 4,22 4,7468 | 51111 5,9959 5,9948
6.2. tablazat. Szamitési eredmények
| q0 | @1 | a2 | a3 | g4 | a5 | g6 | .o | a12.10* | qua.104
0,2 0,1333 | 0,0806 | 0,0447 | 0,0236 | 0,012 | 0,0016 0,9763 0,2441
0,2 0,1667 | 0,0944 | 0,0491 | 0,0248 | 0,0125 | 0,0016 0,9766 0,2441
1,0 0,3333 | 0,1306 | 0,0572 | 0,0267 | 0,0129 | 0,0016 0,9768 0,2441
q;fg;”;) 0,667 | 06042 | 0,5546 | 0,5281 | 0,5144 | 0,5019 0,5001 0,5
’ 0,8333 | 0,5667 | 0,5196 | 0,5063 | 0,5021 | 0,5001 0,5000 0,5
0,3333 | 0,3917 | 0,4379 | 0,473 | 04835 | 0,4980 0,4999 0,5

6.8.5. Also (inverz) iteracio eltolassal

A merevségi matrix bizonyos esetekben nem invertalhaté (pl. ha a test
nincs merevtestszer{i mozgasaban korlatozva). Ebben az esetben az inverz

iterdci6 altal megkovetelt

Kqy1 = Mg (6.141)
egyenletet a det K = 0 érték miatt nem lehet megoldani.
Vizsgéljuk a
Ky = o*Mg (6.142)

sajatértékfeladatot.

Az eredeti sajatértéket allitsuk eld )\ altalunk valasztott, eltoldsi para-

méter értékének a felhasznéldsaval az alabbi médon

o = p? — )%, (6.143)
Ekkor a behelyettesités és rendezés utdn
(K + \aM)p = p*Mep (6.144)
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azazZ
Kpp = p’Mep, (6.145)

ahol az ,eltolt” rendszer merevségi matrixa
Kz =K+ )\3,M. (6.146)

Mivel az M-rdl a pozitiv definitséget feltételezziik, K p mar invertalhato
lesz. Az eljaras akkor is miikodik, ha det M = 0, de ahol K;; = 0, ott M;; >
0 kell legyen. A két matrix kombinéldsaval a K matrix sorai egymastol
linedrisan fliggetlenek lesznek, azért det Kg # 0.

A (6.145) egyenlet sajatértéke 2. A sajatérték meghatdrozdsa utdn az
eredeti rendszer sajatértékét (6.143) alapjan tudjuk kiszdmolni. A (6.145)
alatti egyenletrdl lathat6, hogy a sajatvektorok azonosak az eredeti problé-
ma (6.142) alatti sajatvektoraval.

Az als¢ iteraciot

Kedip+1 = Mg, (6.147)
egyenletre kell felépiteni. Az iterdcidval a ¢ és u? hatdrozhat6é meg, (i =
1,2,...) a q; vektor megvalasztasatol fliggden.

A fentiekb6l adédoan eltolddds értékének megvalasztasaval az alsé itera-
ci6 az eredeti rendszer bels sajatfrekvencidinak kiszdmitdsdra ad médot.
Kérdésként mertil fel, hanyadik sajatértéket tudjuk igy meghatdrozni. Erre
a lényeges kérdésre Sturm-féle sorozat ad feleletet. A tétel értelmében a

Kr =K+ )M

matrix

Ky = LDL” (6.148)
felbontdsébol (L alsé haromszog) a D diagondlis matrixban elhelyezked®
negativ D;; értékek szama jelzi, hogy a Ag eltolds alatt hany sajatértéke
van a vizsgalt rendszernek. Mivel az iterdcidval a sajatértéket kozelitéleg
hatdrozzuk meg, a kérdés eldontésénél a sajatértéket

0,99 <A < 1,01

sugdrban értelmezziik, és ezekhez képest nézziik a D;; negativ értéket.

6.8. feladat: Vizsgdljuk a Példa 6.7 alattiakat a Rayleigh-féle kozelité modszer felhasznaldsaval.
Megoldas: A (6.122) révén a szébanforgé hanyados
iTK ol

R(q) = q““ Kq __ Alakviltozési energia amplitudéra vonatkoztatva

- - = 6.8-a
q'TMq* Kinetikai energia amplitudéra vonatkoztatva ( )
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értelmezését adhatjuk. Ez hajlitott tarténal

[F, B wW"? do

R = T
Jo mW?2 da

(6.8-b)

alakot olti.

Konkrét esetként hatdrozzuk meg egy befalazott tart6 elst sajatkorfrekvenciajat. Probaftiggvény-
ként a tart6 onstilyabol szarmazo lehajlasi fliggvényt fogjuk felhasznélni. Legyen a terhelés hosszegy-
ségre esd intenzitasa g

A lehajlas

qL* x4 23 x2 >
W () = T 4T el 6.8-
@) =25 I,E <L4 TERE (68-)

A behelyettesités utan elvégezve az integraldsokat kapjuk, hogy R = a2, vagyis

3,53 [I,E
a1 =23 / - (6.8-d)

ami 0.4 %-al mulja feliil a pontos értéket: a1 = 35216 %
Két végén befalazott tarténal a lehajlast
2
W (x) = wo (1 — cos Tﬂaz) (6.8-e)
alakban keresve, a Rayleigh-hdnyados
I,E 4
Reo? = foL Iy B (W")? da _ “5wh 8er3
L fymwrdr o PRufl
amibdl
an? [I,E 22,7 [IE
= /2= = = 6.8-f
o L2 V 3m L2 m (68-9)
ami csak 1,3 %-al nagyobb, mint a pontos érték.
@@

6.9. feladat: Vizsgaljunk egy, két végén befalazott prizmatikus tartot végeselem-moédszer felhasznala-
sdval. A 3L hosszusagu tartot L hosszisagu elemekre osztjuk fel.

Megoldas: A (6.247)-ben ismertetett hajlitdsra vonatkozé tomegmatrix, a 3.2 fejezetben leirt me-
revségi matrix felhasznaldsaval, potllagos dllandok nélkiil, a sajatértékekre a kovetkez6 eredményt
kapjuk:

an = 9% % (6.9-a)
- az 1. sajatkorfrekvencianal:
s1=2246  exakt s = 22,373 (6.9-b)
- a 2. sajatkorfrekvenciandl:
so = 62,904 exakt: sg = 61,669 (6.9-c)
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- a 3. sajatkorfrekvencianal:
s3 = 146,30 exakt: s3 = 120,91 (6.9-d)

Itt is lathat6, hogy a kozelit6leg kapott értékek, mindig nagyobbak, mint a pontos megoldés. Az
is lathat6, hogy jo kozelitéssel csak az els6 két korfrekvencidt kaptuk meg. A magasabb értékek tobb
elem felvételével, vagy pétldlagos alland6k hasznélataval érhetSk el.

@@

6.8.6. Sajatérték probléma megoldasa Jacobi-féle modszerrel

A
Kq = o*Mq (6.149)

altaldnositott sajatérték problémabdl (6.130) és (6.132) szerint

Aq = o’q, vagy Aq=)\q (6.150)

sajatértékproblémak éllithatok el6. Itt A és A szimmetrikusak.
Az ' 4
Ay = a?¢ (6.151)

sajatértékproblémat megoldva i = 1,...,n esetre, tomoren

A‘ [Lp]-?LpQ??Lpn] = [9017()02779071] < a%7a§77a31 >
azaz
Ad = $S? (6.152)

egyenlet irhat6 fel. A sajatvektorok ortonormalt tulajdonségaibol kovetke-
zben
&'® =E, (6.153)

tovabba
dTAD =82 (6.154)

Tehat, ha az A matrixot oly médon tudjuk atalakitani, hogy csak a
féatlojaban legyenek elemek, akkor ezek a szdmok a sajatvektorok négy-
zeteinek fognak megfelelni, mig az atalakitasnal (A matrix jobbrél, balrél
torténd szorzasanal hasznalt matrixok szorzata a ®7 és ® matrixokat fog-
jak kijelolni. Vagyis olyan szorzdsokat kell valasztani, amivel az A matrix
atalakitdsaval el6alléo matrix f6atlon kiviili elemei zérusok legyenek.

Z 2

A jobbrol és balrol torténd szorzas utan az Gj matrix

AQ) — pOTAPD) = pMT A DHp(D)
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mig altaldnosan a k-dik szorzds elvégzésével
A+ — pT A (R)p (k) (6.155)

A P*) permutélé matrixot tgy kell megvélasztani, pl. a p,q elemek
vonatkozasdban, hogy

b q
1
C S
bk _ . p (6.156)
—5 c q

métrixban szerepld ¢ = cosf, s = sinf szogek az A*+1) matrix A},,f )

elemének zérus értéket adjanak. A PFT AR P®F) szorzés véltozast okoz a
p és g sorokban (oszlopokban)

(k+1) _ 4 (k) (k)
Aip = Aip c— Aiq s » 6157
17 Dq .
(k+1) _ 4(k) (k)
Aiq —Aips—i—Aiqc

illetve a f64tl6 elemeit

AZ(?’;H) = Ag;) - 2AI(,I;;)C s+ Aglf])s? (6.158)
A((IIZH) = A]g’;)sz + QA;’Z)C s+ Ag’;)c2 (6.159)

értékiire véltoztatja meg. A cél érdekében megkoveteljiik, hogy ASZH)
legyen zérus:

ALY = (45 - A) e+ AR - ) =0

Ez utébbi feltételbsl
24W)

tg(20) = —— -
A A

(6.160)

A (6.158) és (6.159) vizsgalatabol kovetkezik, hogy

k+1 k41 k k
Aéer )+ qu+ )= Az(m) + qu)
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vagyis a f6atlé elemeinek osszege allando, hisz a P(*) -vel torténd szorzas
a tobbi féatlobeli elemet nem valtoztatta meg

S+ ZA (b D) ZAgf) —s®, (6.161)
i=1

Az atalakitadsok révén (6.154) alapjan a féatloban a sajatértékek négy-
zetei fognak szerepelni. Mivel a transzformaci6 a f64atlé 0sszegét nem

véltoztatja meg, agy
Sp = Z Ay = Z of (6.162)
i=1 i=1

A (6.157)-bol az atalakitds kovetkezd tulajdonsdgat nyerhetjilk. Az
egyenletek négyzetre emelésével és 6sszeaddsaval

(A§§+1)>2 . (AESH))Q _ (Ag;)>2 N (Ag;))Q i % b

Ez azt jelenti, hogy a p és g oszlopokban elhelyezked$ elemek négyzet
Osszegei (a pq elemet kivéve) nem véltoznak meg. Ebbdl kovetkezik, hogy
a f6atlon kiviili elemek négyzet dsszege az iterdcié soran

s ZZ( k+1) ](@_2< A;(ff;)>2 (6.163)

=1 j=1

Az iteraci6 folyamén az S monoton csokken, mivel minden lépésben
egy Apq elemet zérussa tesziink. Sp diagondl dsszeg meg dllandé. Mivel a
matrixban végesszamu elem van az iterdci6 véges szdmu lépésben zajlik le.
Az iterdciot a kerekitési hibdk miatt

1/2
ARFD Ag“)( < (s%““’) S (6.164)

(23

korlattal szokas leéllitani. A (6.155) alatti szorzés alapjan
AR — pOTpE-DT  pMTAPpM)  ph-DpKk)

azaz a (6.154)-el val6 0sszevetésbdl kovetkezik, hogy a sajatvektorokat
tartalmaz6 matrix

o*) = pOpQ@ pk-1pk) (6.165)
masrészt a f6atlo elemei a sajatkorfrekvencia négyzeteit szolgaltatjak.

A(k+1) _

i s

(6.166)
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A szorzédsok sorozata nem rendezi novekvd sorba a sajatfrekvencidkat,
azokrdl kiilon kell gondoskodni. Természetesen kiilon kell gondoskodni a
&%) ban szerepld vektorok «; -hez val6 rendelésérdl is.

6.9. Csillapitas nélkiili gerjesztett rezg6 rendszerek

A gépek, berendezések miikodésiik soran idében valtoz6 terheléssel terhel-
tek. Ezek egy része kiils6 er6hatasbol (pl. futédart terhet emel) szarmazhat,
technologiai folyamatbdl (pl. esztergalasnél keletkez6 forgdcsolo erd), a
kornyezetrdl atad6dé mozgasokbdl (pl. gépek talajjal érintkez6 részei, a
maés gépekrdl a talajra 4tadodo erbhatasok miatt mozognak) vagy akar a
miikddés kozbeni belsd geometriai kapcsolatok, hdmérsékleti mez6k vélto-
zasaibol. Az éltaldnos egyenlet levezetésénél lattuk, hogy sszességében a
mozgasegyenletek a szabad paraméterekhez hozzarendelten jelennek meg,
a kinematikai el6irdsok jarulékos er6t szolgaltatnak.

6.9.1. Harmonikusan gerjesztett rendszerek

Tomoren, csak a szabad paraméterek vonatkozasaban felirhaté mozgas-
egyenlet
Mg + Kq = £(t) (6.167)

Vizsgélatainkat a harmonikus gerjesztés esetével kezdjiik. A forgé
gépalkatrészek miatt a terhelések véltozdsa igen sok esetben id6ben har-
monikus fliggvények szerint véltoznak. Ebben az esetben:

f=f,sin(wt+ ) (6.168)
terhelést feltételezve, ahol f4 a terhelés amplitudéja, a megoldés

q=qusin(wt+ ). (6.169)

A derivéladsok elvégzése utan

(K —w’M)qu = f4 (6.170)
algebrai egyenlethez jutunk, amibdl a

Z(w?) = K — w*M (6.171)
dinamikai merevségi matrix bevezetésével

Wwr#a? (i=1,..n) (6.172)
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feltételezés mellett
det Z(w?) #0 (6.173)

ésigy
qa = (Z(w)) "4 = H(w)fa, (6.174)

ahol H(w) dinamikai hatdsmatrix. A feladat ldthat6an algebrai egyenlet-
rendszer megoldaséra vezethetd vissza.

Prébaljuk meg a dinamikai merevségi matrix inverzét a sajatérték prob-
léma ismeretében felirni. A f6 koordinatak révén all a

q=%®w (6.175)

transzformdci6, ahol ® a sajatrezgésekhez tartozé sajatvektorok alkotta
matrix. A (6.175)-re tekintettel az amplitud6k vonatkozdsaban

a4 = Pwy (6.176)

Osszefliggés van érvényben. Az eredeti feladatot atirva a f6koordindtak
rendszerébe, majd a kapott egyenletet F'7' -vel balr6l megszorozva, nyerjiik,

hogy
(@T K® — o2 <I>TM<I>> wy=®Tf, . (6.177)

A sajatvektorok tomeg- és merevségi matrixra vonatkozé ortogonalitasi
tulajdonsagéat felhasznélva a (6.177) helyett irhat6, hogy

(8?2 — W’ E)wy = ®Tf, . (6.178)

A kapott diagonal méatrixot A-val jelolve

A= <a% —w?ad —w? ...k — w2> (6.179)
annak inverze
1 1 1
Al = 6.180
<a%—w2’a%—w2’ ’oz%—w2> ( )
vagyis
wa=A"1®Tfy, (6.181)

amibdl (6.176) alapjan a kitérés amplitudé vektora

qu = PA'BTE, (6.182)
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A kapott eredmény (6.174)-el val6 Osszevetésébdl a dinamikai merevsé-
gi matrix inverze, a dinamikai hatdsmatrix

Hw) = (Z(w)) ' = ®A1®T =

o'T
= [(pl o, ©"] 1 L ! o Qi
o a? —w?’ a2 —w? M ak — w? L 02 — 2
¢nT i=1
(6.183)
Ennek (6.182)-ba torténd visszahelyettesitése utan
T n
P fa A
qQa = Zgo’ —5 = => ¢ . (6.184)

A kapott eredmény j6l mutatja, haw = a; (i = 1,...,n) rezonancia fog
fellépni, ami id6vel végtelen nagy kitéréshez, a szerkezet tonkremenetelé-
hez vezet. Amennyiben ¢/ f4 = 0, (a terhelés a ¢’ sajatrezgéskép zérus-
pontjadban hat, igy az 6sszegzésbdl kiesik), ami a rezonancia elkertiléséhez
vezet (a kiils6 terhelés munkdja zérus). Persze azt is l4tni kell, a terhelés
térbeli elhelyezkedésének (koncentrélt erd) egy kismértékii eltoléddsa mar
¢4 # 0 zérustodl killonbozsvé teszi, és igy ismételten o; = w esetén igen
nagymértékii elmozduldsok fognak fellépni. A fentiek azt mutatjdk, hogy
a szerkezet m{ikodésénél a gerjesztés frekvencidjanak nem szabad a rend-
szer valamelyik sajatfrekvenciajdval egybeesnie. Amennyiben a gerjesztés
frekvencidja w < a; , akkor nem tud létrejonni rezonancia. Azonban a
gyakorlatban &ltaldban ez nem &ll fenn, hanem w > ;. Ilyen esetben pl.
egy forgd alkatrész inditdsandl célszer(i az alacsony rezonanciafrekven-
cidkon gyorsan athaladni, nem hagyva id6t a nagyméretti elmozduldsok
kialakulésara.

6.10. feladat: A tobbszabadsdgfokti rendszerek konkrét vizsgalataval kapcsolatosan vizsgaljunk né-
hany feladatot a rezgésvédelem témakorében. Altalanosan két esetet lehet megkiilonboztetni. Az egyik
esetben feladat a vizsgélt objektum, (amely rezgésformat is tartalmaz, pl. egy forgé kiegyenstlyo-
zatlan alkatrészbol) elszigetelése a kornyezett6l, olymodon, hogy a kornyezetre atad6dé erék lehetd
legkisebbek legyenek. A masik eset, ennek a forditottja, amikor is a vizsgalt objektumot kell elszige-
telni a kornyezettl olymédon, hogy a talajrol rezgésszigetels, tompit6 elemeken keresztiil a lehetd
legkisebb amplitudéjt rezgések adédjanak at.

Megoldas: Vizsgéljuk az els6 esetet. A 6.7. dbran feltiintetett m; tomegti szerkezeten objektumon
beliil F = Fysinwt = 2rw?msinwt nagysaga gerjesztd erd keletkezik. A vizsgélt objektum a
talajjal k1 merevségii rugén keresztiil csatlakozik. Cél a talajra dtad6dé eré minimalizalasa. E célbdl
az eredeti rendszerre pétlolagosan k2 rugén keresztiil ma tomegfi testet csatlakoztatunk.
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A kapott kétszabadsagfoku rezgérendszer mozgésegyenletei

1 1
E = §m2d§ + §mld% (6.10-a)
1 1
Ualakv. = iqu% + 5162(112 —q1)? (6.10-b)
Wi = Fq1 (6.10-¢)

energidkbol és a kiils6 terhelés munkajabol adédoéan, a (6.21) varidcids egyenlet értelmében a diszkre-
tizalds utdn
mid1 + (k1 + k2)q1 — ka2ge = Fosinwt

magz — kaq1 + kagz =0 (6.10-d)
mo
ko
my
ky

6.7. dbra. Dinamikus rezgéscsokkentés

A kapott differencidl-egyenletrendszert matrixosan felirva

m1 g1 k1 + ko —ko q1 | Fo .
S E A R | P R R

azaz
Mg+ Kq = fasinwt (6.10-e)
A partikularis megoldas
q=qasinwt (6.10-f)
vagyis

(—w2M + K)qA =1y (6.10-g)

ahonnan az amplitudék vektora
qa = (K —w’M) 7y = (Z (w?)) 74 = Hw?)fs . (6.10-h)

A megoldas a Crammer szabély alkalmazasaval konnyen felirhaté:

0 ko — w?mo —ko 0
detZ detZ

Fo —ko :| [ k1 + ko —w?m1  Fy

qQ1A = ) q2A =
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vagyis
_ F[)(k’Q —w2m2) _ F0k2
A= det Z o PAT gz
ahol

det Z = (k1 + k2 — w?my) - (ko — w?ma) — k3.

A kapott eredménybdl az aldbbiak kovetkeznek.

Ha

ko
W=
ma

vagyis a gerjesztés frekvencidjaval megegyezik a potldlagos (mz , k2) alkotta egyszabadsagfoku al-
rendszer sajatfrekvencidja, akkor az 1 -es test nem fog mozogni. Nagyon érdekes dolgot tapaszta-
lunk. Az a tdmeg (m1), amelyre kiils6 gerjesztés (erd) hat nem mozdul el, a pétlélagos rendszer
g2 = —Fo/ky = —qstatikus amplitudéji harmonikus mozgast végez ellentétes fazisban a gerjeszt6
erével. A poétlolagos rendszer konkrét kivitelezésénél (a szildrdsagtani méretek meghatarozdsanal)
erre nyilvan valéan tekintettel kell lenni.

@@

6.9.2. Nem harmonikusan gerjesztett rendszerek vizsgalata a sajat-
vektorok ismeretében

Induljunk ki a csillapitatlan rendszer mozgasegyenletéb6l
Mg+ Kq=f, (6.185)

A q elmozdulést irjuk le a sajatrezgéskép szerinti sorbafejtés segitségé-
vel
q=dw (6.186)

Ekkor a (6.185) szokdsos atalakitdsat elvégezve

M®w + Kdw =, (6.187)
"MW + dTKdw =d f =T (6.188)
azaz
w+S*w=T, (6.189)
ami valdjdban B
W+ otwy=f; i=1,.n (6.190)

n darab egymastol fliggetlen differencidlegyenletet jelent.
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Ilymédon az egyszabadsagfoku rendszerre vonatkoz6 megoldast hasz-
nalhatjuk fel f6koordinata leirdsara - kiilon-kiilon:

Wy
wW; = Wp; COS oyt +

t
A 1 _
L sin ot + /fZ(T) sina;(t —7)dr i=1,.,n
(6% (67
0

(6.191)
A kezdeti w( és w( fé6koordindta vektor értékeket az eredeti rendszer
mozgdsanak lefrdsara szolgalé q vektorra vonatkozo feltételbdl kell megha-
tarozni.
Jelolésként bevezetve a

sin St = (sinait, sinast,...,sin a;t,..., sin ayt) (6.192)

diagondl matrixot (sin < cos), a kezdeti feltételek {6 koordindtakra vonat-
kozé

w(0) = wp, w(0) = Wy (6.193)
vektorait, (6.191) tomdrebben

t
w = cos St wo + S~ sin St wo + /sl sinS(t — 7)f(r)dr  (6.194)
0

alakban irhat¢ fel, majd ennek ismeretében az eredeti elmozdulasi paramé-
terek (6.186) alapjan. Ez konnyen megy, hiszen

q=®w, Mq=M®dw, ®Mq=d ' Mdbw=w, (6.195)
ilymédon
wo = ®'Mq,, Wwo=® Mg, azaz @ '=&TM. (6.196)

Gyakorlati feladatokat vizsgélva, olyan megfigyelések voltak megte-
het6k, amelyek arra tényre hivtdk fel a figyelmet, hogy az eredeti (6.186)
alatti n tagti sorbafejtés helyett elegend6 — a terhelés id&beli lefutasatol
fiiggben — a sorbafejtés néhany elsé tagjat venni csak mivel a sorbafejtés
magasabb sorszdmd tagjainak a hatdsa egyre kisebb. Ezt figyelembevéve
az alkalmazott transzformacié

q=® w, 0<k<n (6.197)
(n,1)  (mk)(k1)
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A mozgasegyenletet ismételten 4t tudjuk transzformalni az Gj w korla-
tozott szamu f6koordinatak rendszerébe.

Ekkor a _ 3 _ _ _ 3
TMOWw + PTKOW = ®Tf =f (6.198)
egyenletbdl a _ _
w4+ 8w =f (6.199)

differencidlegyenlethez jutunk, ami k szdmu, egymastol fiiggetlen egyen-
letnek felel meg.
Az altalanos megoldas az i-dik koordinétdja

Wy

wW; = Wo; cos ot +
Q;

¢
. 1 _
L sin ot + — / fi(7)sina;(t — 7)dr i=1,..k
Q;
0

(6.200)
ami tomorebben

t
W = cos St - wo + S 1sin St - W, +/§—1 sinS(t — 1) - f(r)dr  (6.201)
0

alakd, ahol

S = (ay,..., ) (6.202)
cos St = (cos a;t,..., cos at) (cos « sin) (6.203)
-~ zT ~. _ ZT .

Lényeges elénye a (6.197) megoldasnak az, hogy a ® matrix (n,k) mé-
rete miatt, csak k szdmu sajatértékproblémat kell el6zetesen megoldani,
és nem n szamut. Bonyolult f(¢) terhelésnél a W megoldédsban szerepld
id6integralast dltaldban numerikusan szokds elvégezni. Természetesen a
numerikus id6integraldsnal ¢ -nek kiilonb6zd diszkrét értéket kell adni, ami
dltaldban a lezajlo jelenség felhasznalot érdekls idGintervallumtol fiigg.

6.9.3. Csillapitott gerjesztett rendszerek vizsgalata

A megvizsgdland6 rendszer mozgésegyenlete
Mg+ Cq+ Kq=f, (6.205)

ahol a csillapitdsok hatdsat hordoz6 C matrix
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1. a tomeg és a merevségi matrixszal ardnyos
C=cyM+cgK
2. azoktdl fliggetlen.

Nyilvanval6éan ebbe a csoportba tartoznak azok a rendszerek, ahova kiilon-
b6z6 csillapité elemeket épitenek be, amelyeknek mérete és igy kihatdsa
semmiképpen nem lehet ardnyos az eredeti rendszer tomegével és merev-
ségével.

6.9.4. Aranyos csillapitas

A cimben jelzett fogalom a csillapitdsi matrix
C=cyM+cgK (6.206)

felépitésre utal.
Attérve a
q=%w (6.207)

transzformdcidval a w f6koordindtdk rendszerébe, az eredeti mozgésegyen-

2. 2

let a ®7-vel balrol torténd beszorzés utan, a tomegmatrix és a merevségi
matrix ortogonalitdsi tulajdonsaganak felhasznaldsaval

(®7C® = c\E + cxS?) (6.208)

W + (e E + cxS*)w + S*w = ¢Tf = F. (6.209)

alakba irhat¢ 4t, vagyis egy szétes6 differencidlegyenlet-rendszerhez jutot-
tunk, amelynek j-dik egyenlete

W+ (ear + cxad )by + dwj = f; j=1,...n, (6.210)

amelyben a
ey + cxal = 28ay (6.211)

Osszefliggés a € a Lehr-féle csillapitas definicidjat szolgaltatja.
A fékoordinédtdk rendszerébe attranszformdlt differencidlegyenlet meg-
oldésat kozvetlen fel tudjuk irni:

| By, + i
wi(t) = e Pt (woj cos vt + 2T gy vt

U
j
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t
+5 / fi(r) e P sinp; (t — 1) dr (6.212)
J
0

ahol wo; = w;(0), wy; = w;(0) a kezdeti elmozdulés és sebesség, és v; =

Bevezetve a kezdeti feltételek vektorait wg,wg a

BY = (BrysBisesBn), v = Wy Vet (6.213)

cosvt = (cosvy t,..., cosvyt)  (cos < sin) (6.214)

exp(—B(t — 7)) = <e—5l<t—7>,...,e—ﬁa‘@—ﬂ,...,e—ﬁn<t—7>> (6.215)
diagonalmatrixokat, a (6.212) alattiak toémorebb formdban is felirhatok:

w(t) = exp(—Bt) [(cosvt + Brtsinvt)wo + v Lsinvt Wol +
t
+v! /exp (=Bt —7))sinv(t —7)E(r)dr . (6.216)
0

A kezdeti értékek a qq és qo-an keresztiil
wo = ®TMq,, Wo=2 Mg (6.217)

a szokdsos Osszefiiggések alapjan szamolhatok. A megoldasban szerep-
16 integralt kiilonb6z6 idépontokhoz tartozéan numerikus integraldssal
szokds meghatarozni.

Megjegyzés 1.: Hasonléan mint a csillapitasnélkiili esetben, a leképzésnél
a transzformaciét elegendd véges k méretre korlatozni. gy a (6.207)
helyett

q = W 6.218
(n,1) (n,k)(k,1) ( )
fog szerepelni. Ekkor a (6.218) j = 1,...,k szdmu. Formailag a megoldas
megegyezik az el6bb ismertetettel, azzal a kiilonbséggel, hogy a mérték
n-r6l k-ra csokkentek, tovdbba a (6.217) -ban ® helyett ® szerepel.
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6.11. feladat: Az ardnyos csillapitasi tényezbket cps és ci értékeket két sajatfrekvencidhoz tartozé
(6.210) alatti ¢ érték megaddsaval szokdsos meghatdrozni:

ep 4 cxa? = 26sas. (6.11-a)

Megoldas: A két ismeretlent tartalmazé egyenletrendszerb6l

e = 2(Geaz — &1an)/(03 — af) (6.11-b)

CNf = 2(11(12(51042 — Egal)/(ag — a%) (6.11-C)

A 6.8. dbrén kritikus csillapitdsi tényez6 £ valtozasat szemlélhetjiik az o fiiggvényeként. A me-
revséggel aranyos csillapitasnal

§=5, cu=0, (611-d)

mig a tomeggel aranyos csillapitdsnal
e=M =0 (6.11-¢)

2a
A kett6 egylittes hatdsa szolgaltatja a
2
€= ¢m +cxa” (6.11-)
«a

fiiggvényt. Az eredmények j6l mutatjak, hogy a kritikus csillapitdsi tényez6 & = &(«) frekvenciafiig-
g6. Altaldban az o és oo értékeket a szerkezet iizemeltetési frekvencia tartoménya jel6li ki.

&
&

o a @

Tervezési sprektum

6.8. dbra. Lehr -féle csillapitasi tényez6 véltozasa

Legyen a1 = 2, a2 = 3, tovabba koveteljiik meg, hogy ezen frekvencidknal a kritikus csillapi-
tds 2 % és 10 %-os legyen, azaz £&; = 0,02, &2 = 0,10. Az (a) egyenlet a megadott értékeknél felirva,
nyerjiik, hogy

Cpn — C K4 = 0,08
cy + cx9 = 0,60

amib6l
em = —0,336, cx = 0,104,
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azaz a Rayleigh-féle csillapitasi matrix

C = —0,336M + 0,104K.

@@

6.10. A mozgasegyenlet kézvetlen integralasa

A linedris rezgdrendszerek mozgasegyenleteinek megoldasat, mint egy
lehetséges 1t, j0l szolgélja a mozgdasegyenlet kozvetlen integrdldsa. Az
eljarasok tobbségére altalaban jellemzd, hogy az eljarés elején egy egyiittha-
tomatrix invertaldsa utdn a megolddst matrix-vektor szorzasokkal 1épésrél-
lépésre allitjuk el6. A moédszerek alkalmazasanak lényeges kérdése, az
id6lépés nagysdganak megvalasztésa.

A kordbbiakban mar lattuk, hogy a mozgasegyenlet egy masodrendii
differencidlegyenlet rendszer:

Mg+ Cq +Kq = f (¢). (6.219)

A sz6banforgé megoldasi eljardsoknak két nagy pillére van. Egyik a
differencidlegyenletet diszkrét id6pillanati kielégitése, a masik, az id6lépé-
sek kozotti gyorsulds megvéltozasanak feltétele. Igy a megoldds fontosabb
tulajdonségai:

o id6lépésenként elégitjiik ki az egyenletet (azaz id6ben is diszkrét pon-
tokat néziink)

o a felvett feltételbdl kovetkezé id6lépésen beliili vizsgalat. Ahhoz, hogy
q és q -t kiszdmithassuk, feltételezéseket kell tenni. Alapvet&en ezek
a hipotézisek, feltételezések szabjak meg a megoldasi médszert. Igy
beszéliink pl. Differencia- és Newmark-médszerrSl.

Az eljarasok nagy szamitési igényeik miatt eldnydsen szamitégéppel haijt-
hatok végre. Ezzel kapcsolatban tovabbi kérdések mertilnek fel:

e mennyi a megoldas idésziikséglete?

e milyen a kapott megoldéds pontossdga?

e milyen az eljaras stabilitdsa?

Az elmondottakbol kovetkezben az id6lépéstd], azaz a At -t6l lényegesen
fligg a megoldas. Altalanossagban az mondhaté el, hogy At -t6l fiiggetlenil
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lehet, hogy korlédtos a q amplitado, vagyis stabil az eljards, de ett6l még
lehet, s6t van is hibaja a megoldédsnak.
Konkrét szamitdsokndl a megoldashoz a vizsgalt id6intervallumot 0 <
t < T egyenkoztien felosztjuk n szdmu id6szakaszra At = %, aholaT a
vizsgélt id6tartomany. A megolddst 1épésrol-lépésre allitjuk el6 az egyes
idépontokban:
0 At 2At 3At 4At ... T (6.220)

a megoldashoz felhaszndljuk az el6z6 1épésben, vagy 1épésekben mér meg-
hatdrozott mennyiségeket.
6.10.1. Differencia modszer

Az egyik legismertebb numerikus integréldsi eljards a differencia mod-
szer, amelyet szokds kozépponti differencia médszernek is nevezni. Az eljaras
masodrend{ien pontos és feltételesen stabil.

q

t=At t t+At ¢

6.9. dbra. Az elmozdulés-ido fliggvényének a kozelitése

Sebesség, gyorsulas kozelitése

Az eljaras alapgondolata, hogy elmozdulas-id6 fliggvényt két id6lépés
tartomdnyan parabola ivvel kozelitjiik (6.9. abra). Mivel parabola szel&je és
a parabola felez6 pontjdhoz tartozo érinté parhuzamos, ebbdl a geometriai
megfontolasbdl felirhatjuk a felez6 pontban az id6szerinti els6 derivaltat,

azaz a sebességet:
. ALy t=Atg
= ————— 6.221
q N (6.221)
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A gyorsuldst hasonlé megfontolds szerint allithatjuk el6. Az intervallu-
mok felez6 pontjaiban 1év6 sebességek (6.221) -hoz hasonléan irhatoék fel,
ezek egy id6lépésre es6 kiilonbsége szolgdltatja a gyorsulas képletét:

1 t+Atq_ tq tq_ thtq 1
tm_ L _ _ AL, gt o t=At
TTAT A At ap L a2t T
(6.222)
A t id6pillanatra vonatkoztatjuk a mozgéasegyenletet:
Mig+Clq+K'iq= 'f, (6.223)

majd a (6.221), (6.222) képleteket értelemszertien alkalmazzuk a tobb sza-
badsédgfoku rendszer sebesség !¢ és gyorsulés 'q vektoraira. A (6.223)-ba
torténd behelyettesités és dtrendezés utdn az alabbi linearis algebrai egyen-

letrendszert kapjuk meg az ismeretlen ‘+2!q elmozduldsra

i 1 t+At, _ te 7& t. i o 1 t—At
(At2M+2AtC) a= f-(K At2M 4 AtQM 2AtC d
(6.224)

Ebbdl formaélisan kifejezhet6 az ismeretlen elmozdulds a ¢ + At id6pil-
lanatban a kordbban meghatarozott elmozdulas vektorok fiiggvényeként

Halg = f(...)q, ) (6.225)

mely alapjan az eljarast explicit-mddszernek nevezziik.

Az eljaras inditasa
A szadmitas elinditdsdhoz a t = O illetve a t = —At helyen a q elmozdulés

vektor ismerete sziikséges

Oq, ~2q=? (6.226)

melyek a kezdeti feltételekbdl, ill. azok felhasznaldsaval hatarozhaték meg.
A kezdeti feltételb6l adéddan ismert az elmozdulds és a sebesség a
megfigyelés kezdetén

t=0 : qit=0="%, qqt=0)="% (6.227)

Felirva a t = 0 id6pillanatra vonatkozéan a mozgasegyenletet, abbdl a
gyorsulas kiszamolhat6

M0d+cﬂq+K0q: o Od:]_\/_[f1 (Of—C Oq—KOq) (6.228)
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A (6.221) és a (6.222) nek a t = 0id6pontra vonatkoz6 felirdsdbol benniik
a ~®qésa “'qszerepelnek ismeretlenként.

. Aty —At . _
fq= %5 — Ma=24t"%+ Hq }
04 = Ly (Mq— 2%+ ~2q)
Az els6bél kifejezett “'q-t betéve a masodikba végss soron a ~Aiq
ismeretlen elmozdulds vektor a t = —At idépontban meghatarozhaté
_ . 2 0.
— TAtg = 0g— At0q 4 AL 0g
(6.229)
Egy specialis helyzet all el6, ha C = 0 tovabba M diagonélis, akkor
ezaltal a feladat konnyen kezelhet6vé valik.

1 t+At t 2 t ]' t—At ]' t+At te
(AtM> a="f-|K=zzM) a-( zpM a{ 3zM a="f

(6.230)
Mivel a tdmegmatrix diagonalis

M = <m11 moo ... mnn) , mi >0 (6231)

az ismeretlen elmozdulés vektor i-dik koordinatdja konnyen kifejezhet6

- At?
Aty =1, (6.232)
mij
Az eljaras nagy elénye, hogy a K merevségi matrixot nem kell invertalni,
s6t Osszeszerkeszteni sem sziikséges, mert a szorzds az elem szintjén is
végrehajthato:

Kiq=>Y K'q (6.233)
Az eljaras feltételesen stabil, ez azt jelenti, hogy az id6lépés kisebb
kell legyen mint a csillapitatlan rezg6rendszer legnagyobb sajatrezgéshez
tartozo periédus id6 7-ed része
T,

At < =" (6.234)
T

ahol T;, a legnagyobb sajatrezgés periédus ideje

2 d
T,="  an] = 22, (6.235)
S

Qp
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A At-re nagyobb értéket megvalasztva a kitérések egyre novekednek, a
megoldds nem adja vissza a fizikai valosdgot. Az id6lépés megvélasztasa-
nak fontossdgara latunk szdmitast a Példa 6.12-ben.

6.10.2. Newmark-féle moédszer

Az eljaras alapvaltozata az intervallumonkénti stlyozott gyorsulds feltéte-
lezésére épiil. Nem részletezve a levezetést a sebességre és az elmozdulésra
az aldbbi két 0sszefiiggést kapjuk:

(6.236)

) ) . . 1
AL = tg+ (1 —7) (A1) 'g+yAttTAg, > 5

1 1
AL = g4 Attt (2 = ﬁ) (A1)* fq+ (Ar)® G, 5> 1 (6237)

A szamitas a vélasztott stlyozo 3, v tényez6ktdl fiiggden feltételesen
stabil avagy feltételnélkiilien stabil. Maga a médszer implicit.

6.10.3. Az eljarasok stabilitasa

Az integral¢ eljarasok stabilitdsa azért vet6dik fel, mert az id6lépésenkénti
elérehaladas soran, elképzelhet6, hogy egyre tadvolabb keriilve a pontos
megolddstol, a szamitogép szamabrazoldsat is figyelembe véve, a szamok
talcsordulhatnak.

Az explicit eljardsok formalisan felirhatok a kovetkez6 alakban is

a q
AL g = A" g | AL (6.238)
4 q

ahol A az integralas modjatol fiigg.
Ha a terhelés hatdsatol eltekintiink, akkor az integralds a megoldas
vektor ismételt transzformdcidjaként interpretalhaté

g = Alq (6.239)

A transzformacié a megoldasi vektort akkor nagyitja, ha van olyan
sajatértéke, amelyik nagyobb, mint 1, és akkor kicsinyiti a megoldést, ha
minden sajatérték kisebb mint 1. A numerikus integral6 eljaras tehat stabil,
ha

p(A)<1 (6.240)
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azaz az egyttthaté matrix sajatértékei kisebbek vagy hatarhelyzetben
egyenld, mint 1.

A Newmark médszer stabilitdsa a valasztott v és 3 tényez6ktdl fligg. A
stabilitds kérdése a 6.10. abra alapjan attekinthet6. Ennek értelmében a
v = 3 és 3 = 1 trapéz formula feltétel nélkiil stabil és energia konzervativ,
azaz meg0rzi a bevitt energiat. v < 4 -nél a szamitds instabil. A feltételesen
stabil altartoméanyban 4ll:

4

2
+ 0. —4/3<7
(’Y 5) = 721 A+2

illetve a hatargorbén
gL 0F+)
16 4 '

Vizsgalatok folytathatok az amplitudo6 és a rezgésperiddikus idejének
pontatlansaga targyaban is. A kovetkez6 tablazat 6sszegzi az eredménye-
ket, ahol o, jeloli a vizsgélt rendszer legnagyobb sajatkorfrekvencidjanak
az értékét, T' a harmonikus rezgésid6 exakt értékét, AT az eltérés értékét.
p

feltétel nélkiil stabil

0.25

/ feltételesen stabil

0.5 Y

6.10. dbra. Newmark-mdodszer stabilitasi diagram

Lathatéan a centrélis differencia moédszer feltételesen stabil, rovidebb
peridédus id6t szolgdltatva, mig a tarpéz féle modszer feltételnélkiili szadmi-
tast tesz lehet6vé, hosszabb periddus id6t adva. A tiszta explicit médszer
habar feltétel nélkiil stabil, de az eredmények jelentés amplitudé hibaval
lesznek terhelve.

S

A bemutatott médszerek akkor is alkalmazhatok, ha a merevségi matrix
véltozik. Ilyen esetekkel taldlkozunk alakitastechnikai kérdéseknél a gép-
gyartastechnolégiaban. A valasztand6 igen kicsiny id6lépések miatt a
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6.3. tablazat. Megolddsi modszerek osszefoglaldsa

Algoritmus ¥ 16} Id6lépés  Amplitudé  Periodicitasi
hossz hiba hiba %
hatara
an At

. . aZ At?
Tiszta explicit 0 0 0 e 0
explicit
. . 042 At2

Centralis diff. m. 0.5 0 2 0 — =5

Linearis gyorsulds 05 1/6 3.46 0 %

Trapéz-m. (dtlag gyorsulds) 0.5 0.25 0o 0 a$‘1§t2

szamitasok tekintélyes id6t kovetelnek, tovabba az eredmények értékelés-
hez szamos id6pontbeli allapotok (elmozdulds, fesziiltség) feltérképezése
és ezek grafikai megjelenitése sziikséges.

6.12. feladat: Adott egy hdromszabadsagfokd csillapitatlan rezgérendszer K merevségi matrixa és M
tomegmatrixa:
4 -2 0 1
K=| -2 8 -2 |, M = 2 (6.12-a)
0 -2 4 1

Ismert tovabbd a rezg6rendszer hdrom sajatkorfrekvencidja a1y = V2, a0 =2ésaz = V6. A legki-
sebb és legnagyobb sajatértéket a Példa 6.7-ben also és fels6 iterdcidval is meghataroztuk.
A gerjesztett rezgéseket leir6 mozgdasegyenlet

M{§+Kq="fysinwt ahol fF=[0 10 0], w=5 (6.12-b)

megoldasat a kozépponti differenciamddszer és a Newmark médszer segitségével allitjuk els.

Megoldas: Négy (At = T3/m, T3/10, T3/20, T3/50) kilonboz6 id6lépésnél hasonlitjuk ossze a
mésodik szabadsagfokhoz tartoz6 elmozdulds kitérésre kapott eredményeket.

o ol AT Fi ol il ol AT Fi ol il
= [
S [
.
o
u
1 Y |
1] e
- 1
a
L < 4 L o 4 A L - 4 L - 4

LI -] VT ik
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ol ST Lt o =l ST Lt o
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6.11. dbra. A dt = At id6lépés a megoldas pontossagra gyakorolt hatdsa

Amint az a 6.11. abran is lathat6 a kozépponti differencia médszer a At = T3 /7 id6lépésnél
idében novekvd, azaz instabil megoldést eredményez. Ugyanakkor a Newmark-féle megoldés habar
pontatlan, de stabil. Az id6lépés csokkentésével a két megoldas egymdsra simul.

@@

6.11. Tomegmatrixok el6allitasa

Az elemek tomegmatrixa az

M¢ = / NT p N dv (6.241)

Osszefliggés alapjan szamolhat6. Ezt a matrixot in. konzisztens tomeg-
matrixnak nevezi az irodalom. Lathatéan integralast kell végrahajtani. A
merevségi matrixhoz hasonléan ebben az esetben is numerikus integralast
hajtunk végre. Altaldban a Gauss- féle integrélast alkalmazzak. Ennek
értelmében izoparametrikus elemet feltételezve

NG NG NG

M* = z; Z;;NT (&mjsCe) p (& my Cr) N (&iny,Cr) det I (&,m,C) Wi Wy Wy
i=1 j= =1
’ (6.242)

ahol (&;,1;,¢k) a helyi koordinatarendszer Gauss pontbeli értékei, W; stly-
faktorok.
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6.11.1. Sikbeli tart6 esete.
Tartok esetén, a Kirchhoff-féle hipotézisnél, sikbeli esetet vizsgalva, az

elemenbeliili (kozépvonalhoz) tartozé sebesség
(6.243)

Wl () =i 0 gy = -]
Feltételezve, hogy az 7, ( tengelyek a keresztmetszet f6tengelyei, kap-

juk, hogy
1. Longitudindlis rezgéskor az ismeretlen paraméterek vektorara tekintet-
tel:
=T T . M
[q a ] = [u, Uj Ayl G2 ] (6.244)
T L L —5L° —7 L* 7
3 6 60 60
L —13 —214
_ 3 12 15
M=pA 15 16 (6.245)
30 20
. . 8 L?
I Szimmetrikus 05
2. mig a £ — ( sikbeli hajlitdsnal
=T T . . . . M o
[q a } = {wi — )] w; - w} Awl Gw2 (6.246)
r 156 L —22 12 54 L 13 L? L° 101 LS 7
420 120 420 120 60 2520
413 -13 L3 -3L° —LS —11 L7
120 420 120 280 1260
156 L 22 L2 L° 109 LS
420 420 60 2520
M = P A 3 6 7
; , 4L L 23 L
Szimmetrikus o 550 5550
LQ LlO
630 252
23 L'
L 2310 i
(6.247)

Diagonalis métrix esetén a tarté tomegét a csomopontokra szétosztjuk

Potlolagos dllanddk hatdsat nem vizsgélva (6.245) helyett

1 0

(6.248)

_ pAL [

M= 01]

<= = <200 >
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frand¢, ill. hajlitdsnal

_pAL/ B 2
M = 5 <1 U210 1 U210 (6.249)

ahol a szogelforduldsnal jelentkez6 fél tart6 tehetetlenségi nyomatéka a

tart6 szélsd pontjain dthaladoé tengelyrel = '”ATL% ésigy v = 17.5.

6.11.2. Néhany sikbeli elem tomegmatrixa.
Hdromszogletii elemnél, ha a csoméponti elmozduldsok vektora
qe’T =[ur uz uz vy w2 w3,
akkor az e-dik elem tomegmatrixa
pe Ae be
12

2 1 1
M€ =(J J), ahol J= 1 2 1 (6.250)
11 2

Négycsomdpontii bilinedris elmozduldsmez6 kozelitéssel, ha a csomo-

ponti elmozdulasok vektora

eT __
q —[ul U2 U3 U4 V1 V2 V3 U4].

4 2 1 2

. AT |2 04 21

M¢=(J J), ahol J_736 1 2 4 9 (6.251)
21 2 4

6.12. Intelligens szerkezetek

A mindennapos életben szdmos olyan esettel taldlkozunk, amikor a me-
chanikai rendszerre hat6 kiilonb6zé hatdsok, erék, tdmaszok mozgasa,
héhatas kedvezotlen mozgasokat idéz el, aminek a csillapitdsa hasznos
volna. Pl. a gépkocsik, repiilégépek utasterében kialakul6 zaj mértékét
oly médos lehet csokkenteni, hogy a piezoelektromos hatast elv alapjan
dolgozo bélyegek elektromos fesziiltségét visszavezetjiik, altaldban sza-
mitégépen keresztiil szabalyozva egy masik bélyegre, ahol az mechanikai

Tartalom | Targymutatd < = <201 >



VEM alapjai Intelligens szerkezetek
Tartalom | Targymutatd = = 9202 >

nyulast kapva a mechanikai rendszerre terhelést ad at, annak mozgésat be-
folyasolva. Példaként emlithetjiik a nagypontossdgt antenndk mozgasanak
hasonl6 elv szerinti szabédlyozasat is.

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy a kérdés megvalaszolasa tobb
tudomany tertilet kozos miivelésével oldhaté meg, a mechanika mellett,
az irdnyitastechnika, a méréstechnika, az informatika is jelent6s szerephez
jut. Az in. mechatronikai szerkezeteknél a mechanikai rendszer vezérélése
egylittesen szolgdltatja a kivant mozgds biztositasat.

A mechanikai rendszer szilardsagtani és rezgéstani viszonyainak tiszta-
zésdra kivaléan alkalmasnak bizonyul a végeselem-médszer alkalmazésa
bonyolult alakzatoknadl, terheléseknél. A vizsgalt rendszer mozgasanak
befolyasolésa attol fligg, hogy hany helyrél vesziink informdciét (pl. elmoz-
duldst, sebességet), és ezeket felerdsitve, dtalakitva hany helyen avatkozunk
be, azaz, hany helyre visziink be er6ket. Az informdci6 gyfijtésére a jeladok,
az erd bevezetésére a végrehajté eszkozok szolgédlnak. Ezek kifejlesztése,
egy kiilon tudomany, ipardgi kutatas-fejlesztés eredménye. Ezek az eszko-
z0k, mechanikus, elektromos, vagy elekro-mechanikai elven miikddnek.

Megjelentek olyan anyagok is (smart materials) amelyek magaban a
szerkezeti elemekkel egyiittesen mozognak, deformalédnak. Ilyen anyagok

1. Emlékez anyagok 5%-o0s nytlast tudnak elszenvedni a hdmérséklet
véltozds hatdsara. Alacsony frekvencidkndl és pontossag elérésénél
hasznalatosak pl. NITIOL

2. Piezoelektromos anyagok amelyek 0.1%-o0s nytldsig dolgoznak, egy-
részt méréeszkozként (a nytlds hatdsara az anyagban elektromos fe-
sziiltség alakul ki), ill. végrehajtoként (az elektromos fesziiltség hatdsa-
ra az anyag deformalédik). A Polimer és kerdmia anyagok szolgédlnak
e célra, igy polyvinylidene fluoride (PV Fy). A kerdmiak koziil a Zirconat
és Titanbol késziilt (PZT) jelzésti anyagok magas frekvencidknal és
nagy pontossdgnal elénydsen hasznalhatok.

3. Mégnesen anyagok amelyek 0.15% os nyulasig képesek dolgozni,
f6képp nyomasnak kitett tartomdnyokban. A legjobbak egyike a
TERFENOL — D.

Az elmozduldsok mérésére induktiv, kapacitiv, optikai elven m{ik6d6
eszkozok a legelterjedtebbek, a nytlasok mérésére a nyulasmérd bélyegek,
a piezo-keramidk, piezo-polymerek, optikai szalak szolgalnak.
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6.12.1. Rezgorendszer vezérlése visszacsatolassal

A vizsgalt mechanikai rendszer mozgdasat a végeselemes diszkretizalds
utdn a (6.46) alatti mdsodrendi differencidl-egyenletrendszer irja le

Mg + C4 + Kq = f = Fu (6.252)

ahol irdnyitastechnikai fogalmakkal F a bemenet (input) hatdsmatrixa, u a
vezérelt bemeneti (input) vektor
Az
x = { hy } (6.253)
q
allapotvektor bevezetésével a masodrendi mozgésegyenletiink elsérend{i-
re vezethetd vissza

X _dla)_ 0 b Ty 0 u=
(\f’)_dt g| | -M'K -MC q M~-'F N
2n,1
= A x + B u_ (6.254)
o ~—
(2n,2n) (2n,1)  (2n,2m) (2m,1)

ahol a A,B a jobb és baloldal 6sszevetésébdl nyilvanvalo.

Az allapotvektorra kapott elsérendti differencidlegyenlet ismeretlenjei-
nek szdma kétszerese az eredetinek. A megnodvekedett méret hatranyait a
szamitogépek jelenlegi kapacitdsa és sebessége lényegesen csokkenti.

Grafikailag a rendszert a 6.12. dbra szemlélteti.

Ez ideig nem szo6ltunk arrdl, hogy a bemeneti u vektor miképp fiigg
az allapotvektortol. Nyilvanvaléan a rendszer mozgasdban bedll6 kedve-
z6tlen hatast csak tigy lehet csokkenteni, ha az allapotvektorbél nyeriink
informadcidkat és azt feldolgozva, hatunk vissza a rendszerre. Tehat bevezet-
ve egy un. kimeneti (mérd, szenzor) vektort y-t, a dinamikai rendszeriinket
az alabbi egyenletrendszer fogja jellemezni:

Xx=Ax+Bu,
v =Y, x (6.255)
tovabba
u=-Gy=-GY,x (6.256)
vagy
u=-Gx (Y,=E) (6.257)
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u X X

=

6.12. dbra. Allapotegyenlet sémaja

A (6.256) alatti esetben a kimeneti, mért jellemz6kb&l megyiink vissza a
rendszerre, mig a (6.257) —nél az allapotvektor Osszes elemét figyelembe
vessziik a visszacsatoldsndl. Ez utébbit az dllapot teljes visszacsatoldsdnak
nevezziik.

A rendszer stabilitdsahoz (az egyenstilyi helyzetb&l kismértékii kitéri-
téssel a kitérések nem novekednek, hanem a kiils6 hatds megsz{inésével a
zérushoz tartanak, azaz a rendszer visszatér egyensulyi helyzetébe) sziik-
séges, hogy a

x=Ax+Bu=(A -BGY,)x (6.258)

rendszer sajatértékei negativak legyenek. Ennek biztositdsa tovabbi, itt
nem részletezett megfontoldsokat igényel.
A teljes visszacsatoldsnal

x=Ax+Bu=(A -BG)x (6.259)

az er6sitd G matrix meghatdrozasara a pélus elhelyezési technikat és a Linea-
ris Kvadratikus Reguldtor (LQ R) mddszert szokds hasznalni. [6].

Szokdsos az allapotegyenletet és a kimeneti (output) egyenletet bévittet
forméban értelmezni

x(t)=Ax(t)+Bul(t),

y () =Y, x(t) + Y, ul(t) (6.260)

A (6.260) —hez tartoz6 rendszer blokkdiagramjat a 6.13. &bra tartal-
mazza. Ez ebben az esetben egy nyitott hurkt szabdlyozast jelent, hisz
a bemeneti jelekre az allapotvektor nem hat vissza, s6t még a kimeneti
jelek sem befolyésoljak azt.. Ekkor a bemenet értéke 1ényegében egy elvart,
korabban meghatarozott és nem fiigg a rendszer pillanatnyi allapotatol.

Gyakran azonban jobb megoldas érhet6 el, ha a bemenet értékének
meghatarozasanal a rendszer pillanatnyi allapota is befolyast gyakorol.
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6.13. dbra. Nyitott hurkt szabélyozds

Kétfajta visszacsatoldsrol beszéliink. Az els6 esetben a bemenet fiigg az
allapotvektortol és egy un. elérejelzd értéktsl

u(t)=—-Gx(t)+F,r(t) (6.261)

ahol G - az er6sité matrix, F, - elérejelz6 matrix, r (¢) - a referencia bemenet
vektora. Ezt a szabalyozast dllapot visszacsatoldsa szabédlyozasnak nevezik
(Iasd. 6.14. abra).

A masodik esetben
u(t)=—-Gyy(t)+F,.r(t) (6.262)

a szabdlyozas kimeneti jelek visszacsatoldsaval valésul meg (lasd 6.15.
abra).

- l
S BH@LDT»YEH@—K
LG

6.14. dbra. Visszacsatolt dllapotra alapozott szabalyozas

A (6.261), vagy a (6.262) kifejezések (6.260)-be torténd behelyettesitésé-
vel all el az a rendszer aminek a megoldéast kell végs® soron keresni, azzal
a feltétellel, hogy a rendszer kielégitse a megfigyelhet&ség, és szabalyozha-
tosag altaldnos feltételeit, tovabba a rendszer stabil legyen. Ezekre a nem
egyszer(i kérdésekre a irdnyitastechnika szakirodalma ad feleletet pl. [6,7]
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6.15. dbra. Visszacsatolt kimenetre alapozott szabalyozas

6.12.2. Modalanalizis felhasznalasa

Korébbi fejezetekben mar lattuk, hogy a q valtozokra felirt kapcsolt moz-
gasegyenletet (6.252)-t aranyos csillapitasnél 4t lehettet transzformélni a
f6koordinatak rendszerébe, ahol mar az egyenletrendszer szétes6vé valt, az
egyes egyenletek egy szabadsagfokuva valtak. A targyalds egyszerfisitésére
a belsd csillapitast elhanyagoljuk.

MG+ Kq = f = Fu (6.263)

A transzformacio a (6.112) alapjan

q=%w (6.264)

A sajatvektorok tomegmatrixra vonatkozé ortonormalt tulajdonsdgéra

valo tekintettel
w+S2w=&TFu (6.265)

ahol S? a (6.106) alatt bevezetett matrix.
Az input vektor nem csak az elmozdulds, hanem a sebességtdl is fligg-
het.

Feltételezziik, hogy
u=G,q+G;q (6.266)

és igy (6.264)-re is tekintettel
u=G,®w+G;®w=G,w+Gyw (6.267)
Ezekutdn a dinamikai rendszeriink egyenlete

W+ 82w = ®TF (Gyw + Gyw) (6.268)

Tartalom | Targymutatd = = <4206 >



VEM alapjai Intelligens szerkezetek
Tartalom | Targymutatd = = 9207 >

ami sajnos a jobboldala miatt mar nem szétes6. Az egyes harmonikusok
egymadsra hatnak. Azért van egy elénye a kapottaknak, hisz ha csak né-
hény harmonikust szeretnénk ,vezérelni, irdnyitani”, akkor a w mérete
mér lényegesen kevesebb lesz az eredeti q méretétsl. Altalaban az input
vektor mérete joval tigyszintén kevesebb mint a rendszer mozgaséat leiré
elmozdulési paraméterek szama.

6.12.3. Piezoelektromos hatasok figyelembevétele, az allapotegyen-

let szarmaztatasa végeselem-maddszer esetén
Elméleti villamossédgtani ismeretek birtokdban piezoelektromos anyagok-
nal &ll [7], hogy a villamos eltolas d [As/m?] vektora ki kell elégitse a
V-d=0 (6.269)

egyenletet, a villamos térerésség e [V/m] pedig, az € [As/V'm| dielektro-
mos dllandén keresztiil van kapcsolatban a villamos eltolassal

d=ce (6.270)
A villamos térerésség ¢ [V'] potencidlon keresztiil szamolhato, azaz
e=-Vy (6.271)
amibdl kovetkezik, hogy
Vxe=0, AYp=0 (6.272)
A 1)-re és a d-re az aldbbi peremfeltételek dllnak fenn:

b=1h TEA (6.273)

d-n=-Q reig (6.274)

ahol a teljes A feliilet az elektromos feladat szempontjabol két részre van
szétosztva, egyiken a ¢y potencial, mig a masik részen a Q [As/m?] toltés
van megadva, el6irva.

A mechanikai mez6k vonatkozasdban allnak a kordbbi mez&egyenletek
és peremfeltételek.

Az allapotegyenletek vonatkozasdban (héhatédst elhanyagolva) 4ll:

T=D.-A—E,e

d=E]--A+Kp-e (6.275)
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ahol T', A a mechanikai fesziiltségi és alakvéltozasi tenzor, D, F, a mecha-
nikai anyagéllandok 4-ed rendi tenzora, ill. a piezoelektromos kapcsolé
3-ad rendii tenzor, K p a dielektromos 4lland6k méasodrendii tenzora.

A (6.275) els6 egyenletébdl az alakvaltozas

A=D'.T+D' E, e=D"' - T+D, e (6.276)

ahol D, piezorugalmassagi dlland6k 3-ad rend{i tenzora, mig a masodik
egyenlet

d=E] - -D7'- T+ (E]--Dy+Kp)-e=D]--T+P-e (6277

ahol P a permittivitasi 2-d rendfi tenzor.
A Bubnov-Galjorkin-féle modszer alkalmazasdval a mechanikai részre
vonatkoz6 (6.17)-et egy testre felirva

/5u (T-V + pk—pcpya—pit) dV — /5u (T -n—p)dA=0 (6.278)
14 Ap
tovabbd az elektromos mez8k esetén a (6.269) és (6.274) alapjan irhat6

/ 5 (d-V) dV — / 51 (Q+dmn) dA =0 (6.279)

1% Ag

A szokdsos szorzatderivaldsi és integral atalakitdsi szabalyok alkalma-
zasaval, az allapotegyenletekre is tekintettel az aldbbiakhoz jutunk

/5A--[D--A—Ep-e] dV—/(Su- [pk—pcMu—pﬁ]dV—/éu-ﬁdA—O
% 1% A

P

—/(&bV)- [El' - A+Kp-e] dV — /w@ dA=0 (6.280)
Aq

Amint 1atjuk, kétfajta mez6t kell kozeliteni, egyik az u elmozduldsmezs,
a masik a 9 potencial.
A végeselemes apporoximaciés technikét felhasznalva, irhatjuk, hogy

u=u=N,q, A= e=Buq, v= Nyvo (6.281)
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Behelyettesitések révén a megoldando differencidlegyenletrendszer

M4 + Cq + Kuug + Kyt = fu,

6.282
Kwuq + KqMﬂﬂ = f¢ ( )

Itt
M = fN pN,dV, C= fNTcMN dv, Kuu:fBTDBudV,

W,_fB E,B, dV = KW KW_waKDBWiV
u_fN pkdv+fNTpdA f, = fNTQdA

Ap Aq
Do K
(6,6) (3,6) (3,3)

(6.283)

A (6.282) alatti kapcsolt rendszert kell megoldani. A 1-nek a (6.273)
alatti peremfeltételt automatikusan ki kell elégiteni, hasonléan g-nak a kine-
matikai peremfeltételt. A (6.282) mdsodik egyenletébdl kifejezett 1/ vektort
az els6be behelyettesitve, a végso egyenletben ismeretlenként csak az el-
mozdulds q paraméterei fognak szerepelni. Ezt az egyenletet numerikusan
a 6.10 fejezetben ismertetett modszerekkel oldhatjuk meg.

A piezo anyagbol késziilt elemek (bélyegek) kétfajta szerepet toltenek
be. Egyikiik jelad6ként szolgdl, a mésik pedig végrehajtoként (aktuator-
ként). Az els6 szerepben az alakvaltozas hatdsdra elektromos fesziiltség
keletkezik, aminek feler6sitésével, visszacsatoldsdval a végrehajt6 szerepet
vivd piezo elemre ravitt elektromos fesziiltségen keresztiil lehet a rendszert
szabdlyozni. Kiilon kérdés, hogy hova helyezzék a jeladdkat és a végre-
hajtékat az optimalis szabdlyozas elérése céljabol. Ezek megvalaszolasa
azonban mdr meghaladja e kurzus kereteit.

6.12.4. Piezoelektromos hatasok egyszerii esetekben

A végeselemes targyaldasmodnak megfelelGen a (6.276) és (6.277) helyett

e=D"1o+Dye (6.284)

d=D/o+Pe (6.285)
Itt
0 0 0 0 dys 0
DIi=10 0 0 dys 0 0 (6.286)
d31 d32 d33 0 0 d36
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A (6.284) alapjan egydimenzids esetben a b vastagsagu piezotdrcsa alsé
és felsd feliilete k6zzé a poliarizaciés irdnnyal megegyez6 Uy, -t téve, a
fajlagos nyulés (legyen ez a 3-dik irdny),

£, = €3 = d33Ufes, /b (6.287)

amibdl a piezotdrcsa vastagsaganak megvaltozasa

Ab = d33Ufes. (6.288)

A fesziiltség sarkainak megvéltoztatdsa rovidiilést fog okozni.

Ha vesziink egy piezo lapocskat, amire a fesziiltséget a polarizacios
iranyban a lapocska vastagsaga mentén helyezziik el, akkor a vastagsagra
merdleges irdnyban a lap L hosszdnak megvaltozdsa

Ufesz

AL = ds; L (6.289)

Végezetiil vizsgdljunk egy téglalap keresztmetszet(i prizmatikus tartéra
elhelyezett valtozo b, () szélességli piezobélyeget. A tarté hossztengelye
x, a vastagsdg irdnydba mutasson a z tengely. A tarté magassaga h a
piezobélyegé h,. A piezobélyegre Uy, hat. (6.16. abra)

Elektroda

Y

Piezo bélyeg

6.16. dbra. Tartéra elhelyezett piezoelektromos végrehajto

A hosszirdnyba mutaté mechanikai fesziiltség (6.275) alapjan a piezobé-
lyegben és a tartéban

U
Or =01 = Epiezogx - Epiezod31%v o, = Fe, (6290)

P
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ahol Ejjc.o, FE abélyeg és a tarté Young-féle modulusa, Uy, a bélyegre
adott fesziiltség.
A tart6 mozgésegyenlete a Példa 6.2 szerint

(IyEBwg)" + Aptig —p =0

ahonnan p = 0 esetén
Apiog = Mé’ (6.291)

A hajlitonyomaték most két részbdl tevédik Ossze, egyik része a tartd
vastagsaga mentén linedrisan megoszl6 o, fesziiltségbdl szdrmazik, a masik
része a piezobélyegben keletkez6 (6.290) alatt bemutatott fesziiltségbdl.

Az elmodottakat figyelembe véve a hajlitonyomaték

Ufesz

M, = /0’12’ dA = — (IyE + Iy,piezoEpiezo) w//O+Epiezod31 {L (hpbp (.TI)) h
p

A

ami rovidebben

U esz
M, = —(I,E),,; w"0 + Epiczo dgl;tli (hpby () R (6.292)
P
Ezek utdn a mozgasegyenlet
U esz
Apid + (IyB), 0 w"0)" = Epiczodsi = hyh (by ()" (6.293)
P

ami a jobboldalon megjelend tag szerint egy megoszl6 nyomatékkal terhelt
tart6t mozgasat fogja lefrni. Allandé szélességti piezobélyegnél a nyoma-
ték koncentréltan jelenik meg a bélyeg végeken. Lathato, hogy az Uy,
megfelel$ valtoztatasaval befolydsolhat6é a mozgasegyenlet megoldasa.

6.13. Hivatkozasok az 6. fejezethez

1. Mechanika mérnokoknek, Mozgastan, Szerkesztette M. Csizmadia Béla,
Ndndori Ernd, Nemzeti Tankonyvkiadd, Budapest, 1997.

2. Kiraly B.: Dinamika, Miskolci Egyetemi Kiad6, Miskolc, 2000.

3. Hughes, T. ]. R.: The finite element method: Linear static and dynamic
finite element analysis, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New
Jersey 07632, 1987.
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7. I-DEAS program hasznalata

Az I-DEAS tervez6 rendszer olyan kiilonboz6 alkalmazdsok egytittese,
melyeket a tervezési folyamat kiilonb6z6 fazisainak megkonnyitésére alkal-
mazhatunk. Minden egyes gépészeti feladat elvégzése, mas-mas szoftver-
rész aktivéalasat kivanja. A program elinditdsa utan tobb ablakot nyit meg,
melyek koziil a jobb széls6 meniisora alatt taldlhatjuk meg a kiilonb6z6
alkalmazasok kivélasztasat segito listaablakot. Ilyenek a Design, Simula-
tion, Test, Manufacturing, stb. melyek kiilonb6z6 feladatok elvégzésére
szolgalhatnak, mint

Design: (Modeller, Assembly, Drafting Setup) Ezen a szoftverrészen beliil a
gépelemek létrehozdasat tehetjiik meg, az egyszertibb alkatrészektol kezdve
a bonyolult tobb elembdl 4116 dsszetett szerkezetekig.

Simulation: (Boundary Conditions, Meshing, Model Solution) Az I-DEAS
végeselemes modulja. Célunk elsésorban ennek a résznek a rovid bemuta-
tasa.

Test: (Time History, Histogram, Model Preparation, Signal Processing, Modal)
A programrendszer dinamikai eleme. Ennek segitségével vizsgédlhatjuk az
id6ben lezajl6 folyamatokat.

Manufacturing: (Modeller, Generative Machining, Assembly Setup, GNC
Setup) A gyartés szimuldcidjat célz6 szoftverrész.

Altalanos jellemzok

1. A parametrikus modellezés. A tervezés soran el8szor egy vdazlatot
kell késziteni, mely nagy vonalakban hasonlit majd az elkészitend6
darabhoz, és a méreteket ezutan kell pontosan beéllitani az igényeknek
megfelelen. De természetesen a geometriaielemek pontos koordina-
tak segitéségével is megrajzolhatoak.

2. Tulajdonsag alapt modellezés. A bazis alak létrehozasa utan egysze-
rien lehet definidlni kivagast, furatot, besztrast, stb.

3. Parhuzamos alkatrész fejlesztés. Az alkatrészek kozos konyvtarak-
ban helyezhet6ek el, melyek a megfelel6 tervezék altal elérhet6k mo-
dosithatdk.
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7.1. A szoftver elinditasa

Az I-DEAS elindithat6 a parancssorbél, meniib&l vagy ikonnal. El6fordul-
hat hogy a program haszndlata specilis account-ot is igényel. A szoftver
hasznélatdhoz ki kell valasztani a rendszeriink altal timogatott - lehetdleg
a legjobb - grafikai drivert, pl. OpenGL, PEX.

Az elinditas utdn egy indit6 ablak nyilik ki, ahol a kdvetkezd adatokat
lehet, kell megadni:

1. Project neve: mely az adott munkat rendszerezi. Ezt ki is lehet vélasz-
tani a felkinalt listdbol. Vagy behivhat6 egy kivalaszt6 ablak, az ikon
kivélasztasaval.

2. Model file: a munka soran létrehozott objektumhoz tartozé adatok itt
tarolodnak el. Ezt segiti egy el6hivhat6 lista, mely a file megnyitdshoz,
mentéshez hasonl6 ablakot jelent. A megfelel6 ikon kivalasztdsaval.

3. A haszndlni kivant alkalmazas kivalasztasa: Alapértelmezésként fel-
kindlja a program az utoljara haszndltat, illetve a Design csomagot.
Ez alatt taldlhat6 az adott alkalmazason beliili feladat kivdlasztdsara
szolgalo legordiild listaablak.

Ha az I-DEAS-t parancssorbdl inditottuk el, akkor lehet6ség van meg-
adni kiilonb6z6 paramétereket is.

e -h az inditdshoz haszndlhat6 opcidkat jeleniti meg.

e -d device a grafikus drivert lehet vele megadni inditdskor. Ha nem
adjuk meg a device nevet, akkor egy listat kindl fel amibdl lehet va-
lasztani.

e -g a legutobb végzett munka folytatasat teszi lehetdvé.

e -| language a hasznélni kivant nyelvet lehet megadni. Ha nem adjuk
meg akkor egy listat kindl fel az elérhetd nyelvekkel.

7.2. Kapcsolattartas a szoftverrel

7.2.1. Ablakok

A szoftver elinditdsa utdn rogton szembet{inik, hogy tobb kisebb-nagyobb
ablak nyilik meg kiilonb6z6 tartalommal.

o Grafikus ablak: A legnagyobb, a bal fels6 sarokban taldlhato, ablak.
Haszndlat sordn itt hozzuk létre a vazlatrajzot, itt késziilnek az alkatré-
szek, és az Osszedllitasi rajzok.
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o Jkon panel: A jobb széls6 oldalon taldlhaté az ikon paletta. Harom f6bb
ikoncsoporttal rendelkezik, melyek az adott alkalmazas fiiggvényében
valtoznak. A legfels6 6x3 db ikon, a tovdbbiakban A mdtrixként hivat-
kozunk rd, a kozéps6 4x3 db ikon a tovabbiakban B mitrix, és az als6
4x3 db ikon, melyet C midtrixnak neveziink. Illetve itt taldljuk a kiilon-
b6z6 alkalmazésok, feladatok kozott véltast lehetévé tevs legordiils
listakat is.

o Lista ablak: A bal als¢ kis ablak az informéacié megjelenitésre szolgal.
Itt kapunk tajékoztatast az alkatrészekrdl, illetve az 6sszeszerelésekrol.
Tovabba itt jelenik meg a futé folyamat jellemzdje, az esetleges hiba
tizenetekkel.

e Prompt ablak: Vagy mas néven a parancssor. A lista ablak melletti
hasonlé méretti ablak. Ez is megjelenit informdcidkat az elinditott
parancsrol, de itt lehet billenty{izetrdl adatokat bevinni. Hasznald ezt
az ablakot az I-DEAS kezelése soran!

7.2.2. Egér gombok

A program haszndalatdhoz a hdrom gombos egér az idedlis, ahogy ezt
maér egy atlagos tervezé szoftvertdl elvarhatjuk. Minden egérgomb sajat
funkcioval bir.

e bal gomb: parancskivalasztast, és geometriai alakzatok kijelolését szol-
gdalja a képernydn, ha a shirtt billenty{ivel egyiitt nyomjuk le, akkor
tobb elem kivalasztasa lehetséges (pl. torléskor hasznos...)

o kozéps0 gomb: ez a gomb az Enter vagy Return billenty(i szerepét tolti
be, az éppen futd parancs lezarasat szolgédlja. Haszndlni kell ezt a
gombot!

e jobb gomb: A kiilonb6z6 feladatokndl hasznélhaté tn. popup (felugro)
meniit jeleniti meg.

7.2.3. lkon panel hasznalata

Az ikonok és a mentik a jobb széls6 ablakon helyezkednek el. Hasznélatuk
nem sok magyarazatot igényel. Egy kis gyakorlassal konnyen elsajatitat-
hat6 a kezelésiik. Az ikonokrol annyit el kell mondani, hogy a legtobb
ikon tobb feladat elvégzését is lehetdvé tesz. Erre utal, az ikon jobb alsé
sarkaban egy kis haromszog, jelezve hogy tovabbi funkciok érhettek el az
adott ikongytijt6 kinyitdsaval.
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o Gyors egérkattintassal az ikon kivéalasztdsra kertil és inverz szinben
jelenik meg. Ezzel aktivalhat6 a jelzett funkci6.

P

e Ha egy ikonon lenyomva tartjuk az egérgombot és egy ikon gy{ijt6rél
van sz6 akkor felnyilik egy kivalaszto lista, melyek koziil tetsz6leges
parancsot lehet elinditani.

o Az egér ikonra poziciondldsa megjeleniti az adott elem funkcidjat a
statuszsorban, mely a grafikus ablak legals6 sordban van.

Fontos: Mikor az ikonokat, meniiket hasznaljuk érdemes figyelni az tizene-
teket, a tdjékoztat6 ablakokban. Figyelni kell az egér kozéps6é gombjanak
hasznalatara is, ez az Enter vagy Return billentyfit helyettesiti és a haszna-
lata egy rossz pillanatban esetleg a parancs id6 el6tti befejezését jelentheti.

7.3. Uj rajz készitése

Uj rajz megnyitdsa a Fi1e menii Open parancsdnak kivélasztasaval torténik.
Meg kell adni a létrehozando tj file nevét. Uj modell file megnyitdsa el&tt
a program mindig figyelmeztet, hogy az esetlegesen moddositott rajzot
mentsiik el.

b e e m s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e mm————— - -

Megjegyzés:

e Hasznaljuk gyakran a mentés funkciét, sok felesleges munkét lehet
megspoérolni ezzel.

e Miel6tt megnyitunk egy 1j file-t azel6tt mindig mentsiink.

e Ha azonban vissza akarunk térni egy el6z6 mentéshez akkor az
Ujranyités el6tt nem szabad a elmenteni véaltoztatott rajzot.

e Hasznalhat6 a ctr1-z billenty{i kombindci6 is, a legutébbi mentés-
hez val6 visszatérésre. Ehhez az egérkurzort egy I-DEAS ablakra
kell poziciondlni és lenyomni a billentyi kombinéaci6t.

A rajzolashoz hasznalt grafikus ablak tetsz6legesen atméretezhetd, de
atméretezés utadn hasznaljuk mindig a Redisplay parancsot. Ezt az ikon
panel legalsé csoportjaban taldlhatjuk azon beliil is az els6 elem a legfel-
s6 sorban C(1,1). Egyébként ebben az als6 részben taldlhatjuk meg az
Osszes nézetdllitdssal és megjelenitéssel kapcsolatos parancs ikonjat. Az
elsd sorban egymads utdn vannak elhelyezve az Gjrarajzoldshoz kapcsolodo,
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a vonalas megjelenitésért felel6s és az arnyalt dbrazolast segité ikonok
gyjtoi.

7.3.1. Rajzolas

A Design rész Master Modeler alkalmazasat haszndlva hozhatjuk létre a
kiilonb6z6 geometridja alkatrészeket, illetve egyéb objektumokat, a kiilon-
b6z6 CAD rendszerek altal alkalmazott médon. Azonban mindenkinek
felttinik, a rajzolast segité Dinamikus Navigdtor, mely minden geometriai
elem elkészitésekor a segitségiinkre van. Péld4ul a vonalak rajzoldsa soran,
jelzi a nevezetes pontokat — kezdg, illetve végpontok, vagy illeszkedés —
tovabba a nevezetes helyzeteket, igymint mer&legesség parhuzamossag.

A rajzolas sordn ahogy mozgatjuk az egeret gy valtozik a koordinatak
kijelzése, a bal fels6 sarokban taldlhat6 kijelz6n. Az aktuélis miiveletet a
parancsablakban is nyomon lehet kovetni.

A jobb egérgombbal szdmtalan funkci6 aktivizdlhat6. Péld4ul a vona-
lak pontos helyének, hosszanak a megaddsahoz, az Options mentipont
hasznaland6 a jobb egér gombjara el6ugré mentibsl.

Az aktudlis parancs lezdrasa a kozépsé egér gombbal torténik.

Torlés: A torlés parancs a kozépsd ikoncsoport bal als6 sarkdban taldlha-
t6 Delete ikonnal érhet6 el B(4,1). Eloszor a torolni kivant objektumokat
kell kijel6lni, melyet lehet egyesével vagy csoportosan megtenni. Azt, hogy
mikor mit jel6liink ki torlésre a Grafikus ablakon lathat6 visszacsatolas mu-
tatja, hogy é€l, feltilet vagy tulajdonsag kertil-e kijelolésre. Ha tobb elemet
akarunk kijelolni torlésre akkor a shift gombot kell lenyomva tartani a
kovetkez6 elem torlésre jeloléséhez. Csoportos kijelolést ablak rajzoladsa-
val lehet kivéltani. A torlés véglegesitése el6tt azonban érdemes mindig
elolvasni az tizeneteket a Lista ablakban illetve a parancssor folott. A le-
zaras a kozéps6 egérgombbal torténik itt is, de felnyilik egy popup menii
melyben a véglegesités mellett a visszalépés vagy a parancsmegszakitds is
valaszthat6. A jobb egérgomb lenyomadsara eléugré menii itt is szdmtalan
lehetséget kinal.

7.3.2. Rajzolast kénnyito funkciok

Szamtalan elére definialt billenty{i kombinécié van az I-DEAS-ban, melyek
felsorolasa itt hosszt lenne, most csak néhany fontosabbra hivjuk fel a
tigyelmet. Természetesen ezek szerepe atdefinidlhat6 (lasd az ideas.ini
alloményt).

F1-F5: eltolds, nagyitas, forgatas, kivant nézet, reset.
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7z

F6: az el6z6 5 funkcidbillentyti szerepét hatdrozhatjuk meg vele, kiilon-
boz6 feladatbankok kivélasztasaval. Az aktiv feladatbankot a rajztertilet
jobb alsé sarkdban jelzi a program.

F7: teljes mérettire allitja a létrehozott rajzot (Ctr1-a)

F8: egymdshoz kozel fekvd rajzelemek kozotti vélasztast segiti.

F9: rajzelemek kijeloltségét sziinteti meg.

F10: Munkasikba hozza az alkatrészt.

F12: a rajzteriilet Gjrarajzoldsat végzi el (Ctr1-R).

Az r1-F3 billenty{ik 4ltal definidlt m{iveletek elvégzéséhez a kivant
funkciobillentyfit lenyomva tartjuk és az egér mozgatasaval érjiik el a
transzformdcié mértékét.

A Menii elérése a ct r1-M kombindacidval torténik, mely ki/be kapcsolja
a menii megjelenitését. Kilépés: a parancssorba irt exit utasitdssal, vagy a
meniibdl kivalasztva, vagy a ct r1-E billentylikombinaciéval.

Dynamic Navigator — Dinamikus navigator, mely az alkatrészrajz ké-
szitése soran nyujt timogatast. A mar 1étez6 rajzelemekhez viszonyitott
tulajdonsagokat jelzi a program az aldbbi tdblazatban felsorolt jelzésekkel.

Rajzolas kdzben az egér jobb billentyfije segitségével tovabbi funkciokat
aktivizalhatunk, pl. az A1ign, vagy a Focus parancsokat, melyek egy-egy
kordbban létrehozott gorbéhez val6 kapcsolast tesznek lehet6vé.

7.1. tdblazat. Dinamikus rajzolést segit6 elemek

\ érintd / végpont
®

kozéppont ] metszéspont
N parhuzamos tuggtleges
W vizszintes egybeesés

A rajz készitése kozben hasznos a ki/be kapcsolhat6 Grid halo, vagy
Snap funkcié. A Grid egy éltalunk definialt diszkrét ponthdalét jelenit meg,
mellyel a mérethelyes rajzoldst konnyiti a program. Bekapcsolt Snap a
létrehozand6 rajzelemek pontjait, csak a meghatarozott diszkrét pontokba
engedi elhelyezni. Mindkét parancsot a B mdtrix méasodik sordnak utolsé
oszlopéban taldljuk a Workplane Appearence parancsot, vagy roviden
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B(2,1) helyen.

7.3.3. Az ikongyiijtokrol

A rajzteriileten elinditds utan egy kijelolt rajzsikot latunk, alapértelmezés
szerint az z —y sik, de meg lehet valtoztatni az igényektol fliggten. A Master
Modeler-ben elérhetd funkciok a jobb széls6 ikon panel felsé csoportjdban
—az A matrixban, ldsd a 7.1. dbran — talalhatok. Ezek tulajdonképpen a
rajzelemek létrehozasat végzik. Haromszor hat darab gyfijté ikonbdl 4ll, de
minden gytjtében tovabbi funkcidk aktivizélhatok.

4
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7.1. &bra. Az A, a B és a C mitrixok a Master Modeler alakalmazésban

Az A midtrixban elérhet6 funkcidk felsoroldsa:

o Rajzsik kijelol6 menti: egy tetsz6leges sik kivalasztdsa, munkaasztal
kijelolés A(1,1)

e Koordinata rendszer menti: referencia sik, pont, vonal A(1,2)

e Metszetek menti A(1,3)

e Vonalak menti: poligon, vonal, négyszog, pont létrehozasa A(2,1)
e Koriv menii: kiilonb6z6 korivek rajzolasa A(2,2)

e 3D-s menii: haromdimenzios rajzelemek létrehozdsdhoz A(2,3)

e Kor menti: Teljes kor rajzolasa, kiillonb6z6 médszerekkel A(3,1)

e Gorbevonal parancsok: spline-ok, ellipszisek A(3,2)

e Leképzés menii: eltolds, leképzések készitése A(3,3)
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Méretez6 parancsok: A(4,1)

Lekerekités, letorés menii: trimm-elés, szétvagas, sarkok készitése
A(4,2)

Feliilet menti: feliilet kiterjesztés, metszés, stb. A(4,3)

Extrud-élds menti: feliiletek létrehozdasa, testek extrud-adlasa A(5,1)
3D-s lekerekités, letorés menti: A(5,2)

Halmaz mtiveletek: metszés, unio, kiilonbség, stb. A(5,3)

Kiosztas menti: négyszog kiosztas, korkiosztas, skalazas, A(6,1)
Szabad feliilet, él menti A(6,2)

Jellemz6k menti: A(6,3)

A kozépsb 12 ikon, illetve ikongyfijtd funkcidja elsésorban a rajzelemek
modositasdval, szabdlyozdsaval kapcsolatos. A B mitrixban elhelyezkedd
parancsokat az aldbbiak szerint talaljuk, ha a Simulation/Master Modeler
alkalmazdst hasznaljuk:

Torténeti fa B(1,1)

Mozgatds, elforgatds, elrendezés, stb. B(1,2)
Megjelenités szabdlyozasa, elrejtés, stb. B(1,3)
Moédositas, Undo B(2,1)

Informéacok lekérdezése B(2,2)

Megjelenés szabélyozasa, munkateriilet mérete B(2,3)
Ujrarajzolés vezérlése B(3,1)

Mérés, jellemz06k, anyagok, stb. B(3,2)

Alkatrészek, jellemz6k, B(3,3)

Torlés B(4,1)

Alkatrész katalogus kezelése, elnevezés, csoportositas, stb. B(4,2)

Alkatrész konyvtar kezelés B(4,3)

A modell 1étrehozasa soran, az I-DEAS minden egyes 1épést egy torténeti

fa segitségével tarol, mely megtekinthetd és szerkeszthets. A torténeti fa
csomépontokat tartalmaz, melyek két gyermekbdl és egy sziil6bol éptiilnek

fel.

A csomoépontok kivalasztasdval a grafikus ablakon nyomon lehet
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kovetni, hogy melyik elemr6l van sz6. A torténeti fa els6dleges szerepe az
alapelemek moédosithatosédga.

A mddositds parancsot a B(2,1) ikonnal inditjuk el, a méretszamok ki-
valasztdsa utdn pedig a felnyil6 dialégusablakban moédosithatjuk. Ha
nincsenek kint méretek, akkor tetsz6leges méretet el tudunk helyezni a
méretezd segitésével.

A C mitrixban elhelyezett parancsok minden modulndl egységesen
megtaladlhatoak, ezek a kovetkez6 megjelenitéssel kapcsolatos feladatokat
latjak el:

o Ujrarajzolas parancs C(1,1)

e Vonalas dbrazolas ikongyfijté C(1,2)

e Arnyalt megjelenités C(1,3)

e Teljes méret ikongytijt6 C(2,1)

e Nagyitas-kicsinyités parancsok C'(2,2)

e Rajzfeliilet menti C(2,3)

e Nézet ikongytijtok C(3,1), C(3,2), C(4,1), C(4,2)
e Ledllit6 parancsikon C/(3,3)

e Nyomtatas parancsok C'(4,3)

7.4. Végeselemes analizis

Az I-DEAS program végeselemes modulja a Simulation alkalmazas. Ebben
a programrészben lehet6sége van a felhasznédlénak tetszdleges peremérték-
feladat felallitdsdra, megoldasédra és a megoldas elemzésére. Itt most csak
roviden utalunk rd, hogy melyik feladat elvégzése, melyik programrészben
lehetséges.

Els6sorban a kovetkezd alrészek attekintését tlizziik ki:

Simulation/Boundary Conditions, a peremfeltételek definidlésa,

Simulation/Meshing, a végeselemes halé kialakitasa,

Simulation/Model Solution, a peremértékfeladat megoldasa,

Simulation/Post Processing, a kapott megolddsok vizsgalata.
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7.4.1. Peremértékfeladat megadasa

A Simulation modul Boundary Conditions alkalmazas kivéalasztdsa utan az A
mdtrix a 7.2. abran jelzett formaban jelenik meg.

A peremértékfeladat tipusanak kivalasztdsa az A(1,1) parancsok segit-
ségével torténik. Dinamikai peremfeltételeket az A(2,1) és A(2,2) ikongytij-
toben talalhaté utasitasokkal irhatunk el6. Az A(3,2) parancsgyfijtében
talalhatok a hémérsékletmez6 el6irasat szolgald parancsok. A modell sza-
badsagfokainak rogzitését az A(4,2)-ben taldlhat6 ikonok szolgéljék.

A peremfeltételek nyilvantartasat és kezelését szolgalo két utasitas a
Sets... €és Boundary Conditions... az A(6,2) és A(6,1)helyen van
elhelyezve.

7.2. &bra. Az A mdtrix a Boundary Conditions alkalmazasban

7.4.2. Végeselemes halé definialasa

A végeselemes hélo létrehozasa egyik fontos 1épése a végeselemes analizis-
nek. Ez azonban megel6zheti a peremfeltételek el6irasat, mint latni fogjuk
a gyakorlatban.

A végeselemes hédl6zat nem csak egy parancskivélasztast jelent, mivel
lényeges paraméterek bedllitasat el kell végezni, tigymint elemtipusok,
anyagjellemz8k, geometriaijellemz6k (pl. héjak esetén falvastagsag), cso-
mopontok, elemek konkrét helyen torténé definidlasa stb.

A Simulation/Meshing modul elinditdsaval az A mdtrixa 7.3. dbran jel-
zett formdban jelenik meg. Az itt kirajzolt ikonok mindegyike tovabbi
parancsokat takar, melyek elérése a szokdsos médon torténik.

Lényeges parancsok az A(5,1) Materials. .. vagyis anyagjellemz&k,
A(5,2) Physical Properties... vagyis fizikai tulajdonsagok tovabba a
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hal6zast segitd parancsok az A mdtrix els6 sordban.
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7.3. dbra. Az A mdtrix a Meshing alkalmazasban

7.4.3. Feladat megoldasa

A Simulation/Model Solution alkalmazdas véalasztasdval jutunk a peremérték-
feladat megolddsat segit6 parancsokhoz. Ez a modul végzi tulajdonképpen
a végeselemes szamitdst, a korabbi lépesek soran létrehozott végeselemes
modellen.

A szamités elinditdsa el6tt néhany bedllitast el kell végezni, igymint az
eredmények taroldsara alkalmas hely kijelolését, a megoldas moédjat. Erre
szolgédl a Solution Set... A(1,2) parancs. Itt dllithatjuk be a megoldas
sorédn sziikséges ideiglenes tarolasi helyet, a megoldas sordn alkalmazandé
pontossagi elvarasokat.

A végeselemes feladat kapcsan eldallitott linedris algebrai egyenlet-
rendszert az I-DEAS alapveten kétféle — a felhasznal6 altal valaszthat6 —
egyenletrendszer megoldéval, pontosabban direkt és iterativ technikdval
képes megoldani. A program dokumentacidja szerint a direkt megoldé
szinte minden jol el6irt feladatot pontosan képes kiszamolni, bér egy kicsit
lassabban, mint az iterativ technikaval dolgoz6 egyenletrendszer megoldo.

7.4.4. Eredmények megjelenitése

Lehet6ség van még a Model Solution alkalmazas keretein beliil is megtekin-
teni a kapott megoldast, az A(6,2)alatt taldlhaté visualiser segitségével,
azonban az eredmények mélyebb elemzése megkivénja egy Gjabb alkalma-
zas a Simulation/Post Processing kivalasztasat.
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A megijelend A mdtrix (lasd a 7.4. 4abran) ebben az esetben csak az
eredmények kezelésének megfelel6 parancsokat tartalmazza. Az A(1,1)
Results. .. ikon a megjeleniteni kivant eredmény kivélasztasat segiti. A
felhasznalo tetszés szerinti eredményskalat, szinezési vagy festési modot
allithat be. Akar elemenkénti eredmény kirajzolast is el6irhat. A program
képes arra, hogy a kiszdmitott eredményeket animdlja A(3,1), mely jelenthe-
ti a kialakul6 végs6 alak elérésének szemléltetését, vagy a fesziiltségallapot
létrejottét.

7.4. dbra. Az A matriPost Processing alkalmazasban

A kiilonboz6 eredmények egytittesen kiilonbozé skédldzassal is meg-
tekinthetdk, a felhaszndl6i igények szerint. Természetesen a program az
eredmények kirajzoldsa sordn tdmogatja a kiilonb6z6 transzformacidkat

is. Figyelembe kell azonban venni, hogy a viszonylag sfir{i végeselemes
halézat, illetve a til sok csomépont a kirajzoldst korlatozhatja.

7.5. Egy egyszeri példa

Feltételezziik, hogy a modell 1étrehozas nem okoz kiilénosebb nehézsé-
get, annak részleteit itt nem kozoljiik. Elsésorban a végeselemes modul -
Simulation — egyes lehet6ségeit mutatjuk be, egy példa segtségével.

A végeselemes analizis harom {6 Iépésbdl épiil fel
1. Pre-processing: A szamitasok el6készitése, azaz, a geometriai modell

felépitése, peremfeltételek megfogalmazasa, végeselemes halo genera-
lasa.
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2. Megoldds: A tényleges végeselemes szdmitdsok elvégzése.

3. Post-processing: A kapott eredmények megtekintése és kiértékelése,
Osszevetése az esetlegesen vart eredménnyel, elmélettel.

Ennek megfeleleléen haladunk végig, és egy szilardsagi szamitdson
keresztiil mutatjuk be az analizis elvégzését.

7.5.1. Modell elokészitése, a pre-processing fazis

Nyissunk meg egy 1j modell file-t, adjunk neki egyedi, eddig még nem
hasznalt nevet. Gy6z6djiink meg réla, hogy a Simulation/Master Modeler-t
nyitottuk-e meg. Majd allitsuk be a megfelel6 mértékegységeket. Ehhez az
Options menii Units elemét kell kivalasztani és itt a mm (milli newton)-t
kell beéllitani.

Készitsiink egy L szelvényt, tetszés szerinti méretekkel. A 7.5. abra a
modellt kétdimenziéban, mig a 7.6. dbra a modellt extrudalas utdni izomet-
rikus nézetben mutatja. Az extrudalas elvégzése utan, a hdromdimenzios
modell elkésziilt, ezt az alkatrészt nevezziik el egy egyedi néven. A men-

Py

tést lehet6vé tevd ikont a kozépsd ikoncsoport negyedik sordnak masodik

gytjt6jében taldlhatjuk A(4,2) Name Parts... megnevezéssel.
| 150 |
! S
\ _ 45

7.5. dbra. A modell kétdimenzéban

Ezt kovet6en a peremfeltételek megaddsa kovetkezik. Valtsunk &t
a Simulation/Boundary Conditions alkalmazdsra. A kinematikai perem-
feltételek el6irdsahoz a fels6 ikoncsoportbeli Displacement Restraint
A(4,2)parancs sziikséges. Kivalasztdsa utdn a kivant pontot, élt, vagy felii-

letet kell kijeldlni, ahol kinematikai peremfeltételt kivanunk el&irni, majd

Tartalom | Targymutatd = = 4225



VEM alapjai Egy egyszerii példa
Tartalom | Targymutatd = = 9226 >

7.6. dbra. A modell hdromdimenziéban

az egér kozépsd gombijdval, vagy az Enter billentyfivel elfogadjuk a kiva-
lasztast. Az ezt kovetben felnyil6é dialégus ablakban, az adott geometriai
elemre el6irjuk a peremfeltételt. Kiilonboz6 lehetéségek koziil valaszt-
hatunk, melyek attél fiiggnek, hogy milyen a geometriai elem, amelyre
peremfeltételt adunk meg. AlapvetSen megadhaté az elmozdulas jellege,
iranya és mértéke.

A dinamikai peremfeltételek el6irdsa hasonlé médon torténik. Va-
lasszuk ki a Pressure... A(2,2) parancsot. Ezutdn a kivant geometriai
elemet vagy elemeket kell megjellni, majd pedig ezeket elfogadni — ismét
az egér kozépsd gombjaval, vagy az Enter billentytivel —, és a felnyil6 dia-
l6gus ablakban a terhelések konkrét értékét beirni. A terhelés megadasakor,
eldirhatjuk az intenzitdsaval, vagy az eredd nagysdgaval. Természetesen
a végeselemes analizis elinditdsakor megadott mértékegységek tekintetbe
vételével.

b e e m s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e mm————— - -

Megjegyzés: A kis nyilakon feltiintetett korok azt jelzik, hogy a terhelés
az alkatrész geometridjara van el6irva. A megjelend kis nyilak szdma
pedig ardnyban van az el6irt megfogasi méddal.

Ez utdn a végeselemes halé el6éllitasa kovetkezik, mely a megfelel
csomoépontok és elemek létrehozasat jelenti. Ehhez valtsunk at a Simu-
lation/Meshing alkalmazasra, mellyel az A mdtrix elemei megvaltoznak a
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7.7. dbra. A végeselemes modell

halézas elvégzését szolgald ikonokra.

Az I-DEAS eszkozoket ad, mind kézi mind automatikus halézéshoz.
Most el6szor hasznéljuk az automatikus halézast, mely esetben csak vi-
szonylag kevés paraméter pontos beéllitdsara van sziikség. Valasszuk ki a
Define Solid Mesh... A(1,1) parancsot.

Megjegyzés: Ugyeljiink arra, hogy a parancsot nem az elsd poziciéban
taldljuk, az A(1,1) ikongytijt6t le kell nyitni és abbdl kell valasztani a
kivant elemet.

Ezzel a paranccsal tudjuk a végeselemes hal6t 1étrehozni az alkatrész-
re. Egy tetsz6leges, de alkatrészhez tartozd, geometriai elem kijelolése, és
annak elfogadésa — az egér kozéps6 gombja, vagy Enter billentyti lenyo-
madsa — utdn, egy dialégus ablak jelenik meg, varva, hogy elfogadjuk, vagy
megvaltoztatjuk az alapértelmezés szerinti paramétereket.

Fontos: Az elemméret nem megfelel6 bedllitasa talsdgosan nagy feladathoz
vezethet, illetve pontatlan megolddast eredményezhet!

A linedris és a kvadratikus elem kozotti valtast az elemméret megadasa
utani listaablak segitségével tehetjiik meg. A dialégusablakon taldlhat6
~szemes” ikon vélasztasaval valik lathatové a generdland6 végeselemes halo,
melyet még tovabb finomithatunk a felkinalt parancsokkal. Végiil ennek
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7.8. dbra. Az eredmények abrazolasa

eredményeképpen a program generdlja a végeselemes halot, mely lathatova
is vélik, ha ezt elfogadhaténak tartjuk akkor a megjelené kérdésre ves-szel
kell valaszolni. A kész modellt a 7.7. 4bra mutatja.

Ezzel a modellt el6készitettiik a végeselemes analizis szamara, ezt ko-
veti a szamitas végrehajtasa.

7.5.2. A végeselemes modell megoldasa

A megoldasi moédszer szdmtalan paraméterrel allithaté be, de most erre
nem tériink ki részletesen. Az ilyen egyszer{ibb feladatok esetében az
alapértelmezésként felkindlt opcidk alkalmasak a szamitds megfelel$ vég-
rehajtdsahoz.

Els6 teend6 az, hogy atvaltunk a Simulation/Model Solution alkalmazésra.
Ezzel megjelennek a végeselemes szamités elvégzéséhez sziikséges paran-
csok ikonjai. Valasszuk ki az els6 ikon csoportbdl az els6 ikont A(1,1), és
gy6z8djiink meg réla, hogy a Linear tipust feladat van-e bejeldlve. Ha
igen akkor hozzunk létre egy megoldds halmazt. Ehhez a masodik ikont
kell aktivizalni, melynek hatdsara megjelenik egy dial6gus ablak, mely a
megoldds halmazok kezelésére szolgal.

A megoldas halmaz tulajdonképpen egy olyan tarold teriilet, mely
minden elem minden csomépontjara tartalmazza, a feladat egy-egy konkrét
megoldaséat. A kiilonboz6 elemekhez, mas-mas peremfeltételeket lehet
el6irni, mas-mds megoldasi médszereket lehet valasztani. Tovadbb4 ki lehet
jelolni, hogy milyen eredményekre vagyunk kivancsiak, stb.
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A megoldas halmaz létrehozdsdhoz a Solution Set... A(1,2) pa-
rancsot inditsuk el, ahol most fogadjunk el mindent alapértelmezésben.
Igy csak a create gomot kell kivalasztani, majd a felnyilé tjabb dialégus
ablakban is csak az 0k gomra kell kattintani. Ezzel 1étrehoztunk az ered-
mények el6allitdsara szolgalé gyfijtét. A Dismiss gombbal zérjuk le ezt a
miiveletsort.

Ezutdn mar elérhet6vé valik a szdmitast elindité ikon is A(2,1), mely a
masodik sor els6 ikonja (Manage solve). Kivélasztdsa egy dialégus ablak
megjelenését véltja ki, melyen bedllithat6 opcidk sokasagat lehet médosi-
tani, azonban most hagyjunk mindent tigy, ahogy a program felkindlja. A
Solve gomb kivélasztdsa utdn a program megoldja a feladatot.

A végrehajtds soran szdmtalan {izenetet kiild a program, melyeket,
kinyil6 dial6gus ablakokon, illetve a Lista ablakban kovethetiink nyomon.
Ha minden rendben zajlott, akkor a program a ,No warnings or errors
encountered in last run” izentet adja a Lista ablakba.

7.5.3. A szamitasi eredmények megtekintése

A legegyszeriibb médja az eredmények megvizsgdldsanak, azok grafikus
megjelenitése. Erre a szamitdsok elvégzésére szolgalo feladatrészben —a
Simulation/Model Solution-ban — van egy egyszerti lehet6ségiink.

Inditsuk el az I-DEAS visualizer-t, melyhez valasszuk ki az el-
s6 ikon csoport legalsé sordnak kozépsé ikongyfijtéjében a start New
Visualizer A(6,2) parancsot. Ez maga utdn vonja egy dial6gus ablak
megjelenését, melyen elfogadhatjuk az alapértelmezett adatokat és igy a
program nyit egy grafikus ablakot, melyben mutatja a deformalt alakot,
és az egyes elemekre vonatkozo fesziiltségek értékét — természetesen a
valasztdsunknak megfelelen — szinezés segitségével.

Az ablakhoz kapcsol6dé ikonok egy kiilon ikon gyfijtében jelennek,
meg. Ezek segitségével tobbek kozott olyan miiveleteket tudunk elvégezni,
mint példaul a tetsz6leges kiszdmitott jellemzé megjelenitése, két illetve
harom dimenziéban. A panel a segitségével tudjuk az eredményeket tetsz6-
leges formatumba kinyomtatni, természetesen a nyomtatési paraméterek
széles skalan valtoztathatoak.

Ezzel roviden attekintettiink egy végeselemes modszer segitségével
megoldott szamitdsi feladatot, azonban ennél még joval tobb lehetdség
rejlik a programban, aminek teljes megismeréséhez sok gyakorlasra és
rengeteg id6re van sziikség.
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7.6. Simulation alkalmazas
7.6.1. A Simulation alkalmazashoz tartoz6 programrészek

A kulonboz6 programok, melyeket a Simulation modulon keresztiil lehet
elérni, els6sorban azt a célt szolgaljdk, hogy végeselemes szdmitdsokat
végezziink. Az analizis minden fazisdnak megfeleltethet egy-egy alkal-
mazas, példaul ahogy azt mar kordbban lathattuk a geometriai modell
megtervezése a Master Modeler segitésével torténik. De ugyanigy a pe-
remfeltételek el6irasat, vagy a hal6 generdlasat is egy kiilon alkalmazas
segiti.

A kovetkez6kben a modulhoz tartozé kiilonb6zé alkalmazasokban
elérhet6 parancsokat soroljuk fel. Figyelembe véve azt, hogy az ikon ablak
fels6 ikoncsoportja (A mdtrix) az, amely az adott alkalmazasra jellemzd, igy
csak ezek leirasat adjuk meg. Kovetkezetesen az ikonparancsok soronként
és balrdl jobbra tartva lettek felsorolva, tehat nem irjuk fel a matrixbeli
helyiiket.

Master Modeler

Ez az alkalmazas az el6z6ekben mar ismertetésre keriilt. A program
célja a geometriai modellek létrehozdasa, az esetleges kés6bbi felhasznalas
miatt. A Master Modeler-hez kapcsolodé ikoncsoportok és ikongy{ijték mar
felsorolva megjelentek egy korabbi részben.

Master Assembly

Az alkalmazds els6dleges célja az Osszedllitasok elkészitése a Master
Modeler-ben létrehozott alkatrészekbdl. Az ehhez kapcsol6dé parancsokat
tartalmazza. De ez az alkalmazés a Simulation modulban nem hasznilt,
illetve nem sziikséges, mivel a Modeler elegend6 arra, hogy az elemezni
kivant geometriat létrehozzuk.

Boundary Conditions

Ez az programrész ad lehet6séget arra, hogy a végeselemes modellt a
kornyezeti feltételekkel kiegészitsiik. Azaz el6irdst adhatunk a kinematikai
és a dinamikai peremfeltételekre vonatkozéan. Az el6irhaté peremfeltételek
kore attol fiiggden valtozik, hogy milyen jelleg(i analizist hajtunk végre.
Ezért mindig azzal a 1épessel kell kezdeni a peremfeltételekre vonatkozé

P

eldirast, hogy kivalasszuk az analizis tipusat.
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A Boundary Conditions alkalmazdshoz tartozo fels6 ikoncsoport ikon-
gytjtéinek parancsai:

- Linear Statics, Nonlinear Statics, Normal Mode Dynamics, Response
Dynamics, Forced Response, Superelement Creation, Linear Buckling,
Heat Transfer, Potential Flow

- Force..., Radial Toward Point, Radial From Point, Radial From Point,
Beam Mid-Point Load

- Pressure..., Hydrostatic Pressure, Distributed Beam Load

- Data Surface..., Modify Attributes..., Modify Definition..., Check at
Points, Check Sum

- Heat Flux..., Heat Source..., Heat Generation..., Radiation...,
Convection...

- Temperature..., Beam Temperature

- Data Edge by Function..., Data Edge by Results..., Manage..., Check at
Points, Check Sum

- Modify...

- Displacement Restraint..., Temperature Restraint..., Degree of
Freedom..., Coupled DOF..., Constraint Equation...

- Gravity, Translation, Rotatation, Delete, List
- Contact Set

- Scaled Sketch, Check Points, Check Sum

- Boundary Condition...

- Sets...

- Coordinate Systems, Hierarchy, List, Modify

Meshing

A végeselemes modell csomépontok és elemek haldjét is tartalmazza. A
halo készitése ezen alkalmazas segitségével lehetséges. A Meshing alkalma-
zas a kovetkezd eszkozokkel segiti a hdlo generédldsat:

Geometriai ellen6rz8, mely a geometria egészét tekinti at, azért hogy
eldontse kész-e a modell a haloé generalasdhoz.

A haléhoz paraméterek rendelhet6ek, olyanok mint, hél6 tipus (mapped,
free), elem tipus és hossz, elem fizikai és anyagi jellemz5i. A hal6é megte-
kinthet6 a csomépontok és az elemek generdldsa el6tt. A hal6 generalhat6
az el6zetesen beéllitott paraméterek segitségével. A hdl6 finomsaga, pon-
tossaga ellendrizhetd, vagy lekérdezhetd, hogy milyen az elemek mérete és
alakja.

Tetsz6legesen modosithaté a hélo, akdr egy-egy elemre csomépontra
vonatkozoéan is. Példdul a pontosabb szdmitas érdekében. Az egyes eszko-
zokkel kapcsolatban bévebb informdciot az on-line stigéban taldlhatunk. A
Meshing alkalmazédshoz kapcsolodé fels6 ikoncsoport ikongy{ijoi, illetve az
azokban elhelyezett parancsok:
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- Define Shell Mesh..., Define Solid Mesh..., Tetrahedral Meshing
Options..., Define Beam Mesh..., Anchor Node Create, Define Other

Elements, Section Create, Define Free Local, Surface Dependency
- Modify Mesh Preview..., Local Lengths

- Shell Mesh, Solid Mesh, Solid From Shell, Beam Mesh, Generate Other
Elements, Mesh on Part

- Wireframe Tools, Surface Tools, Meshablity Check, Show Unmeshed
Geometry

- Quality Checks, Quality Statistics, Coincident Nodes, Coincident
Elements, Free Element Edges, Shell Element Normals, Element Collapse

- Auto Settings
- Delete: Mesh, Mesh Definition, Free Local, Surface Dependency

- Remesh, Modify Free Local, Modify Element Definition, Adaptive
Settings

- Move Mid Nodes, Straighten Edge, Tetra Fix, Plump

- Create: Node, Modify, Copy, Drag, Reflect, Between Nodes, Deform All
Nodes, On Points

- Create: Element, Modify, Manual Meshing, Copy to Existing Nodes, Copy
and Orient, Reflect

- Material Orientation, Modify, Sketch, Defaults
- Materials
- Physical Property

- Beam Data, Modify, Delete, Subdivide Beams, Check Length/Depth, Check
Depth

- Solid Properties, Mesh Definition Info, Node Info, Element Info, Beam
Data Info

- Surface Thickness, Modify, Scaled Sketch, Check at Points, Create
Thickness Results

- Coordinate Systems, Hierarchy, List, Modify

Model Solution

Az alkalmazds a végeselemes modell megolddasat végzi. Ez szdmitja ki és
tarolja el az eredményeket, melyeket kés6bb a Post Processing alkalmazas
segitségével megtekinthetiink. A Model Solution alkalmazashoz kapcsol6dé
ikonparancsok.

- Linear, Nonlinear, Variational Analysis,
- Solution Set
- VAN Tools

- Megoldas (elérheté a Solution Set létrehozasa utdan): Manage Solve,
Solve

- Report Errors/Warnings
- Absolute Strain Energy History, Relative Strain Energy History
- Variational Analysis Post-Processing

- Eredmények megtekintése (elérhetd a sikeres megoldds utén): Start New
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Visualizer, Visualizer, Visualizer Options

- Coordinate Systems, Hierarchy, List, Modify

Post Processing

Egy végrehajtott szdmitds utdn a szdmitdsi eredményeket elmentve lehe-
t6ség van a késdbbi adatfeldolgozasra, ennek az alkalmazasnak a segitésé-
gével lehetséges az adatok értelmezése, Osszevetése.

A Post Processing alkalmazédban hasznalhat6 ikonparancsok a kovetke-
28k, melyek szintén a fels6 ikoncsoportban helyezkednek el.

- Results...

- Display Template...

- Calculation Domain...

- Display, Next, Previous, First, Options...

- Color Bar...

- Probe

- Animate, Next, Previous, First, Options...

- Create Results, Rename, Delete, List

- Report Writer, Options...

- Energy Error Norm, Strain Energy Density, Gradient

- XY Graph, XY Overlay, Setup XY Graph, XY Gallery, Grid Options...,
Data Options...

- XYZ Graph, Setup XYZ Graph, XYZ Gallery, Grid Options..., Data
Options...

- Beam Post Processing
- Window, No Axes Windowed
- Tag, Grid Note

- Execute Datamap, Add To Datamap, Remove From Datamap, Delete Datamap,
Datamap Info

- Start Visualizer, Visualizer, Visualizer Options

- Coordinate Systems, Hierarchy, List, Modify

A kozépso ikoncsoportrol

A Master Modeler-nél mar irtunk a kozéps6 ikoncsoportrél. Azonban itt
Gjra meg kell emliteni, mert a Boundary Conditions, Meshing, stb. alkalmaza-
sokndl ez a rész egy kicsit médosul a végeselemes analizisnek megfelelen.
Tulajdonképpen néhény tjabb ikonnal béviilnek ki.

- Labels, Label Nodes, Label Elements
- Move, Rotate, Align

- Display Filter..., Display Selected, Display All, Hide Except Selected,
Hide, Show

- FEM Groups

Tartalom | Targymutatd = = 4233



VEM alapjai VEM egyedi alkalmazasokban
Tartalom | Targymutatd & = 9234 >

- Info, World Wide Web, Query Annotation

- Workplane Appearance...

- Entities, Nodes, Elements, Workplane, Parts

- Measure, Local/Global Sw

- Delete FE Entities, Delete Geometric Entities

- Create FE Model, Create FEM from Assembly, Manage FE Model, Put Away,
Get..., Name Parts..., Manage Bins..., Groups...

- Check in, Get From Library..., Manage Libraries..., Manage Projects...,
FEM Tem Options

7.7. A végeselemes modell elokészitése, egyedi alkalmazasok-
ban

A Simulation alkalmazds hasznalatat kell tanulmédnyozni. A geometria fel-
épitése és az ehhez kapcsol6dé probléma megolddsa most nem célunk, itt
teltételezziik, hogy az mar adott. Most azzal kezdjiik a feladat végrehajtasat,
hogy a végeselemes modell jellemzsit (anyagjellemzok, fizikai tulajdon-
sagok, csomépontok, elemek) allitjuk be, és a probléma jellegzetességeit
tigyeljiik meg.

Az analizis megkezdése el6tt legfontosabb cél, hogy tudjuk milyen
megoldasi modszert vélasszunk ki, illetve allitsunk be. Ez els6sorban a
terhelés mikéntjétsl, valamint egyéb fontos jellemzktdl fiigg, mint példdul:

Hogyan véltozik, illetve véltozik-e a terhelés az idd fliggvényében?

Linedris eredményt varunk-e a megoldaskor?

Ilyen és ehhez hasonl6 kérdések megvalaszoldsa lényeges momentum,
a végeselemes modell el6készitésekor.

A kovetkez6 teendd az, hogy létrehozunk egy végeselemes modellt,
mely mindig egy 1étez6 alkatrészhez kapcsolédik, ahogy azt mér az el6z6
példa kapcsan emlitettiik. Egy elkészitett geometriai modellhez tobb vége-
selemes modellt lehet hozzéarendelni. Ez azért lehet fontos, mert kiilonbdz6
elemekkel szdmolva més-mds pontossagu eredményeket kapunk, melyek
kés6bb 0sszehasonlithatdéak, médosithatdak.

Az anyagjellemz&k bedllitasa is egy kihagyhatatlan 1épés, bar a program
alapértelmezésként mindig felkindl egy altalanos acél jellemzé&ivel beallitott
anyagot.

Alegegyszertibb médja az anyag létrehozasnak, ha a Simulation/Meshing
alkalmazds Materials... A(5,1)parancsit haszndljuk. Egy dialégusablak
nyilik ki, melynek listaablakdban a beéllitott anyagok jelennek meg. Ezek-
nek a kezelésére szolgél a dialogusablak. Anyag létrehozasa és beillesztése
a listdba a Quick Create parancs segitségével torténik.
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Anyag létrehozasakor, meg kell adni egy anyag nevét, mely majd a
listaablakban jelenik meg. Ezutan ki kell vélasztani az anyag tipusat, pél-
déul izotrép, anizotrép anyagrol van-e sz, melynek hatdsara véaltoznak
a megadhato6 jellemz&k. Ilyen anyagjellemzok, példaul a rugalmassdgi mo-
dulus, Poisson szdm, siiriiség, de itt dllithatjuk be az anyagra megengedett
maximadlis fesziiltségi értékeket is. Az anyagjellemzok tetsz6legesen meg-
valtoztathatdak, agy hogy a jellemz6 kivélasztdsa utdn, a szoveg mez8ben
atirhato az értéke, és ezt a Modify Value parancsal tudjuk érvényesiteni.

Fontos: Figyeljiink a megvéltoztatott értékek helyes bevitelére, a tizedes
vessz{ itt a .-ot jelenti! (pl. 2E8 vagy a 0.3 helyes értékek, de 0,3 sem vezet
szintaktikai hibdhoz, hanem nulla érték bevitelét okozza)

A bevitt adatokat az Examine. . . parancs elinditdsa ellenérzi, és meg-
jeleniti ket egy kinyil6 dialégus ablak segitségével. A 1étrehozott anyag
definicidjat a program a végeselemes modellhez rendeli, és vele egytitt ta-
rolja el. Lehet6ség van tobb anyag létrehozéséra is, és a szamitdsok egymads
utdn minden anyagra elvégezhettek.

Fontos a fizikai jellemz&k helyes bevitele a végeselemes médszer alkalma-
zasakor. Példdul egy héj elem alkalmazdsakor tudni kell, hogy milyen a héj
elem vastagsaga.

Az anyag létrehozédsa ikon mellett taldlhatjuk a Physical Property
A(5,2)parancsot. Haszndlhatjuk példaul az ikont arra, hogy beéllitsunk
5mm-es lemezvastagsagot.

A kinyil6 dialégus ablak tartalmaz egy listdt, melyben a létrehozott tab-
lazatok vannak felsorolva. Egy 1j elem létrehozédsa a New Table. .. ikon
segitségével lehetséges, mely a bal fels6 ikon a nyitott dialégus ablakon.
Egy kovetkezd ablakon, a kiilonb6z6 elemcsoportok koziil kivalasszunk
egyet, a példanal maradva, jeloljiik ki a 2D-s csoportba tartoz6 Thin Shell-
elemet. Ezutan egy Gjabb dialégus ablakban az adott tablazat kitoltését
végezhetjiik el, megadva a tdbldzat nevét, és a vastagsag (Thickness) opci-
6t, de itt szamtalan egyéb tulajdonsdg is el6irhato.

A csomépontok létrehozésa a kovetkezd 1épés. A csomépontok elmoz-
dulésai jelentik az ismeretlen véltozokat a végeselemes szamitds sordn. A
haromdimenziés térben gondolkodva, minden csomépontnak van harom
irdnyban elmozdulasi, illetve hdrom irdnyban forgasi lehet&sége, tehat
minden csomépont hat darab szabadsagfokkal rendelkezik.

Most hozzunk létre négy csomépontot. Ehhez a Node parancsot kell
kivalasztani, mely az els6 ikoncsoport, negyedik sordnak els6 gyfijt6jében
talalhat6. A kinyil6 dialégus ablakot, melyet fogadjuk el alapértelmezésben.
Ezutén adjuk meg négy pont koordinatait, mondjuk legyen az a 10x10
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méretii négyzet, itt a parancs ablakot kell haszndlni a koordinatdk pontos
bevitelére. Ha megadtuk a négy pont koordinatait, akkor ezt a kozéps6
egér gombbal tudjuk véglegesiteni.

Egy elem létrehozasa a csomépontok dsszekapcsoldsaval lehetséges.
Miért van erre sziikség? Lényegében a f6 ok az, hogy az I-DEAS lehet8séget
ad arra, hogy bizonyos feliileteken, illetve feliiletrészeken, sajat elemeket
definidljunk a pontosabb szamitds miatt. Tehat nem haszontalan egy kis
energiat fektetni a kisebb elemek generalasdnak moédszerébe, hogy jobb
eredményeket kapjunk az analizis utan.

Elem definidlasdhoz, sziikség van az elem tipus kivalasztasara, mely
lehet 1D, 2D, vagy 3D, attdl fliggéen milyen feladat esetén alkalmazzuk.
Ezt koveti az anyag- illetve fizikai tulajdonsdgok el6irdsa, majd végiil az
elemet felépit6 csomépontokat kell megadni.

Ezért még tovabbra is a Solution/Meshing alkalmazasban maradva va-
lasszuk ki az Element parancsot. Ezt az ikont a Node parancsot tartalmazé
gyjté mellett talaljuk. A kinyil6é dialégus ablak segitségével készithetjiik el
az elemet, a megfelel informdaciok megaddsaval. A 2D-s Thin Shell elem
kivélasztdsa utdn ne felejtsiik el megadni a megfeleld anyagot, és fizikai
tulajdonsagot, melyet kordbban mar definidltunk. Majd a négy darab cso-
mopontot kell az egér segitségével kivalasztani. Itt 1ényeges a csomépontok
megaddsanak sorrendje, az elem irdnyitdsa miatt!

Ezt kovetben a peremfeltételek megadédsa kovetkezik a manualisan
létrehozott elemen. Itt valtsunk &t a Simulation/Boundary Conditions alkal-
mazasra, és valasszuk kiaDisplacement Restraint... A(4,2) parancsot.
Vélasszuk ki a kivant csomépontot, — mondjuk a bal fels6t —, és fogadjuk
el az egér kozépsd gombjaval. A kinyil6 dial6gusablakban a kinematikai
peremfeltétel el6irasat adhatjuk meg, itt irjunk el6 teljes megfogést. Ismétel-
jiik meg ezt a 1épést a bal alsé csomépontra is, azzal a kiilonbséggel, hogy
engedjiik v iranyban elmozdulni.

A dinamikai peremfeltételeket, az els6 ikoncsoport, masodik sordban
talalhat6 parancsokkal irhatjuk el8. Most koncentralt terhelést alkalmaz-
zunk a fennmaradt két csomépontra, ugyanolyan értékkel, és egyforman x
irdnyba.

7.8. A modell megoldasa

A modell megoldésa jelenti mindig az egyik kritikus részét az analizisnek.
A megoldaskor legtobb esetben a linedris analizist hasznaljuk — mikor a
program a modellt allandésult dllapotdban vizsgalja —, de szdmtalan felad-
ndl nem-lindris probldmékat kell megoldani. Az - DEAS-nak a megoldas
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egy matrix egyenlet kielégitését jelenti.

Kq=f

Azaz minden egyes csomépontban, minden szabadsagfokra, vagy az
elmozduldst, vagy ott ahol az elmozdulds el van irva, a reakciderSket, kell
kiszdmitania a programnak.

A megoldéshoz el6szor egy megoldas halmazt kell definidlni (Solution
Set... parancs), ahogy ezt mdr a kordbbi részben leirtam. Ezutdn pedig a
modell megoldhat6, melyhez a solve ikont kell kivalasztani.

7.9. Az eredmények értelmezése

A szadmitdsok elvégzése utan az analizis kovetkezik az eredmények értel-
mezése. Itt két fontos kérdést kell mindig megvalaszolni:

e Helyesek-e a kapott eredmények a modell szempontjab6l?
e Mit jelent a kapott eredmény?

Ilyenkor hasznos lehet, ha kordbban, vagy akér az elemzés kozben kézzel
kiszamitunk egy-két egyszeriibben elemezhet6 feladatot, vagy feladatrészt.
Ez novelheti az eredmények értelmezésének a hatékonysagat, illetve ma-
gabiztosabban tudjuk majd allitani, hogy a kapott eredményekkel valami
nincs rendben, vagy, hogy ez igen, valami ilyesminek kell lenni az ered-
ménynek!

Az el6z6ekben utaltunk ré, hogy az eredmények megtekintésének egyik
leghatékonyabb eszkdze a visualizer. Ennek az alkalmazasa most is
kielégits. Az elem fesziiltségképének megtekintése utdn mindenki lathatja,
hogy a kapott eredmény nem megleps. Mivel egyenletes terhelés volt
az elemen ezért a fesziiltség minden helyen ugyanolyan értékkel bir. Az
alakvaltozas mértéke jelzi, hogy a linaris analizis hasznalata megfelel6
feltételezés volt.

Ennél az egyszerti példdnal mindenki el tudja végezni kézzel is az
elemre vonatkozé fesziiltség kiszdmitdsat, mely megegyezik a program
altal meghatédrozottal. Esetleges probléma abbdl adédhat, hogy rosszul
vissziik be a csomépontok koordinatait, vagy rosszul adjuk meg az terhel6
er6 nagysagat.

Megjegyzés: A kapott eredmények egy file-ba irva is megjelennek a
rendszeren, a modellhez kapcsolédé . 1is file-ban.
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Az egy j6 gyakorlat, hogy el6szor az elmozduldsmez6t elemezziik.
Ugyanis arrél elébb el lehet donteni, hogy a valésdgos allapotoknak
megfelel6-e. Ezért javasoljuk el6bb mindig az elmozduldsmez§ kirajzoléséat,
illetve megvizsgdalasat, miel6tt a fesziiltségképpel kapcsolatban hoznank
elhamarkodott dontéseket. Természetesen itt minden pontnak mas-maés
lesz az elmozdulédsa. Azonban, hogy hol van a megfogds, illetve hol volt
legnagyobb a szabadsdg az konnyen lathat6 ha kirajzoltatjuk az elmozdu-
lasmezbt az elemre vonatkozoéan.

A Visualiser-hez kapcsolddo ikoncsoportok

A fels6 csoport, kiilonboz6 jellemzdk kivéalasztasat segiti, az als6 csoport
pedig a megjelenitést szabédlyozza. Ennek megfeleléen a egyes ikongytikben
taldlhaté parancsok a kovetkezdk.

- Create Display..., Save Template..., Apply Template..., Copy Display
Settings

- Select Results..., Manage Result Collections...

- Current Display..., Display Settings..., Delete Display

- Previous, Previous All
- Color Bar
- Next, Next All

- Undeformed, Deformed, Deformed_Undeformed, Derformed/Undeformed
Options...

- Contour, Element, Arrow, No Results, Element Options..., Arrow
Options...

- Free Face, Volume, Cutting Plane Setup, Cutting Plane
- Iso-Cursor..., Two Color Cursor..., Criteria Cursor...
- Top, Bottom, Top_Bottom, Shell Layer Options...

- Header..., Text..., Display Quality...

- Animation

- Groups..., Display Groups, Display All

- AutoDisplay On, AutoDisplay Off, Redisplay

- Zoom All

- Top View, Bottom View

- Isometric View, Eye Direction

- One Viewport, Two Viewport, Three Viewport, Four Viewport
- Front View, Back View

- Left View, Right View

- Print..., Movie...

Az eredményeket természetesen ki lehet fratni a képernyére, vagy egy
tetszbleges file-ba is. Ehhez nyissuk meg a Simulation/Post Processing alkal-
mazast. Vélasszuk az els6 ikon csoportbdl a harmadik sor utolsé gyfijtsjét.
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Itt pedig nyissuk meg az Options. .. dialégus ablakot. Itt lehet kivéalasz-
tani, hogy milyen jellemzt hova szeretnénk kiiratni, ezutdn még meg ki
kell valasztani, hogy mely elemnek a jellemz&ire vagyok kivancsi. A kép-
ernydre valo kifratds azt jelenti, hogy az eredményeket a Listaablak fogja
tartalmazni, melyet a kifratds utdn tetsz6legesen 4t lehet bongészni.

7.10. A sugo rendszerrol

Az I-DEAS rendszerrdél késziilt dokumentéci6 csak elektronikus formaban
érhetd el. Természetesen a stigd (He1p) rendszer nyelvezete angol, azonban
mar szadmtalan modulhoz, van elérhetd magyar fordités is. Ez els6sorban
a Master Modeler alkalmazasra igaz. A stigoé rendszer HTML-ben késziilt,
Java, illetve JavaScript tdmogatdsaval. Ennek bemutatdsdra most nem
tériink ki, mivel hasznélata més szoftverek esetében megszokott médon
torténik. Tartalmaz a kiilonb6zé modulokhoz tartoz6 altaldnos ismertettk
mellett, keresési lehetdséget. Mellyel kapcsolatban taldn azt megemliteném,
hogy figyelni kell arra, hogy pontosan milyen modult haszndlunk, és ennek
megfelelGen allitsuk be a sztikitési opcidkat.

A szoftver minden moduljahoz tartozik nagyon jo Tutorial — vagy tanpél-
da -, amelyek végigtekintése nagyon hasznos lehet a szoftver megismerése
céljabol. A Master Modeler-hez kapcsoléddan taldlhatunk magyarra for-
ditott anyagokat is. A magyar nyelvii tanitopéldak elérése az I-DEAS
magyarorszagi forgalmazéjanak honlapjardl lehetséges. Az internet lap
cime:

http:/ /www.i-deas.hu
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