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Egyenletrendszer struktar aja
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Tarolas-megoldas

® Egyenletrendszer
e Megoldas

® Tarolas

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

Izkj:: 0

Kij=) Kj

ecty

ha 7 és 7 nincs rajta egy elemen

savszélesség: egy elemen lévd sorszamkiilonbség maximalis csomoponti

sorszamkuilonbség az elemeken. Nagysaga alapvetoen a sorszamozastol

flgg.
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Példa a savszéless ég cs 6kkent ésére

Tarolas-megoldas

Tekintsik a kovetkez6 végeselem felosztast és konstrualjuk meg a hozza

® Egyenletrendszer

o Megoldas tartozo sematikus merevségi matrixot!
e Tarolas savszélesség
Modellezési kérdések K =
1 2 3 4
Lemezek
, @ @ ®
Rezgestan
5 6 7 8

Itt lathatO, hogy a savszélesség: f6atlo +95 elem.
Ennél van kedvezObb szamozas is, mely optimalis szamozast jelent!

savszélesség

K:

|
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Tarolas-megoldas

Egyenletrendszer megold asa

® Egyenletrendszer
e Megoldas

® Tarolas

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

1. Direkt eljarasok: Gauss eliminacio valamilyen alkalmazasa, ez a
technika kb. < 100 ezer ismeretlenig megbizhato, illetve elfogadhat6
sebesséq(.

2. lteracidés megoldasok: matrixok szorzasaval jutunk egyre kozelebb a
megoldashoz.
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Tarolas-megoldas

Matrix t arol asi form ai

® Egyenletrendszer
e Megoldas

® Tarolas

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e félsav blokkolva (min. 2 sor egy
blokkban) elssorban az optimalis
sorszamozassal hatékony

e aktiv oszlop / blokkolva

e aktiv elem tarolasa, (plussz
vezeérld informaciok)

e — frontalis technika (nincs tarolas
— az elemi merevségi matrixokat
rogton felhasznalja az algo-
rittmus)
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Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

® Alszerkezet technika
e Szakadas

® Exc. csatlakozas

e Ferde gorgd

e Rugalmas tamasz

Lemezek

Rezgéstan

Modellez ési k érd ések
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Alszerkezet technika

1 1
K K
Klql _ fl 4 I'i bb bc db _
ch ch dc
b — bels6 (egyéb) csomopontok

c — csatlakoz6 csomopontok

1 .1 1 .1 1 1 1\~ 1 g1 1\—1
Kppap + Kpea: =1 — q, = (Kp,) £ — (Kip)
Kibqé + Kicqi — fcl =+ I‘i . (Kic T Kib (Kéb)_l Kéc)q
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Alszerkezet technika folyt.
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Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

® Alszerkezet technika
@ Szakadas
@ Exc. csatlakozas

e Ferde gorg6 0sszeadva

e Rugalmas tamasz

Lemezek

Rezgéstan

azaz

1
K edqc

Az eloz6ekbdl kovetkezik, hogy

2
f red T I.c Kredqc f red Tr
r,=-r, q,=q;
2
(I<red1 T Kred) f el T f1"ed
K;d f.red
Kredqc — lred

2
&
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Szakadas az elmozdul asmezbben

F': 6 csomopont

ur =uyg +h ahol )
A . al csomopont

qr =qa +h

e 9 = [qA] < [qp — h] c {A : alcsomopont

m : mas csomopont
STIC — 5(15 qun Kaa Kam © qr — h e_ fa © B
5q£ Kna Kom dm frn
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Excentrikus csatlakoz as

Példaul L vagy T idom esetén, itt most az egyszer(iség kedvéeért tekintsik sikban a

jellemz6 koordinatakat.
y

K ,aTex Kinm dm fin
\ Kl?ed (“:'le flreed )
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Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

® Alszerkezet technika
® Szakadas

® Exc. csatlakozas

e Ferde gorg6

e Rugalmas tamasz

Lemezek

Rezgéstan minden e € i-re:

oI1°

e

q; =Teq;, q°=

u.a. mint az elobb csak

U = Ug COS P — Uy, SIN Y

V = Ug COS Y + Uy COS P

u|  |[cosp —sine||ug
vl |sinp cose | |un
~—~— ~— A~
q Ta q
2 - (&
q | |Teai
A Am

T., — Tg mad wu, =0
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Tarolas-megoldas

Rugalmas t amasz

Modellezési kérdések

® Alszerkezet technika
® Szakadas

® Exc. csatlakozas

e Ferde gorg6

e Rugalmas tamasz

Lemezek

Rezgéstan

Cx U

Alakvaltozasi energia

U:/udA u = Nq
A

1 1
Urugs = 3 / u’' CudA = quT / N¢T'C*N® dAq®

Arug() Arug()
\ - J/
Vo
e
Krugc’)

H6: e _|_ e _W]:? K€: e _|_K€

alakv rugd alakv rugo
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Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

Lemezek

® Lemezelmélet

e Vastag lemez

e Erdk, Nyomatékok
® Peremfeltételek

Rezgéstan

Lemezek
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Lemezelm élet

Minden olyan vékony, felliletekkel hatarolt testet melyeknél egyértelmdien kijeldlhetd
egy kozépfelilet lemeznek nevezink.

A kozépsikra merdlegesen terhelt (nem Ggy mint az ASF)

e Vvékony lemez:

e vastag lemez:
X ¢ b > 0.1 Lin

Kis lehajlasrol beszélink, ha w < 0.2 b ahol w a z irany( elmozdulas.
A megoldas soran mindig a kdzépfelilethez kotott mennyiségeket hatarozzuk meg.

Cél: az (z, y) kozépfelulethez kotott jellemzbket felirni, az ismert egyenletek alapjan!

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 15/52



Vastag lemez, geometriai hipot ézis

Hajlitott lemez, nyirasi energia

figyelembevételével, melyet a megalkotojardl: REISSNER-MIDLIN elméletnek is nevezik.
z e a kozeépfelllet csak z iranyba mozdul el

e a kozépfelilet normalisa merevtestszer(ien
elfordul (egyenes marad és hossza nem
valtozik, azonban nem marad merbleges a
kozépfellletre!)

o feltételezzik, hogy kis elmozdulas és
alakvaltozas torténik

Yz Py- a kozépfelulet szogelfordulasai.

Elmozdulas tetsz6leges P-ben.

u=py(2,9)-2 v=—p;(x,y) 2 w=w(zy)

A kozépfelllethez kotott o, @, w (x, y) segitségével barmely térbeli pontban
meghatarozhatjuk az elmozdulast!

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 16/52
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Geometriai hipot ézis
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Tarolas-megoldas A fajlagOS nyl,,lléSOk

Modellezési kérdések

Lemezek 5—%—z/—zagpyg‘—@——zagpwg—aw—o
e Lemezelmélet r 8.1’ - (’Dy o 8.1’ Yy 8y N 8y IS 8z o

® Vastag lemez
e Erék, Nyomatékok p x )
es a szogtorzulasok

® Peremfeltételek

Rezgéstan 8u ov _ (8gpy 8903;) _ 8w+8u _ ow

Tey = Ay 8:17 Oy  Or

_Ow v _Oow
=8, "0z oy °°

A fentiek alapjan a lemez kodzépfellletére merdleges egyenes szakasz a
terhelés utan is egyenes marad, hossza nem valtozik.
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Geometriai hipot ézis
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Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

Lemezek

® Lemezelmélet
® Vastag lemez
e Erék, Nyomatékok

® Peremfeltételek

Rezgéstan

_ 9o, -
ESU 8:13
e=| &g | =2 aéif
Yy Ovy _ Opa
| Oy Oox |
K
o 8 —
0 0 5o W
o,
K = ~ By 0 Dy
o, 0
|0 =5 oy 1LY ]
g u

= ZK

A z-t0l figgetlen szdgtorzulasok pedig a kovetkezd kételem( vektorba

rendezhetok:
o) w
— 0 1
Yz 0
T [ Y ] 12 g g || e O
Yz 1 Dy | Spy
| 8‘; |
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Tarolas-megoldas

Feszllts égi hipot ézis

Modellezési kérdések

Lemezek

® Lemezelmélet

® Vastag lemez

e Erék, Nyomatékok
e Peremfeltételek

Rezgéstan

o, fesziiltséget elhanyagoljuk a o, és o, mellett

b i)
Op = m(€x + V(‘Ey), Oy = m(ygx —|—€y)

Ty — G’Y:I:y y Txz = Gf)/a:z sy Tyz — Gf)’yz

ahol G = E/2(1 + v). Nyilvanvalé az €, = o, = 0 feltételek
egyidejlsége ellentmond a Hooke-féle anyagegyenletnek.

A klasszikus lemezelmélet masik hipotézise a feszultségallapottal kapcso-
latos, nevezetesen, tapasztalatok alapjan nem kovetiink el nagy hibat, ha a

O E 1 v 0 Ex N .
o=|o0y |=—=| Vv 1 O ey | =De=2z2Dk
1 —v 0 0 1—v
Txy 5 Yy
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Tarolas-megoldas

Feszllts égi hipot ézis

A z-t0l figgetlen nyirofesziltségeket matrixosan irva:

Modellezési kérdések

Lemezek

® Lemezelmélet

® Vastag lemez

e Erék, Nyomatékok
e Peremfeltételek

Rezgéstan

T:[Tm ] = kG~

A nyirofesziltségekben szerepl6é k£ az Un. nyirasi tényez6, mely abbol a

feltételezésbol hatarozhatd meg, hogy a kozelitd konstans

nyirofesziltséghez és az egzakt nyiréfesziltséghez tartoz6 alakvaltozasi

energia megegyezik. Ertéke: %.

kozelité egzakt
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il Erok, Nyomat ékok
Tarolas-megoldas A
Modellezési kérdések “

Lemezek \/’\
® Lemezelmélet /
thn

® Vastag lemez
® Erdk, Nyomatékok 7 /]\4

® Peremfeltételek

Rezgéstan / Yy
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Eréok, Nyomat ékok
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Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

Lemezek

® Lemezelmélet

® Vastag lemez

e Erék, Nyomatékok
e Peremfeltételek

Rezgéstan

Tovabba

Ertelmezve a vastagsag mentén megoszlo fesziiltségek eredéit,
nyomatékait, irhatjuk, hogy

Qs = —/szdz, Qy = —/Tyzdz.

(b)

(6)

M, = /awzdz, M, = /ayzdz, My, = /Txyzdz

(b)

(6) (6)

amibdl a fellleti feszultségek (élerdk)

Q:z::_

EGb <g0y+

ow

ox

)7 Qy:_ka <_§0:1:+
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Tarolas-megoldas

Eréok, Nyomat ékok

Modellezési kérdések

A fellleti fesziltségparok (élnyomatékok)

3 3
Lemezek M, = Eb 890y _VaQOx M, — Eb (Vagoy . 83033)
® Lemezelmélet 12(1 — 1/2) ox 8’y ’ Y 12(1 — 1/2) ox 8y
® Vastag lemez
e Erék, Nyomatékok 1 0 P 0 Dy )
: Mgy = Gb> — 2
® Peremfeltételek Ty 12 ( 5 y 8
Rezgéstan
amelyekhez az
= ; =
M,, M, Qy
tenzor, illetve vektor is rendelheto.
| |
' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 23/52
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Tarolas-megoldas

Eréok, Nyomat ékok

Modellezési kérdések

Lemezek

® Lemezelmélet

® Vastag lemez

e Erék, Nyomatékok
e Peremfeltételek

Rezgéstan

A tetszdleges n normalist és t érintdiranyl sikon keletkez6 o,, normal

irany és Ty, T,y CSUsztato fesziltség (t = e, x n) :
g, =n-T -n=0c,n°~+ o,n° + 27Ny
n — - Yxlity Yty Ty rxr Yy

Tin =0-T -mn = (Uy o O-w)nxny + Txy<n52’7 N nz)

ahol n, = cos a, n, = sin « a fellilet normalisanak koordinataja.

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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ol Er6k, Nyomat ékok
%@@w o «@&
Tarolas-megoldas Az élnyomatékok értelmezése alapjan
Modellezési kérdések
Lemezek M, = / onzdz = Myn2 + Myn2 +2My,nn, =n-M -n
® Lemezelmélet Yy
e Vastag lemez (b)

e Erdék, Nyomatékok
® Peremfeltételek 2
mig

Rezgéstan

M, = M,; = /Ttnzdz — (My—Mx)nxny+Mxy(ni—nz) =t-M-n

tovabba

(b)

Qn:_/TzndZ:anx+QynyEQ'n

b

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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Tarolas-megoldas

Reissner-Mindlin f éle lemez

Modellezési kérdések

Lemezek

® Lemezelmélet

® Vastag lemez

e Erék, Nyomatékok
e Peremfeltételek

Rezgéstan

A teljes potencialis energia

1 1
—5//€TUdZdA+§//7TTdZdA—Wk
A b A b

ahol a kuls6 er6k munkaja
Wi = /wp dA + / gptnds / tgpnds /QO wods
A T,

mely kifejezésben p a kozépfeliletre redukalt megoszlo z iranyd terhelés
intenzitasa, M,), M,),, Q) aT'$ peremen megadott értékek. A perem
©n, €s Pty Szogelfordulasa a ¢ = ¢, e, + ¢, e, vektor bevezetésével

On =@ N, Qi =@-t

alakban allithato6 elo.
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Peremfelt ételek
g’%@Nmﬁ;@j
Térolas-megoldas A lemez megtamasztasatol filggden az alabbi peremfeltételeket szokas
Modellezési kérdések meg kulonboztetni
Lemezek Befogas esetén: w=0,¢ =0, =0
® Lemezelmélet 2o _ - —
VR — szabad Eere,rr} eseter,\. , M, =M, =Q, =0
o Er6k, Nyomatékok egyszer(i alatamasztas eseten: w =0, M, = M, =0
® Peremfeltételek vagy ped|g W = Py = O ; Mn = O

Rezgéstan

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 27 /52
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Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak l

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

Rezgeéstan
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Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

Alapfogalmak

MIT IS ERTUNK REZGESEN?

A mechanikai rendszernek az egyensullyi helyzet kdrnyezetében ide-oda

torténo valtakozo mozgasat rezgésnek nevezzik.

Stacionérnak nevezzik a rendszert, ha annak tulajdonsagai nem valtoznak

a vizsgalt idointervallumban.

Autonom a rendszer, ha a gerjesztés explicite az idot nem tartalmazza.
Rezgések ebben az esetben csak akkor Iépnek fel, ha a rendszer kezdeti

megzavarasaval a rendszer bels6 energiaforrassal tud rendelkezni.

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek
e Stabilitas

Alapfogalmak

A rezgéstani folyamatokat az alabbi médon szokasos osztalyozni:

- Szabad rezgés: Azt a rezgést, amely oly modon zajlik le, hogy kiilso

hatas nem éri a rendszert, szabad rezgésnek nevezik. Az autonom
rendszereket ez jellemzi.
- Gerjesztett rezgés: Kilsd hatas kovetkeztében elballo rezgést

gerjesztett rezgésnek szokas nevezni. A nem autonom rendszereket ez

jellemzi.

- Parametrikus rezgés: A rezgést parametrikusnak szokas nevezni, ha a
rezgést a rendszer paramétereinek valtozasa okozza. llyen rezgés csak

nemstacionér rendszereknél allhat elo.

- Ongerjesztd rezgés: A rezgés altal keltett energia felszabadulasa altal

okozott rezgést dngerjesztett rezgésnek nevezik.

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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% Alapfogalmak

A rezgés periodikus, ha a kitérés barmely értéke ismétlédik 7' id6 eltelte
utan, vagyis all u(t + T') = u(t) [mm], ahol T [s] a rezgés periodus
ideje. Ennek reciproka a mozgas frekvenciaja f = 1/T [3_1] A
korfrekvencia

Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

Lemezek 27'('

Rezgéstan a = 27Tf — ? [TCLd/S]

e Alapfogalmak

o Ismétlés A rezgés frekvenciajat | H z| Hertz-ben szokas megadni.
o A feladat

VY [ Harmonikus rezgesnel a kitérés

e Elemi matrixok

® Osztalyozas u(t) — A COS(Oét + w) :
e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek

I — ahol A, a, v allando értékl paraméterek. A a rezgés amplitudoja, ¢ a
fazisszog. A fellepo sebesség

v(t) = Ccll—r: = —asin(at + ) [mm/s]
a gyorsulas
d2u 2 2
a(t) = gl Acos(at + ) {mm/s } :

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 31/52



Rezgéstani 6sszefoglal 6

periodikus rézgeés:
u(t+T)=u(t)

ahol 1" a mozgashoz tartozo6 rezgésido.
Mozgas frekvenciaja:

t 1|1
T [s
- T -
korfrekvencia: egységnyi ido alatt a kor hanyad részét
teszi meg
27 |rad
o= —|—
T S
m
i—Mf g(t)
Példa egydimmenzios rezgbmozgasra: k ¢
® csillapitattlan esetben a mozgasegyenlet: mq + kq = f
ahol k a rugbmerevség. C
® csillapitott esetben a mozgasegyenlet: mq + cq + kq = f M —
ahol c a csillapitasi tényez6, k a rugbmerevség. K v
f>a()

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 32/52



-1

Harm onikus esetben a megold as

Tarolas-megoldas

Modellezési kérdések

u = A sin (at + @)

Lemezek

w=—aAcos(at+¢) U= —ao?Asin(at+ @)

Rezgéstan

e Alapfogalmak
® Ismétlés

o A feladat A
e VEM kozelités _ ¢
e Elemi matrixok A sin
e Osztalyozas

e Szabadrezgések

® Megoldasi modszerek

e Stabilitas >

mely komplex felirasban:

2= A cos(at + ) + iA sin (at + @) = A9

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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Mozgasegyenlet

Egyenletek két szilard test vagy kontinuum esetén.

Ismeretlenek:
u® (x,t), A€ (z,t), T (x,t), e=1,2

ahol x (x,y,z) a helyvektort jeloli, ¢ pedig az id6t.
A cps a tomegelemre vonatkozok, a csillapitashoz
sziikséges aranyossagi tényez6.

pk a térfogaton megoszlo terhelésbél szarmazd eré.
A pu a dV térfogatelemhez tartozik (impulzus jelleg(
mennyiség), —pu a tehetetlenségi ero.

d’Alambert-elv: Ha a tehetetlenségi erbket és a kiilsd kdlcsdnhatasokbol szarmazo erdket 6sszegezziik
akkor a test mar egyensulyban van.

Egyensulyi egyenlet vagy mozg asegyenlet

TV +p (k:—cM'iL—'u)ezO

ehhez kapcsolodik még az anyagegyenlet és a kinematikai egyenlet.
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Tarolas-megoldas

Feltételek a megold ashoz

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek

e Stabilitas

Peremfelt ételek:

llleszt ési felt ételek:

KPF: uf
DPF :

Kezdeti felt étel:

KIF :

azaz

DI

F:

0)

u2—'u,1—|—h12 =0

wl = w2 + hl?

xc AL?

TIn!l + T?2n?=0

- e
)

xcVe
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A megoldand 0 integr al-egyenletrendszer

Bubnov-Galjorkin féle variacios elv alapjan

e
Z{—/éAe..TedV—l—/5uepde—|—/5uepdA—/5uep (e —I—"d,)edV}:O
e=1 ve ‘(e Ae Ye

A\ >4 7

—§Ue SWE sCe

7

melyben 0U ¢ az alakvéltozasi energia variacioja, 0 W a kiilsé er6k munkéajanak

.....

Ezek alapjan a kapott egyenlet

S /5uepudv+5U6—5W5+5C€ =0
e=1 Ve
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Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek

e Stabilitas

Végeselemes k 6zelités

Tekintsuk a

/5upf'adV+5U—5Wk+5C:O

%

egyenletet és bontsuk mindkét testet elemekre.

e

u® =

A =

T =

e =0u’(x,t) =B°q° (1)
" =B°q" (1)

0 (x,t) = D (° + cxé” — &)

ahol D€ cx ¢ a belsd csillapitas miatt jelenik meg, D€ & pedig a kezdeti
0

alakvaltozas (pl. h0) miatt.
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Elemek jellemz 0 matrixai

— M€ — tdmegmatrix

/5u€T pudV = éq°? / N pNedV q° = dq* Meq°

Ve Ve

7

Me
— K* — merevségi matrix, f§ — terhelési vektor

0_6

SU® = /5A€ . TedV = /556”—’“ o¢dV = §q°t /BeT D€ (&€ + cge® —ef) dV =
Ve Ve Ve

= 5q°T [/ B°T D¢ B®dV q° + cK/ BT D¢ B®dV ¢° — /BeT De 58dV]
Ve Ve Ve

>4 \ >4 \ >4
Vo Ve Ve

Ke Ke £s

SU® = 6q°T (K®q° + cxK® q° — £§)
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Elemek jellemz 6 matrixai, folyt.

— fpe, fzf — terhelési vektor

5W§:/5uepkd\/—|—/5uepdAz
Ve Ag

= 6q°" / N" pkdV + 6q°" / N pdA =6q°" (£5 + £7)
Ve Ae
., p
fe b ”

e
p fp

— a csillapitasbol

5C°¢ = / ou® pey udv = 5q€T CM/ NeT pN°¢dV qe = 5q€TCM M€ qe
Ve

Ve
Me
Visszahelyettesitve a kapott matrixokat
NCS
> oa T MG + (cxK® +enM) " + K q° — (£ +£5 +£5) | =0
e:1 \ 7

ce
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Végeselemes k 6zelités, illeszt és utan

csomoponti elmozdulasok vektora q” = [q] Q3 ...  dis)
a szerkezet tomegmatrixa M = [M;;] ,7=1,..., Ncs

M;; = Y M, ng/NgT-p.dev
Ve

ec,j

merevsegi matrix
K = [Kfj}, 1,7=1,..., Ncs Kfj :erBfT-De-BjdV

csillapitasi matrix
_ e g
C = [Cij} : ?

terhelési vektor f =

J=1
f,+f,+1f £f=1[f] f=) £

ece

A kinematikai peremfeltételt kielégitve jutunk az egész szerkezetre érvényes
mozgasegyenlethez

M-q+C-q+K.-q=f
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Regzések oszt alyoz asa

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek

e Stabilitas

A feladatok egyik osztalya az autonom rendszerrel kapcsolatos, vagyis
amikor a rendszerre gerjesztés nem hat. Ekkor

f=0

Amennyiben C = 0, a rendszert szabad, csillapitas nélkilinek nevezz
azaz
Mg+ Kq=0

ellenkez06 esetben szabad csillapitasos rendszerrdl beszéliink
Mg+ Cq+Kq=0

Amennyiben a gerjesztés is hat, a rendszert gerjesztett rendszernek
nevezzuk.

uk,
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Tarolas-megoldas

Regzések oszt alyoz asa

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek

e Stabilitas

1.

Determenisztikus. Az id6ben lejatszod6 folyamatot egyértelmi

fliggvénykapcsolat irja le.

(a) Egyik nagy osztalya a harmonikusan valtozo terhelések esete. Pl.

(b) Masik esetben a terhelések tetszblegesen valtoznak idoben

f =f,sinwt

f = f(t)

Sztohasztikus terhelések tobbek kozott gépjarmiveknél, forgacsolo
szerszamgépeknél, veszélyes zonaban Iévo éplletek, létesitmények

foldrengéseinél fordulnak eld. A rendszer valaszadasa is nyilvan
sztohasztikus jelleggel rendelkezik. Ezek vizsgalataval kurzusunk

keretében nem fogunk foglakozni.
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fibldnegoldds Tekintsuk a kovetkez6 diff. egyenletrendszert

Modellezési kérdések

Lemezek M(.:.l -+ Kq =0.

Rezgéstan

e Alapfogaimak A linearis, homogeén differencialegyenletrendszer megoldasat
® Ismétlés

o A feladat

q = qsinat

e VEM kozelités
e Elemi matrixok
® Osztalyozas alakban keressuk. Ekkor a behelyettesités utan
e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek

e Stabilitas <—042M +K)g=0

homogeén algebrai egyenletrendszerhez jutunk, aminek trivialistol eltérd

megoldasa az egyutthatd matrix determinansanak eltiinésekor all fenn,
azaz

det(—a*M + K) = p(a®) = 0.

A determinanst kifejtve p(«?) karakterisztikus polinomhoz jutunk, A%-n
a legnagyobb hatvanya, azaz a kapott polinom 2n -ed foka.

ek n
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Tarolas-megoldas

Szabadrezg ések

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek

e Stabilitas

A karakterisztikus egyenlet 1-edik gyokét, a sajatfrekvenciat, jeldlje «;, a

hozza tartozo sajatvektort ¢*

(0517 901>7 (&27 902)%”7(04717 (Pn)

Sajatérték probléemanal a megoldast

q = psinat

alakban keressik. Sajatvektor a kitérés amplitido vektoranak felel meg.

gy a

(K — a?M)¢" =0 = D(a

homogén algebrai egyenletrendszerhez jutunk, aminek trivialistol
killonb6z6 megoldasa a «o; determinans eltlinésébol adodik.

2

1

J' =0
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Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek

e Stabilitas

A mozg asegyenlet k 6zvetlen integr alasa

A mozgasegyenlet egy masodrend( differencialegyenlet rendszer:

Mg + Cq + Kq = £ (2).

Cél a differencialegyenletet diszkrét idopillanati kielégitése, és az
idolépések kozotti gyorsulas megvaltozasanak feltétele.

idOlépésenként elégitjik ki az egyenletet (azaz idoben is diszkrét
pontokat nézunk)

a felvett feltételbdl kdvetkez6 id6lépésen belilli vizsgalat. Ahhoz, hogy g
és q -t kiszamithassuk, feltételezéseket kell tenni. Alapvetéen ezek a

hipotézisek, feltételezések szabjak meg a megoldasi modszert. igy
beszéliink pl. Differencia- és Newmark-modszerr6l.

Az eljarasok nagy szamitasi igényeik miatt elényosen szamitbgéppel
hajthatok végre. Ezzel kapcsolatban tovabbi kérdések meriilnek fel:

mennyi a megoldas iddszikséglete?
milyen a kapott megoldas pontossaga?
milyen az eljaras stabilitasa?
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Az eljaras masodrendien pontos és feltételesen stabil.

t—At t t+At ¢
. t+At, _ t-At
2At
b 1 [ tHAtg — tq_ g — tAtg _ 1 [t+Atq_2tq_|_t—Atq}
At At At At?
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Newmark-f éle modszer

Térolas-megoldas Az eljaras alapvaltozata az intervallumonkénti stlyozott gyorsulas
Modellezési kérdések feltételezésére éplil.

Lemezek
Rezgéstan q A

e Alapfogalmak +T..

® Ismétlés q

o A feladat L—_ gyorsula:
e VEM kozelités ~ _ _ K

e Elemi matrixok
e Osztalyozas tes
e Szabadrezgések q
e Megoldasi modszerek

e Stabilitas

t T '[+At>t
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Newmark-f éle modszer

2 5
“y, 2
N or S

IS ErEEEs Nem részletezve a levezetést a sebességre és az elmozdulasra az alabbi
Modellezési kérdések két bsszerggést kapjuk:
Lemezek
1
: . . 1 oo t+ /At oo
Rezgésin THy="a+ (1-9) (AY) "Gy ALTG, v > o
e Alapfogalmak 2
® [smétlés
o A feladat A 1 o 9 A 1
® VEM kozelités e+ tq — tq+Attq+ — — 6 (At) tq_|_6 <At) t+ tq) 6 Z —
e Elemi matrixok 2 4
e Osztalyozas ., 3 ; 3 3 e B ;
e Szabadrezgések A szamitas a valasztott sulyozd 3, v tényezoktdl fliggben feltételesen
I IS S stabil avagy feltételnélkilien stabil. Maga a modszer implicit.
e Stabilitas
’ |
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® Ismétlés
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e Szabadrezgések
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e Stabilitas

Az integralo eljarasok stabilitasa azért vetodik fel, mert az id6lépésenkeénti
elérehaladas soran, elképzelhetd, hogy egyre tavolabb kerlilve a pontos
megoldastol, a szamitdgép szamabrazolasat is figyelembe véve, a szamok

tulcsordulhatnak.

Az explicit eljarasok formalisan felirhatok a kovetkez6 alakban is

t+ At

q

q
q

q

_ At q 4+ L t—|—Atf

q

Ha a terhelés hatasatol eltekintliink, akkor az integralas a megoldas vektor
ismételt transzformacibdjaként interpretalhatd

A transzformacié a megoldasi vektort akkor nagyitja, ha van olyan

t—l—Atq _ Atq

sajatértéke, amelyik nagyobb, mint 1, és akkor kicsinyiti a megoldast, ha
minden sajatérték kisebb mint 1. A numerikus integral6 eljaras tehat stabil,

ha

p(A) <1
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Newmark m odszer stabilit asa

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek

e Stabilitas

A valasztott v és (3 tényez6ktdl fligg. Ennek értelmében a v = % es

6= i trapéz formula feltétel nélkill stabil és energia konzervativ, azaz

megOrzi a bevitt energiat. vy < % -nél a szamitas instabil. A feltételesen

stabil altartomanyban all:

4
05)° —48< —
(v+0.5)" =45 < T AP
illetve a hatargorbén
b= : + (" +7)
16 4 '

Vizsgalatok folytathatok az amplitudd és a rezgésperiodikus idejének
pontatlansaga targyaban is. A kdvetkez6 tablazat 6sszegzi az
eredményeket, ahol o, jeldli a vizsgalt rendszer legnagyobb
sajatkorfrekvenciajanak az éertékét, 1" a harmonikus rezgésido exakt
értekét, AT" az eltérés értékeét.
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Tarolas-megoldas

Megold asi m ddszerek

Odsszefoglal asa

Modellezési kérdések

Lemezek

Rezgéstan

e Alapfogalmak

® Ismétlés

o A feladat

e VEM kozelités

e Elemi matrixok

e Osztalyozas

e Szabadrezgések

e Megoldasi modszerek

e Stabilitas

Algoritmus Y G Id6lépés  Amplitudd  Periodicitasi
hossz hiba hiba 2L
hatara
on At

2 2
Tiszta explicit 0 0 0 % 0
explicit
2 2
Centralis diff. m. 05 0 2 0 — o 2T
. , . , 2 At2
Linearis gyorsulas 0.5 1/6 3.46 0 %T
, , , o’ At?
Trapéz-m. (atlag gyorsulas) 0.5 0.25 o0 0 e

Lathatban a centralis differencia modszer feltételesen stabil, rovidebb
periodus idot szolgaltatva, mig a tarpéz féle modszer feltételnélkiili
szamitast tesz lehetové, hosszabb periodus id6t adva. A tiszta explicit
modszer habar feltétel nélkil stabil, de az eredmények jelentds amplitudo
hibaval lesznek terhelve.
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