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5. Rudelem vizsgalata

e Huzott-nyomott rad
® Szerkezeti jellemzok
® |zoparametrikus elem

e Integralas-derivalas

6. Kétvaltozos feladatok

7. 2D-s leképzés

Huzott-nyomott line aris rudelem

— kbzelit 6 elmozdul as mezé

T T
- us
u® (x) = a® + b = ui + xr =
L
T\ o T o _gguf_ee
= (1- )i+ =1 i i)y =N
Ne N~
qe
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5. Rudelem vizsgalata

Elemhez k 6z06tt jellemz 6k

— kbzelit 6 alakv altoz as mez 6

e Hlzott-nyomott rid

® Szerkezeti jellemzok e ’U,€- _ u¢ e
® |zoparametrikus elem 66 — du — J v — |: l l] fU/Z BGCIe
® Integralas-derivalas x dgj L NS LV LJ ’U,?
6. Kétvaltozos feladatok B¢ q“e
7. 2D-s leképzés
— feszllts ég: o, = Ee;
— elem alakv altoz asi energi aja
2
1 5 1 us — ug
U¢ == [ AE (%)’ dx = = AE(” . )d —
2 2 L
L L
1 — u 1
e e L 1 1 1| _ T eTyre e
=~ 5Lt uj] L AE[-1 L}df’jue. =354 Kq
S—— L J
7 & _
D' qe
Ke
(&
ahol K¢ = 4E [ 1 _1] = [K” Kij]
- L | _ o .. .
| |
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5. Rudelem vizsgalata

Elemhez k 6t6tt jellemz Ok

e Huzott-nyomott rad
® Szerkezeti jellemzok
® |zoparametrikus elem

e Integralas-derivalas

6. Kétvaltozos feladatok

7. 2D-s leképzés

— ks 6 er6k munk aja

Wy = /uepda: = [uf u§] [1 B %] pdr = q° f°

x
L er L b
q S - y
fe
ahol £¢ a csomoponti terhelési vektor.
Ha p = all.
e —p [ '] gw = P& |1
eoo [ [Je=5
L
— az elem potenci alis energi aja
e e e 1 el'gre e el pe
H:U—Wk:§ K°q° —q°“' f
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Szerkezeti jellemz Ok: illeszt és

5. Rudelem vizsgalata

e Huzott-nyomott rad

® Szerkezeti jellemzok

® |zoparametrikus elem

e Integralas-derivalas

1 2
6. Kétvaltozos feladatok Uy = Uy = U2

7. 2D-s leképzés 1 2 . . z -
u; = Uy U3 = U3 (mivel nincs mas csomopont)

Ezaltal a szerkezet csomoponti elmozdulas vektora

qTZ[Ul U2 U3]

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 6/34
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% Szerkezeti jellemz Ok: potenci alis energia

5. Rudelem vizsgalata

e Hlzott-nyomott rid
o|Szerkezetije-3|I(Iemz|6k I = Hl i H2 — %ql TKlql 4+ %qQ TK2q2 . ql Tfl . q2 Tf2 . ’U,gF
@ Izoparametrikus elem
e Integralas-derivalas
waton AE[1 -1 pL 1
6. Kétvaltozos feladatok 1 2 __ oz 1 _ 2 I el
7. 2D-s leképzés K - K - L [_1 1 ] p a” f f 2 [1]

= pL
1 AE 1 —1 0 U1l =N
II = — [ul U9 u;),] — (=1 141 —-1{lus|— [ul ug U3 pL
2o —— L o -1 1| |uy| ————|BLF
qT \ - ~ A — qT % 2 $ P
K q f

ahol K a szerkezet merevségi matrixa, illetve f a szerkezet csomoponti

redukalt terhelési vektora.
| |

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 7134
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K és f elgallitasa

‘k@@w of e
5. Rudelem vizsgalata
e Hlzott-nyomott rid kll k12 kl?’
e Szerkezeti jellemz6k K = k’22 k’23 illesztés kZ] = E K,Lej
® |zoparametrikus elem k’ o
e Integralas-derivalas 33 &
6. Kétvaltozos feladatok fl
7. 2D-s leképzés f = f2 illesztés fZ = E fie
f3 ect
1 T T
I=-a Kqg—q'f

Ennek képezzik a variaciojat, figyelembe véve, hogy
0q' Kq = q' Kdq

megkapjuk a
§Il = 6q’ (Kq—f) =0

ha dq” tetszéleges, akkor
Kq=f

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 8/34
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Rudelem mint izoparametrikus elem

N &
“y, &
N or S

5. Rudelem vizsgalata y 1 l_;.l 2
e Huzott-nyomott rad ‘ O O
® Szerkezeti jellemzok
_ X X ¢
® Izoparametrikus elem 1 2
e Integralas-derivalas T
6. Kétvaltozos feladatok - |O 1l E
' — Koordin ata transzform acio6
7. 2D-s leképzés
e helyi sorszam: 1, 2
e globalis koordinata: x
e természetes, vagy naturalis koordinata: &
leképzés
(11 <x <) <= (-1<£<1)

A leképzéshez definialjuk a kovetkezd fliggvényt:

1 +T2 Ty — I

xr = 5 + Tf =
1 1
=5 U=+ 5 (1 +8z2 = N1 (§) 21 + N2 (§) 22
NI&) N;zf)

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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|lzoparametrikus lek épzés

4, A
v or

SERfdeleniizs daltd Tehat leképezzik az elemet a természetes koordinata rendszerbe.

e Huzott-nyomott rad

® Szerkezeti jellemzok 2

® |zoparametrikus elem
e Integralas-derivalas L = § NZ (5) L

6. Kétvaltozos feladatok 1=1

7. 2D-s leképzés

X
2} Y | . & u,
2
| &
=7 1 & 1 1 -1 1 &

— Elmozdul asmez 6 kozelit ése
u=u’(§) = Ny (§)u] + N3 (§) us

ahol

N | —

Ni(©) =5 (-8, N(©) =7 (1+8)

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 10/34



Integr alas, deriv alas

du dudé us—ur 2 us — _ [u1 ug} [—%]

L =Bc0d B 0au 0 =B ———— = 1

dr  df dx 2 L L —

L
Ezaltal felirhatd az izoparametrikus elemre az alakvaltozasi energia diszkretizalt alakja

1
1 —1 L u 1
U= [eABe do, = L ~1 l—d{l}z—eTKee
2/8 N /{%} L zl5%|,,| =39 Ka
L d_acdé- —1
d§

illetve a kiilsd erok munkaja

1

1
1 L
Wk? _ /u Do d / eTNeT g) pa; dg / 5 1 = 1+ f] px dé = qufeT
—1l 1
fZT
I 1
Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (¢)2008. 11/ 34
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5. Rudelem vizsgalata

6. Kétvaltozos feladatok
® SA
e SF
® TSz

1
7. 2D-s leképzés

6. Kétvaltoz 0s feladatok

|
' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 12/34
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Sikalakv altoz as (SA)
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SERfdeleniizs daltd Amennyiben a vizsgalt test geometriaja és terhelése kovetkeztében létezik
6. Kétvaltozds feladatok egy olyan irany, amely mentén a test pontjai nem mozdulnak el, valamint
:2/: ezen kitlntetett iranyhoz tartoz6 helykoordinatatol, a rea meréleges sikban
o TSz fellepb elmozdulasvektor koordinatai fliggetlenek, sikalakvaltozasrol

7. 2D-s leképzés szokas beszélni.

Legyen a kitlintetett e, iranyban mért helykoordinata a z. Ekkor a

sz6banforgo allapot csak akkor tud kialakulni, ha a térfogaton megoszl6 pk

terhelésnek és az A, feliileten megoszI6 p terhelésnek nincs z iranyu
dsszetevoje.

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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5. Rudelem vizsgalata

Sikalakv altoz as (SA)

6. Kétvaltozos feladatok

® SA
e SF
® TSz

7. 2D-s leképzés

Az elmozdulasmez6 és a terhelési fliggvények

u = u(z,y) = ue, + ve,
pk = pk(x,y) = p(kye, + k,e,)
P =p(z,y) = ps€s + pyey

Az A alakvaltozasi tenzor a geometriai egyenlet értelmében

o %%y 0 Eq
A=Az, y)=| 37 & 0| =e=| g
0 0 0 Veu

mig a 1’ feszlltségi tenzor

T=T(z,y)=| 7y o0y 0O
0 0 o,

ahol izotrop esetben 0, = v (0, + 0y)

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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5. Rudelem vizsgalata

Az £, = 0 miatt az alakvaltozasi energia szamitasanal csak a T" tenzor

AiCvaliozosiiciadatok sikbeli részével kell dolgozni, tehat
® SA
e SF
® TSz T = [ Oz Twy ]
7. 2D-s leképzés Tyw Uy
Igy végul is, sikalakvaltozas esetén
O.ZU
T = o= Oy =
E 1—v v 0 Ex
= 1—v 0 Ey = De
2 Vay

|
' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 15/34
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Sikfeszllts égi allapot (SF)

S
) o

A sikfesziltségi allapotot az jellemzi, hogy most a kitlintetett z iranyra
5. Rdelem vizsgalata merGleges sikokon nem keletkezik o, = 7., = 7, = 0 fesziiltség. Ehhez
6 KétvAlorbs foladatok az sziikséges, hogy a pk és p terhelési fliggvényeknek ne legyen z irany(
o SA dsszetevoije.
e SF
® TSz A Py

7. 2D-s leképzés

B

<y

Fentiek alapjan a fesziiltségi tenzornak csak a sikbeli része lehet zérustol
kilonb6z6
Op Toy U
T=| T4 oy, 0|=T(zy)
0 0 O

|
' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 16/34
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% Sikfesziilts égi allapot (SF)

5. Rudelem vizsgalata Ismét homogeén, izotrop anyagot tételeziink fel, igy a z iranyu fajlagos
6. Kétvaltozos feladatok nylljlés
® SA v
o SF Ez = 7 <5az‘|'5y>
® TSz -V
7. 2D-s leképzes mig az A alakvaltozasi tenzor
1
Ex 2 Vzy 0 Ex
_ 1 _ _
0 0 o g

Tekintettel megint az alakvaltozasi energia kiszamitasi modjara elegendo
csak a tenzorok sikbeli részét megtartani. Homogén, izotrop anyagnal all:

O E 1 v 0 Er
T=oc=| o, | = v 1 0 e, | =De
1 - V2 0 0 1—v
Txy 3 Yy

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 17/34
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Rdelem vizsgalata

6.

Kétvaltozos feladatok

e SA
e SF
® TSz

7.

2D-s leképzés

Tengelyszimmetrikus feladatok (TSz)
Szamos esetben talalkozunk a mérnoki gyakorlatban forgastestekkel
(tengelyek, tartalyok stb.). Ezek egy része a geometriai tengelyszimmetria
mellett, a megfogas és terhelés vonatkozasaban is forgasszimmetriaval,
tengelyszimmetriaval rendelkezik. Ez esetben a lathato z tengelyd
forgastest terhelése és megfogasa fliggetlen a keruleti iranyban meért ¢
koordinatatol.

u=u(R,z)eg + w(R,z2)e,

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 18/34
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Tengelyszimmetrikus feladatok (TSz)

SERfdeleniizs daltd Az alakvaltozasi és feszlltségi vektorok
6. Kétvaltozos feladatok
e SA B ] B ou N B ]
€ 5 o
e SF R 8uR £
€ - o
o TSz e — 2 — 5%} : o = ¥
7. 2D-s leképzés €z Oz Oz
Ou | dw
_7Rz_ _8z+8R_ _TRZ_
kdzott homogén izotrop anyagra az anyagallandok matrixa
[ 1 — v v 1% 0
E 1% 1—v v 0
D =
(1+v)(1—2v) v v 1—-v 0
1—2v
0 0 0 5
teremt kapcsolatot.
o = De

|
' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 19/34
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5. Rudelem vizsgalata

6. Kétvaltozos feladatok

7. 2D-s leképzés

e Alakfliggvények

@ 8 csomopontl elem

e Elmozdulasmezé |
e Derivaltak eldallitasa

® Merevségi matrix

e Numerikus integralas

® Leképzés?

e Kinematiakai el6iras

7. 2D-s lek épzés

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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2D-s izoparametrikus lek épzés — négycsom oOpontu elem

o

y 1 o 1 . 4
g

N6 m) =5 A+8) 5 1+m) =71+ +mn) -
Na(6m) =5 (A=8)5 (+m)=7(1-81+mn) @
Na(&m=501-850-n=50-60-n) Ui
Nee,m)=5A+8 5 1-m=71+861-m) Ni(ﬁf”w‘{o =y

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (€)2008. 21/34



Nyolccsom opontd elem

Ny = (1= 60 —n) (£ =7 1)

Ny = 21+ -m)(E—n-1)

Ny = (1 +E1+m(E+n 1)

Ni= (1= &)1 +m)(~€+7-1)

Ns = - (1-€)(1 - )

No = 2 (1= ?)(1+8)

Nr = (- €)(1+n)

N = o(1-72)(1-¢)

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 22/34
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Elmozdul asmez?6

-
y.g«ﬁ Mgy,

-
2, [Pl W/l A két koordinata-rendszer kozotti leképezést az el6zoekkel 6sszhangban
6. Kétvaltozos feladatok
7. 2D-s leképzés e es
e Alakfuggvények r = Z NZ (67 T])x’b Yy = Z N’L (67 n)y’b
® 8 csomopontu elem i=1 =1

® Elmozdulasmez6

e Derivaltak eldallitasa

formulak adjak, ahol n.s az adott elemmodell csomdpontjainak szama.
® Merevségi matrix L, , , , . L, . L,
o Numerikus integralas Kétvaltozos feladatok eseten az elmozdulas koordinatak kozelitese

® Leképzés?
nCS nCS

=1 1=1

e Kinematiakai el6iras

A szokas szerinti tomor feliras

| uw | Ny 0 No 0 Nn., 0 e
u= [ . ] = { 0o N | 0 N || 0o N, |9=ENEa
ahol q°!' = [uy, vy, ...u;, Vg, ... Un._, U] @z elem 2n., méret(]
elmozdulas-vektora.
’ |
Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (¢)2008. 23 /34
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5. Rudelem vizsgalata

Deriv altak el 6allit asa

6. Kétvaltozos feladatok

7. 2D-s leképzés

e Alakfliggvények

@ 8 csomopontl elem
e Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas
® Leképzés?

e Kinematiakai el6iras

A globalrendszerbeli alakvaltozasi vektor

— a_u —
gw 833
_ _ ov
E = <€y = dy
ou ov
,yazy i a_y -+ o7

ON;
ox

)
ON;

Us

/U .

Oy

ON; ..
ox Uz)

amibdl latszik, hogy a ehhez sziikséges az alakfliggvények global

koordinata-rendszerbeli 2:  9N;
ON, ON; O | ON; 01
9y 0§ Oy on Oy

Tomorebben felirva

(BaN;) = I (B N;) = [

9z 0 Oy parcialis derivaltjai

on ON,;
ox o€
on ON;
Oy on
] (L)

ahol J~1 a Jacobi-matrix inverze, (8¢) a globalrendszerbeli derivaltak

vektora, (9r ) a lokalrendszerbeli derivaltak vektora.

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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5. Rudelem vizsgalata

Deriv altak el 6allit asa

6. Kétvaltozos feladatok

7. 2D-s leképzés

e Alakfliggvények

@ 8 csomopontl elem
e Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas
® Leképzés?

e Kinematiakai el6iras

A &, n rendszerbeli parcialis derivaltakra

ON;

&3

ON; o

on

(O N;) = J (OgN;) =

igy a Jacobi-matrix felhasznalasaval

- OSSN, OS> N; 7]

Z_x Z_ . IN; L1 Y1
J - | ~og "o U og . .
(5.2) O3 N; O3 N; ON; g Yi
’ N ST ey Ty, Un

| 8,'7 ’L 8,'7 yz | CS CS

modon szamithato.
: :
Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (¢)2008. 25/ 34
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5. Rudelem vizsgalata

Deriv altak el 6allit asa

6. Kétvaltozos feladatok

7. 2D-s leképzés

e Alakfliggvények

@ 8 csomopontl elem
e Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

o Numerikus integralas
® Leképzés?

e Kinematiakai el6iras

Latjuk tehat, hogy a két koordinatarendszerben értelmezett derivaltak
kozott a Jacobi-matrix, vagy annak inverze teremt kapcsolatot.

ON; _ 7—19Ni
oxr ~ “11 o¢
ON; _ 7—19Ni
oy ~— 21 o¢

—1 0N;
12 877
—1 0N;
22 877

Ez azt jelenti, hogy igy el6allithatd a kovetkez6 formula altal definialt B
elmozdulas-alakvaltozas transzformacios matrixszal felirhatd

Uy
8N1 O 8Ni O ] 7}1
ox ox
_ 8N1 8]\/', . e
e=| 0 <1 0 %, w | =B n)a
ON; ON; 8]\7z 8]\/'@
L Oy ox oy ox = V;
I I
Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (¢)2008. 26/ 34
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5. Rudelem vizsgélata Az el6zd pontokban ismertetett kétdimenzios feladattipusok sajatossagait
6. Kétvaltozos feladatok figyelembe véve az elem teljes potencialis energia kifejezése matrixos
7. 2D-s leképzés forméban

e Alakfliggvények

@ 8 csomopontl elem

1
® Elmozdulasmez6 I1¢ = iqu / BTDB bdA qe — qu(fge + fg + qek:)

e Derivaltak el6allitasa P
® Merevségi matrix (Ae)
e Numerikus integralas
® Leképzés? ahol
Ki tiakai el6ira . z g 2o g
* mnemelatareotes K¢ = [ B'DB b dA az elemi merevségi matrix,
Ae
f¢ = [ B'Degj bd A a kezdeti alakvaltozasbal,
Ae

f¢ = [ N'pb dI afeliileti terheléshdl, és
]_"e
o= Af N’ pkb dA atérfogati terhelésbél

szamitando redukalt csomoponti terhelési vektor.

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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Numerikus integr alas

11
A merevségi matrix : K¢ = [ [ B'DB®b det J d€ dn

—1, =1l
Ennek az elvégzését megtehetjik numerikus Gton a Gauss-kvadratlra szerint is.
1 NG
[F©de~ Y wir @)

. L 0 1 2
0,577 | 2 1

0,774 0, 555

0 3 | 0,888

A numerikus integralas hasonloan elvégezhet6 két, vagy harom valtozora is:

11 NG NG
K* [ [F&ndedn= 3> wawF(Gn).  F(&n)=BTDBb det I
1 =1 9=1

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 28/34
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5. Rudelem vizsgalata

Kdélcs 6n6sen egy értelmd lek épzés

6. Kétvaltozos feladatok

7. 2D-s leképzés

e Alakfliggvények

@ 8 csomopontl elem
e Elmozdulasmez6

e Derivaltak el6allitasa
® Merevségi matrix

e Numerikus integralas
® Leképzés?

e Kinematiakai el6iras

A végeselem ténylegesen az x, y rendszerben létezik, vagyis a mezok
simasagahoz az N; (£(x,y) , n(z,y)) fuggvénynek is simanak kell
lennie. Az N; (£, n) fuggvények simak (folytonos derivaltakkal
rendelkeznek a &, n rendszerben). Azonban, ha az elem valamelyik
csomopontjanal az oldalak kdzotti szog 180°, vagy annal nagyobb (a bels6
sz0g tompa), akkor az x, y és &, n koordinatarendszerek kozotti leképezés
mar nem lesz egyértelmd, amelyet a J Jacobi-matrix determinansanak
nem pozitiv volta is jelez. Az x, y és a &, n koordinata-rendszerek kdzotti
egyeértelmd leképzéshez szilkséges, hogy

dxr Oy
_ o0& 0¢

det J = det os 0y | =~ 0,
on on

azaz a J Jacobi-matrix determinansanak pozitivnak kell lennie, tehat J
invertalhato.
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4 csom 6pontd elem szingularit  as vizsg alata

r=Nows =1 (146 (1—n)-2=1(1+&) (11

Négycsomopontl elem

alakfliggvényei:

N=3(1-¢1—-n)
No=3(1+&1—n)
Ny =7 (1+&)(1+n)
Ny=3(1-61+mn)

xZZNi(§7W)$i Y
i=1

Mivel z1 = x3 = x4 = 0, illetve y; = yo = 0, igy irhatjuk, hogy

)

y=N3z3+Nyys =21+ A +n)-4+11-A+n) 2=

s(3+&(1+mn)
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Szingularit as vizsg alat folyt.

oz Oy 1-n 147
_ |98 o0& _ 2
|9z 9y | 1+& 34¢

\V]

M‘
M‘

amibdl lathato, hogy

detJ:i[(l—n)(3+§)+(1+§)(1+77)]:

=-3M+3-En+1+&n+E+n=44+2-2n=0 = |n=£E+2

Tehat ezen fenti egyenes mentén az elem pontjainak leképzése szingularis, lathato
ebben a feladatban ez csak a 4. csomopont leképzését érinti.

|
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Kinematikai el Oiras biztosit asa

Legyen q; = q; — adott elmozdulas, mely azt jelenti, hogy 6q; = O

[50{{ 5qu1‘___]

\

ahol a j. blokksor O-val szorzodik.

— CsERE: kicseréljuk a j. csomopontbeli elmozduléast az R ; kiils6 terheléssel, mely a j. pontbeli reakcio erd

( K11 Klj

q1 1] \

dju fj

IV

Kjiqi +- -+ Kjjqju+--- =1+ R;
N—— N~~~
ismert ismeretlen

Az ismert és az ismeretlen mennyiségek cseréjével kapjuk, hogy

| ahol E: egy megfelel méretli egységmatrix.

q1

R;

(1 — K19,y |

Ji — Kjjdju
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Kinematikai el Giras biztosit asa, folyt.

— TORLES: kihagyjuk a j. sort, oszlopot, ezaltal kapunk egy csokkentett méretii egyenletrendszert.
— BUNTETOPARAMETERES ELJARAS: bevezetjik B funkcionalt a kdvetkezdé modon

1
B:H+§(Qj_qu)'C'(Qj_qu) C=cE C>>Kjj

képezve ennek q; szerinti derivaltjat, azt kapjuk, hogy

o8B

~—— =0 i=1,...,N
8q2 CS

ahol II = %qTKq — qTf a teljes potencialis energia. Ha 7 = j akkor a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

K;iq: + - +Kj;q; + Cq; — f; —Cqj, =0
(Kj; +C)a; = Cqju
Cq; #Cqju =— dq; = gju

Alakilag egy az el6z6ekben mar felirt egyenletrendszert kapunk

Kq="f

azzal a fontos megjegyzéssel, hogy K : a modositott merevségi matrix és f : a modositott terhelési vektor.
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KOSZONOM A FIGYELMET!
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