
VEM ALAPJAI

Introduction to FEM

Dr. Baksa Attila
e-mail: mechab@uni-miskolc.hu

tel.: (46) 565 111, 16-43

c© 2008/2009
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• Izoparametrikus elem

• Integrálás-deriválás

6. Kétváltozós feladatok

7. 2D-s leképzés

Dr. Baksa Attila – VEM alapjai c©2008. 2 / 34
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Ezáltal a szerkezet csomóponti elmozdulás vektora
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• Izoparametrikus elem

• Integrálás-deriválás

6. Kétváltozós feladatok

7. 2D-s leképzés

Dr. Baksa Attila – VEM alapjai c©2008. 7 / 34

Π = Π1 + Π2 =
1

2
q1 TK1q1 +

1

2
q2 T K2q2 − q1 T f1 − q2 T f2 − u3F

K1 = K2 =
AE

L

[
1 −1
−1 1

]
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ahol K a szerkezet merevségi mátrixa, illetve f a szerkezet csomóponti
redukált terhelési vektora.
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5. Rúdelem vizsgálata
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• Izoparametrikus elem

• Integrálás-deriválás

6. Kétváltozós feladatok

7. 2D-s leképzés

Dr. Baksa Attila – VEM alapjai c©2008. 8 / 34

K =





k11 k12 k13

k22 k23

k33



 illesztés kij =
∑

e∈i,j

Ke
ij

f =





f1

f2

f3



 illesztés fi =
∑

e∈i

fe
i

Π =
1

2
qTKq− qT f

Ennek képezzük a variációját, figyelembe véve, hogy

δqT Kq = qTKδq

megkapjuk a
δΠ = δqT (Kq− f) = 0

ha δqT tetszőleges, akkor
Kq = f
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• globális koordináta: x
• természetes, vagy naturális koordináta: ξ

(x1 ≤ x ≤ x2)
leképzés
⇐⇒ (−1 ≤ ξ ≤ 1)
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Tehát leképezzük az elemet a természetes koordináta rendszerbe.
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Integr álás, deriv álás
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Amennyiben a vizsgált test geometriája és terhelése következtében létezik
egy olyan irány, amely mentén a test pontjai nem mozdulnak el, valamint
ezen kitüntetett irányhoz tartozó helykoordinátától, a reá merőleges sı́kban
fellépő elmozdulásvektor koordinátái függetlenek, sı́kalakváltozásról
szokás beszélni.

x
z

y

Legyen a kitüntetett ez irányban mért helykoordináta a z. Ekkor a
szóbanforgó állapot csak akkor tud kialakulni, ha a térfogaton megoszló ρk

terhelésnek és az Ap felületen megoszló p terhelésnek nincs z irányú
összetevője.
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Az elmozdulásmező és a terhelési függvények

u = u(x, y) = uex + vey

ρk = ρk(x, y) = ρ(kxex + kyey)
p = p(x, y) = pxex + pyey

Az A alakváltozási tenzor a geometriai egyenlet értelmében

A = A(x, y) =





εx
1
2γxy 0

1
2γyx εy 0

0 0 0



⇒ ε =





εx

εy

γxy





mı́g a T feszültségi tenzor

T = T (x, y) =





σx τxy 0
τyx σy 0
0 0 σz





ahol izotróp esetben σz = ν (σx + σy)
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Az εz ≡ 0 miatt az alakváltozási energia számı́tásánál csak a T tenzor
sı́kbeli részével kell dolgozni, tehát

T =

[
σz τxy

τyx σy

]

Így végül is, sı́kalakváltozás esetén

T ⇒ σ =
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 =

=
E

(1 + ν)(1− 2ν)
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ν 1− ν 0
0 0 1−2ν

2
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A sı́kfeszültségi állapotot az jellemzi, hogy most a kitüntetett z irányra
merőleges sı́kokon nem keletkezik σz = τxz = τyz = 0 feszültség. Ehhez
az szükséges, hogy a ρk és p terhelési függvényeknek ne legyen z irányú
összetevője.

z

x

y

b

Fentiek alapján a feszültségi tenzornak csak a sı́kbeli része lehet zérustól
különböző

T =





σx τxy 0
τyx σy 0
0 0 0



 = T (x, y)
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Ismét homogén, izotróp anyagot tételezünk fel, ı́gy a z irányú fajlagos
nyúlás

εz = −
ν

1− ν
(εx + εy)

mı́g az A alakváltozási tenzor

A =





εx
1
2γxy 0

1
2γyx εy 0

0 0 εz



 = A(x, y)⇒ ε =





εx

εy

γxy





Tekintettel megint az alakváltozási energia kiszámı́tási módjára elegendő
csak a tenzorok sı́kbeli részét megtartani. Homogén, izotróp anyagnál áll:

T ⇒ σ =





σx

σy

τxy



 =
E

1− ν2





1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2









εx

εy

γxy



 = Dε
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Számos esetben találkozunk a mérnöki gyakorlatban forgástestekkel
(tengelyek, tartályok stb.). Ezek egy része a geometriai tengelyszimmetria
mellett, a megfogás és terhelés vonatkozásában is forgásszimmetriával,
tengelyszimmetriával rendelkezik. Ez esetben a látható z tengelyű
forgástest terhelése és megfogása független a kerületi irányban mért ϕ
koordinátától.

z

x

R

y

w

ez

eR

ϕ

eϕ

v

u

u = u(R, z)eR + w(R, z)ez
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Az alakváltozási és feszültségi vektorok

ε =







εR

εϕ

εz

γRz







=







∂u
∂R
u
R
∂w
∂z

∂u
∂z

+ ∂w
∂R







, σ =







σR

σϕ

σz

τRz







között homogén izotróp anyagra az anyagállandók mátrixa

D =
E

(1 + ν)(1− 2ν)







1− ν ν ν 0
ν 1− ν ν 0
ν ν 1− ν 0
0 0 0 1−2ν

2







teremt kapcsolatot.
σ = Dε
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A két koordináta-rendszer közötti leképezést az előzőekkel összhangban

x =

ncs∑

i=1

Ni(ξ, η)xi y =

ncs∑

i=1

Ni(ξ, η)yi

formulák adják, ahol ncs az adott elemmodell csomópontjainak száma.
Kétváltozós feladatok esetén az elmozdulás koordináták közelı́tése

u =

ncs∑

i=1

Ni(ξ, η)ui v =

ncs∑

i=1

Ni(ξ, n)vi

A szokás szerinti tömör felı́rás

u =

»
u

v

–

=

»
N1 0
0 N1

˛
˛
˛
˛

N2 0
0 N2

˛
˛
˛
˛ ...

˛
˛
˛
˛

Nncs 0
0 Nncs

–

qe ≡ N(ξ, η)q

ahol qeT = [u1, v1, ...ui, vi, ...uncs
, vncs

] az elem 2ncs méretű
elmozdulás-vektora.
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• 8 csomópontú elem
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• Merevségi mátrix

• Numerikus integrálás

• Leképzés?

• Kinematiakai előı́rás
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A globálrendszerbeli alakváltozási vektor

ε =





εx

εy

γxy



 =






∂u
∂x
∂v
∂y

∂u
∂y

+ ∂v
∂x




 =
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∂Ni
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∑

i
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∂y
vi
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i

(
∂Ni

∂y
ui + ∂Ni

∂x
vi

)








amiből látszik, hogy a ehhez szükséges az alakfüggvények globál
koordináta-rendszerbeli ∂Ni

∂x
, ∂Ni

∂y
parciális deriváltjai

[
∂Ni

∂x
∂Ni

∂y

]

=

[
∂Ni

∂ξ
∂ξ
∂x

+ ∂Ni

∂η
∂η
∂x

∂Ni

∂ξ
∂ξ
∂y

+ ∂Ni

∂η
∂η
∂y

]

=

[
∂ξ
∂x

∂η
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂y

] [
∂Ni

∂ξ
∂Ni

∂η

]

Tömörebben felı́rva

(∂GNi) = J−1 (∂LNi) =

[
J−1

11 J−1
12

J−1
21 J−1

22

]

(∂LNi)

ahol J−1 a Jacobi-mátrix inverze, (∂G) a globálrendszerbeli deriváltak
vektora, (∂L) a lokálrendszerbeli deriváltak vektora.
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• 8 csomópontú elem
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A ξ, η rendszerbeli parciális deriváltakra

[
∂Ni

∂ξ
∂Ni

∂η

]

=

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

][
∂Ni

∂x
∂Ni

∂y

]

(∂LNi) = J (∂GNi) =

[

J11 J12

J21 J22

]

(∂GNi)

ı́gy a Jacobi-mátrix felhasználásával

J
(2,2)

=






∂
P

i

Ni

∂ξ
xi

∂
P

i

Ni

∂ξ
yi

∂
P

i

Ni

∂η
xi

∂
P

i

Ni

∂η
yi




 =

[

...∂Ni

∂ξ
...

...∂Ni

∂η
...

] 



x1 y1

xi yi

xncs
yncs





módon számı́tható.
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• Elmozdulásmező
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Látjuk tehát, hogy a két koordinátarendszerben értelmezett deriváltak
között a Jacobi-mátrix, vagy annak inverze teremt kapcsolatot.

∂Ni

∂x
= J−1

11
∂Ni
∂ξ

+ J−1
12

∂Ni

∂η
∂Ni

∂y
= J−1

21
∂Ni
∂ξ

+ J−1
22

∂Ni

∂η

Ez azt jelenti, hogy ı́gy előállı́tható a következő formula által definiált B
elmozdulás-alakváltozás transzformációs mátrixszal felı́rható

ε =






∂N1

∂x
0 ∂Ni

∂x
0

0 ∂N1

∂y
... 0 ∂Ni

∂y
...

∂N1

∂y
∂N1

∂x
∂Ni

∂y
∂Ni

∂x


















u1

v1

...
ui

vi

...













= B(ξ, η)qe
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Az előző pontokban ismertetett kétdimenziós feladattı́pusok sajátosságait
figyelembe véve az elem teljes potenciális energia kifejezése mátrixos
formában

Πe
p =

1

2
qeT

∫

(Ae)

BT DB b dA qe − qeT (fe
ε + fe

p + fe
qk)

ahol
Ke =

∫

Ae

BT DB b dA az elemi merevségi mátrix,

fe
ε =

∫

Ae

BTDε0 bdA a kezdeti alakváltozásból,

fe
p =

∫

Γe

NT pb dΓ a felületi terhelésből, és

fe
ρk =

∫

Ae

NT ρkb dA a térfogati terhelésből

számı́tandó redukált csomóponti terhelési vektor.



Numerikus integr álás
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A merevségi mátrix : Ke =
1∫

−1

1∫

−1

BeTDBeb detJ dξ dη

Ennek az elvégzését megtehetjük numerikus úton a Gauss-kvadratúra szerint is.

ξ

ξF(  )

−1 1

1∫

−1

F (ξ) dξ ≈

NG∑

i=1

wiF (ξi)

±ξi NG wi

0 1 2
0, 577 2 1
0, 774 0, 555

0 3 0, 888

A numerikus integrálás hasonlóan elvégezhető két, vagy három változóra is:

Ke

1∫

−1

1∫

−1

F (ξ, η) dξ dη ≈

NG∑

i=1

NG∑

j=1

wiwjF (ξi, ηj) , F (ξ, η) = BeT DBeb det J
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A végeselem ténylegesen az x, y rendszerben létezik, vagyis a mezők
simaságához az Ni (ξ(x, y) , η(x, y)) függvénynek is simának kell
lennie. Az Ni(ξ, η) függvények simák (folytonos deriváltakkal
rendelkeznek a ξ, η rendszerben). Azonban, ha az elem valamelyik
csomópontjánál az oldalak közötti szög 180o, vagy annál nagyobb (a belső
szög tompa), akkor az x, y és ξ, η koordinátarendszerek közötti leképezés
már nem lesz egyértelmű, amelyet a J Jacobi-mátrix determinánsának
nem pozitı́v volta is jelez. Az x, y és a ξ, η koordináta-rendszerek közötti
egyértelmű leképzéshez szükséges, hogy

detJ = det

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]

> 0,

azaz a J Jacobi-mátrix determinánsának pozitı́vnak kell lennie, tehát J
invertálható.



4 csom ópontú elem szingularit ás vizsg álata
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y

x

4

3

1 2

2
2

2

ξ
η

ξ

η

4

1 2

3

Négycsomópontú elem
alakfüggvényei:

N1 = 1
4 (1− ξ) (1− η)

N2 = 1
4 (1 + ξ) (1− η)

N3 = 1
4 (1 + ξ) (1 + η)

N4 = 1
4 (1− ξ) (1 + η)

x =

4∑

i=1

Ni (ξ, η)xi x←→ y

Mivel x1 = x3 = x4 = 0, illetve y1 = y2 = 0, ı́gy ı́rhatjuk, hogy

x = N2x2 = 1
4 (1 + ξ) (1− η) · 2 = 1

2 (1 + ξ) (1− η)

y = N3x3 + N4y4 = 1
4 (1 + ξ) (1 + η) · 4 + 1

4 (1− ξ) (1 + η) · 2 =
1
2 (3 + ξ) (1 + η)



Szingularit ás vizsg álat folyt.
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J =

[
∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]

=

[
1−η
2

1+η
2

−1+ξ
2

3+ξ
2

]

amiből látható, hogy

detJ =
1

4
[(1− η) (3 + ξ) + (1 + ξ) (1 + η)] =

= ξ − 3η + 3− ξη + 1 + ξη + ξ + η = 4 + 2ξ − 2η = 0 =⇒ η = ξ + 2

Tehát ezen fenti egyenes mentén az elem pontjainak leképzése szinguláris, látható
ebben a feladatban ez csak a 4. csomópont leképzését érinti.



Kinematikai el őı́r ás biztosı́t ása
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Legyen qj = qju – adott elmozdulás, mely azt jelenti, hogy δqj = 0

h

δqT
1

. . . δqT
j . . .

i

0

B
B
B
B
B
@

2

6
6
6
6
6
4

K11 . . . K1j . . .

.

..
.
..

Ki1 . . . Kij . . .

..

.
..
.

3

7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
4

q1

.

..
qju

..

.

3

7
7
7
7
7
5

−

2

6
6
6
6
6
4

f1
.
..
fj
..
.

3

7
7
7
7
7
5

1

C
C
C
C
C
A

= 0 j

ahol a j. blokksor 0-val szorzódik.
– CSERE: kicseréljük a j. csomópontbeli elmozdulást az Rj külső terheléssel, mely a j. pontbeli reakció erő

Kj1q1 + · · · + Kjjqju
| {z }

ismert

+ · · · = fj + Rj
|{z}

ismeretlen

Az ismert és az ismeretlen mennyiségek cseréjével kapjuk, hogy

2

6
6
6
6
6
4

K11 . . . 0 . . .

.

..
.
..

Ki1 . . . E . . .

..

.
..
.

3

7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
4

q1

.

..
Rj

..

.

3

7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
4

f1 − K1jqju

.

..
fj − Kjjqju

..

.

3

7
7
7
7
7
5

ahol E egy megfelelő méretű egységmátrix.



Kinematikai el őı́r ás biztosı́t ása, folyt.
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– TÖRLÉS: kihagyjuk a j. sort, oszlopot, ezáltal kapunk egy csökkentett méretű egyenletrendszert.
– BÜNTETŐPARAMÉTERES ELJÁRÁS: bevezetjük B funkcionált a következő módon

B = Π +
1

2
(qj − qju) · C · (qj − qju) C = c E C >> Kjj

képezve ennek qi szerinti deriváltját, azt kapjuk, hogy

∂B

∂qi

= 0 i = 1, . . . , Ncs

ahol Π = 1

2
qT Kq − qT f a teljes potenciális energia. Ha i = j akkor a következő egyenletet kapjuk:

Kj1q1 + · · · + Kjjqj + Cqj − fj − Cqju = 0

(Kjj + C)qj ≈ Cqju

Cqj ≈ Cqju =⇒ qj ≈ gju

Alakilag egy az előzőekben már felı́rt egyenletrendszert kapunk

Kq = f

azzal a fontos megjegyzéssel, hogy K : a módosı́tott merevségi mátrix és f : a módosı́tott terhelési vektor.
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KÖSZÖNÖM A FIGYELMET!
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