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A targy c €élja

Bevezetes A végeselem-modszer oktatasanak célja a miiszaki mechanika
® A targy célja , . , ; , . - .
o Amodszerek alaptargyaira es a numerikus modszerek ismeretere alapozva, illetve
1. Fogalmak epitve, olyan ismeret elsajatitasa, amely az erdeklodot képessé teszi
2. Hibaanalizis , ; . .. « s s 7

1. a modszer mechanikai alapjainak elsajatitasara,
3. Variacios elvek L ; e .,

- 2. kulonfele elemek eloallitasara,

4. Egyvaltozos feladat o ) ) .

3. a modellezesi kerdesek behatobb elemzesere,

4. a nagyméret(i rendszerek numerikus kezelésére,

5. akapott eredmények szakszerl értékelése,

6. veégeselem-programrendszerek hasznalatara.
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Bevezetés

e A targy célja
® A modszerek

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat

A modszerek

Szerkezet

v

Anyag
terhelés
alak, megfogas

Alakvaltozés

kicsiny, nagy

hShatas

Redukalas: egy—, kétmérett

feladatra

v

Mechanikai modell

enség

differencialt egyenletrendszer — egyenl&tlenség

integralt egyenletrendszer — egyenl&tl

/

S

Pontos

Kozelits

v

Differencia modszer
Kollokacios modszer
Stlyozott maradékok mods

Hibanégyzet modszer*

Bubnov-Galjrokin moédszer*

Energetikai modszerek

zere*

Ritz-féle modszer*

Reissner-féle modszer*

stb.
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Bevezetés

1. Fogalmak

® Mechanikai rendszer
e Funkcional
e Varialas

2. Hibaanalizis |

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat

1. Fogalmak
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Bevezetés

Mechanikai rendszer

1. Fogalmak

® Mechanikai rendszer
@ Funkcional
@ Varialas

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat

T = Te; + yey + ze,.
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A mechanikal rendszer

"~;¢:s‘::‘>ﬂ?"
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Bevezeles Elmozdulas u = u(r) = ue, + ve, + we,
1. Fogalmak

e Mechanikai rendszer Alakvaltozas A A( ) (fra)

e Funkcional

° veraee Fesziltseg T =T (r) = T (r)

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat 1
65’: 2 ey %%Z ou ou Ov
A(r) = € y Ex = [y Yoy — =+ )
(r) %%“ P oz’ 1™ T 9y " Bz

3Vzx  Vzy €z
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Bevezetés

A mechanikal rendszer

1. Fogalmak

® Mechanikai rendszer
@ Funkcional
@ Varialas

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat

Geometriai egyenlet
1
A= §(ro—|—Vou)

Egyensuilyi egyenlet
T-V+pk=0
Anyagegyenlet
T=D--A

mely homogeén, izotrop anyag esetén
T = 2G (A+ £ AII)

1 —2v
KPF:
u = U recA,
DPF:
T - n=p rc A,
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Kinematikailag lehets éges
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Bevezetés

Definicio 1.

1. Fogalmak

® Mechanikai rendszer

. F“”kfioné' Kinematikailag lehetséges (megengedett) elmozdulasmezonek
e Varialas

neveziink minden olyan u*™ mez6t, amely folytonos, véges
derivaltakkal rendelkezik és kielégiti a KPF-t, azaz

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat

u” = uy rec A,

1
A*:§(u*ov+vou*) reV
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Statikailag lehets éges
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D
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Bevezetés

Definicio 2.
1. Fogalmak
® Mechanikai rendszer B
® Funkeional Statikailag lehetséges fesziiltségmezonek nevezink minden olyan T

@ Varialas

tenzormezot, mely kielégiti az egyensulyi egyenletet és a dinamikai

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat

peremfeltételt, azaz

T V+pk=0

T -n=2p

reV

r € A
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Funkcion Al
Bevezetés Funkcional alatt az {2 értelmezési tartomanyon értelmezett
L Loual e figgveénytol, annak kulonbdzo rendl derivaltjaitol fliggd skalar
® Mechanikai rendszer
® Funkcional mennyiséget értink, azaz
® Varialas
2. Hibaanalizis F L F ('r U ’U,/ )
3. Variacios elvek B ) 7 o
4. Eqyvaltozts feladat ami egyvaltozos esetben

FWZFW(QZ‘7 ’LL(QZ‘), Z—u) :F(x’ u7 ’LLI)
X

A fizikai feladathoz rendelten az F'-ben szereplé u = u(r)
flggvény az ismeretlen, ennek meghatarozasa a cél.

Példaul
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Variélas
Bevezetés A fllggvény variacioja alatt, annak kismérték(i megvaltoztatasat
1. Fogalmak_ értjiik. Altalaban a megvaltoztatott fiiggvénytdl meg szokas kovetelni
® Mechanikai rendszer . , . e
e Funkcional a folytonossagot es derivalhatosagot, illetve feladattol fliggoen
e Varialas

bizonyos peremfeltételek kielégitéseét is.
A varialas jeleként 6 —t szokas hasznalni. gy w variacioja alatt du -t
ertjuk.

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat

ou
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Varialas
Sevezeles A funkcional elsg variaciojat F' = F' (x, u, u') esetén
1. Fogalmak
® Mechanikai rendszer
_ 0F 0F
e Funkcional —_ /
e Varialas 6F_ au5u+au/5u
SRR jelenti, mig az F teljes differenciéalja
3. Variacios elvek
4. Egyvaltozos feladat a F a F a F
dF = Z=du+ S du+ ——du
0x ou ou

Allnak az alabbi 8sszefiiggések
(5(F1 + FQ) —0F] +0F5

(5(F1 ‘FQ) —0F, - Fs + F1 -0 F
SF" =n F" ' §F

(Fl) SFy - Fy— Fy -6 F
s(=) = g
P (F)

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 13/51
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Bevezetés

Az u figgvény megvaltoztatasat egy « allandod és v(x) fuggvényen
PTSR—— keresztil kifejezve du = aw, ahol o paraméter, amely a kiilénb6z8
® Funkciondl variacioknal mas és mas, v(x) egy masik fuggvény. Az u fuggvény
e Varialas o rry . s

variaciojanak derivaltja

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek d d de ( d’U, )

dx

altozos feladat —— = — == — = ! p— / p—
4. Egyva - (du) - (aw) o = av du =90

vagyis a derivalas és a varialas sorrendje felcserélheto.
Integralasnal pedig all

5 / w(z)dz — / Su(x)dz.

Q Q
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

® Energia norma

e Konvergencia

e Megoldas jellege |
e Hiba mértéke

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat

2. Hibaanalizis
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Energia norma

e energia norma

u -elmozdulas — & = 0-u alakvaltozas, o = D-e fesziltség

e elmozdulas energia normaja

[\V]
N|=

|lu|| = VU = 1/&:T-O'aﬂ/ = /(B-U)T-D-(B-u)dv
v

e hiba
€ = UVEM — Ueg

ahol u = u., az egzakt megoldas, illetve uy g)s a végeselemes

megoldas
e hiba energia norma

N|—=

1
le|| = 5/86 -(0-e)dV
v
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Bevezetés

Konvergencia

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

e Energia norma
e Konvergencia

e Megoldas jellege
@ Hiba mértéke

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat

Konvergens a megoldas — energia norma értelemben, ha

lim [le|| = 0
N —o00

ahol N az ismeretlenek szama (3 - NC'S).
Pontonkénti konvergenciarol beszeélink, ha

lim e=0
N —o0

A konvergencia javitasanak lehetoségei

e h-tipus: elem méret csokkentésével
e p-tipus: polinom fokszam novelésével
e hp-tipus: e fenti két modszer egyittesen

ezen esetekben lényegében az N ismeretlen szamot novelve érjik

el kivant konvergenciat.

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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Megold as jellege

Harom fo csoportot kiilonbdztetiink meg

A tipusrol beszéliink, ha analitikus megoldas van.

B tipus esetén szingularitasokat tartalmaz a feladat, de ez a szingularis hely
az elem csomopontjaba esik

» 1 C

C tipusnal a szingularitas az elem tetszoleges pontjaban lehet

4\%
(©.@)
u = Z AZ(I)Z (g&)"f‘)\i r S To
r «P =1
-~
— \¢ X
, A < 1 szigorQ szingularitas = o — oo
N A = min \; _ ., ,
A > 1 gyenge szingularitas = o — véges

| |
' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (€)2008. 18/51




Hiba m éertéke

h ||e||:§k.N—§ ||e||§]€,N—%min(P,>\) ||e||§k_N—%min(p,)\)
1

o | llell < [exp (—7N®)] -k 6> L el < k- N—X le]| < k- N~

hp

g el ) ®)

p (halo rogzitett)

h (egyenletes sarités)

1 .
—=min(p,A
> (P, A)

lg N
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

e Variacios elvek elénye l

e Jelolések

e min Hp elv

@ Ritz-féle modszer
e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

3. Variacios elvek
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Bevezetés

Variacios elvek el onye

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jeldlések

e min Hp elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

A vizsgalt variacios elvhez kapcsol6do funkcional nagyon
gyakran fizikai tartalommal bir.

A funkcional alacsonyabb rend( derivaltakat tartalmaz, mint ami
az eredeti feladat differencial-egyenletrendszerében szerepel.

Variacios elvek révén bonyolult peremfeltételek, illesztési
feltételek, mezbegyenletek vezethetok le, ill. igazolni lehet a
megoldas letezését és egyértékiségeét.

A szamitas kozelitésének josagara a funkcionalban szerepld

mezok ,,a priori” ki nem elégitett perem és illesztési feltételeinek

kielégulési mértékén keresztil kapunk szemléletes képet. A

kozelités egyetlen skalarral, a funkcional értekével minositheto.
A variacios elvekre alapozva numerikusan stabil és konvergens

eljarasok szarmaztathatok.
A kozelitd mezok alkalmas megvalasztasaval jol

kondicionaltsagu algebrai egyenletrendszer nyerhetd, amelynek

szamitogépes megoldasara jol ismert hatékony eljarasok

hasznalhatok.

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.

21/51 '



-1

/;e\\‘ﬁ,', 7

ROy,
S %

1%
=)
"
lea|
s
2 N
P, &
G

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

Jel ol ések

Legyen az elmozdulasmez6 kinematikailag lehetséges. Ekkor az
elmozdulasmez0 variacidja (virtualis elmozdulas) alatt

ou =u" —u,

ahol u az egzakt elmozdulas. Nyilvanvaloan teljestl: )u = 0, ha

recA,.

Hasonloan értelmezhetd az alakvaltozas variacioja:

1
A=A (u")=A(u+du) = 5[(u—|—5u)oV+VO(u—l—5u)]=
1 1
— §(UOV+VOU)—|—§(5’UJOV—I—VO5’U,)
A 5A
azaz
A" =A+ /A
, |
' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 22/51
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Elmozdul asmez 0 vari acigja

Bevezetés
- A
1. Fogalmak 5u
2. Hibaanalizis
3. Variacios elvek
@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések U
e min II, elv
e v
® Ritz-féle modszer U dott Ugdott
e Példa: Huzott-rad
e min IT,, tobb testre 0 L ?
4. Egyvaltozos feladat
« A
U
o
¢ u
e v
uadott uadott
e
0 L T

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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Bevezetés

Teljes potenci alis energia

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min Hp elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

A teljes potencialis energia rugalmas anyagu testre

1
I, = IT, (u) = §/A.-D--AdV—
V

mely kifejezésében az els6 tag az alakvaltozasi energia

%/A--D VAV = Uy,

mig a masodik a kils6 erok munkaja

Wk:/u-pdA+/u-pde

Ap

v

/u-pde—/u-pdA

V

Ap

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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min 1, elv

Y ; 1

Iy (u -+ du) = - / (A+5A)--D--(A+35A) dV—
Bevezetés
1. Fogalmak —/(u—|—5u)pl<:dV—/(u—|—5’LL)pdA=
2. Hibaanalizis

\%4 Ap

3. Variacios elvek
@ Variacios elvek el6nye 1
o Jelolések = —/ AdV /u-pde— /u-pdA+
e min II, elv 2
e Ritz-féle modszer « v v Ap -,

e Példa: Hluzott-rad _— ,
. ITy, (w): egzakt értékhez tartozo
e min II, tobb testre

4. Egyvaltozos feladat L
+/5A--D- -AdV—/(Su-pde— /5u-pdA+
|4 Ap
(5Hp: a potencialis ;ergia elsé variacioja
6T
1 —N—
+ 5/6A--D--5Ad\/
\%
521_1‘;9 >0

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 25/51
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Bevezetés

min Hp elv

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

Iy (u*) = Ty (u + du) = TM,(w) + 611, + 6711,

ahol

1
52Hp:§/5A- .D - -5AdV >0
1%

hisz ez utdbbi kifejezés alakvaltozasi energiat fejez ki. Az elso
variacio zérus értéke 0ll, = 0 a potencilis energia stacionér
pontjat jeloli ki, amelyben a potencialis energia abszolt
minimummal rendelkezik. A kinematikailag lehetséges
elmozdulasmezo6nél a potencialis energia mindig nagyobb, mint a
tényleges mezohoz tartozoé.

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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Bevezetés

min Hp elv

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

AdIL, = OfeltetelaT(u) =D --A, A = A(u) jeloléssel

5Hp:/5A--T(u)dV—/5u-pde—/5u-pdA:O

v

Az elso integral atalakitasaval

/(5ro)--TdV:/(u-T-V)dV

|4

V

V

Ap

—V/éu-(T-V)dV

majd a Gauss-Osztrogradszkij tétel felhasznalasaval

—/5u-[T(u)-V+pk]dV—|—/5u-[T(u)-n—p]dA:O

V

Ap

irhatd, mivel du = 0 az A,, felileten. Mit is mond ez az egyenlet?

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.
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Bevezetés

min Hp elv

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min Hp elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

Tétel:

A teljes potencialis energia minimumat meghataroz6 d 11, = 0
stacionaritasi feltétel altal kijeldlt pontban olyan elmozdulasmez6
alakul ki a testben, amely az eredetileg ,,a priori” eldirt
kinematikailag lehetséges elmozdulasmezore kirott feltételeket
betartva, kielégiti az eldzetesen nem biztositott egyensulyi

egyenletet, mint mez6egyenletet és a dinamikai peremfeltételt,vagyis

szolgaltatja a rugalmassagtani feladat egzakt megoldasat.

A tételbdl kovetkezik, hogy kbzelitd szamitas felépitésekor miutan u
helyett u*-ot hasznalunk, az egyensulyi egyenlet és a DPF mar nem

fog pontosan kielégilni.
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% Ritz-f éle modszer

Beigdas A tényleges mezonél a potencialis energia abszolUt minimummal
L. Fogalmak rendelkezik. A kozelitést specialis hatvanyfiiggvények alkotta sorral
képzik. gy az ©u* mezét az alabbi modon kozelitjiik:

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye

e Jeldlések il
e min Iy e u” = ug (r) + Z (civi(r)es + citNYi(T)ey + civanxi(r)es)
® RIl(z-Tele modszer

i=1

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

ahol u, (7) kinetikai peremfeltételt kielégité mez6 uj, (r) = up(r)
r € Ay, pi(r), ¥i(r), x;(r) altalunk felvett kozelitd fuggvények,
amelyek eleget tesznek a ; (r) = ; (r) = x; (r) =0 r € A,
homogén peremfeltételnek, folytonosak, derivalhatok, N a kozelitd
sorban felvett tagok szama, ¢; (i = 1, ..., 3N ) ismeretlen
allandok, paraméterek.

4. Egyvaltozos feladat

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008. 29/51
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Ritz-f éle modszer

Uvies #

% )
“y, &
N or S

Bevezetes Az u* mez0 variaciodja
1. Fogalmak
2. Hibaanalizis N
* _— . . . . . .
3. Variacios elvek 6“ T z : (501(707' <’I">6x + 5CZ+N w’b (r)ey + 5C7J+2N X <r>ez)
e Variacios elvek elénye 1 =1
e Jelolések
e min I, elv A potencialis energia az ismeretlen paraméterek fliggvényeként all el6

e Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min II,, t6bb testre Hp — Hp(cla ceey C3N)
4. Egyvaltozos feladat
011 o011 o011
0Il,=0=9 P 40—+ .. 46 b
yo Cl a Cl + + C'z, a Ci —|_ + CBN a CgN

stacionaritasi (minimum) feltételbaol

o011
P =0 i=1,...,3N
(‘9cz-

algebrai egyenletrendszert nyerjiuk a c¢; allandok meghatarozasara.
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Bevezetés

Példa; Huzott-rad

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3.1. feladat: A valtoz6 A = A(x) keresztmetszet(i rid hossztengelye mentén megoszlo
terhelés intenzitasa legyen p. A rad x = 0 helyen megfogott, mig az x = L végén FT,
koncentralt er6é hat, tovabba ¢ allandoja rugon keresztil csatlakozik a talajhoz.

3. Variacios elvek Az A, E = all. D
@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések p c
e min IT;, elv 4 P S __»/\/\/7L> v T
@ Ritz-féle modszer Fr, &z
e Példa: Hlzott-rad
e min II, tobb testre - L - - Az
4. Egyvaltozos feladat
Megold &s: A teljes potencialis energia
1 1_ 0
I, = > Op Ex dV — updx—uLFL—|—§c (ur,) (3.1-a)
\% L
‘ ~~ - N ~~ - ragbenergia
rad belsé alakvaltozasi energiaja kils6 terhelés munkaja
I .
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Bevezetés

Példa; Huzott-rad

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min Hp elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

A rudaknal hasznalt hipotézis szerint a keresztmetszetben o, = Fe, = all. fesziltség

keletkezik, ahol e, = Z—Z = /', E Young féle rugalmassagi modulus. igy

1 1
Hp = 5 /AE(U/)de — /p'u,d:c — Fr uL+§éu% (3.1-b)
L L

A variacioszamitas szabalya szerint
du’ = 2u - du (3.1-c)
és igy
o1, = /AEu’(Su/ dxr — /5upd:c —our, Fr, + cur,dur, =0

L L

Az els0 integralt a szorzatintegralasi szabaly szerint atalakitva

611, = AEu u

- / [((AEW) + pléudx—dur (Fr, — éur) =0
L

61, =duy - [AEW |, — Fp +cup] — | [(AEY) +pldudr =0 (3.1-d)

S —

variacios egyenlethez jutunk.
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Bevezetés

Példa; Huzott-rad

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min Hp elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

Az els0 tag eltiinésébdl a

N = (AEU,)I/J = F;, — cuy, (3.1-e)
dinamikai peremfeltételt, mig az integral eltinésébdl az
(AEU) = —p, (N' = —p) (3.1-f)

egyensulyi egyenletet nyertiik. Ez utdbbit hagyomanyos Gton is megkaphatjuk. Véve a rid
elemi részét, a rea hat6 tengelyirany( erék egyensulyi feltételébdl dIN + pAx = 0, illetve
N’ = —p kovetkezik, ami egybeesik a 611, = 0 feltételnél kapottal.

Legyen AE = all. Kozelitsiik az u mez6t négyzetes hatvany fiiggvényen keresztil.

U =co+Ci1x + 025132 (3.1-9)

Mivel x = 0-nal u = 0, cg = 0 kovetkezik. A (3.1-g) alatti kozelitéssel u’ = c¢1 + 2cox,

tovabba

2
L

1
I, = = /AE(cl + 2cox)? dx — /p(clzL‘ + cox?) da—

1
— Fr(c1L + 2 L?) + 5a(clL + o L?)?

illetve
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Bevezetés

Példa; Huzott-rad

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min Hp elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

611, = /AE(c1 + 2caz)(dcy —|—2502x)dac—/p(5clx—i—502:c2)dac—
L L
— Fr(6c1L+6caL?) + &1L+ caLl?)(Sc1 L + dcaL?)

Rendezve az egyenletet

0, =0=4dc1 /AE(C1 +2ch)dx—/pxdx—FL - L—l—é(clL—i—cQL2)L +
L L

+dco /AE(C1 + 2cox) 2xdr— /px2 de—Fr - L? + ¢(cr L + c:2L2)L2
L L
ami rovidebben
o011,
0cy

oI,

01l, =dc1 P
2

=0

+ dc2

(3.1-h)

alakban is felirhato.
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Példa; Huzott-rad

9«1}”@4

O

RPN <
4, X
v or

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

/ AE[l 2z]dx + [6L?
L

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jeldlések

e min II, elv

® Ritz-féle modszer

/AE[2:B 4a2) dx + [¢L°
L

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

L2
4713
§L

L
L2

L2
L3

CPEAN

.
eL3]
J

)

¢l

¢

-~

J

L3
L4

C1
C2

|

C1
€2

DI

Mivel d¢c;, (i = 1, 2) tetszdleges, 011, /0 ¢; = 0 egyenleteket nyerjuk. Ezek jelen esetben

]—/pxdm—FL-L:O

L

}—/prda}—FL-LQZO

ity o

p = all. érték mellett a végsd megoldand6 egyenletrendszer

Fr L + p%
FLI? +pZ’

C1
Cc2

|
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) é@d’,% \ i i i

i, Példa: Huzott-rud

%@\QNIQFQS/’;
Bevezetés Alesetek
1. Fogalmak 1. F

~ , , L
5 Ml p=0 ¢=0 (hizottrad esete) = c; = vl co =0
3. Variacios elvek 2
e Variacios elvek elénye . o . o ~ __ bo ___ Pbo
® Jelolések p=po = al, Fr, = , ¢c=0 = Cl_AEL’ 2 SAE
e min II, elv
® Ritz-féle modszer 3.
e Példa: Hluzott-rad
Jieriall ey e iic p=po=al., Fr =0, ¢=0 amegoldastazel6z6 két eset
4. Egyvaltozos feladat 1 Do
szuperponalasabol kapjuk = c¢1 = — (F, + polL co2 =
perp A\ poL), YT
4. 1 I
L L
p:O, AE:O7 FL;&O = €1 = -—, UL =-—
C C
@@
I .
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Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

é&
2\ /
B &
N\ 919
ey

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min Hp elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

' Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (©)2008.

37/51 '



-1

&

Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

94}"!65

kk‘k@ﬁv; b ‘(&0 y

Sleveriles Mindkét testre érvényesek a rugalmassagtan egyenletei, azaz
1. Fogalmak

2. Hibaanalizis Ae — 1 (ue o v _1_ v o ue) rc Ve
3. Variacios elvek 2

@ Variacios elvek el6nye e e e &

o Jelslések T =D°--A° reV

e min II, elv

® Ritz-féle modszer Te . V —+ pke =0 re Ve

e Példa: Huzott-rad

e min TT,, tobb testre mint mezdegyenlet, tovabba érvényesek a peremfeltételek

4. Egyvaltozos feladat

e __ €
u®=ug 7r€e A

TC -u®=p° reA
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

A testek csatlakozo A¢ kdzos fellletén, az eddig nem ismert illesztési
feltételek allnak fenn. Feltételezésiink értelmében a kdzos fellleti pontok
egyutt mozognak, nem valnak el egymastol, azaz a testek kozott kétoldall
erintkezési feltételek allnak fenn. A fellileten Iévo feszliltségek
egyensulyban vannak.

lly médon a KIF (kinematikai illesztési) és a DIF (dinamikai illesztési)
feltételek az alabbiak:

ul'=u? reA,

—T?-n* reA,

g
]
||

Itt n! és n? a testekbdl kifelé mutatd normalvektorok.
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Bevezetés

Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

A vizsgalt rendszer teljes potencialis energiaja a két testre kilon-kulon
felirhatdo potencialis energiak 6sszegeként all eld:

( )

1
I, =) 5 —/u-pde—/u-pdA

e=1 e e e
Vv Vv Ap

|
—
=
>
>
Q
<

/

A két testre vonatkozo variacios elv felépitéséhez induljunk ki a teljes
potencialis energiak variaciojabol:

2 2
0T, = > OTS =Y {6Ugup. — Wi} =0
e=1 e=1

Z{%/éAe--TedV—/éue-pde—/éue-pdA}

e=l e Ve Ag
5U§lak¢v. —(5W§
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Bevezetés

Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min Hp elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

Az els0 integral az egy testre vonatkoz6 vizsgalatnal bemutatottak szerint
atalakithato

/5u-(T-V)€dV:/(5u-T-V)edV—/(5ro..T6dV:
N——

Ve Ve Ve O60A4OW
:/5ue-Te-nedA—/5Ae..TedV
Ae Ve

innen

/5Ae--TedV:/due-Te-nedA—/due-(T-V)e dv
Ve Ae Ve

ahol A° = A; + A¢
N~
du=0
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

@ Variacios elvek el6nye
e Jelolések

e min II, elv

@ Ritz-féle modszer

e Példa: Huzott-rad

e min Hp tobb testre

4. Egyvaltozos feladat

Tobb testb 6l all6 rendszerre felirt min 11, elv

A kapott formulakat visszairva és a tagokat atrendezve:

( )

\ p /

Z< /5u6-[T-V+pk]edV—/5ue-(T-n—p)edA s —
Ve Ae

—/5u1-(T1-n1+T2-n2) dA =0

12
Ac

variacios egyenlethez jutunk.

Nyilvanval6éan, ha a KIF nem allna fenn, akkor e fennti egyenlet utolso
integralja két részre esne, ami a belso fellilet feszlltségmentességét

fejezné ki. Ez pedig a megfigyelésekkel ellentétes eredményt szolgaltatna.

A levezetett variacios egyenlet, vagyis a variacios elv biztositja az

egyensulyi egyenlet, a dinamikai perem-, és illesztési feltétel teljestlését.
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Bevezetés

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat [

e Lokalis approximacio

e Potencialis energia

e Csomoponti terhelés

e A megoldando feladat

4. Egyv altoz 0s feladat
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Lok alis approxim acio elve egyv altoz 6s feladatn al

] L a,.) A A A A A A
N Z - SO O S
1. Fogalmak A 1
U T N
2. Hibaanalizis 7 A Ni(z) =x a.)
3. Variacios elvek A 1
// Uy b ) NQ(ZL’) > b)
4. Egyvaltozos feladat / ” ’ a5
5
® Lokalis approximacio / us |
e Potencialis energia y Ue N3(z) > c.)
Z x
e Csomoponti terhelés / 2 L 1 ) 1
: 1 2 3 4 _5_6 . i
® A megoldando feladat @ @ @ @ @ xT Nau() . d)
X
1
// N5(ZL') | e.)
/ T
/
4 U% = Uus 1
Ne(x) - f)
x
C.) U*A -9
/‘/ \\
z7 .7 *
/4 ” .
AR Us
, / .-/‘ .‘\.. : g. )
A 7 A \ ;
U3z = Uz (J///'U/Q " \‘-. }
x
© ® ) M M
3 4 N3 T )Us
| |
1 . . 1
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Lok alis approxim acio elve egyv altoz 6s feladatn al

A kozelitett elmozdulasmezé
Bevezetés - -
U2
1. Fogalmak
2. Hibaanalizis *
u*(z) = ) Ni(z)u; = [Na(z) Ns(z)--Ne ()] N(z)q
3. Variacios elvek
1=2
4. Egyvaltozos feladat Ug
@ Lokalis approximacio B -
A Ehhez képezziik az 7, j csomopontokat tartalmazo elemen belilli
® Csomoponti terhelés ) B
e A megoldando feladat elmozdulasmezot
. _ . €
er v =2 z—28 | | U
u (:Ij) T e
L€ L€ uj
ami a & = x — x; valtozb bevezetésével
€ e
w@)=[1-5 S| o
L L (%
e
us
e e 7 _ e e _ el wjeT
NE©O Ni(©] | | = N©a" = a TN (g
J
I I
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Diszkretiz alt potenci alis energia

A hlzott radban kialakulo fajlagos nyulas

Bevezetés

du’ du(§) 1
1. Fogalmak SR — € — — —[-1.1 e _ Be e
2. Hibaanalizis - dx . <€> dé’ L [ ? ] q q

3. Variacios elvek

illetve a normal feszliltség a Hooke torvény alapjan
4. Egyvaltozos feladat

@ Lokalis approximacio

e Potencialis energia O-e — Ege — 0-6 (g) — Ege (g) — E B€q€
e Csomoponti terhelés
e A megoldando feladat Ue _ %/0’514 df _ %qu/BeTAeE Bedg qe _
L Le
_16TA6E I -1 e_leT e e
=54 7. [_1 1]@1 =54 K" q",

Wi = [upd =T [ NT(©)pde = 478
Le Le
Teljes potencialis energia
T S N eT pe
I, = 54 K°q°—q“ f
| Dr. Baksa Attila — VEM alapjai (¢)2008. 46 /51




-1

&

Egydimenzi 0s v eégeselem, lok alis koordin atafliggv ények

|
»,,;QNT . ‘(&&v
Bevezetés p (5)
1. Fogalmak — B —
€, SV, >
2. Hibaanalizis . @ .
2 NS
3. Variacios elvek L€
e | P

4. Egyvaltozos feladat

@ Lokalis approximacio

e Potencialis energia

e Csomoponti terhelés 1
e A megoldando feladat Nie (6) o
§
1
N3 (€) -
/ g

. O
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Diszkretiz alt potenci alis energia

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

4. Egyvaltozos feladat

@ Lokalis approximacio
e Potencialis energia
e Csomoponti terhelés

e A megoldando feladat

K;;

I, = [a; g |° ([ K.,

Jelen esetben

e e
qi_uiv

wHaﬁ,Kzz(

q;
q;

Kj;

[

A kapott merevségi matrixot almatrixokra felbontva

| -]

f;
f;

Bevezetve az 6sszes csomopontielmozdulasok vektorat

)

T _ T _.T T
a =[a1q; -]
a rud teljes potencialis energiaja
K, Ki, ] ]
K3, Kip + K3, K3s fy + f5
] a’ K3, K3 + K3 T £5 + £35
1l e 3 4 1—4d 3 | pd
2 Kis Kis fi + 14
Kss + K25 KiZg fg + f2
a K35 Kge - L 5
I I
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Csom oponti terhel és

s

AN B¢
“, 2
Nt on

Bevezetés

1. Fogalmak

2. Hibaanalizis

f.
3. Variacios elvek fe _ [ 7

4. Egyvaltozos feladat

@ Lokalis approximacio
e Potencialis energia
@ Csomoponti terhelés

e A megoldando feladat

Le

£=0

N; ()
N; (§)

Allando6 intenzitast hosszmenti p megoszI6 terhelésnél

]pdfz

pL*©

2

|

3

vagyis a linearis elmozdulasmez6 miatt a ridelemen ébredd pL° nagysagu
erd a két csomopontra fele-fele aranyban van szétosztva, azaz redukalva.
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A megoldand ¢ feladat

Uivies 54

KON J
ay, <>
NroE >

Bevezetés Mivel az 1-es pontban a rid elmozdulasa zérus, tgy q; = 0. AdIl, =0
1. Fogalmak variacios egyenlet értelmében

2. Hibaanalizis

3. Variacios elvek

011

4. Egyvaltozos feladat

@ Lokalis approximacio

e Potencialis energia

=2

5
011
_E: T P __

e Csomoponti terhelés azaz a megoldandé algebrai egyenletrendszer

e A megoldando feladat

- Koo Kos

ahol K22 = K%Q + K%Za
Tomoren

Kizx K33 Kasy
Kizs Kuaa Kiys
Kss Ks5 Ksp

Kes Koo
_ 2
K23 _K237
Kq=f

f, = fl +f2 sth.

T q2 ] - £y 7]
a3 f3
Qs | = | fa
a5 f5

. g6 | fs
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