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BEVEZETES

A jelen értekezés a szerz6 kandidatusi értekezésének megvédése, azaz az 1985. év utan végzett
kutaté munkaja fontosabb eredményeit 6sszegezi. A kutatasok a kontinuummechanika egyes dudl
feladatait élelik fel az alakvdltozdsok elméletének linedris keretei kézott — a fizikai nemlinearitas
bizonyos esetekben megengedett — részben klasszikus, részben mikropoldris testre. Az eredmények
egy része elméleti, masik része alkalmazési lehetGségeket is kinal.

A palyazo érdeklodésének kialakuldsaban nagy szerepe volt a a Miskolci Egyetem Mechanikai
Tanszéke korabbi vezet§jének KOZAK professzornak, aki felismerte, hogy a kontinuummechanika
duél feladatainak kore a mechanikai kutatdsok méltatlanul elhanyagolt teriilete, annak ellenére,
hogy a 20-as és 30-as években szamos kimagaslo eredmény sziiletett MUSZKHELISVILI [39] és
iskolaja munkassaga nyoman a duél rendszerben elvégzett vizsgalatok terén és annak ellenére is,
hogy a matematikai fizika differencidlegyenletei primal és duél rendszerének vilagos elkiilonitése
tekintetében jelentds eredményeket ért el a 60-as és 70-es években TONTI [80], [81], valamint a
80-as években Oden és REDDY [42].

TONTI Gsszegezs és fogalmi tekintetben tisztazd megallapitasai szerint a matematikai fi-
zika legtobb peremértékfeladata primal és dudl alakban is megfogalmazhat6. A megoldando
differencidlegyenlet-rendszer egyenletei mindkét rendszerben azonos médon harom csoportba so-
rolhatok: [primél|{dual} értelmezs (kinematikai) egyenlet(ek), [primal]{dual} konstitutiv (vagy
anyagegyenlet(ek)) illetve [primal|{dual} mérlegegyenle(tek). Valtozok tekintetében a [primal]{du-
al} forrasvaltozo(k) a mérlegegyenlet inhomogenitasat okozé mennyiség(ek).

Az értelmezd egyenlet(ek) a [primal|{dual} elsédleges kozbiilsé valtozo(ka)t adja (adjék) meg
az alapvéltozoval (alapvaltozokkal) kifejezve, a konstitutiv egyenlet(ek) a |primal|] {dual} méa-
sodlagos kozbiilss valtozo(kat)t a [primal] {duél} els6dleges kozbiils§ valtozoval (valtozokkal)
fejezi(k) ki, a mérlegegyenlet(ek) a |primal]{dual} méasodlagos kozbiils§ valtozora (valtozokra)
tett megszoritas(ok). A |primal]{dual} rendszer elsdleges kozbiils6 valtozdja (valtozoi) a {dual}
[primal| rendszer masodlagos kozbiilss valtozoja (valtozoi). Az elsédleges kozbiilss valtozo(k) —
ezt (ezeket) a |primél|{dual} értelmezs egyenlet(ek) adja (adjak) meg — identikusan teljesiti(k)
a {dual}|primél| mérlegegyenlet(ek)et. A kozbiils§ valtozok eliminédlasaval az alapvéaltozo(k)ra
vonatkozé |primél|{dual} alapegyenlet(ek)et kapjuk. A klasszikus kontinuummechanika linearis
elméletének primal rendszerében az elmozdulasvektor—mezd, a dual rendszerben a fesziiltségfiigg-
vény tenzormez6 az alapvaltozo.

Az egyenletek attekintett csoportositasa az un. TONTI séméba foglalhatd. Ezt kontinuumme-
chanikai, ezen beliil klasszikus rugalmassagtani feladatokra ODEN és REDDY konyve ismerteti
[42], a séma dudl rendszerrel kapcsolatos része azonban nem terjed ki mindenre. Nevezetesen
a sziikségesnél tobb egyenletet tartalmaz, a peremfeltételek pedig hianyosak. Ezen problémak
kikiiszobolése az in. SOUTHWELL paradoxon [51], [52] megoldasaval a kontinuummechanika line-
aris elméletének keretei kozott klasszikus esetre KOZAK [4], mikropolaris esetre KOZAK-SZEIDL
[30] nevéhez fizédik. Az idézett [4] konyv tartalmazza a helyes TONTI sémat rugalmas testre.

A szohasznélat egyértelmisége kedvéért itt rogzitjik le, hogy amikor az egyensulyi egyen-
let kifejezést hasznaljuk, a primal rendszer mérlegegyenletére, amikor pedig a kompatibilitasi
egyenlet kifejezést hasznaljuk, akkor pedig a duél rendszer mérlegegyenletére gondolunk. Ez a
terminolégia a szokasos a szilard testek mechanikajaban.
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A dual sz6 jelz6ként abban az értelemben is szerepel majd a szévegben, hogy dual rendszer
duélis parja a primal rendszer illetve megforditva, ahogy fentebb is szerepel, a primal rendszer
duélisa a dual rendszer.

A jelen bevezetést részletes jelolésjegyzék koveti.

Az érdemi fejezetek harmas tagolasuak és ez valamelyest az alcimekeben is tiikrézddik. Az
els6 rész mindig a probléma irodalmi el6zményeit és probléma megfogalmazéasat adja, a mésodik
rész a megoldas gondolatmenetét ismerteti, a harmadik rész pedig az eredmények attekintése.
Ha az eredmények nem csak a szerzé eredményei akkor erre kiilon utalés hivja fel a figyelmet.

Az els6 és masodik fejezet a dual rendszer értelmezs egyenleteinek, vagy ami ugyanaz, a primaél
rendszer egyensulyi egyenletei megoldésénak a virtualis munka elvbél torténd szarmaztatasaval
és a vonatkozo6 variacios elvek kérdésével foglalkozik klasszikus esetben, a harmadik és negyedik
fejezet pedig ugyanezt a kérdéskort tekinti 4t mikropoléris testre. Az 6todik, hatodik, és hetedik
fejezet vegyes peremfeltételek mellett veszi sorra az elmozdulasmezk egyértékiiségének kérdéseit
kiilonb6z6, klasszikus és mikropolaris esetekre, térbeli, illetve egy esetben pedig sikbeli feladatra.
Kiilonos hangsulyt kap az egyértékiiség kérdése, ha tobbszorosen 6sszefiiged tartomany a vizsga-
latok targya.

A nyolcadik fejezet a sikrugalmassagtan peremértékfeladatainak integralegyenleteivel foglalko-
zik duél rendszerben elsérendi fesziiltségfliggvényeket tekintve alapvéiltozonak. Kiilon vizsgaljuk
azt a kérdést, hogyan moédosulnak a direkt peremelem modszer integralegyenletei, ha kiilss tar-
tomény a vizsgalat targya és konstans a fesziiltségallapot a végtelenben.

A kilencedik fejezet az egyetlen, amely primal rendszerbeni vizsgalatot tartalmaz. A vizs-
galatok célja, a nyolcadik fejezet eredményei alapjan, a sikrugalmassagtan kiils6é tartomanyra
vonatkoz6 SOMIGLIANA formuldinak modositasa annak érdekében, hogy a végtelen tavoli pont
konstans fesziiltségallapota bekeriiljon a formalizmusba.

Az érdemi fejezeteket a kutatomunka elGzményeit, a célkittizéseket, az eredményeket és a
hasznositas lehetségeit attekinté tomor, de onalléan is olvashatd Gsszefoglalas kveti, melyet az
értekezés eredményeit bemutato cikkek listaja zar le.

A gondolatmenet kifejtését zavard egyes hosszabb atalakitasokat kiilon fiiggelék foglalja Gssze.



SZOHASZNALAT, JELOLESBELI MEGALLAPODASOK ES JELOLESEK

Az értekezés széhasznalataroél. Eldljaroban a szohasznélat egyértelmiivé tétele érdekében
roviden attekintiink néhany — a bevezetésben részben mar emlitett — fogalmat.

Az értekezés gondolatmenete — kiilon emlités nélkiill — a duél rendszerre vonatkozik. Ahol
primal rendszerrél van sz6 ott arra az értekezés kiilon felhivja a figyelmet.

A sikbeli és térbeli tartomany lehet egyszeresen, vagy tobbszorosen Osszefliggs.

Azt fogjuk mondani, hogy kompatibilis az alakvdltozasi tenzor (az alakvdltozdsi tenzor és a
forgasi alakvdltozdsi tenzor), ha az alakvaltozasi tenzor(ok)bol integralassal, egy merevtestszerd
mozgastol eltekintve egyértéki elmozdulasmezd (elmozdulasmezd és fliggetlen forgasmezs) ké-
pezhetd, hogy abbol (azokbdl), felhasznélva a primél rendszer kinematikai egyenleteit — amelyek
az alakvaltozasi tenzort (az alakvaltozasi tenzort és a forgasi alakvaltozasi tenzort) adjik meg az
elmozdulasmezével (az elmozdulasmezdvel és a fiiggetlen forgasmezivel) kifejezve — visszakapjuk
az alakvéltozasi tenzort (az alakvaltozasi tenzort és a forgasi alakvaltozési tenzort).

Az alakvaltozasi tenzormezdk kompatibilitasat a kompatibilitéasi feltételek biztositjék.

A kompatibilitasi feltételek két nagy csoport alkotja:

(a) Az els6 az egyszeresen és tObbszorosen Osszefiiggs sikbeli és térbeli tartomanyokra egya-
rant vonatkozo un. kompatibilitasi differencidlegyenletek és kompatibilitdsi peremfeltételek
csoportja.

(b) A maésodik a csak tObbszorosen Osszefiiggd tartomanyra vonatkozé un. makrd kompati-
bilitasi feltételek csoportja. Fz utdbbi tovabb bonthat6 két alcsoportra. Sikbeli példéval
élve

1. nagybani kompatibilitdsi feltételeknek kell fennéllnia minden olyan zért peremgorbén,
amelyen terhelés az el6irt, mig

2. kiegészitd kompatibilitdsi feltételeknek kell teljesiilnie, ha egy zart peremgorbét alkotd
ivek mentén, vagylagosan terhelés, illetve elmozdulas (elmozdulés és szogelfordulés)
adott."

A wvirtudlis munka elv, barmely alakjat tekintjiik is (klasszikus esetben [29], mikropolaris eset-
ben [60] ad attekintést a virtualis munka elv dudl alakjairdl), az mindig anyagegyenlettdl fiiggetlen
elv.

FEzzel szemben a rugalmassdagtan varidcios elvei esetén, mind a primal mind pedig a dual rend-
szerben — vagy a mellékfeltételeken keresztiil vagypedig kozvetleniil a vonatkoz6 funkcionalban
— megjelenik az anyagegyenlet.

Szabad varidcios feladatrdl beszéliink, ha nincs mellékfelétel a vonatkozo funkcional értelmezési
tartomanyét alkoté mezdkre nézve. Ekkor az értelmezési tartoményt alkoté valamennyi mezé
szabadon varialhato.

A klasszikus rugalmassdgtan SOMIGLIANA képletei |50] a potencidlelmélet ugynevezett GREEN
képleteinek rugalmassagtani altalanositdsai. Ha ismerjiik a teljes peremen az elmozdulas- és fe-
sziiltségmezdt, tovabbé az tigynevezett els6rendi és masodrendd alapmegoldasokat, akkor az elsé
SOMIGLIANA képlet felhasznélasaval, integraldsokat végrehajtva szamithatod a test belsejében az
elmozdulasmezs. Mivel a peremfeltételek nem adjak meg a teljes peremen az elmozdulas- és
fesziiltségmez6t, tovabbi egyenlet sziikséges ezek szamitasara. A mésodik SOMIGLIANA képlet
ugyanolyan szerkezet mint az els6 SOMIGLIANA képlet, de a peremen adja meg az elmozdulés-
mezG6t. Kovetkezésképp olyan integralegyenletnek tekinthets — ez az tgynevezett direkt modszer
integrdlegyenlete — amelyben a fesziiltségvektor az ismeretlen abban a perempontban, ahol az
elmozdulasmezd adott, illetve megforditva az elmozdulédsvektor az ismeretlen abban a perem-
pontban, ahol a fesziiltségvektor adott. Ennek az egyenletnek a megoldésa nyitja meg az utat
az els6 SOMIGLIANA képlet felhasznalasa el6tt.

Az egyensulyi feltételek, (egyensulyi mezGegyenlet(ek), és a fesziiltségi peremfeltétel(ek)) fe-
sziltségfiiggvényekkel torténd teljesitésének és a kompatibilitasi feltételek teljesitésének egyenle-
tei — matematikai szerkezetiiket tekintve — szoros rokonsagban éllnak egymassal.

1Bz utobbi feltételek szarmaztatéasa az értekezés egyik részfeladata.
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Jelolésbeli megallapodasok. Vektorok és tenzorok irdsmodjat illetGen vegyes, invarians és
indexes jelolésmodot alkalmazunk.

Indexes jelolésmodban adott vektort és tenzort a megfelel§ indexekkel ellatott matematikai
kurziv kis— és nagybetii egyarant jelolheti.

Latin index értéke 1,2 és 3, gordg index értéke 1 és 2 lehet. Ismételt index szerint Osszegezni
kell. Pontosvessz§ utan allo index kovarians derivalast jelol. A feliileten vett kovaridns derivéltat
rovid fliggbleges vonal utan allo index, a feliileti kovarians derivéltat két rovid parhuzamos vonal
utan alloé gorog index jeldli.

Invarians jelolésmodban allo félkovér bett a jelolés indexek nélkiil (kivételt képeznek az inde-
xekkel is ellatott bazisvektorok).

Térbeli feladatok esetén a vizsgalt tartoményt V', hatérfeliiletét S jeloli, a tartomany tobb
zart feliilettel hatarolt és egyszeresen illetve tobbszorosen osszefliges is lehet. Adott esetben
a vonatkozd abra segit az eligazodasban. A peremfeltételek jellegének megfeleléen az S az S,
és Sy jeld részekre bontott, S, az elmozdulas (elmozdulési peremfeltétel) Sy—n a fesziiltség
(fesziiltségi peremfeltétel) az elsirt. Az S, és Sy jeli részek kozos hatargorbéjét g jeloli.

Térbeli feladatokban harom koordinatarendszert (tovabbiakban KR) alkalmazunk, nevezetesen

e az (x1,x9,x3) |vagy (z,y, z)| kartéziuszi KRt (indexek alsé pozicioban),

e az (x!, 22 23) tetszbleges gorbevonalit KRt (vegyes indexpoziciok),

o a (¢1,£2,63) felilleti KRt (¢!, feliileti paraméterek, &3 a feliiletre merdleges — vegyes
indexpoziciok)

alkalmazunk.

Az egyes valtozokat (skalarokat, vektorokat és tenzorokat) KR-t6l fliggetlentil ugyanaz a bet
jeloli, a KR szerinti megkiilonboztetést — ha sziikséges — a kiirt argumentum (ez koordinatak
Osszességét jelols y, x vagy £ lehet) segiti. A tartoményi és feliileti integralokat rendre az
(w1, 2% 23) illetve az (¢1,€2,€3) KR-ben tekintjiik, kovetkezésképp ez esetben az argumentum
kiirasatol eltekintiink.

Sikbeli feladatok esetén az A = A; belss, vagypedig az A = A, kiils6 tartomény a vizsgélat
targya, a peremgorbét, illetve konturt £ jeldli; a tartomény egy vagy tobb zart kontirral hatarolt,
azaz egyszeresen illetve tobbszorosen 6sszefiiggs is lehet. Adott esetben a vonatkozo abra illetve
szoveg segit az eligazodasban. A peremfeltételek jellegének megfelel§en £ altaldban az L, és
L; jelid részekre bontott, az L, az elmozdulas, az L; —n a fesziiltség az elGirt. Ettdl eltérs
esetben a vonatkozo jelolésbeli megéllapodast a szoveg a kérdéskor targyaldsa sorédn ismerteti.
Ami a KR—eket illeti ismét az (x1,z2) [vagy (x,y)| kartéziuszi (indexek als6 pozicidban), az
(2!, 2?) tetszoleges gorbevonali (vegyes indexpozicio) illetve a (€1, €2) konttron értelmezett [¢2
az ivkoordinata| ortogonalis gérbevonala koordinatarendszert alkalmazzuk.

Peremfeltételekben az elirt mennyiséget a valtozot azonositod beti felett sapka jeloli.

A gondolatmenet kifejtése soran nem tesziink kiilonbséget az egyes valtozok jelolésében, ha a
tényleges megoldasrol (mezdegyenleteket és peremfeltételeket kielégité megoldas), vagy a mezo-
egyenletek egy részét kielégitd mezdfiiggvényekrsl, megoldasrol [pl. kompatibilis, kinematikailag
lehetséges alakvaltozasmezs; egyenstlyi, statikailag lehetséges fesziiltségmezd|, vagy valamely
funkcional értelmezési tartomanyéaban allo, elvben szabadon varialhaté6 mez6rsl van szo és a sta-
cionaritasi feltételt teljesité mezdfiiggvények megegyeznek a tényleges megoldassal. Ezt a kon-
venciot a jelolések egyszertisége érdekében alkalmazzuk, bizva abban, hogy a szovegosszefliggés
segit az eligazodésban.

Latinbettis jelolések alfabetikus sorrendben. A sorrend kis illetve nagybet.

a™, ay a (&4, €2,63) feliileti KR metrikus tenzorai (mértéktenzorai)

AB az 4 indexek lehetséges értékeinek részhalmaza — v.6.: klasszikus esetben
3. o., mikropolaris esetben 26. o.

at a, a feliileti KR—nek a feliilet érintésikjaban fekvs bazisvektorai

a’=a3;=n a harmadik bazisvektor (a kiils6 normalis egységvektor) a feliileten

A;, A, sikbeli bels§ és kiils6 tartomany
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az els6 anyagallando tenzor és annak inverze (mikropoléris eset)
térfogaton (illetve sikon) megoszlo (tartomanyi) terhelés strtiség vektora
az S feliilet gorbiileti tenzoranak vegyes indexi és kovarians indexti alak-
jai

a (8.79) és (8.80) képletekkel értelmezett matrix

az (1.6) egyenlettel értelmezett vektormezs

a masodik anyagallando tenzor és annak inverze (mikropolaris eset)
klasszikus esetben a (2.31c), mikropolaris esetben pedig a (4.19d) kép-
lettel adott integral

térfogaton illetve sikbeli tartomanyon megoszlé erépar terhelés stirtiség-
vektora (mikropolaris eset)

a 7.4. és 7.5. szakaszokban szerepl§ allando vektor és allando

tetszdleges allando vektorok — v.6.: (5.36a) és (6.26a)

tetszoleges allando vektorok — v.6.: (5.36b) és (6.26b)

a (8.52a) képlettel értelmezett tenzor

a (3.7) egyenlettel értelmezett vektormezd

a (4.19d) integrallal értelmezett allando

a (2.28¢c), (4.19¢) illetve a (4.12) utan allo képlettel értelmezett allandok

az anyagallandok tenzora és annak inverze (klasszikus eset)
integracios allandok kartéziuszi KR-ben — v.6.: (8.11)

integracios allandok gorbevonali KR-ben — v.6.: (7.13) és (7.16)

a (8.55)-ben 4ll6 matrix [illetve a matrix elemeit add mennyiségek — v.6.:
(8.56a,b)]

a (3.9b) egyenlettel értelmezett inkompatibilitési tenzor (mikropolaris
eset)

az alapegyenletrendszer baloldalan allo differencidloperator — v.6.: (8.25)
a Dy, operatorok adjungaltjai [nem azonos az inkompatibilitasi tenzorral
- v.6.: (8.30)]

alakvaltozasi tenzor |klasszikus eset (1.1) képlet|

az (5.29) és (5.31)-et kovets képletekkel értelmezett hatarértékek
inkompatibilitasi tenzor |klasszikus eset, lasd (1.10)|{mikropolaris eset,
lasd (3.9b) és (3.10)}

fesziiltségfiiggvény a V-n — v.6.: (4.1c);

fesziiltségfiggvény az Sy—n — v.6.: (4.1d);

LAGRANGE féle multiplikator a V-n — v.6.: (3.21a);

LAGRANGE féle multiplikator a V-n — v.6.: (4.22a);

LAGRANGE féle multiplikator az S,-n — v.6.: (4.22b);

LAGRANGE féle multiplikator az S-n — v.6.: (3.21b);
fesziiltségfiiggvények sikfeladatra kartéziuszi KR-ben — v. 6. 8. Fejezet
az S feliilet Sy és S, résztartomanyainak kézos peremgorbéje

a g gorbét alkoto zart ivek — v.6.: 5.1 abra

az (x', 2% 23) gérbevonali KR metrikus tenzorai (mértéktenzorai)

az (2%, 22, 23) gorbevonali KR bazisvektorai
a (8.79) és (8.80) képletekkel értelmezett matrix
LAGRANGE féle multiplikator a V-n — v.6.: (1.27);

LAGRANGE féle multiplikator a V-n — v.6.: (3.21a)9
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V111
az 1. Fejezet 19. MEGJEGYZESében (10. o.) értelmezett fesziiltségfiige-
vény
LAGRANGE féle multiplikatorok az S-n — v.6.: (1.27)2, (3.21b)s
LAGRANGE féle multiplikator az S-n — v.6.: (1.27)s, illetve fesziiltség-
fiiggvény normaliranyu derivaltja az Sy-n — v.6.: (2.1d)2, (formailag
mindkét esetben normalirdnya kovarians derivalt)

LAGRANGE féle multiplikatorok S-n (feltevés szerint azonosan zérusok)
—v.0.0 (1.27)45

LAGRANGE féle multiplikitorok V-n — v.6.:
(4.22b)y mikropolaris eset

LAGRANGE féle multiplikatorok az S,-n — v.6.: (2.33b) és (4.22b)
fesziiltségfliggvény tenzorok a V-n — v.6.: (2.1c) klasszikus eset, (4.1¢)9
mikropoléris eset

(2.33a) klasszikus eset,

fesziiltségfiiggvény tenzorok és normaéliranya derivalt az Syn — v.o.:
(2.1d), (4.1d)2

az (1.21) képlettel értelmezett integral

az IZ integral kiilonbézs alakjai — v. 6.0 (1.22)

az (1.25) illetve a (3.20) képlettel értelmezett integralosszeg

az (1.26) képlettel értelmezett integralosszeg

az (1.29) illetve a (3.23) képlettel értelmezett feliileti integral

az (1.28) illetve a (3.22) képlettel értelmezett térfogati integral

IV és I osszege — v.6.: (1.30)

IVS vészei — v.6.: (1.32)

a teljes kiegészits energia funkcional- v.6.:(5.16), (6.9), (7.17) és (8.12)
a kl indexek lehetséges értékeinek részhalmaza — v.6.: 26. o.

(7.26a,b)

gorbék az S feliilleten — v.6.: 5.1 abra, 39. o.

az L gorbe részei (ivei) — v.6.: 5.2 abra, 39. o.

sikbeli tartomény peremgorbéje (konturja)

a konttrgorbe azon ivei, melyeken fesziiltség (és eréparfesziiltség) az els-
irt

a konturgorbe azon ivei, melyeken elmozdulés (és forgés) az eldirt

a kontur részei

a hatéas pontja

a hatés pontja a konttrra lokalizalt
a V térfogati tartomany, illetve az A;, A, sikbeli tartoméanyok kiilsé nor-
malis egységvektora

az L1 és Lo, valamint a g és £ gorbék metszéspontjai — v.6.: 5.2 abra,
39. o.; illetve 5.4 abra, 42. o.

pontok az Lq,..., Ly, gorbéken — v.6.: A.2 abra, 116. o.

az Ly; iv kezdGpontja

az Sy értelmezett LAGRANGE féle multiplikator

az S;n és V-n értelmezett vektormezd

a g gorbén értelmezett LAGRANGE féle multiplikator

az M pont @) pontra vonatkoztatott helyvektora a kartéziuszi KR-ben —
peremelem modszer esetén

az Syn értelmezett r! vektormezd szakadasa £ mentén — v.6.: (6.15)



az M és () pontok kozotti tavolsag

az 4 indexek lehetséges értékeinek részhalmaza — v. 6.: 4. o.

a P(s) pont P pontra vonatkoztatott helyvektora — v.6.: 5.3 abra, 40. o.
a P(s) és P pontok helyvektorai — v.6.: 5.3 abra, 40. o.

eréfesziiltségek oszlopvektora — v.6.: (8.55), (8.70)

a V térbeli tartomany hatérfeliilete

az S hatarfeliilet részei

az S, és S; feliilet részei — v.6.: 5.1 abra

a (8.55)-ben 4all6 matrix (illetve a matrix elemeit ad6é mennyiségek)

fesziiltségvektor

az Sy, illetve az L el6irt fesziiltségvektor

az er6fesziiltség tenzora (klasszikus esetben szimmetrikus)
erGfesziiltségek sikfeladatokra kartéziuszi KR-ben

partikularis megoldas erdfesziiltségekre — v.6.: (8.1)

a (8.42a,b) képletekkel értelmezett alapmegoldas

fajlagos rugalmas energia

elmozduléasvektor

az Sy, illetve az L, elSirt elmozdulasvektor

alapvaltozok vektorai — v.6.: (8.26) el6tti bekezdés
alapmegoldés — v.6.: (8.35)

a V-n és S—en értelmezett vektormezs [v.6.: (1.9) és (3.8a,b)|
egyszeresen vagy tObbszorosen Osszefliged térbeli tartomany
az Sy értelmezett LAGRANGE féle multiplikator

az Syn értelmezett dw® vektormezs szakadasa £ mentén — v.5.: (5.32)
és (6.15)

az S;n és V-n értelmezett vektormezd

a g gorbén értelmezett LAGRANGE féle multiplikator
az (z', 22, 23) térbeli gorbevonald, vagy (x!,2?) sikbeli gérbevonali ko-
ordinaték Osszessége

tetszGleges gorbevonala {térbeli}[sikbeli] KR

{térbeli}|sikbeli|] egyenesvonalu kartéziuszi KR

a hatés forrasanak pontja vagy forrdspont

a forras pontja a konturra lokalizalt

GoOrdgbetis jeldlések alfabetikus sorrendben. A sorrend kis illetve nagybett.
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anyagjellemzd (mikropoléris testre)

a V-n értelmezett, elegend@en sima egyébként tetszéleges tenzormezd
[klasszikus esetben szimmetrikus (1.9), mikropolaris esetben nem (3.8b)]
a V-n értelmezett, elegendGen sima egyébként tetszéleges tenzormezd —
v.6.: (3.8a)]

varidlas az e, ..., H valtozok szerint

a (2.21), (2.21) és (2.24) differencialegyenletek megoldasai

alakvaltozasi tenzor (mikropolaris eset)

KRONECKER szimbdélum

permutéciés tenzorok

gorbiileti (forgési) alakvaltozasi tenzor (mikropoléris eset)
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eset)

eréparfesziiltségek sikfeladatokra kartéziuszi KR-ben

POISSON szdm

a (€1, €2,¢3) koordinatak Gsszessége

feliileti, illetve konturhoz igazodo gérbevonalu KR

a teljes potenciélis energia funkcionéal

a mellékfeltételeket tartalmazo integralok osszege {klasszikus eset (2.34)}
[mikropolaris eset (4.23)]

a mellékfeltételeket tartalmazo integralok {klasszikus eset (2.35a,b,c)}
[mikropolaris eset (4.24a,b,c,d)|

modositott teljes potencialis energia funkcional {klasszikus eset (2.30)}
[mikropolaris eset (4.18)]

klasszikus esetben a II; funkcionélt alkoté integralok — v.6.: (2.27)
mikropolaris esetben a IT; funkcionalt alkot6 integralok — v.6.: (4.18)
szabad variacios feladat funkcionalja {klasszikus eset (2.13)} [mikropo-
laris eset (4.10)]

a Ily funkcionélokat klasszikus esetben alkoto integralok — v.6.: (2.13)

a IIy funkcionélokat mikropolaris esetben alkoto integralok — v.6.: (4.10)

a V-n és S—en értelmezett vektormezd [v.6.: (3.8a,b)|
a g gorbe, illetve sikbeli tartomany esetén a kontir érinté egységvektora
az (1.8) képletben 4llo vektormezs



1. AZ EGYENSULYI EGYENLET ALTALANOS ES TELJES MEGOLDASANAK
SZARMAZTATASA VIRTUALIS MUNKA ELVBOL — KLASSZIKUS ESET

1.1. Irodalmi el6zmények. Az Gn. egyensilyi egyenletek megoldasit tetszéleges terhelésre —
egy zart fellilettel hatarolt egyszeresen Gsszefliggs test esetén — dltaldnos megolddsnak nevezzik.

Teljes az egyensulyi egyenletek megolddsa, ha tobb zart feliilettel hatarolt egyszeresen Gssze-
fliggs tartomény tetszéleges, azaz az egyes zart feliilletek nem sziikségképpen Gnegyensulyi ter-
helései esetén is teljesiil az egyenstilyi egyenletet.

A klasszikus feladatok keretei kozott AIRy [2] talalta meg a sikbeli egyensiulyi egyenlet meg-
oldasat fesziiltségfiiggvényekkel. Az AIRY féle fesziiltségfiiggvény altalanositdsa harommeéreti
feladatokra MAXWELL [35] és MORERA 37| nevéhez fiiz6dik, akik két egymastol kilonbozd
megoldast allitottak fel. Ezek mindegyike harom—harom fesziiltségfiiggvényt tartalmaz. BELT-
RAMI 5] észrevette, hogy az emlitett megoldasok megkaphatok az altala javasolt megoldéasbol,
feltéve hogy a megoldésaban all6 szimmetrikus tenzor alkalmasan valasztott harom—harom ele-
mének helyére zérust irunk. A BELTRAMI féle megoldés teljességét tobbek kozott ORNSTEIN [43],
GUNTHER |15 valamint DORN & SCHIELD [13] igazolta, a bizonyitasok azonban csak egyetlen
zart feliilettel hatarolt tartomanyra érvényesek. Ezt a kortilményt RIEDER [45] vette észre, ami-
kor megfigyelte, hogy tobb zart feliilettel hatarolt tartomanyok esetén a Beltrami féle megoldés
onegyensilyi minden zart feliileten kovetkezésképp nem lehet teljes. A BELTRAMI féle megol-
das alkalmas, intuitiv uton vélasztott kiegészitésével egymastol fliggetlentil SCHAEFER [47] és
GURTIN [16] talalt egyméastol formélisan kiilonb6zs, de teljes megoldasokat.

Az idézett cikkekben a fesziiltségfiiggvények bevezetése intuitive tortént. Ebben a tekintetben
az elérelépés TONTI [80] és STIPPES [55] érdeme, akik a nem teljes BELTRAMI féle megoldést
variacios elvbdl (TONTI), illetve a virtualis munka elvbdl (STIPPES) szarmaztattak. Problémat
jelentett azonban, hogy mellékfeltételként a hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi feltételt
alkalmaztak, holott ezek nem fiiggetlenek egymastol [29]. Ebbdl adodik, hogy az igy nyert
megoldas, amely megegyezik formailag a BELTRAMI féle megoldassal hat fesziiltségfiigguényt foglal
magdba, holott BELTRAMI szerint harom fesziltségfiigguény elegendd tetszdleges fesziiltségi dllapot
megaddsdhoz, ha a tartomdnyt egyetlen zdrt felilet hatdrolja.

Ez az ellentmondas az in. SOUTHWELL féle paradoxon [51], [52] dudlis parja (ez kittinik a pa-
radoxon rovid attekintését ado kovetkezs szakasz szovegébol). Erdemes azt is megemliteni, hogy
a matematikai atalakitasok soran mindkét szerzg, azaz TONTI is és STIPPES is figyelmen kiviil
hagyta a test hatarfeliiletén megjelend integralokat és azt is feltételezték, hogy nincs térfogaton
megoszlo terhelés.

A klasszikus esetben SOUTHWELL [51], [52] volt az elsd, aki a kompatibilitasi feltételeket a
teljes kiegészits energia maximum elvbdl 2, mint variacios elvbél szarmaztatta. Ugyanakkor arra
is ramutatott, hogyha harom fesziiltségfiiggvényt alkalmaz —a MAXWELL [35] és MORERA [37]
féle megoldéasokat hasznalta fel — akkor csak harom kompatibilitasi differencialegyenlet kovetke-
zik a hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi egyenlet koziil a stacionaritasi feltételbsl. Mivel
egy zart feliilettel hatarolt tartomanyon tetszéleges fesziiltségi allapot megadhaté alkalmasan va-
lasztott harom fesziiltségfiiggvénnyel — tobb zart feliilettel hatarolt tartomény és/vagy zérustol
kiilonb6z6 térfogati terhelés esetén a fesziiltségfliiggvénnyel nyerheté megoldast ki kell egésziteni
az egyensilyi egyenletek egy partikularis megoldésaval — SOUTHWELL ellentmondasra jutott,
hiszen az alakvaltozasmezdk kompatibilitasanak elégséges feltétele a hat SAINT VENANT féle
kompatibilitasi egyenlet fennallasa. A paradoxont, amelyre jutott, utédna nevezték el SOUTH-
WELL paradoxonnak.

ABOVSZKI, ANDREJEV és DERUGA konyve [1] kiemelten foglalkozik a klasszikus rugalmasség-
tan variacios elveivel, tobbek kozott azokkal a variacios elvekkel is, ahol az egyenstlyi egyenletek
fesziltségfiiggvényekkel valdé megoldasa jelenik meg, mint a probléma egyik EULER egyenlete.
ToNTI és STIPPES cikkeihez képest van elGrelépés a peremen megjelend integrélok tekintetében
is, de az atalakitasok részben hibéasak és hidnyoznak azok a tagok a megoldasbol amelyek bizto-
sitanak, hogy a megoldéas tobb zért feliilettel hatérolt tartomanyon is érvényes legyen. Ennek az

2Gyakran nevezik a teljes kiegészit6 energia minimum elvnek



2

az oka, hogy az egyensiilyi egyenletek egy partikularis, nem zérus térfogati terhelésre érvényes
megoldasat a szerzdk ismertnek tételezik fel, és igy az egyensulyi egyenlet altaldanos megoldésa és
a partikularis megoldas kiilénbsége jelenik meg Euler egyenletként. A SOUTHWELL paradoxon
dudlis parja ez esetben is megoldatlan marad.

1.2. Célkittizések. A fenti szakaszban megfogalmazott problémak alapjan a szerzé célul tiizte
ki az alabbi, klasszikus esetre vonatkozé problémék megoldasat:

e Az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes, hdrom fesziltségfiigguényt tartalmazé megol-
dasanak szarmaztatasat a virtualis munka elv segitségével tobb zart feliilettel hatéarolt
egyszeresen Osszefliggd testre, megoldva ezzel a SOUTHWELL paradoxon dudlis pérjat.

o Az elsG célkitiizéssel Osszefiiggésben annak megmutatasat, hogy milyen fontos szerepet
jatszanak a megoldasban a mellékfeltételek (harom fiiggetlen kompatibilitasi feltétel a
tartomanyon és alakvaltozasi peremfeltételek a tartoméany peremén).

e Az integraltranszformaciok sordn megjelend feliileti integralok alkalmas atalakitasat és a
végss alakok, illetve a vonatkozo peremfeltételek mechanikai jelentésének tisztazasat.

A megoldas gondolatmenete és f6bb lépései a |72], [74] és [75] alapjan keriilnek bemutatésra.

1.3. A feladat megfogalmazasa.

1.3.1. Jelolje rendre z, illetve & az x!', 22,2 térfogati, illetve a &', €2, &3 feliileti koordinatak
Osszességet. A jelen 1. Fejezetben az egyszeresen Osszefliges, egy vagy tobb zart feliilettel
hatarolt V tartomany képezi a vizsgélat targyat. Jeldlje S = S, US;; S, NSy =0 a V tartomany
hatérfeliiletét és annak két részét. Az S, és S feliiletrészeket a g gorbe valasztja el egyméstol.

1.1. abra.

Az 1.1. abran vazolt két zart feliilet hatarolta tartomény esetén

Sy =8Hus®, §=5DUs? & g=gHug?.

A klasszikus rugalmassagtan primdl rendszerének mezSegyenleteit az

1
(1.1) eni() = 3 (Ui + k) = UG rev



primél értelmezs egyenlet (primél kinematikai egyenlet), az anizotrop esetre érvényes
(1.2) tht = Cklrae,,, zeV

primél konstitutiv egyenlet (HOOKE torvény) — C*P4 a rugalmassagi allandok negyedrendt ten-
zora —, és a

(1.3) (@) +0 =0 reV

primél mérlegegyenlet alkotjak, ahol ug, e, t* és b’ rendre az elmozdulasvektor (alapvaltozo),
az alakvaltozasi és fesziiltségi tenzor (az elsSdleges és masodlagos kozbiilss valtozo), illetve a
térfogati terhelés (a forrasvaltozo). A zarojelparban allo (k;l) indexkettds a vonatkozo tenzor
szimmetrikus részét jeloli.

Legyen 1y, és t' elsirt elmozdulas illetve fesziiltség.

Az (1.1), (1.2) és (1.3) mezSegyenletekhez az

(1.4) up, = Uy, ¢ € Su
elmozdulasi és az
(1.5) nptht =7 ¢e S,

fesziiltségi peremfeltételek tarsulnak. Az (1.5) képletben allo ny a kiils6 normalis egységvektor.
Specidlis esetben, ha az S; tires, akkor S = S, (DIRICHLET feladat), ha az S, iires, akkor
S = S; (NEUMANN feladat).
1.3.2. Jol ismert potencidlelméleti eredmény [17], hogy a bl térfogati terhelés mindig megad-
hato a

(1.6) o= —ABl(sc) = —gqu.l;pq reV
alakban [gP? a metrikus tenzor az (x!, 2%, 23) gérbevonald KR-ben|. A B!(z) vektormezd szami-
tasa két lépésben torténik:

1. Az els6 lépésben az (x1, xe, x3) kartéziuszi KR-ben hatérozzuk meg B! értékeét. Jelolje a

P futépont koordinatait x,(P). Legyen az z,(Q) koordinatak altal meghatarozott ¢ pont
az a pont, ahol a B!t szamitjuk. A B’ vektor Q pontbeli értékét a

U,

integral adja.
2. A masodik lépésben az (z!, 22 23) gérbevonali KR-be kell transzformalni a B! [2,(Q)]
vektort.

Mivel az (1.6), (1.7) egyenletek alapjan maga a B’ vektormezs is képezhets egy masik, mondjuk
a Ul vektormezébdl oly modon, hogy erre a vektormezére miikodtetjitk a Laplace operatort,
adodik a kovetkeztetés, hogy a

(1.8) b= —AAT! = —gPagmng! reV

.y mnpq
elsallitas ugyancsak lehetséges.

1.3.3. A dual egyenletrendszer attekintése elGtt sziikség lesz néhany fogalom bevezetésére.

Az ey () alakvaltozasmezot [kompatibilisnek|{kinematikailag lehetségesnek} nevezziik, ha az
(1.1) kinematikai egyenleteknek van egyértékd megoldasuk az u; elmozdulasmezore {és a megol-
das eleget tesz az (1.4) elmozdulasi peremfeltételnek}.

Tekintettel az (1.1) kinematikai egyenletekre azt mondjuk, hogy [kompatibilis|{kinematikailag
lehetséges} a V-n értelmezett elegendGen sima u;(x) vektormezs |ha tovabbi feltételeknek nem
tesz eleget| {ha teljesiti az (1.4) elmozdulasi peremfeltételt}.

A tF(z) fesziiltségmezGt [egyenstlyinak|{statikailag lehetségesnek} nevezziik, ha kielégiti az
(1.3) egyenstlyi egyenletet {és az (1.5) fesziiltségi peremfeltételt}.

Az g a V-n értelmezett, elegendGen sima, szimmetrikus, egyébként tekintetben pedig tet-
sz6leges tenzormezs. 4p-vel jeloljiik az ,p indexek azon részhalmazat, amelyre nézve a

1
(1.9) E(UA;B +vp.a) = aap(z) reV
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differencidlegyenletnek mindig van megoldasa a v; vektormezdre. Nyilvanvalo, hogy az 2p in-
dexparnak csak harom kiilonboz6 értéke lehet. Jelolje rs a kiegészité halmazt, vagyis azon
indexpéarokat amelyek egyiitt az sp indexpéarokkal kiadjak az Osszes lehetséges értékét az o
indexpéaroknak. Nyilvanvalé, hogy az rg indexparoknak harom kiilonb6z6 értéke lehet, ha a
szimmetriara is tekintettel vagyunk.

Az £% szimmetrikus inkompatibilitasi tenzort az

(110) gab(x) — eakmeblpekl;mp x € V
egyenlet értelmezi (¢?*™ a permutécios tenzor felsé indexes alakja). Az
(1.11) E%x)=0 zeV

egyenlet az in. hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi feltétel, lasd pl.: [33].
1.3.4. Legyen H,q fesziiltségfiiggvény tenzor. A dudl egyenletrendszer mezSegyenleteit a

(1.12) tP(x) = VU H, g + g B+ g9BY, — "' B, eV

duél értelmezs egyenlet, a

-1
(1.13) emn () = C i V' reV

-1
duél konstitutiv egyenlet (a HOOKE torvény megforditasa, Cppp a CkPa inverze), valamint az
(1.14) ERS(2) = ekaeSlpekl;mp =0 zeV

dual mérlegegyenlet (harom fiiggetlen kompatibilitasi egyenlet) alkotjak. A fenti egyenletrend-
szerben a szimmetrikus H,q, tP! és ey, tenzorok alkotjak az alapvaltozot, illetve az elsGdleges és
méasodlagos kozbiils§ valtozot. A forrasvaltozd azonosan zérus.

Az (1.12), (1.13) és (1.14) mezGegyenletekhez az

(1.15&) Erx — ﬂ()\;n) = 0, £e Sy,
(1.15Db) (€3 — ﬂ3\/@)”)\ + b3 (ear — ﬂa\fe) - (emk;?’ —exz) = 0 § €Sy
alakvaltozasi (b§ az S feliilet gorbiileti tenzora), az

(1.16) naE¥ = 3Mebdre 4 =0 £eS;
kompatibilitasi, valamint a fesziiltségekre vonatkozo

(1.17) n3€3m€ldr7_(nd;m + a3qu.;q + aqu:iq — anglik — ! Ees

peremfeltételek csatlakoznak [a*' a metrikus tenzor a (&', €2, €3) feliileti KR-ben).

1. MEGJEGYZES: Az (1.17) peremfeltétel helyett mind sikbeli, mind pedig térbeli feladatok
esetén kozvetleniil a 'H,q fesziiltségfiiggvényekre és a H,4.3 norméaliranyt derivaltra is réhato ki
peremfeltétel [39], [26].

2. MEGJEGYZES: Az (1.12) dual kinematikai egyenlet az (1.3) primal egyensilyi egyenlet
teljes megoldasa. A fenti teljes megoldast SCHAEFFER taldlta intuitiv modon [47]. A fesziilt-
ségfliggvény tenzor szerkezete nem lehet tetszéleges, fenn kell allnia a Hap = 0 feltételnek [14].
Masként fogalmazva tetszéleges fesziiltségi allapot megadhaté a Hprg fesziltségfiiggvényekkel,
azaz harom fesziiltségfiiggvénnyel. Vegyiik azt is észre, hogy az (1.12) dual kinematikai egyenlet-
ben az utolsé harom tag a nem zérus térfogati terheléshez tartozo partikuléris megoldast adja.
Tobb zart feliilettel hatarolt tartomany esetén zérus térfogati terhelés mellett is szerepelniiik
kell ezeknek a tagoknak a képletben, mivel a Hpg fesziiltségfiiggvényekbdl szamitott fesziiltségi
allapot 6negyensiilyi minden egyes zart feliileten. Ekkor az (1.6)-ban b’ = 0 és a B! harmonikus.

3. MEGJEGYZES: A GURTIN altal talalt

(118) tpl = €pyk€ldrHyd;k;r + gqu\IJl.;q + glqA\Iﬂ.?;q - gpqgmlllllik‘mq T e 14

megoldéas ugyancsak teljes.
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4. MEGJEGYZES: Az (1.14), (1.15a), (1.15b) és (1.16) egyenletek teljesiilése estén kinemati-
kailag lehetséges az ey(x) alakvaltozédsmezd. Az alakvaltozasi peremfeltételek felallitasa, jelen-
t6ségiik felismerése és az éllitas nem elemi igazolasa KOZAK nevéhez fiizédik, lasd [27], [26] és
[28], az igazolast illetGen pedig |75].

5. MEGJEGYZES: Az (1.15a), (1.15b) alakvaltozasi peremfeltételek fennéllasa biztositja az

(1.19) exxlo + exnllo — (U)o — Usnbos = 0. £ €Sy
egyenlet teljesiilését |75].

6. MEGJEGYZES: Tekintsiik az u; elmozdulasmez&t S-n, az ey alakvaltozasmezdst pedig V-n
és S-n. Ha fennall az (1.15a), (1.15b) alakvaltozasi peremfeltétel az u; € S elmozdulasmezs és az
ey alakvaltozasmez6 kozott, és ha az ey alakvaltozasmezo eleget tesz az (1.14) kompatibilitési
differencialegyenletnek, akkor nyilvanvalé a 4. MEGJEGYZES alapjan, hogy létezik olyan egyér-
tékd u; elmozduldsmez§ a V-n, amely megegyezik S-n az ott tekintett u; elmozdulasmezdvel.
Az 5. MEGJEGYZES alapjan pedig azonnal kévetkezik, hogy fennall az (1.19) azonossag is S—n.

7. MEGJEGYZES: Ha fennall az (1.15a), (1.15b) alakvaltozasi peremfeltétel a teljes S feliileten,
vagy annak egy részén, akkor ugyanitt identikusan fennall az (1.16) kompatibilitasi peremfeltétel.

1.3.5. A wvirtudlis munka elv dltaldnos primdl alakja a

(1.20) /tklekl dV—/ bluldV—/ngtglul dA =0
14 14 S

modon irhato fel. A fenti egyenlethez a kovetkezs direkt allitas tartozik: Ha eg(z)—et az (1.1)
kinematikai egyenletbsl szamitjuk, ahol ug(x) kompatibilis elmozduldsmezd és az (1.20) egyenlet
tetszdleges, kompatibilis ug(x) elmozduldsmezére fenndll, akkor a t* (x) fesziiltségmezd egyensiilyi.

Az (1.1) kinematikai egyenletek mint mellékfeltételek helyettesitése és parciélis integralas utan,

azaz kihasznalva, hogy
/tklU(l;k)dVZ/ngtgluldA—/ tf“_fkuldv
\% S \%4

azonnal kovetkezik az allitas a rendezés utan adodo
/ (), + b)) wdV =0
Vv

egyenletbdl, hiszen u; tetszéleges V-n.
Az utobbi allitas fényében az alabbi kérdések meritilnek fel:

1. Kovetkezik—e a virtualis munka elv altaldnos primal alakjabol a primal egyensulyi egyenle-
tek SCHAEFER [47] altal talalt (1.12) alatti teljes megoldasa — azaz az egyenstly fennallasa
— harom fesziiltségfiiggvénnyel. STIPPES az (1.11) alatti hat SAINT VENANT féle kompa-
tibilitési egyenletet alkalmazta mellékfeltételként — ezek nem fiiggetlenek egymastol — a
térfogaton |55, ezért eredménye hat fesziiltségfiiggvényt tartalmazott harom helyett. Mar
korédbban is utaltunk ré, hogy ez az ellentmondas a SOUTHWELL paradoxon duélis parja.

2. Felmeriil mésodik kérdésként tehat a mellékfeltételek probléméja mind a V' térfogati tar-
tomanyon, mind pedig annak S peremén. Ezt a kérdésfeltevést az is indokolja, hogy
az Irodalmi el6zmények cimd szakaszban idézett munkak — pl. [55], [80] — nem szentel-
tek kellg figyelmet a feliileti integraloknak és a feliileti integralok alkalmas atalakitaséval
adddo eredményeknek.

3. Kovetkezik—e a virtudlis munka elv altalanos primal alakjabol a primal egyensilyi egyen-
letek GURTIN [17] altal talalt (1.18) alatti teljes megoldésa.

1.4. Mellékfeltételek és a virtualis munka elv atalakitasa.

1.4.1. Alabbiak a [72| és |74] eladasok, valamint a |75] tanulmény alapjan tekintik at a mellék-
feltételek és a virtualis munka elv atalakitdsanak kérdését. Az atalakitasok célja az 1., 2. és 3.
alatt felvetett problémék megoldasa.

A részleteket illetGen — kiilonosen a feliileti integralok alkalmas atalakitasa igényel sok munkat
és figyelmet — az idézett |75] cikkre, valamint a jelen értekezés fliggelékére utalunk. A késdb-
biek soran, ahol sziikséges, pontosan megnevezziik a vonatkozé képletszamot illetve az értekezés
fiiggelékének vonatkozo szakaszat.



Az (1.6) és (1.8) eldallitasok felhasznalasaval a virtualis munka elvben szerepld

(1.21) 2 = —/ bl dV
14

integral az
(1.22) I‘%:/ AB'u; dV illetve az 152:/ AAV! vy dV
\%4 Vv

alakba irhato at. A fenti két integral tovabbi transzformécidjanak az a célja, hogy a térfogati
integral integrandusza az alakvéltozasi tenzort tartalmazza az elmozdulésvektor helyett.
A Fiiggelék (A.2.6) és (A.2.8) képleteinek felhasznalasaval az I, integral tekintetében

(1.23) IZ, = - /v (g"B' .+ g'1B", — g"' B"}) ey dV + /S ng (a® B +d"B3, — a® B ) u dA
az eredmény.
Hasonl6 modon adodik az (A.2.9) és az (A.2.11) képletek felhasznéalasaval, hogy

(1.24) I, = /V (PIAT, + JIATP, — gk,

) e dV
+ /Sng (a3qA\I/l_;q + alqA\Il?_’;q - agqaml\lﬂikmq) u dA.
Az (1.23) képlet helyettesitésével azt kapjuk a virtualis munka elv (1.20) alatti alakjabol, hogy
(1.25) Ivmp = /V[tpl ~(¢"B' + ¢'"B%, — "' BY,)] erp AV
- /Sng (3 — (anBl.;q + aquziq — a3lBlik.)] udA =0.

Ugyanilyen modon kapjuk az (1.24) képlet helyettesitésével a virtualis munka elv (1.20) alatti
alakjabol az elv W't tartalmazo formajat:

(1.26) Ivmw = /V[tpl - (gqu\Ill.;q + glqA\Iﬂ.?;q o gpqgml\plikmq) ep | dV

kmg

- / ng [t3 — (aqu\Ifl_;q + alqA\Il‘riq —a®a™uk, NudA =0.
S

Tovabbiakban a mellékfeltételek kérdését vizsgaljuk.

1.4.2. Az (1.25) és (1.26) egyenletek a virtualis munka elv altalanos primdl alakjai, ha a
térfogati terhelés a B!(x) vagy a W!(x) potencidlfiiggvény segitségével adott. Vegyiik észre, hogy
az (1.25) és az (1.26) egyenletek mindegyikében az dsszetartozo kompatibilis e;, alakvaltozasmezd
és az u; elmozdulasmezd rendre a test V' térfogatan illetve az S hatarfeliileten jelenik meg.

Visszaidézve most a 6. MEGIJEGYZESben mondottakat kovetkezik, hogy a keresett mellékfel-
tételeket a V-n tekintett (1.14) kompatibilitasi differencialegyenlet, valamint az S-n tekintett
(1.15a), (1.15b) alakvaltozasi peremfeltételek alkotjak, és szerepe lehet az (1.19) azonossagnak
is az atalakitdsokban.

1.4.3. Mivel a mellékfeltételek nem helyettesithetSk kozvetleniil a virtualis munka elv (1.25),
illetve (1.26) alatti alakjaba, a LAGRANGE féle multiplikator technika alkalmazasara van sziikség.
A

Hy = Hg, reV
H,y = Hy,, tes
(1.27) Hyps = Hyys, tes
Hy = H3 =0 Ees

és

ﬁggEO 565



hatarozatlan LAGRANGE multiplikatorokkal

(1.28) IY :/ ekaeSlpekl;mpHRS dV =0
1%

és

(1.29) quZ/Sn:semgﬁwg{(em—U(An))ﬁnﬂ;g

+ [(e3k — uzj)r + 0% (€an — Uajx) = (€xr3 — €x3i) — bﬁ(m — U\|w)) [ Hiypo
et + exnlo — (U)o — Uspbos] Hys — byo(exs — tu(njm)) Hzs} dA = 0.
a mellékfeltételek integral alakja. Kovetkezésképp a fenti két integral Gsszege is zérus:
(1.30) IS =1n+1r =o.

A mellékfeltételek fenti integrabilis alakja tovabbi magyarazatra szorul. A kdvetkezd 8.-15. alatti
MEGJIEGYZESeknek ezért az a célja, hogy megvilagitsak a véilasztas hatterét és segitséget nyijt-
sanak a végsd atalakitasokhoz.

8. MEGJEGYZES: Egyenlére feltételezziik, hogy kiillonboznek zérustél a ﬁng = ﬁgn és I:I33
LAGRANGE multiplikdtorok. Megmutatjuk kés6bb — utalunk itt a 16. MEGJEGYZESre —, hogy
ezek értéke nem befolyasolja a peremfeliilet fesziiltségi allapotéat és igy valdjaban zérusnak va-
laszthato az emlitett multiplikatorok értéke [75].

9. MEGJEGYZES: Vegyiik észre, hogy forméajat tekintve kovarians derivalt a Ij.[mg;g = ﬁgmg
LAGRANGE féle multiplikator. Kihasznalva a Fliggelék (A.1.5), (A.1.7) és (A.1.8) alatti képleteit
irhatjuk, hogy

Hyos = Hops + b Hyg + b3H,o tes

ahol tetszGleges fliggvénynek tekintjiik a ﬁgmg mennyiséget. Masként fogalmazva tugy vessziik,
hogy fliggetlen a flmg;g derivalt a flmg(f) ¢ €S —tol. (Ne feledkezziink meg arrdl, hogy az S
felilleten vagyunk, ahol az S feliilet normalisa mentén vett derivélt a ﬁmxg fiiggvény.)

10. MEGJEGYZES: Mivel az (1.14) kompatibilitasi mez&egyenletek harom fiiggetlen egyenletet
adnak — ezeket az 5 indexpér azonositja —, kivetkezik, hogy ugyancsak harom a sziikséges Hy,
LAGRANGE multiplikitorok szama és ezeket ugyanazon de most az alsé indexben irt pg indexpéar
azonositja. Masként fogalmazva zérusnak vehetsk a H 4p Lagrange multiplikatorok. (Valojaban
ezen az észrevételen alapul majd a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjainak feloldésal)

11. MEGJEGYZES: A H,y multiplikitor bévithets a

—bg(em — U\|k)) £es

taggal. Ez a tag valdojaban zérus hiszen a teljes peremfeliileten teljesiil — 6sszhangban a 6. MEG-
JEGYZESsel és 4(y|)~t gondolva u(y|,) helyére — az (1.15a) alakvaltozasi peremfeltétel. Vagyis a
b&vités nem befolyasolja a végeredményt.

12. MEGJEGYZES: Az (1.19) identitast — itt is a 6. MEGJEGYZESsel Osszhangban jarunk el,
azaz up-t gondolunk uy helyére — vessziik a ﬁng multiplikator egyiitthatojanak. Kovetkezésképp
nem szamit, hogy zérus, vagy nem zérus a I:Ing .

13. MEGJEGYZES: A Hsg multiplikdtornak is a 11. MEGJEGYZESben szerepls, de most
kissé masképp sulyozott, alakvaltozasi peremfeltétel az egyiitthatdja. Ez ismét azt jelenti, hogy
érdektelen az a kériilmény, hogy zérus-e, avagy nem a Hss.

14. MEGJEGYZES: Erdemes arra is felhivni a figyelmet, hogy az alakvéltozasmezd €x\:3 NOI-
malirdnyt derivaltja is szerepel a mellékfeltételekben.

15. MEGJECGYZES: A kovetkez§ interpretacio tartozik a 12. és 13. MEGJECYZESek fényében
az 1. MEGJEGYZEShez: Erdektelen az I} 9 integral atalakitasa soran az a koriilmény, hogy zérus
vagy nem zérus értéktek a ﬁng és a Hys multiplikdtorok. Azonban igazolni fogjuk a késGbbiek
soran, hogy mindig zérusnak vehetd ez a két multiplikator.
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1.4.4. Kibdvitve a virtualis munka elv (1.25) és (1.26) alatti alakjait az (1.28) és (1.29)
mellékfeltételekkel a virtuélis munka elv

(1.31a) /V [t = (g7 B, + g1 BY, — ¢" BYy)] ey dV
‘/ ny [t — (a*Bly + d"B; — @’ Bl wdA - I* = 0,
S
és

3]

(1.31b) /V [ — (gPIAY |+ gMAVP — gPlg™ R T ep dV

3]

- / ns [t3 — (QBqA\I/l.;q + alqA\Iliq - agqamllllk.kmq)] wdA—1V% =0
S

alakjait kapjuk. A kivant végeredmény elérése érdekében alakitsuk at parcialis integralasok vég-
rehajtasaval az I} S integralt. Az ennek részeként megjelend I U transzformacioja soran alkalmas
indexéatnevezésekkel Hy-t irunk Hpg helyére de nem feledkeziink meg arrél sem, hogy a Hap
val6jaban zérus értéki.

Az ey alakvaltozasi tenzort és az wu; elmozdulasvektort tartalmazo tagok Osszegytjtésével és
az

nge“’73e’\’93u3|,€bwf[n3 =0 Ees
egyenlGség kihasznélasaval irhatjuk, hogy
(1.32) = +10 =13, + Iy + 1)y,
amelyben

(1.33) Ijy = —LngeﬁngeAﬁgu(An)gnﬁ;BdA

+ /gngeﬁngeAﬁg[—uxn||ﬂﬁn3 — () byo Hss + (bgu(m) — b)) Hypo] dA

+ /s "B [—ug 3 Hyg — ugpnbow Hay — ug)borHys] dA,

(1.34a) Ity = /Sngemgewg{ exxHyosz + (€xnjo + xslo) His
(€3 n + DX Car — €xr;3 + ergl — bgexn)ﬁw + byernHss} dA
és
(1.34b) Iy = /V Frmelste, o Hyp dV
Az (1.33) integral atalakitasa a Green tétel alkalmas atrendezéssel tarsuld ismételt alkalmazasat

igényli. A részleteket illetGen a Flggelék A.2.4. szakaszara utalunk. A végeredményt véve
irhat6 az (A.2.21) képlet alapjan, hogy

(1.35) IigU = — / n3€3nn€ldp£rnd;pnul dA.
S

16. MEGJEGYZES: Legyen w;(§) és w;3(€) két elegenden sima vektormezs az S feliileten.
Felidézve a vektormezd kovarians derivaltjanak értelmezését ugy tekintjiik a w;,3(€) vektormezst,
mintha az az © ¢ S pontokban ismeretlennek vett w;(z) vektormezs normélis mentén vett
kovarians derivaltja lenne. A

(1.36) Hi(€) — wy(€)  Kkiilonbséget gondolva  Hyy(€) tes



helyére nem véltoztatjuk meg az (1.35) kifejezés értékét, mivel

1 1
3kn ldp ~ _ 3kn ldp,~, 3kn ldp, ~
e pw(n;d);pﬁ = 5(5 e pwn;d);zm"‘ 5(6 Te pwd;nn);p

1 . 1 - -
_ §(€3nn636ﬂwn;5ﬂ);m + 563/&7(6)\37rw77;37r + 6/\7T3w77;7r3);/@ =90. 5 s

Figyeljiik meg, hogy a zar6jelben all6 kifejezés nem igényli a wy;,,—nal magasabbrendii kovaridns
derivaltak meghatérozéasat, ha figyelembe vessziik a kovarians derivalasok sorrendjének felcserél-
hetSségét. Ugyanakkor a wy,(§) fliggvény mindig megvalaszthatd oly modon, hogy fennalljon
a

f{kg—’lf)(g;k)zo {ES

Osszefiiggés. Ez a megallapitas egyben a fIng = H. 3p = Hss = 0 feltevés helyességének igazolasa
is.

1.4.5. Tekintettel a fenti 16. MEGJEGYZESben mondottakra valoban feltételezhetjiik, hogy
a Hyy szerkezetét tekintve eleget tesz az (1.27) alatti eléfeltételeinknek. Ez a vélasztas nem
befolyasolja az IfE integral értékét sem, hiszen a (1.36) baloldalan &llo kiilonbség egyszertien
atnevezhetS Hy-nek.

Az (1.34a,b) integralok atalakitasa hasonlo az (1.33) integral atalakitasahoz. Részleteket ille-
tGen a Fiiggelek A.2.5. és A.2.6. szakaszaira utalunk. Ami az atalakitasok eredményét illeti az
(A.2.27), (A.2.29a) és (A.2.31) felhasznalasaval kapjuk, hogy

(1.37) Ity = /Sn3€'€p3€wg(—ffm€pﬂ;3 + Hyzep9) dA

és

(138) IYE = / EpykeldrHyd;krers av + /Sn361€p36)\ﬂ3(H>\/@epl9;3 - H)\H;?)epﬂ) dA.
14

Az (1.35), (1.37), (1.38) és (1.32) képletek felhasznalasaval elvégezhets az (1.31a) egyenletben
kijelolt kivonés:

(1.39) / (17— (e Hyar + "By + 9Bl — 9" BYy)] ey AV
\%
— /Sng (30— (1P g + a3qu.;q + aqu‘riq — anglik.)] u dA

+ / 33N [—(Hyy — Hyw)eposs + (Haws — Haws)ep] dA = 0.
s

Mivel (1.39)-ben mind

er (), reV
ep(§), €pv:3(§) £es

mind pedig

w(§) £es
tetszGleges, a baloldal eltinésébél a
(1.40) t = EpykeldrHyd;kr + gqul.;q + gquI.);q o gplBlik reV
mezdegyenlet és a
(141) ITIAK—H)\H:O, fI}\m;B_HN@;ZS =0, §es
valamint a

- egAﬁepdpﬁ)\d;pg + a?’qB’_);q + a”qBiq — a3pBlik. ,

(1.42a) = €3Aﬂ(€p3nﬁ)\3;,§ - EPBKfNI,\mg);g + aqu’:q + aquiq — a3pBﬁk , EesS

(L42b)#% = NP Hy 9+ a® B3+ a® B — a®BY, ¢es
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peremfeltételek fennéllasa kovetkezik, ahol tekintettel a (1.27)34, (A.1.5), (A.1.7) és (A.1.8)
Osszefiiggésekre

(1.42(3) ﬁ)\:}n = I;r/\:g PSS ﬁ)\gﬁ — Ff\ngrg — Fgﬁﬁ)\r = bﬁg,\p, f cs
|
(142d) I;r/\n;p = I;r/\n|p - I;r/\ra”p - b)\pﬁ?m - b/@pg/\B = ﬁ)\KHP £es

17. MEGJEGYZES: Tekintettel a 9. MEGJEGYZESben allo képletre, valamint a (1.42¢,b) egyen-
letekre konnyen megmutathaté az (A.1.9), (A.1.10) és (A.1.11) Osszefiiggések felhasznalasaval,
hogy a 1 szerint vett kovaridns derivaltak — lasd az (1.42a) és (1.42b) képleteket — ugyancsak
megadhatok a H,, és H Ak,3 segitségével.

1.4.6. Ha most behelyettesitjiik az (1.41); o Osszefliggéseket az (1.42a,b) Gsszefliggésekbe, és
egybevetjiik az eredményt az (1.40) formulaval, akkor azt talaljuk, hogy ugyanigy kell szamitani
a tP! fesziiltségeket mind a V-n, mind pedig az S-en, azaz az (1.40) képlet segitségével. Ugyan-
akkor hangsilyozni kell, hogy az (1.41);2 és (1.42a,b) Osszefiiggések szerint nem kivanja meg
a fesziiltségek szamitasa az S feliileten a Hyz(§) és Hys.3(&) ismeretét. Konnyen ellenérizhetd
az egyensulyi egyenletekbe torténd helyettesitéssel és az (1.6) Osszefiiggés felhasznéalasaval, hogy
egyenstlyi a fesziiltségek Hy; Lagrange multiplikatorok és B! segitségével torténd (1.40) alatti
elgéllitasa.

18. MEGJEGYZES: Az (1.40) képlet altal adott megoldas pontosan a SCHAEFER féle megoldas
—v.6.: (1.12) vagy [47]. Ez ok miatt a H,q multiplikdtorokat fesziiltségfiiggvényeknek nevezziik.
Viszszaidézve, hogy ebben a megoldasban a 6. MEGJEGYZES szerint Hprg nem azonosan zérus és
Hap = 0 tovabba, hogy Hy; szimmetrikus, adodik a kovetkeztetés, hogy hérom fesziiltségfiigg-
vény elegendd, és ezek indexeit ugyanugy kell megvalasztani, mint a fiiggetlen kompatibilitasi
egyenletek indexeit — hiszen csak ezek szerepeltek a mellékfeltételekben. Az (1.40), (1.41), (1.42a)
és (1.42b) egybevetésébdl pedig az adodik, hogy a fesziiltségeket ugyanugy kell szamitani mind
V-n, mind pedig S-en. Vagyis a Hj; multiplikatorok is fesziiltségfiiggvények.

1.4.7. A virtualis munka elv (1.31a) alakjabol az (1.39)-re vezets gondolatmenet megismétlé-
sével kapjuk, hogy

/V[tpl - (epykeldrHyd§k7’ + gqu\IIl.;q + glqA\Iﬂ.);q - gpqgmlqjlik‘mq

NepdV

- /S ng [t3 — (P H, g + a3qA\I/l.;q + alqA\Il?’;q - a3qaml\11k.kmq)] uydA

©

+/ n3€np3€/\193[_(H/\n - ﬁ)\/{)epﬁ;B + (H)\IQ;B - ﬁ)\li;?))ep’l?] dA =0,
S

ahonnan kovetkezik, hogy az egyensiilyi fesziiltségmez6 mind a V-n mind pedig az S—n a
(1.43) 7= PRI g + gPIAT 4 gUATP — gPlgmh R, zeV
képletbdl szamithato. Az (1.43) alatti megoldas a GURTIN altal talalt teljes megoldas [16].

19. MEGJEGYZES: A Hyp = 0 feltétel mindig teljesithets a vj(z) x € V' vektormezs alkalmas
megvalasztasaval, lényegében véve a

1

E(UA;B +vp.a) = Hap zeV
differencidlegyenletek megoldasaval, mivel a

o 1
Hyy = Hy — 5(%;1 + ug) zeV

fesziiltségfiiggvény tenzor teljesiti a Hap = 0 feltételt. Figyeljiik meg, hogy a V(ky) fesziiltség-
fiiggvényekhez nem tartozik fesziiltség. Ez az eredmény FINzI [14] eredménye.

1.5. Eredmények. A szerzs eredményeit — ehelyiitt is, és a tovabbi fejezetek végén is — pon-
tokba szedve ismerteti az értekezés:
1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak igazolasa, hogy szilard testek esetén az
egyenstlyi egyenletek altalanos és teljes megoldasa — azaz a tobb zart feliilettel hatarolt
testre érvényes SCHAEFER féle és GURTIN féle megoldéas — levezethet§ a virtualis munka
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elv altalanos primal alakjabol, feltéve, hogy az alakvaltozasmezsk kinematikailag lehetsé-
ges voltaval kapcsolatos feltételek, kozottiik a V' tartomanyra vonatkozo fiiggetlen felté-
telek, mint mellékfeltételek, ismeretesek. A gondolatmenet anyagegyenlettdsl fiiggetleniil,
geometriailag linearis feladatokra érvényes.

2. Mivel a mellékfeltételek harom fiiggetlen mezdegyenletet tartalmaznak kovetkezik, hogy
tetszoleges fesziiltségi allapot megadhatoé harom fesziiltségfiiggvény segitségével. Ezzel
megoldast nyert a SOUTHWELL paradoxon dudlis parja. A gondolatmenet egyik eredmé-
nye FINZI intuitiv modon elért eredményének, miszerint a Hy; fesziiltségfiiggvény tenzor
szabély szerint kivalasztott harom eleme — ezek indexeit ap jeloli — zérusnak valaszthato,
fiiggetlen igazolasa. Ugyancsak a gondolatmenet eredménye KOzZAK egyik eredményének,
miszerint a nem zérus elemek indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a fiiggetlen
kompatibilitasi egyenletek grg indexei, fliggetlen igazolésa.

3. Az S feliileten vett integralok hosszadalmas és nehéz atalakitasainak megadésaval formali-
san is igazolast nyert az a természetes kovetelmény, hogy a fesziiltségeket ugyanigy kell
szamitani mind a V-n mind pedig az S—n.

4. A gondolatmenet modszertani jelentéségi és mas esetekben, igy mikropoléris esetben is
[62] alkalmazhato — ebben a tekintetben a 3.1.-3.5. szakaszokra is utalunk —, feltéve hogy
a kompatibilitas sziikséges és elégséges feltételeit ismerjiik.

Az eredményekkel kapcsolatos publikaciokat illetGen [72], [74] és [75] érdemel emlitést. A
felsorolt eredmények 100%-ban a szerzd eredményei.
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2. AZ EGYENSULYI EGYENLET ALTALANOS ES TELJES MEGOLDASAT ADO
ELLENTMONDASMENTES VARIACIOS ELVEK ES A STATIKAI-KINEMATIKAI
ANALOGIA A PEREMFELTETELEKRE — KLASSZIKUS ESET

2.1. Irodalmi el6zmények. ABOVSZKIJ, ANDREJEV és DERUGA konyve [1]|, amelyet mar az
el6z6 fejezetben is idéztiink, olyan variacios elveket is bemutat, ahol az egyensilyi egyenletek
megoldasa fesziiltségfiiggvényekkel az EULER egyenlet. TONTI [80] és STIPPES [55] cikkeivel
szemben van elérelépés a test S hatarfeliiletén végzett atalakitasok tekintetében, de mindazok a
tagok hianyoznak, amelyek sziikségesek ahhoz, hogy a megoldas teljes legyen tobb zart feliilettel
hatarolt tartomanyon. Ennek az az oka, hogy az egyensilyi egyenletek partikuléris megolda-
sat el6re ismertnek tételezik fel, és igy az EULER egyenlet az egyenstlyi egyenletek altalanos
megoldasanak és a partikuléris megoldasnak kiilonbségét, azaz Onegyensulyi fesziiltségmezét ad
eredményiil. Tovabbi probléma a mellékfeltételek szama (hat kompatibilitési egyenlet a V—n) és
a sziikséges fesziiltségfliggvények szama kozotti ellentmondés (harom fesziiltségfiiggvény elegendd
lenne, de az idézett EULER egyenletek hatot tartalmaznak).

Kozismert, hogy az (1.14) kompatibilitasi egyenletek és az egyensulyi egyenletek BELTRAMI
féle megoldasanak — ezt az (1.12) egyenlet jobboldalanak elss tagja adja — ugyanaz a matema-
tikai szerkezete: az (elgbbi)[utobbi] megkaphatd az (utobbibol)[elbbibsl|, ha abban a (H) |¢]
helyett (e—t)[H-t] irunk. Ezt a hasonlosagot statikai-kinematikai analogianak szokas nevezni.
Nyilvanvalo, hogy az alakvaltozasi peremfeltételek teljesiilése egyben biztositja a kompatibili-
tast az S, —n. Felidézve, hogy a kompatibilitas és az egyensuly duél fogalmak felmeriil a kérdés:
hogyan kell megvalasztani a fesziiltségfliggvényeket az S;—én [S,, dudlis parjan| ha azt akarjuk,
hogy ne szarmazzon beléliik fesziiltség. Mas szavakkal: van-e mod a statikai-kinematikai analdgia
peremfeltételekre vonatkozo kiterjesztésére?

2.2. Célkittizések. Az el6z6 szakaszban megfogalmazott problémék alapjan a szerzé célul
tlzte ki az alabbi feladatok megoldasat:

e A fentebb részletezett gondolatok (teljesség, a sziikséges fesziiltségfiiggvények szama, in-
tegralatalakitasok a peremen) jegyében a vonatkozo variacios elvek modositésa és kiegé-
szitése.

e Ha lehetséges, a statikai—kinematikai analogia kiterjesztése a peremfeltételekre.

A megoldas gondolatmenete és f6bb lépései a |72], [74] és [76] alapjan kertilnek bemutatésra.

2.3. Szabad variacios feladat.
2.3.1. Felmeriil a kérdés a virtualis munka elv altalanos primal alakjabol kovetkezs (1.39) egyen-
lettel kapcsolatban, hogy vajon lehetséges-e olyan szabad variacios elvet létrehozni, ahol

,,,,,,

az (1.40) mezdegyenlet teljesiilését a test V' térfogati tartoméanyan és az (1.41) peremfeltétel
teljestilését az S; jeld peremrészen,

e tovabba, hogy az uy, elmozdulasmezs szerinti variaciok eltiinése az (1.42a), (1.42b) perem-
feltételek, végss soron tehat a fesziiltségi peremfeltételek fenndllasat biztositja Syn.

A keresett funkcional a teljes potenciélis energia funkcionalbél vezethets le a térfogati terhelés
munkijat add tag atalakitasaval — a f6bb 1épéseket tekintve gy kell eljarni, mint a virtuélis
munka elv esetén az el6z6 1. Fejezetben, az atalakitdsoknak pedig az a célja, hogy a tarto-
manyi integralban csak az alakvaltozasmezd szerepeljen — ezt kévetGen pedig a LAGRANGE féle
multiplikatortechnika segitségével figyelembe kell venni a mellékfeltételeket. A keresett funkci-
onal végleges alakjat a multiplikdtorok meghatarozasat kdvetGen azok értékének a funkcionalba
torténd visszahelyettesitésével kapjuk meg.

A funkcional értelmezési tartomanyét

az

(2.1a) er1(x) zeV
alakvaltozasmezs, az

(2.1b) ug(§) £ €S
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elmozdulasmezd,

valamint
a

(2.1c) Hii () zeV
és a

(2.1d) Hin(€), Hins(©) §£e S

fesziltségfiiggvények alkotjik majd.
Az utobbi esetben, ahogy ezt eddig is feltételeztiik, a fesziiltségfiiggvények eleget tesznek a

(2.2) Hap(X)=0 z€V &  Hs() =0 £€5;.

feltételeknek.

1. MEGJEGYZES: FEzek a feltételek az 1. Fejezet eredményein alapulnak. Emlékeztetni ki-
vanjuk az olvasot, hogy a harom £75 = 0 fiiggetlen kompatibilitasi differencialegyenlet megléte
miatt csak a harom Hpg LAGRANGE féle multiplikatorra, azaz harom Hpgg fesziiltségfliggvényre
van sziikség az egyensily V-—n térténd fenntartasahoz.

2.3.2. A linearis rugalmassagtan egyenleteit a funkcional értelmezési tartomanyéat alkoto, azaz
a fenti valtozokkal a

(2.3) CPlrse, = epykeldrHyd;kr + gqul,;q + gquI,);q - gplB]_g;k; ) reV
(2.4) ekaESlpekl;mp =0 rxeV

mezdegyenletek és a

(25) 7:{K/>\ - H/-e)\ =0, HHA;B - er)q?) =0, 5 € St
(2.6a) exs — Urm) = 0, £€S
(2'6b) (e3l€ - u3|n)||)\ + bi(eaﬂ - ua\m) - (6,‘@)\;3 - €>\3;n) =0, § €S
(2.7&) Erx — ﬁ(,\;n) =0, f € Sy
(27b) (631‘6 - fa’3\n)||)\ + bg\t(eal’u - faa\n) - (ef@)\;?) - €>\3;n) =0, § €Sy
(2.8a) 0 = NP H \gpy + a* B, + a”'B® — a* BY, £e S
(2.8b) 3= 63)“963“’)7:&,@;’”9 + aqu?;q + a?’qB?;q — a3gBl_“;k £Ee Sy

peremfeltételek alkotjak. A fenti egyenletekhez az
(2.9) u;—u; =0 ey

folytonosségi feltétel tarsul.
Emlékeztetjiik az olvasot, visszaidézve az 5. oldal 5. Megjegyzését, hogy a (2.6a,b) peremfel-
tételek fennallasa Si-n az

(2.10) exxlo T Exnlly — (a9 — usnbos =0 £ €S
egyenlet automatikus teljestilését, a (2.7a,b) peremfeltételek fennallasa pedig az
(2.11) exxlo T exnlly — (Wape)|y — Usnbos =0 £ €Sy

egyenlet automatikus teljestilését biztositja.

Az alabbiak arra mutatnak ra, hogy a (2.3) és a (2.4) mezGegyenletek, a (2.5)-(2.8b) peremfel-
tételek, valamint a (2.9) folytonosséagi feltétel teljesiilése biztositja a rugalmassagtan valamennyi
egyenletének fennallasat.

Valoban a (2.4), (2.6a,b), (2.7a,b) és (2.9) egyenletek teljesiilése biztositja az alakvaltozasme-
z6k kinematikailag lehetséges voltat. A [75] 3.10. szakaszénak els6 bekezdésében foglalt allitas
alapjan — tekintettel a (2.9) folytonossagi feltételre is — adodik a kovetkeztetés, hogy a (2.6a)
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és (2.6b) feltételek integralasa a tényleges uy(§) elmozdulasmezst eredményezi S;—n. Ha emel-
lett a (2.3) egyenlet is teljesiil, akkor fennall az egyensuly V-n, mig a (2.7a) és (2.7b) egyiittes
teljestilése biztositja a fesziiltségi peremfeltétel fennallasat.

2. MEGJEGYZES: Ehelyiitt és a tovabbiakban, egyszertisége miatt, csak a SCHAEFER féle
megoldasra szoritkozunk. A lentebb bemutatott gondolatmenet azonban alkalmazhatd a GURTIN
féle megoldésra.

2.3.3. Visszaidézve a 2.3.1. szakasz méasodik bekezdését a szabad varidcios feladat funkcio-
nélja az aladbbi, csupan gondolatmenetében részletezett, lépésekkel kaphatd meg:

1. Az (1.23) képletet helyettesitjiik a teljes potencialis energia funkcional (2.29) alatti képle-
tébe a térfogati terhelés munkajanak helyére (u; = 4y az S,-n):

1
(2.12) Il(eps, ) = / [§€plcplr8€rs — (¢"B',, + ¢""B", — g" B"})ep] dV —
1%
~ /S [t — n3(a®B',, + d'"B3, — a® B%))u; dA + / [n3(a® B, + d'"B%, — a® BY,))] 4y dA.
t u
2. Mellékfeltételnek tekintjik a (2.4), (2.6a), (2.6b), (2.7a), (2.7b), (2.9), valamint a (2.10)
és (2.11) egyenleteket.
3. Hozzadadjuk a potencidlis energia funkciondlhoz a mellékfeltételek alkalmas LANGRANGE
multiplikdtorokkal szorzott és a vonatkozo tartomanyokon integrélt alakjait.
4. Meghatarozzuk a funkcional stacionaritasi feltételébdl a multiplikidtorokat.
5. Visszahelyettesitjiik a multiplikdtorokat a funkcionélba.

A fenti, hosszadalmas és nagy figyelmet igényls atalakitasok utan (kiilonosen a 3. lépés kivan
ligyességet)

(2.13) MMy = Ty (exs, u, Hrs, Hx, Hira) = Ty + 57 4 115" 4TI
a keresett funkcional, ahol
(2.14a)

1
HX = / [EeplelTSers — (gqul.;q + gqul_’;q — gplBl_‘;;k)epl] dV + / ekTmelsl’ers;mlek dv,
14 1%

@) 15 == [ i = ny(a B + 0B, — ¥ B wdA
St

—/ ngemgewg{(em —U(A|n))7:(m9;3
St

+ [(63/@ - u3\fe)||)\ + b?\é(eom - uoz\/@) - (en/\;B - 6,\3%) - bg(e)\li - u()x\f@))],]:(m?

+ lewalo + exnlo — (U)o — Uanbor] s — by (exs — u(npw) ) Has} dA,

(2.14c) TI5* = / TZ3(CL3qu.;q + aquiq - a3lBlik) a; dA
Su

—/ nze™ B3 (exe — ) Hioss
u

+ [(esr — g n + S (Can — Tiafi) — (Erxx — exsun) — b3 (exn — ) Hapo
+ lewalo + exnlo — (@) o — Tapnbor]Hys — by (exs — Gy ) Has} dA,
és
(2.14d)
Hg = — 7{ ngemﬁTﬂ[(um,{ - ﬂmlﬁ),’:[???* - (u3|,€ - ﬂg‘n)ﬁmg] ds + %Tﬁeldp?:{nd;p(ul _ ﬂl) ds .
g g
Vegyiik észre, hogy a fenti funkcional az 6sszes fesziiltségfiiggvényt tartalmazza, ideértve azokat

is, amelyeket zérusnak tekintiink. Amikor azt a kérdést vizsgaljuk, hogy milyen egyenletek
kovetkeznek a 0Il; = 0 variacios elvbdl (a stacionaritési feltételbdl), akkor ki fogjuk hasznalni,
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amint azt mar korabban is tettiik, hogy specialis szerkezetii a Hy;(z) és Hy(€) (lasd az 1. Fejezet
8. és 10. Megjegyzéseit — 7. o. — valamint a jelen fejezet 2.3.1. szakaszénak (2.2) képletét).
2.3.4. A (2.13) alatti funkcional

(2.15) 0ly = 0 01y + 0, 11s + oIl + 5ﬂH2 =0

------

(2.5), (2.6a,b), (2.7a,b), (2.8a,b) peremfeltételek és a (2.9) folytonossagi feltétel fennallasat is
biztositja.

Alébbiakban roviden ismertetjiik az igazolas gondolatmenetét. Az egyes valtozok szerint vett
variaciok fliggetlensége miatt a (2.15) variacios elv a

(2.16a) b Il = 6113 + 0.I15" 4 0,115 = 0,
(2.16b) 6uIly = 8,115 + 6,115 =0,
(2.16¢) oxIly = 6Ty + 53154 = 0

és

(2.16d) Sy dly = 0115 + 6,115 = 0

egyenletekkel ekvivalens.
2.3.5. A (2.16a) egyenlet az alabbi lépésekkel hozhato alkalmas alakra:

.....

helyettesitjiik és a H helyére H-t frunk. A kapott eredményt oly médon helyettesitjiik
a 6.I1Y kifejezés helyére, hogy az S feliileten vett integralt az S, és Si-n vett integralok
Osszegének tekintjiik,

(b) Az (1.34a) egyenletben &llo S, H,, és flm\;g helyére rendre Sy, 0H,.y és 57:(,.;)\;3—‘5 irunk.
Ezt kovetSen ezekkel a betticserékkel vessziik figyelembe, hogy az (1.34a) egyenletnek
az (1.37) egyenlet a végss alakja. A kapott eredmény ellentettjét a 5eH‘29 ¢ kifejezés helyére
helyettesitjiik.

Végezetiil

(c) az (1.34a) egyenletben allo S, H,, és ffﬁ)\;g helyére rendre S, 6Hy\ és 6Hop3-t frunk.
Ezt kovetSen ezekkel a betticserékkel vessziik, figyelembe hogy az (1.34a) egyenletnek
az (1.37) egyenlet a végss alakja. A kapott eredmény ellentettjét a 56115“ kifejezés helyére
helyettesitjiik.

Az ezt kovetd atrendezéssel a

(2'17) delly = / [Cplmers - (epykeldrHyd;kr + gqul.;q + gquI-);q B gplBl.g;k)] 561}? av
\%

+ / HBEHPBGM%[_(H/\n_ﬂ/\n)(sem?ﬁ + (H/\n;i} - ﬂ)\li;?))(sep’l?] dA =0
St

egyenletet kapjuk. A dey, ,de,9,3 és depy varidciok tetszblegessége miatt ebbdl az egyenletbdl a
(2.3) mezGegyenlet és a (2.5) peremfeltételek fennallasa kovetkezik.

2.3.6. Vegyiik észre, hogy 5u1'[‘29t az IfU ellentettje, ha az utobbiban S, duy és dug keril az
S, uy és ug helyére. Ha emellett kihasznaljuk az (A.2.21) sszefliggést — az ebben allé S, g, és
ug betiikombinaciokat rendre Sy, g és dus-al helyettesitve —, akkor a (2.14d) képletet is figyelem-
bevéve az

(2.18) Iy = — / [t — na(e¥" e P H, g + a® B, + a"1B%, — a®B¥)] 6u dA = 0
St

eredményt kapjuk a (2.16b) stacionaritési feltételbdl. Mivel a (2.18) egyenletben nincs eléfeltétel
eléirva a duj-re az tetszéleges lehet. Kovetkezésképp a (2.18) egyenlet, vagy ami ugyanaz a
(2.16b) stacionaritasi feltétel fennallasa, a (2.8a) és (2.8b) peremfeltételek teljesiilését biztositja.

2.3.7. Ami a (2.16¢) egyenletet illeti érdemes visszaidézni, hogy az (1.19) egyenlet nem fiigget-
len az (1.15a) és (1.15b) alakvaltozasi peremfeltételektsl. Ennek a koriilménynek a figyelembe-
vételével konnyen belathato, hogy a (2.16¢) stacionaritasi feltétel teljesiilése egyenértéki a (2.4)
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egyenlet — Hap = 0 a V-n, kovetkezésképp feltételezziik, hogy dHap =0 — és a (2.7a), valamint
(2.7b) peremfeltételek teljesiilésével, még akkor is, ha mind 0H,3 mind pedig 6H33 kiilonbozé
zérustol, egyébként tetszéleges az Sy, -n.

2.3.8. A &F{Hgt és 57%H§ variaciok fliggetlenségét kihasznalva a (2.16d) stacionaritési feltétel
a
(2.19) SIS =0 & oglIY =0
stacionaritasi feltételekkel helyettesithets. Mivel H,.3 = 0 és Hsz = 0, mindazok a tagok torolhe-
t6k a (2.19)1-ben, — lasd a (2.14b) egyenletet — amelyek H,.s 6s Hss-t tartalmazzak. Ily modon,
tekintettel a 57:(7719 és 57:(,719;3 variaciok tetszGlegességére, a (2.6a) és (2.6b) peremfeltételek telje-
stilése ugyancsak kovetkezik a (2.19a)-bol.

2.3.9. Miel6tt megvizsgalnank azt a kérdést, hogy milyen egyenletek kovetkeznek a (2.19Db)
stacionaritasi feltételbsl két vektormezdt, ezeket 07 (&) és 0wy (€) jeldli, értelmeziink az S, és Sy
peremfeliileteket egymastol elvalaszto g gorbén az atalakitasok egyszertisitése érdekében. Legyen
d &t

ds

Ennek az egyenletnek mindig van megoldésa az ismeretlen vektormezdre:

(2.20) = 7S H, g, . (eg

s
5flal = — / Tﬂeldp(;Hnd;pal ds.
So

Az is nyilvanvalo, hogy

dért ~ ~ d 672 ~ ~
(2.21) d; = —7'776123((51{773;2 + 5H772§3) , d; = 7'776123((51{773;1 + 5H771§3) R Eeyg
d o7 ~
(2.22) d; = _Tneggﬂ‘ané;n’ €y
ahol az (1.42¢,b) osszefiiggésekre tekintettel
(2.23a) 0Hyge = OHyg), = 0Hys, — T8, 0H,3 — T5.6H), =
(2.23h) 0Hywp = O0Hyy, = 0H), — bap0Hs. — bepdHyg - ces
Legyen tovabba
d 6w ~
(2.24) CO — 29 (egy307 + 0 H,pg) . teg

ds

Nyilvanvalo, hogy az utébbi egyenletnek mindig van megoldéasa a dw, vektormezdre.
3. MEGJEGYZES: Tekintettel a (2.21), (2.24) és (2.23a,b) Osszefiiggésekre irhatjuk, hogy

o7t = 67 (6Hyn3,...),  0F% =672 (6H 3, . .) Eeg
és
Sy = 6w (6Hpy, ... ), Sy = d1ig (6 Hay, ... ), (eyg
ahol fiiggetlenek egymaéstol és tetszélegesek a 5ﬁn2;37 51:1771;3, §Hyy és 0 Hyy variaciok. Kovetke-
zésképp feltételezhets — anélkiil, hogy ez sértené az altalanossagot —, hogy a 67 és 0w, variaciok
is fliggetlenek egyméstol és tetszilegesek a g gorbén. Ki fog deriilni a késébbiek sorén, hogy nem
jatszik szerepet a 67 variacié a & ﬁH2G = 0 stacionaritasi feltétel végss alakjaban.

2.3.10. A fentiek alapjan mostmar a (2.19)9 stacionaritasi feltételre forditjuk a figyelmet.
Felhasznélva az (2.14d)-at helyettesitsiik a (2.20) és (2.24) Osszefliggéseket a

T"Eldpéflnd;p, és Tﬁéﬁmg

mennyiségek helyére. A részletek ismertetése nélkiil — ebben a tekintetben a Filiggelék A.3.1.
szakaszara utalunk — kapjuk, hogy

(2.25) (Sﬂﬂg = — 7{[6’“736%(“3'& — ﬁg‘n)]éwnds + %[di(u,@ — ﬁ,@)](SfﬂdS = 0,
g o g 48
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ahol a 67" és 0w, vektormezSk (variaciok) tetszélegesek lehetnek a g-—n, kovetkezésképp a (2.25)
stacionaritasi feltételbdl a
d d

(226) E(Ug‘n - ’(A/J3|,€) =0 és E
egyenletek kovetkeznek. Az utobbi két egyenlet fennallasa mindig biztositja a (2.9) folytonossagi
feltétel teljesiilését, ha a vonatkozo integracios allandokat alkalmasan vélasztjuk meg.

4. MEGJEGYZES: Az utobbi két egyenlet azt jelenti, hogy a Iy funkcional stacionaritasan ala-
pul6 direkt numerikus modszerek esetleges alkalmazasa esetén nincs sziikség a fenti folytonossagi
feltételek, vagy ami lényegében ugyanaz, a (2.9) folytonossagi feltétel elézetes betartasara.

(s — i) = 0 feg

2.4. Statikai—kinematikai analogia.

2.4.1. Ha el6irasokat tesziink a szabad variacios feladat funkcionéljdban az értelmezési tarto-
manyt alkotd valtozok egy részére, akkor a Ils funkcionél egyszertibb alakot vesz fel. Ha az
alakvaltozasmez6 kinematikailag lehetséges, akkor mind a (2.4) fiiggetlen kompatibilitasi diffe-
rencialegyenletek, mind pedig a (2.6a,b), (2.7a,b) alakvaltozasi peremfeltételek fennéllnak és az
elmozdulasmezd, illetve derivaltjai folytonosak a g gorbe mentén. Ha emellett ismeretesek a
(2.8a,b) fesziiltségi peremfeltételeket kielégitd H,, valamint 7:(,@,\;3 fesziltségfiiggvények, akkor
a IIy funkcional — lasd a (2.13), (2.14a,b,c) és (2.14d) egyenleteket — a II; funkcionélra egyszerti-
sodik:

(2.27) I (egr, w) = 1Y (egs) + I05% (wg) + CF
e (o) = [ GeuC™ e — ("B, + 4B, — " Blyeal dV
(2.28D) I () = — /S t nae " WPH, g e d A
és
(2.28¢) S — fs n3(@® B, + d"B3, — ¥ B iy dA.

5. MEGJEGYZES: Ugyanez a fljnkcionél adodik a
(2.29) ek, uy) = l/ eplelmers dV—/ by dV—/ tluy dA

2 Jv v Se

teljes potencialis energia funkcionalbol, ha az (1.22)1, (1.23) és a (2.8a,b) képleteket helyettesit-
jitk a mésodik térfogati integral, illetve ¢ esetén, nem feledkezve meg arrdl a koriilményrsl sem,
hogy w;(§) = W /(&) az S, .

2.4.2. A Hls t alkalmas atalakitasa érdekében végzett és a Fliggelék A.3.2. szakaszaban, illetve
a [76] tanulmanyban részletezett parcilis integraldsokkal olyan alakra hozhat6 a IIy funkcional,
hogy az csak ep;—t6l fiigg:

(2.30) Mi(exr) = Ty () + T3 (ep) + 10§ (ex) + CF + O
ahol
(2.31a) 17 (egy) = /S nze"Be P (—H,gpers + Hpdenp) dA,
!
(2.31b) H?(ekl) = 7{7196"”73(7:(771963,.C — 7:(773619&) ds
és ’
(2.31¢) ClG = — %T”eldpﬁl'l:{nd;p ds — %Tﬂeﬁnfﬂ(ﬂwa&ﬁ — 7:(7737119;,{) ds.
g g

Ami a IT} -t és C’f“ft illeti a (2.28a) és a (2.28¢c) képletre utalunk — lasd fentebb.
2.4.3. A (2.30) funkcionalhoz rendelt mellékfeltételeknek az ey, alakvaltozasmezd kinematika-
ilag lehetséges voltat kell biztositaniuk.
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Az eddigiekkel szemben tgy kell a mellékfeltételeket megvalasztani, hogy csak az ey; alakval-
tozésmezdt tartalmazzak. Ez azt jelenti, hogy az alakvéltozasmez&k kompatibilitasahoz az (1.14)
mezbegyenlet, az (1.15a,b) alakvaltozasi peremfeltételek, valamint a

(2.32) naE3 = M,y =0 £es,

kompatibilitasi peremfeltételek teljesiilése sziikséges. Legyenek

(2.33a) Hprs(z) = Hsgp(z), eV
(2.33D) Hu(€) = Hu(€),  Hygs = Hons €€ 8,
s

(2.33¢) wp(§) £ €S

hatarozatlan LAGRANGE multiplikdtorok. Fentiekkel 6sszhangban a II; funkcionél stacionarita-
sabol adodd EULER egyenletek keresése soran ki kell egésziteni a funkcionélt a mellékfeltételek és
a LAGRANGE multiplikdtorok alkalmas szorzatait integranduszként tartalmazé6 alabbi integralok
Osszegével:

(2.34) Mg = I + I3 + 11" =0,
ahol az (1.28) és (1.29) képletek szerint (tovabbi magyarazat lentebb)
(2.35a) Iy = —IY(Hgs),
(2.35b) o = —I7 (Su,ty, Hy, Hyos)
és
(2.35¢) Hg’f = —/ eBnneldpend;pnwl dA .
St

Vegyiik észre, hogy a (2.35a) és (2.35b) képletekben argumentumként azoknak a mennyiségeknek,
paramétereknek az értékét tiintettiik fel, amelyek megvaltoztak — a (2.35a) képletet példaul ugy
kaptuk, hogy Hpg-t frtunk Hpg helyett az (1.28) képletben. Hasonlé modon kévetkezik (2.35b)
az (1.29) képletekbsl — S helyére S, keriilt etc.

Ezt a fajta irdsmodot a tomorség kedvéért késgbb is alkalmazzuk majd.

Azt is érdemes megemliteni, hogy az (1.28) és (1.29) integralokat ugyanolyan feltételezések
mellett tekintjiik, mint kordbban az I} és I f integralokat, ideértve a multiplikatorok szerkezetét,
valamint az (1.19) alatti nem fiiggetlen feltételt — ez utébbi az (1.29) integralban jelenik meg.

6. MEGJEGYZES: Az ey alakvéltozasmezok kinematikailag lehetséges voltahoz tovabbi feltéte-
leknek, pontosabban az Sy és S, feliiletrészek kozos g hatargorbéje mentén folytonossagi feltéte-
leknek kell teljesiilniok. A korabban mar részletezett és az utobbi feltételek — ezeket az alabbiak-
ban tisztazzuk majd — egyiittes fennalldsa sziikséges és elégséges feltétele az ey; alakvaltozasmezk
kinematikailag lehetséges voltanak.

2.4.4. Azonnal kévetkezik az (1.1) kinematikai egyenletbdl, hogy fennall a

(2.36a) ey = 7709 ey
osszefiiggés. Nem nehéz ellendrizni az (A.2.4) segitségével, hogy
dy?
ds

Ez az egyenlet azt fejezi ki hogy a g gorbe mindkét oldalian ugyanaz kell legyen a (3 merev-
testszertd forgas. Ami a merevtestszeri forgas masik két Gsszetevdjét illeti az (A.2.4) és (A.2.5)
felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

1 1

r _ _rql _ _rql
Plp=c¢" (§ul;qp T Uty §uq;lp) = € eigp — eqp) - zeV

1
(2.36b) = s = T"€3w§1119;,\n _ B3N,

in 9 - §€yg
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Irjunk -4t és n-at az r és p helyett majd bontsuk ki a vonatkozo Gsszegeket. Egyszerti atalaki-
tasokkal adodik, hogy
9

(2'360) % = 7—7790.;7; = 7-776193)\(@\3”7 - a3;>\n) = 7—776193)\(6)\77;3 - 6377;)\) . 5 €g

Hallgatolagos feltevése a fenti gondolatmenetnek, hogy folytonosak az elmozdulédsmezs és az
elmozdulédsmezd feliileten vett kovaridns derivaltjai amikor athaladunk a g gorbén. Mivel sem az
Uy, sem pedig az Uy 9 sem varidlhato szabadon fennall, hogy

ot =0 és (Sﬁk;,\g =0, f € Su

ahonnan az (2.36a,b,c) képletekkel valo egybevetés utan azonnal kovetkezik, hogy a dey; variaciok
a

(2.37a) 78e,9 = 0, 7132 e g\ = 0 Eeg
és a
(2.37b) 7'776193>\(56)\3m = T”e%)‘(ée)m;g — desn:n) Eeyg
feltételeknek kell hogy eleget tegyenek a g gorbén. Mivel

1 1 .
(2.37(3) exg = E(U)\;g + U3;,\) = 5(’&,\;3 + u;g;)\) Eeyg

nem nehéz belatni, hogy csak e, varidlhaté szabadon a g-n.
2.4.5. A tovabbiakban azt a kérdést vizsgéljuk, hogy milyen egyenletek kovetkeznek a

(2.38) SeIly + 0cllg = IYf + I + I + Iff = 0

variacios elvbdél, ahol a jobboldalon allo Il‘]/, Iﬁt, Igu és Ig bettikombinéciok a V', Sy, Sy és g-n
vett integralokat jeldlnek azon transzforméciok eredményeként, melyeket a 6 117 + d.1lg Osszeg
alkalmas alakra hozasa végett kell elvégezni. Jelenleg nem ismerjiik ezeket az integralokat. Az
azonban nyilvanvald, hogy a felsorolt II‘I/ , Igt, Igu és Ig integralok mindegyike kiilén—kiilon is
zérus kell legyen, mivel az integrélasi tartomanyok maguk is kiilonboznek.

Visszaidézve a (2.28a), (2.35a) és az (1.28) Osszefiiggéseket, majd megismételve az (A.2.28)-bol
az (A.2.29a,b) és (A.2.31) képletekre vezetd gondolatmenetet az

(2.39) 5 1Y + 6. 11% = 611V + IV (Sens, Hrs) = Iy + I3 + I3

Osszeget kapjuk. Itt

@40) I = [ O — (@ gy + B+ 9B, - B by dV = 0
14

és

(2.41) If“ + Ift = — / n3€mp3€>\193(1j[)\1€56p19;3 — I:I,\ﬂ;3(56p19) dA .
Su+St

2.4.6. Az Igu integral nyilvanvaloan két részbdl all:
(2.42) IS = I + 5 119"

Ami a (5ng variaciot illeti tekintsiik a (2.35b), (1.29), (1.34a) és (1.37) egyenleteket. Ezekbdl
kovetkezik, hogy

s S ; s ;
Ol = —I7 (Sus bext, Hp)la=o = —I7g(Su, e, Hpr),

mivel az ey alakvaltozédsmez6t varialjuk. Alkalmas betiicserékkel az (1.37) Osszefiiggés irhato a
561_[?‘ variacio helyett (2.42)-ben. Visszaidézve a (2.41) Gsszefiiggést is azt kapjuk, hogy

I5e = I 4 6 115" =

* o * o
(2.43) = / n36“p36’\'93[( H . — Hyg)dep.s — ( H g — Hawz)oepg] dA =0.

u
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2.4.7. A tovabbiak az utolsé két, vagyis az Iﬁ“ és az Ig integralokra forditjak a figyelmet.
Ezek osszege két csoportra bonthato attol fiiggéen, hogy a Hy;, Hy vagy a w; szerepel benniik:

(2.44) LY+ I = (Iify + Iifw) + (I, + Iff.)

w

Els6ként azokat az integralokat vessziik sorra amelyek a Hy, és Hy-t tartalmazzak. Nyilvanvalo
a (2.30), (2.31a), (2.31b), (2.34), (2.35a), (2.38) és (2.39) képletek alapjan, hogy

(2.45) Iy + Iy = SII7 4 190 + 610 (Hy) -
Az (2.31a) és (A.2.29b) egyenletek egybevetésébdl
(2.46a) S XI5 = I55(Sy, depq, Hyy) -

A tovabbiak az [ ft integral meghatarozéasara forditjak a figyelmet. A kivant eredmény harom
lépéssel érhetd el:

1. Vegyiik észre, hogy az (A.2.30)-ban allo feliileti integral megegyezik az I f t-vel feltéve, hogy
a kovetkezd betticseréket hajtjuk végre:

Sy, — S;, H— H, e— de.

2. Az (2.31b) és (A.2.30) képletek egybevetése alapjan azt is megfigyelhetjiik, hogy egybeesik
az (A.2.30)-ban &ll6 vonalintegral a d.I17-vel ha tovabbi betiicseréket hajtunk végre:

Jdo — 4, H—>H, e — de.

3. Megoldjuk az igy ad6do egyenletet az I ft integralra nézve.
Végezetiil kapjuk, hogy

(2.46b) I8 = —I55(Sy, dep, Hyg) — 11§ (derr, Hiy) -
Az (2.46a) és (2.46b) képletek (2.45)-be torténd helyettesitésével az
(2.47) I8t + ISy = I5p(St, den, Hyy — Hy) + T (depy, Hy — Hy)

eredményt adodik, mivel az integralok linearisak a Hy;-ben. Legyen
(2.48) Hy = Hy — Hy .
Az (A.2.29¢), (2.31b) és (2.48) felhasznalasaval a (2.47)-bél az

(2.49) IﬁtH + IgH = / n3€/~:p3€/\193[ﬁ)\ﬁ5em?;3 — HAH5ep3;19 — HgH(Semg;,\—
St
_H)\n;366p19 + H)\ﬁwéepi’» + HB/{\)\éepﬁ] dA

— 7{ n36”773(719[:17719(563,€ — T)‘(Se)\,iHng) ds

o

egyenlet kovetkezik. Ha a (2.49)-ben
Hy,-t frunk a deg; helyére
és
exi-t a Hyy helyére,
akkor az (A.2.25)-et kapjuk. Azonnal kovetkezik ebbdl a megfigyelésbdl, hogy az (A.2.25)-re
vezetd atalakitasok kiindulopontja, vagyis az (1.34a) egyenlet a végss alakja a (2.49) egyenletnek,
ha abban az ey és Hj; helyére rendre Hy; és dej-t irunk. Ily modon kapjuk, hogy

Ig’}{ + IgH = /5713657]36)\193{ ﬁkméenﬁ;fﬂ + (H,w\”g + H)\H”g)éeng-f—

(2.50a) +(Happ + b Haw — Hiers + Hygp — bgflm)éew + by Hydes3} dA,
ami azt is jelenti, hogy

(2.50b) ISy =0.
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2.4.8. A w; multiplikatort tartalmazo integral(ok) az utolso(k), amivel foglalkozni kell. Nyil-
vanvalo a (2.34), (2.35a,b,c) képletekbdl és a (2.44) felbontasbol, hogy

(2.51) I8+ I, = 0,113 =TI (Jepy) -
A tovabbiakban az a célunk, hogy felhasznéaljuk az (A.2.21) és az (1.33) egyenleteket, annak
érdekében, hogy elkeriiljiik a hosszu formalis atalakitasokat. A (2.44) képlet és az (A.2.21)-ben
allo feltileti integral egybevetése szerint, ha rendre
St, g, depy és wi-t irunk S, go, Hy, és helyére
z (A.2.21) és az (1.33) képletekben, akkor a ng (degy)-t ismeretlenként tartalmazo egyenletet

kapunk, mivel mindkét kifejezésnek ugyanaz, azaz IfU az értéke. Kovetkezésképp, elkiilonitve a
feltileti és vonalintegralokat irhatjuk, hogy

(2.52) Igﬁu = —/S n36’6773e’\193w()\|,€)56n19;3dA
+
+ /St nge’mg’e’w?’[ w)\|,€||1956n3 — W) by dess + (b W) — b/\wam)éemg] dA
+ /St 3" B3 [—wy, a0ens — waabowndesy — wy)byrdens]dA

és
(2.53) Iﬁ;w = %T"eldpéend;pwl ds — %nge“"‘gﬂg(wg,iéeng — w3|;0€,9) ds .

g g
Tekintettel a (2.44), (2.50a,b) és (2.52) képletekre

(2.54) IS = /S nse BN (Hy, — win))0enoss
t

+ [(Hﬁ’m - w3|n)||)\ + bi(ﬁaﬁ - wam) - (erk;i’) - FI)\B;N) - bg(}_])\n - w(Mm))]éenﬂ
+[Hxjo + Hawo — (wxj)jjo — waiabur]dens — by (Hax — winpe)dess} dA = 0.

Az (2.44), (2.50a,b) és (2.53) egyenletek felhasznalasaval kovetkezik, hogy
1§ =15, .

Felbontva az elsé vonalintegralban az e-t tartalmazé Osszeget azt kapjuk a (2.53)-bol, hogy

Ig = Igw = 7{7” 3)\19561977 Aw3ds — %T”Gﬂ?’)\ dexnp3 — 0esp:n)wy ds
g g

+%7’776193>\ woexs ds + j{Tﬁe g deny ds = 0.
g g

Helyettesitsitk most a (2.37a) és (2.37b) Osszefiiggéseket, majd hajtsunk végre parcialis integra-
lasokat s szerint. Ily médon kapjuk, hogy

(2.55) 1§ = j{Tﬁeng’\Qw(nm)(;e,\:s ds = 0.
g

Az
O I0y + 0. 0lg = I} + IS + I + I =0
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stacionaritasi feltételbsl, felhasznalva a (2.40), (2.43), (2.54) és (2.55) osszefliggéseket az

oIl (ew) = / [Cplrsers - (Epykeldrﬁyd;kr + gqul.;q + gquI.);q - gplBl.c;k)] derp dV
\%4
+/ n365p36>\193[( H,\n — ﬁ)\,{)éepg;g — ( H)\,i;g — H)\,i;g)(sepg] dA

—|-/ n36m73€>\193{(ﬁ)\/€ — W(x|x))F€nw;3
St

+ [(HBH - w3|n)||A + bi(Ha/@ - wa\n) - (ﬁnA;B - ﬁ)ﬁ;n) - bg(ﬁ)\li - w(,\\n))]éem?
+ [Hoxjo + Holo — (Wxp)j9 — wapborldens — byg (Hxe — w(yje )dess } dA

+ 7{ Tﬁe"B’\Qw(nw)ée,\g ds =0
9

eredmény kovetkezik. Mivel a fenti stacionaritasi feltételben

derp; z €V
6€p19|3a 66/)19; § € Sy
depo|3s 0eny, Oens, dess; § € 5

és
desx §€yg
egyarant tetszdleges, az egyes integréalok eltiinésébsl
— a variacios feladat
(2.56) CPrse,s = PVREIT T gk + gqul.;q + gquI_?;q - gplBlf;k zreV
EULER egyenlete,
valamint

— a variacios feladat

(257) H)\n = FI}U@) H)x/@;B = H)\n;?n 5 € Su

(2583) ﬂ)/@ - g,\n — HAI{ - w()\|/§) ) 5 S St

(2'58b) (Hﬁ’m - w3|n)||)\ + bi(ﬁaﬁ - wa\m) - (erk;i’) - H)\B;m) =0, §€S

(2.59) Hyxjo + Hywljp — Walfjo — wapbos = 0 §e€ S
peremfeltételei

és végiil

— a g gorbére vonatkozd
(2.60) Tﬁw(ﬂ\ﬂ) =0 €y

folytonosségi feltétel
kovetkezik.

Az aldbbi megjegyzések célja a teljes potencidlis energia stacionaritasi feltételébdl kapott
(2.56), (2.57), (2.58a,b), (2.59) és (2.60) egyenletek értelmezése.

7. MEGJEGYZES: A (2.56) egyenlet formailag az egyenstlyi egyenletek altalanos és teljes
SCHAEFER altal talalt megoldasa [47]. Kovetkezésképp a fIyd multiplikatorok fesziiltségfiggve-
nyek. Méasként fogalmazva levezethets az egyensiilyi egyenletek altalanos és teljes, harom fesziilt-
ségfiiggvényt tartalmazo megoldéasa a teljes potencialis energia minimum elvbdél, feltéve, hogy a
mellékfeltételeket alkalmasan valasztjuk meg. A fenti gondolatmenet alkalmas ismétlésével a
GURTIN féle megoldas is megkaphato.

8. MEGJEGYZES: A (2.57) egyenlet szerint megegyeznek a V-n értelmezett multiplikdtorok
(fesziiltségfiiggvények) az S, —n értelmezett multiplikdtorokkal — tehat az utobbiak is fesziiltség-
fliggvények. Kovetkezésképp a fesziiltségfiiggvényes megoldas az S, —n is érvényes.
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9. MEGJEGYZES: Az Sy kapott (2.58a,b) és (2.59) peremfeltételek az S,—ra vonatkozo
(1.15a,b) alakvaltozasi peremfeltételek, valamint az (1.19) kiegészits feltétel dudlis pdrjai, mivel
|az elébbi| (az utobbi) feltételek azonnal megkaphatok [az utobbi| (az elgbbi) feltételekbdl, ha
rendre [e—t és u—t irunk H és w helyett] (H—t és w—t frunk e és u helyett). Mivel az (1.19)
kiegészits feltétel nem fliggetlen (1.15a,b)-tol, a (2.59) feltétel sem fiiggetlen (2.58a,b)-t5l. Ko-
vetkezésképp (2.58a) és (2.58b) a lényeges peremfeltétel.

10. MEGJEGYZES: A |75] tanulméany 8. MEGJEGYZESe szerint a fesziiltségfiiggvények V-n és
Si—n egy vektormezs garadiensének szimmetrikus részében kiilonbozhetnek egymastol:

(2.61) Hya(€) = Hr(€) = dira(€) £es

Ennek a koriilménynek fényében felmeriil a kérdés, vajon a (2.58a,b) peremfeltételek ellentmonda-
nak a fenti (2.61) egyenletnek, vagy sem. Kimutathat6, hogy nincs ellentmondés a (2.58a,b) és
(2.61) kozott. Azonnal latszik a (2.61)-al egyenérték

(2.62) Hia(§) = Hp(§) = Hy(€) = g (6) §€S

képletbdl, hogy az magaban foglalja formailag a (2.58a)—t. Ugyanakkor, a (2.62) képlettel szem-
ben nem jelenik meg a wy normalirdnyt derivaltja a (2.58b)-ben. Az allitds mésodik részének
igazolasa bizonyos el6késziileteket igényel.

Legyen 7! a Wy tenzor vektorinvaridnsa. Amint az jol ismert
1
(2.63) rl= §€lqu;p & Wy = —€pst” £ €S
Tekintettel az (A.1.3)2 és a (2.62) képletekre irhatjuk, hogy
1 1
WiipiA = §(wl;p/\ — Wpn) = §(wl;p>\ + Wxstp — Wagp — Wpyn) » £€ 5
vagy
WLpls\ = Hl/\;p - H)\p;l . €S

Cseréljiik fel a bal és jobboldalt, majd adjuk hozzé az igy kapott egyenlethez a (2.62) Osszefiiggést.
A (2.63)2 képletre is tekintettel

(2.64) WipA = W(iip)s\ — 6lpsri,\ = Hl/\;p - H)\pﬂ + Hlp;/\ £esS

az eredmény. Most igazolni fogjuk, hogy az utobbi egyenlet, ez valojaban (2.62) egy kovetkez-
ménye, magaban foglalja a (2.58b) egyenletet.

Az (2.58b,b) egyenletekben allo indexekre tekintettel, csak azokra az egyenletekre szoritko-
zunk, amelyek gy kaphatok meg, hogy 3 és « keriil az [ és p helyére:

(2.65) W3en = W(ae)x — E3roT % = Hange — Hawiz + Hawsn - §e S
Konnyen ellendrizhets az (A.1.10) képlet felhasznalasaval, hogy
Hzpx = Hapox + 08 How — bprHzs . §E€ S
Az utoébbi egyenlet (2.65) jobboldalaba torténd helyettesitésével a
(2.66)  Hspn 4 bSHarx — (Hens — Hysie) — boaHss = wsgen = Wigeyn — 30077, €Sy

osszefiigges kovetkezik. Hasznaljuk fel az (A.1.10) képletet a (2.66) egyenlet jobboldalanak to-
vabbi atalakitaséara:

W3;kX = W3\ + biwa\n - bﬁ)\w3;3 . §€ S
Helyettesitsiik vissza a fenti képletet a (2.66) egyenletbe:
(2.67) (Hzx — wsje) | + 08 (Har — Walx) = (Hura — Hazy) — bea(Hzz —w33) = 0. £ €5

Ha H33—ws3 = 0, akkor megegyezik a (2.67) egyenlet a (2.58b) egyenlettel. Masként fogalmazva
a teljes potenciélis energia minimum elv a (2.62) egyenlet azon részének fennallasat biztositja,
amelyik nem tartalmazza a wy vektormez§ normalirdnyt derivaltjat S;—n.
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11. MEGJEGYZES: A (2.57) és (2.58a,b) feltételeket visszaidézve azonnal latszik, hogy a g
gorbén adodo (2.60) feltétel

~ *
' Hyg = 77 Hyy §€yg

alaki folytonosségi feltétel.

2.5.

Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A szabad variacios feladat (2.13), (2.14a,b,c) és (2.14d) fiiggvényekkel értelmezett funkcional-

jaaz ABOVSZKI1J, ANDREJEV és DERUGA konyv [1] 224-ik oldalanak aljan talalhato funkei-
ondl kiegészitése és altalanositasa. Lényegesek a kovetkezs eltérések:

e A szerzs altal javasolt és fentebb idézett funkcional nem tartalmaz semmiféle ellent-
mondéast a kompatibilitasi egyenletek és a fesziiltségfiiggvények széma tekintetében,
mindketté hdrom nem pedig hat mint az emlitett [1] konyvben.

e A szabad variacios feladat itt bemutatott megfogalmazasa megengedi a vegyes pe-
remfeltételek figyelembevételét, hiszen a peremfeliilet — az S feliilet — az S, és S jeld
részekre bontott, és ezeken kiilonboz§ tipust peremfeltétel irhato el6. Ezt az teszi
lehetévé, hogy a Il funkcional értelmezési tartomanya az Spn értelmezett fesziilt-
ségfiiggvényeket is tartalmaz.

e Erdemes azt is megemliteni, hogy nem eléfeltétel az elmozdulasmezs folytonossaga a
g gorbén.

2. Kimutatta szerzé formalis szamitasokkal, hogy a modositott teljes potencidlis energia funk-

cional stacionaritési feltételébdl is kiadodik mint EULER egyenlet — v.6.: (2.56) — az egyen-
sulyi egyenletek altalanos és teljes, SCHAEFER altal talalt megoldasa [47]. A megoldas csak
harom fesziiltségfiiggvényt tartalmaz, ha a mellékfeltételeket alkalmasan véalasztjuk meg.
(A vonatkozo gondolatmenet alkalmas ismétlésével a GURTIN féle megoldas is megkap-
hato.)

Megtalalta szerzd a statikai-kinematikai analogia hidnyzo, a test hatérfeliiletére vonatkozo
egyenleteit. A kapott eredmények szerint az S;—n adodo (2.58a,b) és (2.59) peremfeltételek
az Sy—ra vonatkozo (1.15a,b) alakvaltozasi peremfeltételek, valamint az (1.19) kiegészits
feltétel dudlis pdrjai, mivel |az el6bbi] (az utobbi) feltételek azonnal megkaphatok [az
utobbi| (az elgbbi) feltételekbdl, ha rendre [e—t és u—t frunk H és w helyett] (H—t és w—t
irunk e és u helyett). Mivel az (1.19) kiegészits feltétel nem fiiggetlen (1.15a,b)-t6l, a
(2.59) feltétel sem fliggetlen (2.58a,b)-t6l. Kovetkezésképp, (2.58a) és (2.58b) a lényeges
peremfeltétel.

A vonatkoz6 publikaciokat illetSen |72], [74] és |76] érdemel emlitést. A felsorolt eredmények
100%-ban a szerz6 eredményei.
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3. AZ EGYENSULYI EGYENLETEK ALTALANOS ES TELJES MEGOLDASANAK
SZARMAZTATASA VIRTUALIS MUNKA ELVBOL — MIKROPOLARIS ESET

3.1. Irodalmi el6zmények. Az egyensiilyi egyenletek fesziiltségfiiggvényekkel torténd megol-
désa egyike a mikropolaris rugalmasségtan megoldott feladatainak. Az elss, egyszerii szerkezet
fesziiltségfiggvényes megolddas GUNTHER [15] nevéhez fiizddik, aki nem vette azonban észre,
hogy az altala talalt megoldas dnegyensilyi minden zért feliileten, kévetkezésképp — a klasszikus
esetre vonatkozo BELTRAMI féle megoldashoz hasonldéan — nem lehet teljes, ha a vizsgalt tarto-
manyt tobb zart feliillet hatarolja. A GUNTHER féle megoldas kiegészitésével, egymastol fligget-
leniil, SCHAEFER [48] és CARLSON [7] talalt formailag kiilonb6z6, valojaban azonban egymassal
egyenértékd megoldasokat. Mivel az idézett szerzdék intuitiv modon taléltdk meg a megoldast
valoszintinek latszott, hogy a klasszikus esetben alkalmazott gondolatmenet — lédsd a 1.1. szakasz
masodik bekezdését — itt is eredményre vezet. Megjegyezziik, hogy a klasszikus esetben sziik-
séges matematikai atalakitasok nehézségei miatt szerzé elGszor a mikropolaris esetre forditotta
figyelmét — SZEIDL [62], 1991 — és csak ezt kovetGen keriilt sor a klasszikus eset vizsgalatara —
SzEIDL-KOZAK [75], [76] 1996 —.

Nyitott kérdés maradt, a megoldés hatarozottsaganak kérdése és ezzel Osszefiiggésben a So-
UTHWELL paradoxon mikropoléris analogonjanak megoldésa. Linearis esetben KOZAK-SZEIDL
[30] megmutatta, hogy a kilenc—kilenc fesziiltségfiigguény helyett hat-hat fesziltségfigguvény ele-
gendo tetszileges fesziiltségi allapot leirdsahoz. A fizikai nemlinearitéas esetére vonatkozo gondolat-
menetet illetGen az [56] dolgozatra utalunk.

Mivel a kompatibilitasi feltételek szama kilenc—kilenc mikropolaris testre — ezeket NOWACKI
[41] adta meg, de nem fliggetlenek — a SOUTHWELL paradoxon dudlis parja ugy fogalmazhato
meg, hogy STIPPES gondolatmenetét |55] kovetve levezethetSk ugyan az egyenstlyi egyenletek
megoldasai fesziiltségfiiggvényekkel a virtuédlis munka elvbél, de ez a megoldéas kilenc—kilenc
fesziiltségfiiggvényt tartalmaz hat—hat helyett. A klasszikus esethez hasonldéan arra is tigyelni
kell, hogy a megoldas tobb zart feliilettel hatarolt testre is érvényes legyen.

3.2. Célkitiizések. A fentiekben attekintett gondolatok alapjan szerzé célul tiizte ki az alabbi,
mikropoléris esetre vonatkozo kérdések megoldasat:

e Az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes, tobb zart feliilettel hatarolt egyszeresen Gssze-
fliged testre is érvényes, hat—hat fesziiltségfiigguényt tartalmazé megoldésénak szérmazta-
tasa a virtuélis munka elvbdl.

e A térfogati terhelés figyelembevétele és a vonatkozo integralatalakitasok tekintetében pedig
a teljesség, valamint a mechanikai jelentés tisztazasa (kiilonosen a feliileti integralok vonat-
kozésaban).

A megoldas gondolatmenete és f&bb lépései a [62] tanulméany alapjan keriilnek bemutatéasra.

3.3. A probléma matematikai megfogalmazasa.
3.3.1. A jelen 3. Fejezetben, ugyantgy mint az 1. Fejezetben, az egyszeresen Osszefliggs, egy vagy
tobb zért feliilettel hatarolt V' tartomény képezi a vizsgélat targyat. Jelolje S = S, US;; S,NSy =
0 a V tartomény hatarfeliiletét és annak két részét. Az S, és Sy feliiletrészeket a g gorbe valasztja
el egyméastol.

A mikropolaris rugalmassagtan primdl rendszerének mezdegqyenleteit a

(3.1) Yt () = Uk + ks P’ ke =0 reV

primél értelmezd egyenletek (primal kinematikai egyenletek), a centroszimmetrikus testre érveé-
nyes

(3.2) thl(z) = AMPay, p(z) = By, zeV

primél konstitutiv egyenletek (HOOKE torvény) — A*P4 ¢s BP9 a rugalmassagi allandok negyed-
rendd tenzorai — és a

(3.3) th 0t =0, [1%.q + bt + =0 reV
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primal mérlegegyenletek alkotjak, ahol az wj, elmozdulasmezs és a ¢ fiiggetlen forgasmezs az
alapvéltozok (réviden elmozdulasok), a v alakvaltozasi tenzor és a 2 gorbiileti (forgasi) alak-
valtozasi tenzor az elsédleges kozbiilsé valtozok (egyiitt alakvaltozési tenzorok vagy alakvalto-
zdsmezOk) és a tF erdfesziiltség tenzor, valamint a p® eréparfesziiltség tenzor a masodlagos
kozbiilss valtozok (egyiitt fesziiltségi tenzorok vagy fesziiltségmezdk), mig a térfogaton megoszlo
bt erérendszer és ¢ eréparrendszer a forrasvaltozok.

Legyen 4y, és ¢ elsirt elmozdulas és forgas. Legyen tovabba t és fi, elsirt erdfesziiltség és
erGparfesziiltség.

A (3.1), (3.2) és (3.3) mezSegyenletekhez az

(3.4) up = A, b= £ €Sy
elmozdulési és
(3.5) ntht = i, Naft% = [ £e S,

fesziiltségi peremfeltételek tarsulnak.

Specidlis esetben, ha az S; tires, akkor S = S, (DIRICHLET feladat), ha az S, iires, akkor
S = S; (NEUMANN feladat).

3.3.2. Tovabbiakban feltételezziik, hogy a térfogati erterhelés intenzitasat az (1.6) képletbdl
szamitjuk. A vonatkozo potencidlelméleti eredmény alapjan [17] a térfogati eréparterheléssel
kapcsolatosan is feltételezziik, hogy

(3'6) cp = —AC, = _gqub;pqv
ahol a Cy(x) értékét a
1 (P
.1) Chlor@) = - [ vy @ev

integral adja az (1, z2, r3) kartéziuszi KR-ben. Az eredményt transzformalni kell az (2!, 22, 23)

gorbevonalua KR-be.

3.3.3. A duél egyenletrendszer attekintése el6tt sziikség lesz néhany fogalom bevezetésére.
A () és k() alakvéltozasmezdket [kompatibilisnek|{kinematikailag lehetségesnek} nevez-
ziik, ha a (3.1) kinematikai egyenleteknek van egyértékd megoldasuk az u; elmozdulasmezdre és
¢" forgasmezére (és a megoldés eleget tesz a (3.4) elmozdulasi peremfeltételnek}.

Ezzel 6sszhangban a V-n elegendd sokszor differencialhato uy(x), ¢’ (x) elmozdulas— és forgés-
mez6 [kompatibilis| {kinematikailag lehetséges, ha emellett teljesiti a (3.4) elmozdulasi perem-
feltételeket }.

A tFl(z) &s p%(z) fesziiltségmezdket |egyensilyinak|{statikailag lehetségesnek} nevezziik, ha
kielégitik a (3.3) egyensulyi egyenleteket {és a (3.5) fesziiltségi peremfeltételeket }.

KL—el és ap—vel jeloljik a kl és 4p indexparok azon részhalmazat, amelyre nézve az

(3.8a) PLK = Bi(2), reV
(3.8b) vB.A +epapp’ = aap(x) rzeV

differencialegyenletnek mindig van megoldasuk a p!(x) és vy(x) vektormezdkre. Nyilvanvalo,
hogy a KL és ap indexparoknak csak harom-harom kiilénb6z6 értéke lehet. Jeldlje ST és xy
a kiegészitd halmazokat, vagyis azon indexparokat amelyek egyiitt a KL és ap indexparokkal
kiadjak az Osszes lehetséges értékét a kl és 4 indexparoknak. Nyilvanvalo, hogy az ST és xy
indexparoknak hat—hat kiilonb6z6 értéke lehet.

Az £ &5 D' inkompatibilitasi tenzorokat az

(3.9a) E%z) = e“pkmkl.’;p, zeV
(3.9b) D (z) = (v + crvrs,)
= ePhy, + o'kl —rk™ xeV

egyenletek értelmezik. A kilenc—kilenc

(3.10) E%x)=0 & DMMx)=0 reV
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egyenlet a klasszikus elméletbdl ismert SAINT VENANT féle kompatibilitasi feltételek mikropolaris
esetre vonatkozo analogonja [41].
3.3.4. A dudl egyenletrendszer mezGegyenleteit a

Kl _ K ! ks pl

(3.11a) =P FE )+ 9B, reV
(3.11b) 1% = €Y (Hypp + o F,') + 9" (ewsB* + Chy) €V
dudl értelmezd egyenletek (duél kinematikai egyenlet), a
(3.12) Tog(2) = Apgrit™, Kipg (%) = Bpgappt® reV
duél konstitutiv egyenletek (a HOOKE torvény megforditasa), valamint az
(3.13a) EXY(x) = eXp“/iaYp =0, reV

D%’(‘T) = 5spk(’7/kT;p + 5k:Tb"’Qpb)
(3.13b) = P yrp+ 60K —kpP =0 z€V

dual meérlegegyenletek (hat—hat fliggetlen kompatibilitasi egyenlet) alkotjak. A fenti egyenlet-
rendszerben az F pl és Hyp fesziiltségfiiggvény tenzorok alkotjak az alapvaltozokat, th s pu®, az
elsédleges kozbiils6 valtozok, mig ~,, és nab a masodlagos kozbiilss valtozok. A forrasvaltozok
azonosan zérusok.

A (3.11a,b), (3.12) és (3.13a,b) mezSegyenletekhez a

(3.14) Y(@) = Ty + Eiys Ky = @ £ € Sy
alakvaltozasi, a

(3.15) n3E® =0, n3D3 =0 e S
kompatibilitasi, valamint a

(3.16a) 1"0363"7”.7:7Tl.;77 + n3a3“’B.l;s =1 £eS;
(3.16b) 3™ (Hupir + eomiF)') + 150" (€4 B* + Cot) = i, €€ 5

fesziiltségi peremfeltételek tartoznak.

1. MEGJEGYZES: A (3.16a,b) peremfeltételek helyett mind sikbeli, mind pedig térbeli felada-
tok esetén kozvetleniil magukra a H,y, és F. ! fesziiltségfiiggvényekre, azaz nem a derivaltjaikon
keresztiil, is rohato ki peremfeltétel [30].

2. MEGJEGYZES: A (3.11a,b) dual értelmezd egyenletek a (3.3) priméal egyensulyi egyenletek
teljes megoldésai. A fenti teljes megoldast SCHAEFER (48] talalta intuitiv modon. A fesziiltség-
fiiggvény tenzor szerkezete azonban nem lehet tetszéleges, mivel fenn kell allnia az F KL =0 és
Hap = 0 feltételeknek. Masként fogalmazva tetszdleges fesziiltségi allapot megadhato az F ST és
Hxy fesziiltségfiiggvényekkel, azaz hat-hat fesziiltségfiiggvénnyel, KOzZAK-SZEIDL [30]. Vegyiik
azt is észre, hogy a (3.11a,b) dudl értelmezd egyenletben az utolso—, illetve az utolso két tag a
nem zérus térfogati terheléshez tartozo partikularis megoldast adja. Tobb zart feliilettel hatéarolt
tartomény esetén zérus térfogati terhelés esetén is szerepelniiik kell ezeknek a tagoknak a kép-
letben, mivel az F ST és Hxy fesziiltségfiiggvényekbdl szamitott fesziiltségi dllapot onegyensulyi
minden egyes zart feliileten. Ekkor (1.6) és (3.6)-ban b' = 0, ¢, = 0, kovetkezésképp mind B,
mind pedig Cj, harmonikus.

3. MEGJEGYZES: A (3.13a,b) mezGegyenletek, valamint a (3.14a,b) és (3.15) peremfeltételek
fennallasa esetén kinematikailag lehetségesek a vi(x), k0 (x) alakvaltozasmezok. Az alakvélto-
zési peremfeltételeket mikropolaris esetre a [30] dolgozat kozolte. Igazolhato, hogy az alakvélto-
zési peremfeltételek fennallasa esetén identikusan teljesiilnek a (3.15) kompatibilitasi peremfel-
tételek az S, n. Az uy elmozdulas— és ¢° forgasmezd integralasokkal adodik — v.6.: [30, 62].

4. MEGJEGYZES: Tekintsiik az u;, ¢” elmozdulas— és forgasmezdt a teljes S-n, a ’)/Xl,linb
alakvaltozasmezdket pedig a V-n. Ha fennallnak a (3.14a,b) alakvaltozasi peremfeltételek az
ug, o € S elmozdulasmezs, forgasmezs és a ’YXZ,Iinb € V alakvaltozasmezsk kozott, és ha a
")/Xl,/inb alakvaltozasmezsk eleget tesznek a (3.13a,b) kompatibilitasi differencialegyenleteknek,
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akkor nyilvanvalé az el6z6 3. MEGJEGYZES alapjan, hogy létezik egyértékt u; elmozduldsmezé
és ¥ forgasmezs a V-n és S-n.

5. MEGJEGYZES: Ha fennéllnak a (3.14a) és (3.14b) alakvaltozasi peremfeltételek a teljes
S feliileten, vagy annak egy részén, akkor ugyanitt identikusan fennall a (3.15) kompatibilitasi
peremfeltétel.

3.3.5. A wirtudlis munka elv dltaldnos primadl alakja a

(3.17) / (tkl Vil + M%Féab) dV = / (blul -+ cbapb> A% +/ (ngtglul -+ ng,ugbgob) dA
1% 1% s

modon irhato fel. A fenti egyenlethez a kovetkezs direkt allitas tartozik: Ha a yp () és x,0(x)
alakvdltozdsmezdket a (3.1) kinematikai egyenletekbdl szdmitjuk, ahol az uy(x) és ©°(z) kompa-
tibilis elmozdulds — és forgasmezd és a (8.17) egyenlet tetszdleges kompatibilis ug(x) és ¢°(x)
elmozdulds— és forgasmezdre fenndll, akkor a t*(x) és po(x) fesziltségmezdk egyensilyiak.

A (3.1) kinematikai egyenletek mint mellékfeltételek helyettesitése és parciélis integralas utén,
azaz kihasznalva, hogy

/ [ (g + esp®) + pS0g]dV = / (n3t®u; + ngpdp’)dA +
v s

+ / [t + (10 + eomt™)")dV
1%
azonnal kovetkezik az allitas a rendezés utan adodo

/ (5 1 B yugdV + / (s + eyt + ) dV = 0
Vv Vv

egyenletbdl, hiszen u; és ¢P tetszéleges V-n. Varhato, hogy a (3.17) virtualis munka elvhez
kapcsolodo fenti allitas akkor is érvényes marad, ha a (3.1) mellékfeltételeket matematikailag mas
alaku, de veliikk egyenértékii mellékfeltételekkel helyettesitjiik. A fentiek fényében, hasonléan a
klasszikus esethez, a kovetkezd kérdések meriilnek fel.

1. Kovetkezik—e a virtualis munka elv altalanos primal alakjabol a priméal egyenstlyi egyen-
letek SCHAEFER [48] altal talalt (3.11a,b) alatti teljes megoldasa — azaz az egyensuly fenn-
allasa — hat—hat fesziiltségfiiggvénnyel. Ha a NOWACKI altal [41] bevezetett kilenc—kilenc
(3.9a,b) kompatibilitasi egyenletet alkalmazzuk mellékfeltételként — ezek nem fiiggetlenek
egymastol — akkor a valasz nyilvanvaléan nem. Mar korabban is utaltunk ra, hogy ez az
ellentmondas a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjanak analogonja mikropolaris esetre.

2. Felmeriil méasodik kérdésként tehat a mellékfeltételek probléméaja, mind a V térfogati
tartomanyon, mind pedig annak S peremén.

3.4. Mellékfeltételek és a virtualis munka elv atalakitasa.
3.4.1. Az

(3.18) 5 = / (blul + cbgob) av
\%4

térfogati integral, az (1.6) és a (3.6) eldallitasok helyettesitése majd a GAUss tétel alkalmazasa
utan — viszonylag egyszeri atalakitasokkal — az

(319) 1—50 = / (gqus;pqus + gqub;quOb> dV = /

n3a3l (Bs;lus + Cb;lapb + Bseslbapb) dA
1% S

- / [QHBSJ (i + €skpe”) + g™ (eps B® + Cp;l)‘Pp;k] av
1%

alakra hozhato. A fenti eredmény virtualis munka elv (3.17) alatti alakjaba torténd helyettesi-
tésével és az (3.1) kinematikai egyenletek kihasznalasaval kapjuk, hogy

3200 fvam = [ {0 = Bl [ - g ensB* + o) mp av
|4

- /s {n:«:(tgl — Bly)uy + n3 [p% — (espo BT + Cys)] @b} dA =0
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Vegyiik észre, hogy az utébbi egyenletben az dsszetartozé kompatibilis vy és 2 alakvaltozasme-
76k, tovabba u; és ¥ elmozdulasmezdk rendre a test V térfogatan, illetve S hatéarfeliiletén jelen-
nek meg.

Visszaidézve az 4. MEGJEGYZESben mondottakat kovetkezik, hogy a keresett mellékfelté-
teleket a V-n tekintett (3.13a,b) kompatibilitasi differencialegyenletek, valamint az S—en tekin-
tett (3.14a,b) alakvaltozasi peremfeltételek alkotjak.

Mivel a mellékfeltételek nem helyettesithetSk kozvetlentil a virtualis munka elv (3.20) alatti
alakjaba, a LAGRANGE féle multiplikator technika alkalmazasara van sziikség. Legyenek

(3.21a) FT, Hyy reV
(3.21b) F,, Hy teS

a hatéarozatlan LAGRANGE féle multiplikatorok, és tegyiik fel, hogy teljesiilnek a (3.13a,b) és
(3.14a,b) mellékfeltételek a V-n illetve az S-en. Ekkor

(3.22) Iy = / |:€Spq(’YqT;p + eqroi) ) Fs + Ekalﬁkl;/pHXY] dvV =0
v
és
(3.23) Iy = / [(nt = sy = e )EE,  + () = @)y | dA = 0
s

a mellékfeltételek integral alakja.

6. MEGJEGYZES: Vegyiik észre, hogy Hap és ;X nem jatszik szerepet — (3.22) csak Hxy
és F ST—t tartalmazza — , kovetkezésképp zérusnak valaszthato. (Ezen az észrevételen alapul a
SOUTHWELL paradoxon dudlis parjanak feloldasa mikropolaris testre!)

7. MEGJEGYZES: A tovabbiakban H-t és Fpl—t irunk Hyy és F ST helyére, nem feledkezve
meg arrdl, hogy Hap és F KL zérus értékd.

3.4.2. Kibdvitve a virtualis munka elv (3.20), alatti alakjat a (3.22) és (3.23) mellékfeltételek-
kel a virtuélis munka elv

(3.24) Iyyp+1I) +17 =0

alakjat kapjuk. A virtualis munka elv utébbi alakjabol, kihasznalva az I} és If Fiiggelékben
részletezett atalakitasat — lasd az (A.4.1) és (A.4.3) Osszefliggéseket — az adodik, hogy

(3.25)

/ (tk‘l . ekprp .l;y _ gksBl.;s)’YkldV +/
\%

[Mc.lb - eapy(Hyb;p + Ebple%) - gal(elbsBS + Cb;l)} ’%al.)dv
\%4

+ /9n3 [(Fnl - Fnl)egxn'Yxl + (ﬁnb - Hnb)e?’m’iwl?] dA + /SnB(tgl - €3ann .l;x - a3sB.l;s)uldA
+ /Sng [ﬂ?b — &N Hypr + i F)) — a® (ens B® + Cb;z)] pPdA=0.
Mivel a (3.25)-ben
Vi (), Kab(CC) zxeV
’Y/@l(é-)a ’iﬂb(g) 5 €S
és
u(6), o'  €es

tetszGleges, a baloldal elttinésébél a

(3.26a) th=wE L 4+ g" Bl zeV
(3.26b) 1y = € (Hypp + e Fy ) + g% (ews B+ Cyy) 2 €V
mezGegyenletek, a

(3.27) F'-F'=0, Hy—Hy=0 ¢es
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folytonosségi feltétel és a
(3.28a) nat3 = ng(egmpﬂ?m + agsB_l;s) £es

(3'28b) nBNB.b =n3 Egﬂn(ﬁnb;ﬂ + Ebﬂlﬁnl) + agl(elbsBs + Cb;l) 5 €S

peremfeltételek kovetkeznek.

8. MEGJEGYZES: A (3.26a,b) képletek altal adott megoldas formailag a SCHAEFER féle megol-
dés —v.6.: (3.11a,b). Ez okbol a Hq és Fpl multiplikdtorokat fesziiltségfiiggvényeknek nevezziik.
Visszaidézve, hogy ebben a megoldasban a 6. MEGJEGYZES szerint csak Hxy és F ST jatszik
szerepet, mig Hp és F KL azonosan zérus, adodik a kdvetkeztetés, hogy hat—hat fesziiltségflige-
vény elegendd, és ezek indexeit ugyanugy kell megvalasztani, mint a fiiggetlen kompatibilitasi
egyenletek indexeit — hiszen csak ezek szerepeltek a mellékfeltételekben. A (3.26a,b), (3.27),
(3.28a) és (3.28b) egybevetésébdl pedig az adodik, hogy a fesziiltségeket ugyanigy kell szamitani
mind V-n, mind pedig S-en. Vagyis a Hy; és Fﬂl multiplikatorok is fesziiltségfiiggvények.

9. MEGJEGYZES: A Hagp =0és FKL = 0 feltételek mindig teljesithetsk a p! és wy, vektormezdk
alkalmas megvélasztasaval, 1ényegében véve a

Frl = plipe =0 reV
Huap — (vB:A + €3amp™) =0 reV

differencidlegyenletek megoldéasaval, mivel a

Fyl = pl;y, Hyb = Upy + Ebysps reV
alaku fesziiltségfiiggvényekhez nem tartozik fesziiltség — KOZAK—SZEIDL [30].

3.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak igazolasa, hogy mikropolaris anyagi szilard
testek esetén az egyensilyi egyenletek altalanos és teljes megoldasa — azaz a tobb zart felii-
lettel hatarolt testre érvényes SCHAEFER. féle megoldas — levezethetd a virtualis munka elv
altalanos primal alakjabol, feltéve, hogy az alakvaltozasmezsk kompatibilitasaval illetve
kinematikailag lehetséges voltaval kapcsolatos feltételek, kozottik a V' tartoményra vo-
natkozd fiiggetlen feltételek, ismeretesek. A gondolatmenet anyagegyenlettsl fiiggetleniil,
geometriailag linearis feladatokra érvényes.

2. Mivel a mellékfeltételek hat—hat fliggetlen mezGegyenletet tartalmaznak kovetkezik, hogy
tetsz6leges fesziiltségi allapot megadhatd hat—hat fesziltségfiigguény segitségével. FEzzel
megoldast nyert a SOUTHWELL paradoxon dudlis parja mikropolaris esetre. A gondolat-
menet egyik eredménye KOZAK-SZEIDL intuitiv modon elért eredményének, miszerint a
Hy, és Fy_b fesziltségfliggvény tenzorok szabaly szerint kivalasztott harom-harom eleme —
ezek indexeit ap és I% jeloli — zérusnak valaszthato, fliggetlen igazolasa. Ugyancsak a gon-
dolatmenet eredménye KOZAK—SZEIDL egyik eredményének, miszerint a nem zérus elemek
indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a fiiggetlen kompatibilitasi egyenletek
Xy és ST. indexei, fliggetlen igazoléasa.

3. Az S feliileten vett integralok atalakitasainak megadasaval formalisan is igazolast nyert
az a természetes kovetelmény, hogy a fesziiltségeket ugyanigy kell szamitani, mind a V-,
mind pedig az S—n.

4. A gondolatmenet modszertani jelentGségt és mas esetekben, igy klasszikus esetben is |75],
alkalmazhaté — ebben a tekintetben az 1.1.—1.5. szakaszokra is utalunk —, feltéve hogy a
kompatibilitas sziikséges és elégséges feltételeit ismerjiik.

A vonatkozo publikaciokat illetGen a [62] tanulmanyra utalunk. A felsorolt eredmények 100%—
ban a szerz6 eredményei.
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4. AZ EGYENSULYI EGYENLET ALTALANOS ES TELJES MEGOLDASAT ADO
ELLENTMONDASMENTES VARIACIOS ELVEK ES A STATIKAI-KINEMATIKAI
ANALOGIA A PEREMFELTETELEKRE — MIKROPOLARIS ESET

4.1. El6zmények. A mikropoléris rugalmassagtan variacios elveivel tobb szerzé is foglalko-
zott. A primal rendszer legfontosabb variacios elvei NOWACKI [41] kényvében lelhetsk fel. A
virtualis munka elv dual alakjait és a dual rendszer legfontosabb varidcios elveit KOZAK—SZEIDL
[31] és SzZEIDL [59], [58] adta meg. Azok a variacios elvek azonban, ahol az egyensulyi egyenletek
altalanos és teljes, hat—hat fesziiltségfiigguényt tartalmazé megoldésa jelenik meg mint EULER
egyenlet, még hidnyoznak.

A (3.13a,b) kompatibilitési egyenletek és az egyenstlyi egyenletek (3.11a,b) alatti SCHAEFER
féle megoldasanak homogén része azonos szerkezeti, az (el6bbi)[utobbi| megkaphatd az (utdb-
bibol)[elsbbibsl|, ha abban (k, ) [H, F| helyett (H, F—t)|x, y-t] frunk. Felmeriil a kérdés,
ugyanugy mint a klasszikus esetben, hogy van-e moéd ennek a statikai—kinematikai analogianak
a peremfeliiletre torténd kiterjesztésére.

4.2. Célkittizések. Az el6z6 szakaszban megfogalmazott gondolatok alapjan szerzd célul tiizi
ki az alabbi feladatok megoldaséat:

e A fentebb részletezett gondolatok (teljesség, a sziikséges fesziiltségfiiggvények szama) je-
gyében a hidnyzo variacios elvek felépitése, és ezzel a klasszikus rugalmassagtan vonatkozo
eredményeinek kiterjesztése mikropolaris testre.

e A statikai-kinematikai analogia kiterjesztése a peremfeltételekre.

A megoldas gondolatmenete és f6bb lépései a [62] tanulmény alapjan keriilnek bemutatasra.

4.3. Szabad variacios feladat.
4.3.1. Felmeriil a kérdés a virtualis munka elv altalanos primal alakjabol kovetkezs (3.25) egyen-
lettel kapcsolatban, hogy lehetséges-e olyan szabad variacios feladatot konstrualni, amelyben

a (3.26a,b) mezGegyenletek teljesiilését a test V' térfogati tartomanyén és a (3.27) perem-
feltételek teljesiilését az Sy jeld peremrészen,

e tovabba, hogy az wuy, ¢’ elmozdulasmezdék szerinti varidciok elttinése pedig a (3.28a,b)
peremfeltételek, végss soron tehat a fesziiltségi peremfeltételek fennallasat eredményezi az
St—Il.

A keresett funkcionél a teljes potencialis energia funkcionélbol vezethetd le a térfogati terhelé-
sek munkéjat ado tag atalakitasaval — a f6bb lépéseket tekintve gy kell eljarni, mint a virtualis
munka elv esetén az el6z6 3. Fejezetben, az atalakitdsoknak pedig az a célja, hogy a tartoma-
nyi integralban csak az alakvaltozasmezsk szerepeljenek — ezt kdvetSen pedig a LAGRANGE féle
multiplikatortechnika segitségével figyelembe kell venni a mellékfeltételeket. A keresett funkci-
onal végleges alakjat a multiplikdtorok meghatarozasat kdvetGen azok értékének a funkcionalba
torténd visszahelyettesitésével kapjuk meg.

A funkcional értelmezési tartomanyét

- a

(4.1a) Vit Ky zeV
alakvaltozasmezdk, az

(4.1b) ur, @’ £es,
elmozdulésmezdk,

valamint

— az

(4.1c) Fol, Hxy reV
és az

(4.1d) v Hy e S,
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fesziiltségfiiggvények alkotjak.
Feltételezziik, hogy a (4.1c) alatti fesziiltségfiiggvények eleget tesznek az
(4.2) Fr=0 és Hap =0 zeV

feltételeknek.
4.3.2. A linearis mikropolaris rugalmassigtan egyenleteit a funkcionél értelmezési tartoméanyat
alkoto, azaz a fenti valtozokkal a

(4.3a) Aklpay = ekquql.;p + gkmBl.;m, zeV
(4'3b) BC_L[)I_)(,]KP(] = 6aml(]:lb;m + 6bmq,’_[lq_) + gal(elmem + Cb;l) reV
és

(4.4a) ekank}:p =0, zeV

(4.4b) PU(yrp + equ/ipl?) =0 zeV
mezGegyenletek, tovabbé a

(4.5) Fl-F=0, Hyp — Hyp = 0, §ES,
(46) ’%nb - (pl?;n =0, Txl — Ul — 6l)(b()ob =0, 5 €S
(4.7) iy = @y =0, Yt =l — e’ =0, £ €S,
(4.8a) th=efF L+ B, e,
(4.8b) [y = 637m(7:f,7b;7r + Ebﬂlfnl) + a?’l(elbgBU + Cb;l) e S,
peremfeltételek alkotjak. A fenti egyenletekhez az

(4.9) w =y, =¢" ey

folytonosségi feltételek tarsulnak.

Az alabbiak arra mutatnak ra, hogy a (4.3a,b) és a (4.4a,b) mezGegyenletek, a (4.5)-(4.8b)
peremfeltételek, valamint a (4.9) folytonossagi feltételek teljesiilése biztositja a rugalmassagtan
valamennyi egyenletének fennallasat.

Valoban (4.4a,b), (4.6), (4.7) és (4.9) teljesiilése biztositja az alakvaltozasmezdk kinematikai-
lag lehetséges voltat. A [62] 2.20 szakasza alapjan — tekintettel a (4.9) folytonossagi feltételre is,
adodik a kovetkeztetés, hogy a (4.7) alatti feltételek integralasa a tényleges ug(€), @P(€) elmoz-
dulasmezdket eredményezi S;—n. Ha emellett a (4.3a,b) egyenletek is teljesiilnek, akkor fennall
az egyensily V-n, mig (4.8a) és (4.8b) egyiittes teljesiilése biztositja a fesziiltségi peremfeltétel
fennéllasat.

4.3.3. Visszaidézve a 4.3.1. szakasz masodik bekezdését a szabad varidcios feladat funkcio-
nélja az aldbbi, csupan gondolatmenetében részletezett, lépésekkel kaphatd meg:

1. A (3.19) képletet helyettesitjiik a teljes potencialis energia funkcional (4.20) alatti képle-
tébe a térfogati terhelés munkajanak helyére (u; = 4, ° = (ﬁf’ az Sy-n).

2. Mellékfeltételnek tekintjiik a (4.3a,b), (4.4a,b), (4.5), (4.6), (4.7), (4.8a,b), valamint a (4.9)
egyenleteket.

3. Hozzaadjuk a potencialis energia funkcionélhoz a mellékfeltételek alkalmas LANGRANGE
multiplikadtorokkal szorzott és a vonatkozd tartoményokon integralt alakjait.

4. Meghatéarozzuk a funkcional stacionaritasi feltételébsl a multiplikdtorokat.

5. Visszahelyettesitjiik a multiplikdtorokat a funkcionélba.

A fenti, hosszadalmas és figyelmet igényls atalakitasok utan

(4.10) Ty = My (yues 6,0 i, @, Fy Ly Hypy Ff o) = Ty 1+ Y2 + T15° + T5Y 4 115 + O™
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a keresett funkcional, ahol
1
(4.11a) IIY = 3 /V (WA“P%M + KabB“bpqﬁpq> dv—
- / [kaB.l;m’Ykl + 9" (ewmB™ + Cb;l)"%ﬂ dv —
v

— / |:€Spq('YqT;p + 6qu'L/”'p[.))]:Sj.1 + Eka’ik):pHXY] dv’
\%

It = _/St {(fl - n3a3mBl.;m)ul+ [ﬂb — nga® (e B + Cb;l)} @b} dA
(4.11Db) —i—/St [(’Yxl — Upy — Elxbapb)€3x’7-7}nl. + (nﬂlf — <pl?m)€37r777—~(nb] dA,
(4.11c¢) 5" = /S |:(’)’Xl — gy — szb<ﬁb)63X”.7:n_l + (’fyrb. - @b.;n)ésm"'fnb} dA
u
és
(4.12) n§ = f{ {Tn(ul — ) F, 7" - @b)ﬂnb] ds
g
mig

cPt = / {ngagmBl_;mﬁ,l + nga® (e B™ + Cb;l)gbb] dA = const.
Su

Vegyiik észre, hogy a fenti funkcionél az Gsszes fesziiltségfliggvényt tartalmazza ideértve azokat
is, amelyeket zérusnak tekintiink.
4.3.4. A (4.10) alatti funkcional

(4.13) olly = 5%,@112 + (5%901_[2 + 0 Fll =0

(4.5), (4.6), (4.7) és (4.8a,b) peremfeltételek, valamint a (4.9) folytonosségi feltételek fennallasat
is biztositja.

Az alabbiakban roviden ismertetjiik az igazolas gondolatmenetét. Az egyes valtozok szerint
vett variaciok fiiggetlensége miatt a (4.13) variacios elv a

(4.14a) O Tly = 8, w11y + 6, T15° + 6, TI3 = 0,
(4.14Db) Suplly = 5u,¥,ngt + 5u7¢,1'[§ -0

és

(4.140) 5H,FH2 = (57-{7]:1_[%/ + 57-[7.7:1_[*2% + (57-{7]:1_[*2971 + (57-{7]:H§ =0

egyenletekkel ekvivalens. A (4.14a) egyenletbdl elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy
(4.15) Oy,kll2 = /V {B%pq’qu — €Y (Hypp + e, ) — 9" (s B + Cb;l)} Sk dV +
+ /V (AMPly,, — P — " B )oydV +
+ /S ng [(ﬁnl - fn.l)egxn'Yxl + (ﬂnb - Hnb)egm"%l?] dA=0.

A variaciok tetszélegessége miatt innen a (4.3a,b) mezGegyenletek és (4.5) peremfeltételek fenn-
allasa kovetkezik.
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A (4.14Db) feltétel atalakitésa soran egyediil a vonalintegrallal kapcsolatos lépések igényelnek
némi figyelmet — az (A.4.2a,b) képleteket kell felhasznalni. A

(4.16)  dyplly = /sn3 {HBI; — & (Hopir + eomF, ) — a® (ews B® + Cb;z)] s dA
+/ n3(t® — eBX"Fn .l;x — a3sB.l;s)5uldA =0
s

eredménybdl azonnal kovetkezik a (4.8a,b) peremfeltételek fennallasa.

A (4.14c) egyenlet teljesiilésébdl azonnal, minden kiilondsebb formaélis dtalakitas nélkiil, kovet-
keznek az alakvaltozasmezok kinematikailag lehetséges voltahoz sziikséges (és elégséges) (4.4a,b),
(4.6), (4.7) és (4.9) feltételek.

4.4. Statikai—kinematikai analbgia.

4.4.1. Ha el6irasokat tesziink a szabad variacios feladat funkcionéaljadban az értelmezési tarto-
manyt alkotd valtozok egy részére, akkor a Il funkcional egyszertibb alakot vesz fel. Ha a vy
és k0 alakvaltozasmezdk kinematikailag lehetségesek, akkor mind a (4.4a,b) fiiggetlen kompati-
bilitasi differencialegyenletek, mind pedig a (4.6), (4.7) alakvaltozasi peremfeltételek fennéllnak,
és az u; elmozdulasmezd illetve ¢” forgasmezs eleget tesz a (4.9) folytonossagi feltételnek. Ha
emellett ismeretesek a (4.8a,b) fesziiltségi peremfeltételeket kielégits 7:(771), valamint ]}771 fesziilt-
ség fliggvények, akkor a Hgt integral az (A.1.21) Stokes tétel értelemszert alkalmazasaval — S,,
go-nak Sy, g felel meg — parcialis integralasokkal az aldbbiak szerint atalakithato

(4.17) 15" = / [n363X"7}nl;xuz + nge™ (Hypir + ezmzfnl)@b} dA =
St

= — %T”fnlﬁlds - %T”ﬂnbtﬁbds + /S ngegxn(ul;)\ + elxbgob)]:"nb dA + /S n3€3xn<pbm7'~[nb dA .
g g t t

A fentebb mondottak figyelembevételével a Il funkcionél a IT; funkcionalra egyszertisodik:

(4.18) Iy = (y, k) =Y + 1017+ CP* + CF
ahol
(4.19a)
1
my =3 / (WA + i BPr) dV / (9" Bl + 9" (et B™ + Ch)ry! | dV
1% \%
(4.19D) Iyt = / (3™ ) + nge™ M, "Hyp)dA
St
4.19¢ Co" = Oy = const
(4.19¢) i 5
és
(4.19d) ClG = —j{T”ﬁnl_ﬂldS — j{q-"’l:[nb@b ds.
g g

4. MEGJEGYZES: Ugyanez a funkcional adédik a

1
(4.20)  TI(ypi, kg’ i, %) = —/ (’YklAklpq’qu +/€abB“bqu<épq) av —/ (blw +Cb80b> av
v v

2
—/ (fluﬂrﬂb(ﬂb) dA
St

teljes potencialis energia funkcionalbol, ha a (3.18), azaz a (3.19) és a (4.8a,b) képleteket helyet-
tesitjiik a masodik térfogati integral, illetve # és iy esetén, majd ugy alakitjuk at a funkcionalt,
hogy csak Y1, £ 2-tol fiiggjon.

4.4.2. Nyilvanval, hogy a (4.18) funkcionalhoz tartozo mellékfeltételeknek a g, 0 alakval-
tozésmezdk kinematikailag lehetséges voltat kell biztositaniuk. Ez azt jelenti, hogy a (4.4a,b)
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kompatibilitasi differencidlegyenletek, a (4.7) alakvaltozasi peremfeltételek és a g gorbén kirott
(4.9) folytonossagi feltételek mellett a

(4.21a) n3E¥(z) = 637r77/£n’?;7r =0, £eS;
(4.21b) n3D3(x) = X (Yypr + ki) =0 £e St
kompatibilitasi peremfeltételek fennallasa is sziikséges. Legyenek

(4.22a) FyT, Hxy , zeV

(4.22b) EWWT, ﬁnb, x €S,

(4.22¢) Wy, i ey

és

(4.22d) wp 7! £eS;

hatarozatlan LAGRANGE féle multiplikatorok.
Fentiekkel Gsszhangban a ITj(y, #,) funkcional stacionaritasabol adodé EULER egyenletek
keresése soran ki kell egésziteni a funkcionélt az alabbi integralok Gsszegével

(4.23) Mg = Iy + T3 + T3 4+ 10§
ahol a (3.22) és (4.11c) képletek szerint
(4.24a) Y = 1V (Fg", Hxy) ,
(4.24b) g’ = /s [nr&egﬂ"’%{f;nwb + 136 ™ (Ytsm + Exahin )7 l} dA
t
(4.24c) g = §e(F, T, Hy)
és
(4.244) Hg = j{T"(nnb - gbbn)zj)b ds + %TX [’Yxl — (g + elxb@b)} rlds.
4.4.3. A ! !
(4.25)  Guqll = 0p 1Y 4 6y 17 + Gy 1§ + G TIG! + 0,y TTEY + 04116 = 0

stacionaritasi feltételbdl, viszonylag egyszerti formaélis atalakitasokkal, az (A.4.1) és (A.4.4a,b)
integralok kihasznalasaval, a

ol = / {B?bp.q.’%pq - 6ami(lﬁlib;m + 6bqui ) — gal(elmem + Chy) 5Hab dv
1%

+ [Aklpq’qu - (Ekyppp-l;y + gksB-l§5)] oy dV

—

+ [ ngedXn [7:(771) — Hpp — (wpyy + ebnmrm)} 5/-€Xb dA

T

ngeBX"(JEnl - Fnl - rin)éfyxl dA
t

+
o

*

* o &
_|-/ I:ngegxn(Hnb — Hnb)(sl‘ﬁ?xb + ngegxn(Fnl - FT] l)éﬂyxl] dA
Su

* o/
+7{ [T"(wb — wb)élinb +7X(r — rl)&yxl} ds
g

eredmény kovetkezik. Mivel a fenti stacionaritasi feltételben
5kt k" reV
5, 0k, €S,
Syt Ok £e€S,
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és
5yt 0k, ey
egyarant tetszdleges lehet az egyes integralok eltiinésébsl
— a variacios feladat
(4.26a) Babpqlipq e“mi(Hlbm + €pmgF; q) — gal(elmem + Chy) zeV
(4.26b) AMPty, = (PR + g7 BL,) reV

EULER egyenletei;
— a variacios feladat

* . * .

(4.27) H,. =H,,, F,'=F", £esS,
(4.282) Fl'=F'-F'=rl, §€S
(4.28D) Hypy = Hyp — Hyp = why + epgm™™ €S

peremfeltételei, valamint
— a g gorbére vonatkozd

(4.29) Wy, = wy, =t ey
folytonossagi feltételek

kovetkeznek.

Az alabbi megjegyzések célja a teljes potencialis energia stacionaritasi feltételébdl kapott
(4.26a,b), (4.27), (4.28a,b), és (4.29) egyenletek értelmezése.

5. MEGJEGYZES: A (4.26a,b) mezSegyenletek az egyensilyi egyenletek altalanos és teljes,
SCHAEFER altal talalt [48] megoldésai. Kovetkezésképp a ﬁyd és F yb multiplikatorok fesziiltség-
fliggvények. Masként fogalmazva levezethets az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes, hat—hat
fesziiltségfiiggvényt tartalmazo megoldasa a teljes potencialis energia minimum elvbdl, feltéve,
hogy a mellékfeltételeket alkalmasan vélasztjuk meg.

6. MEGJEGYZES: A (4.27) egyenlet szerint megegyeznek a V-n értelmezett multiplikatorok
(fesziiltségfiiggvények) az S, —n értelmezett multiplikdtorokkal — tehat az utobbiak is fesziiltség-
fliggvények. Kovetkezésképp a fesziiltségfiiggvényes megoldas az S, —n is érvényes.

7. MEGJEGYZES: Az S;y—n kapott (4.28a,b) peremfeltételek az S,—ra vonatkozd (3.14a,b)
alakvaltozasi peremfeltételek dudlis pdrjai mivel [az el6bbi| (az utobbi) feltételek azonnal megkap-
hatok [az utobbi| (az elébbi) feltételekbdl, ha rendre |y, k-t és u, p-t irunk a H, F' kiilonbségek
és w, r helyett] (H, F kiilonbségeket és w, r-t irunk ~, x és u, ¢ helyett).

9. MEGJEGYZES: A [30] tanulmény szerint a fesziiltségfiiggvények V-n és Si-n a
(4.30a) Fl-F=F,
(430b) Hnb - Hnb - wb;n + 6bm’rﬂ:ﬂl

modon kiilonbozhetnek egymaéastol.  Vegyilik észre, hogy az utdbbi képletek teljes mértékben
Osszhangban vannak (4.28a,b) peremfeltételekkel. Arra is érdemes felhivni a figyelmet, hogy a
(4.28a,b) peremfeltételekben a w,r vektormezdk feliilet menti kovarians derivaltja jelenik csak
meg, és ennek szamitasahoz elegendd, ha a két vektormezdt csak a feliileten ismerjik.

10. MEGJEGYZES: A (4.29) végso soron a fesziiltségfiiggvényekre kirott folytonossagi feltétel.

4.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A szabad variacios feladat (4.10), (4.11a,b,c) és (4.12) fliggvényekkel értelmezett funkcional-
ja a klasszikus esetre vonatkozo (2.13) funkcional altalanositasa mikropolaris testre. A
klasszikus esethez hasonléan a kévetkezSket érdemes hangstlyozni:

e A szerzs altal javasolt és fentebb idézett funkcional nem tartalmaz semmiféle ellent-
mondéast a kompatibilitasi egyenletek és a fesziiltségfiiggvények széma tekintetében.
Mindkett§ hat-hat, nem pedig kilenc—kilenc, mint a NOWACKI altal megadott kom-
patibilitasi egyenletek szama.
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e A szabad variacids feladat itt bemutatott megfogalmazasa megengedi a vegyes pe-
remfeltételek figyelembevételét, hiszen a peremfeliilet — az S felillet — az S, és Sy jeld
részekre bontott, és ezeken kiilonbozd tipust peremfeltétel irhato el6. Ezt az teszi
lehetévé, hogy a Il funkcional értelmezési tartomanya az Siyn értelmezett fesziilt-
ségfiiggvényeket is tartalmaz.

e Erdemes itt is megemliteni, hogy nem elfeltétel az elmozdulasmezs folytonossaga a
g gorbén.

2. Kimutatta a szerzg formélis szamitasokkal, hogy a moédositott teljes potenciélis energia
funkcional stacionaritasi feltételébdl is kiadodnak mint EULER egyenletek — v.6.: (4.26a,b)
— az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes, SCHAEFER altal talalt [47] megoldéasai. A
megoldasok csak hat—hat fesziiltségfiiggvényt tartalmaznak, ha a mellékfeltételeket alkal-
masan valasztjuk meg.

3. Megtalélta a szerz§ a statikai-kinematikai analogia hianyzo, a test hatérfeliiletére vonat-
koz6 egyenleteit. A kapott eredmények szerint az Si-n adodo (4.28a,b) peremfeltételek
az Sy-ra vonatkozo (3.14a,b) alakvaltozasi peremfeltételek dudlis pdrjai mivel |az elgbbi]
(az utobbi) feltételek azonnal megkaphatok |az utobbi| (az elébbi) feltételekbdl, ha rendre
[v, k-t és u, p-t irunk a H, F kiilonbségek és w,r helyett| (H, F kiilonbségeket és w, r—t
irunk 7, K és u, ¢ helyett).

A vonatkozo publikaciokat illetGen a [62] tanulmanyra utalunk. A felsorolt eredmények 100%—
ban a szerz6 eredményei.
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5. AZ EGYERTEKUSEG MAKRO FELTETELEI VEGYES PEREMERTEKFELADATOKRA.
SZARMAZTATAS A KIEGESZITO ENERGIA MAXIMUM ELVBOL — KLASSZIKUS ESET

5.1. Irodalmi eldzmények. Ami a klasszikus esetet illeti SOUTHWELL [51], [52] volt az elsd,
aki a kompatibilitasi feltételeket a teljes kiegészit6 energia minimum elvbdl, mint varidcios elvbél
szarmaztatta. Ugyanakkor arra is rdmutatott, hogyha harom fesziiltségfliggvényt alkalmaz — a
MAXWELL [35] és MORERA [37] féle megoldasokat hasznalta fel — akkor csak harom kompatibi-
litasi differencidlegyenlet kovetkezik a hat SAINT VENANT féle kompatibilitési egyenletek koziil
a stacionaritési feltételbsl. Mivel egy zart feliilettel hatarolt tartomanyon tetszdéleges fesziiltségi
allapot megadhat6 alkalmasan valasztott harom fesziiltségfiiggvénnyel — tobb zart feliilettel ha-
tarolt tartomény esetén zérus térfogati terhelés mellett is, illetve zérustol kiillonbozd térfogati
terhelés mellett mindig, amint azt méar lattuk a 1. Fejezetben, ki kell egésziteni a fesziiltségfiigg-
vényes megoldast az egyensilyi egyenletek egy partikularis megoldaséval — SOUTHWELL ellent-
mondasra jutott, hiszen az alakvaltozasmez&k kompatibilitasanak elégséges feltétele a hat SAINT
VENANT féle kompatibilitasi egyenlet fennallasa. A paradoxont, amelyre jutott, utana nevezték
el SOUTHWELL paradoxonnak. SOUTHWELL idézett cikkei utan a kovetkezd kérdések marad-
tak megoldatlanok: FElegendé-e a kompatibilitas fennallasahoz harom kompatibilitasi egyenlet
fennallasa. Ha igen, melyik harom. Ha igen, vannak—e tovabbi feltételek a kompatibilitas fenn-
allasédhoz.

A paradoxon részletes leirasa, ez a fesziiltségfiiggvények megvalasztasanak oOsszes lehetséges
esetét feloleli, RIEDER tanitvanyanak STICKFORTHnak a nevéhez fiizédik [54], aki WAsHIZU
egy részeredményének [82] altalanositasaval kimutatta, hogy a kompatibilis alakvaltozasmezsk
eleget tesznek bizonyos peremfeltételeknek. Ezeknek a feltételeknek késsbb K0OzZAK a kompatibi-
litasi peremfeltétel nevet adta, és kimutatta, haromféleképpen is, tiszta matematikai aton [27], a
kiegészits energia maximum elv felhasznalasaval [26] és a virtualis munka elv dual alakjanak fel-
hasznélasaval [28|, hogy az alakvaltozasmezsk kompatibilitasanak sziikséges és elégséges feltétele
harom alkalmasan valasztott kompatibilitasi differencidlegyenlet és a kompatibilitasi peremfel-
tételek fennallasa. Az utobbi két tanulmany egyediili abban a tekintetben, hogy a vizsgalatok
vegyes peremértékfeladatra vonatkoznak.

Az eddig idézett tanulményok mindegyike egyszeresen Osszefliggs tartomanyt tételez fel.

T6bbszorosen Osszefliggd tartoméany, sikfeladatok és fesziiltségi peremfeltételek feltételezése
mellett PRAGER [44] kimutatta, hogy a MITCHELL féle feltételek [36], [18|, vagy ami ugyanaz
a kompatibilitas makro feltételei, természetes peremfeltételek, amelyek a kiegészits energia mi-
nimum elvbdl kovetkeznek. PRAGER eredményét egymastol fliggetlenil Hu HAICHANG [19]
és SZEIDL-VAN GEMERT |[78| altalanositotta vegyes peremértékfeladatokra (az els6bbség HuU
HAICHANG—¢). Ami a harommeéretd feladatokat illeti fesziiltségi peremfeltételeket és tobbszo-
rosen Osszefiiggd tartomanyt tételezve fel MORIGUTI [38] és STICKFORTH [53]| dolgozatait kell
emliteni, megjegyezve, hogy STICKFORTH nem ismerte MORIGUTI idézett cikkét. Az utdbbi
két dolgozat sem adott megoldast a SOUTHWELL paradoxonra és a vegyes peremértékfeladatok
esetét szintén figyelmen kiviil hagyték.

A szohasznalat egyértelmiisége kedvéért, megismételve a teljesség kedvéért a rémai v. o.-on
mondottakat, az alabbiakban allapodunk meg. A kompatibilitas makro feltételein a tobbszorosen
Osszefliggd tartoméanyon sziikséges azon feltételek Osszességét értjiik, amelyeknek a kompatibi-
litasi differencidlegyenleten és a kompatibilitasi peremfeltételeken — ezeknek mind egyszeresen
mind pedig t6bbszorosen Osszefliggd tartoményon fenn kell allnia — ttlmenden teljesiilniok kell.

A kompatibilitas makro feltételeit két csoportba soroljuk attol fiigg&en, hogy milyenek a pe-
remfeltételek annak az egyszeresen Osszefliggd zart feliileti gérbének a pontjaiban, amely mentén
ezeket a feltételeket tekintjiikk. Ha a gorbe minden pontjaban fesziiltség elGirt, akkor a vonatkozo
makro feltétel nagybani kompatibilitdsi feltétel. Ha a gérbének van legalabb egy olyan ive, amely-
nek mentén elmozdulasok az adottak, akkor a vonatkozo feltételt (feltételeket ha tobb ilyen iv
létezik) kiegészitd kompatibilitdsi feltételeknek nevezziik.

Kitiinik a fenti irodalmi attekintésbél, hogy sem MORIGUTI [38], sem pedig STICKFORTH [53]
nem adta meg a kompatibilitas kiegészitG feltételeit.
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5.2. Célkittizések. Az fenti szakaszban megfogalmazott problémék alapjan szerzd célul tiizte
ki az alabbi, klasszikus esetre vonatkoz6 problémak megoldéasat:
e A kompatibilitas kiegészit§ feltételeinek levezetése harommeéreti problémék és vegyes
peremértékfeladatok esetén geometriai megfontolasokbol.
e [gazolni formalis szamitasokkal, hogy a kompatibilitas vegyes peremértékfeladatok és ha-
romméretii test esetére vonatkozo kiegészit§ feltételei a teljes kiegészit§ energia maximu-
méabol kovetkezs természetes peremfeltételek.

Az igazolas gondolatmenetét [70] és [65] alapjan ismertetjiik.

5.3. A kiegészité6 kompatibilitasi feltételek szarmaztatiasa geometriai megfontola-
sokbol.

5.3.1. A vizsgalatokat az 5.1. abran vazolt, egy zart felilettel hatarolt, haromszorosan Ossze-
fliggs testre végezziik el. Vildgosan latszik az dbrardl, hogy az S5, S; feliletrészek valamint a ¢
gbrbe

5.1. és 5.2. abrak.

tobb részbdl is allhat, azaz

1) @ m @ © 10 @) @
Su:SuUSu7 St:StUStUSt és g U g U

2 1,3 1,4
)U(g)u(g).

Hataresetben az

1 Q©) 1H 2 6

Su, Su és Sy vagy S, Sy, Sy és Sy
részfeliiletek barmelyike iires halmaz is lehet.

Az egyméast nem metsz§ zart L1 és Lo gorbék rendre a tartomanyban 1évé elsé és mésodik
lyukat 6lelik koril — v.6. 5.1. abra. (1) 2)

Lényeges a tovabbi vizsgalatok szemszogébdl, hogy az S, és S, haromszorosan, illetve kétsze-
resen Osszefliggd zart feliiletek, ezt jol szemlélteti az 5.2. abra. Az 5.2. abra az § feliilet
egyszeresen Osszefiiggs részekre torténd felhasitasanak egy olyan lehetdségét szemlélteti, amely

*

felhasznalja a g, L1, Lo és L gorbéket. Az Ly és Lo gorbék az alabbi pontokban metszik a g és

L gorbéket:
Py, Pia, P13, Py és Py .
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Az L gorbe részeit a

Elj:Pljpl,j—l—l j:1,...,4
modon definidljuk. A parcidlis integralasok soran STOKES tétele keriil felhasznalésra, szem el6tt
tartva azt a koriilményt, hogy a tétel csak egyszeresen Osszefiiggs feliiletre érvényes.

Erdemes megemliteni, hogy a vizsgalt V' tartomannyal és az S feliilet részekre bontésaval
kapcsolatos feltevéseink nem lényegiek, mivel a test haromszorosan Osszefiiggs és a hatérfeliilet
felbontasa is eléggé altalanos.

5.3.2. Tobbszorosen Osszefiiggd tartoméanyon az (1.14) kompatibilitasi differencialegyenletek
V-n és az (1.16) kompatibilitasi peremfeltételek teljes S-n torténd fennéllasa nem elegendd ahhoz,
hogy

az ey alakvaltozési tenzor kompatibilis legyen, hanem a nagybani kompatibilitési feltétel né-
ven ismert kiegészitG feltételeknek ugyancsak teljesiilniok kell. Alabbiakban a kompatibilitds
makro feltételeit, kozottiik a vegyes peremértékfeladatok esetén sziikséges kiegészitd feltételeket,
geometriai megfontolasokbol szarmaztatjuk. Tekintsik az £y gérbét — v.6. 5.2. és 5.3. &abra.
Legyen P az Ly gorbe tetszleges, de rogzitett pontja. A P(s) pont P-re vonatkoztatott hely-
vektorat R(s) = Ra,(s) jeloli. Figyeljiilk meg, hogy a bazis az s ivkoordinataji pontban van.
Nyilvanval6, hogy

_dR _d(R(s) -R(P)) ORdL d&”

5.1 Ya, = — = = = i L
(5.1) T8 = ds 96 ds  ds SEM
A

L
(5.2) P = g€ Uy reV
mervtestszert forgassal irhatjuk, hogy

1
(5.3a) 3 = 563’\'9%9‘)\ Ee S
és tekintettel az (1.1) kinematikai egyenletre
1

(5.3b) (,0)‘ = e)‘w[—(u&;g + U3|19) - U3|19] = 6)‘319(6193 — ’U,3w) . f es

2
1. MEGJEGYZES: Tegyiik fel, az egyszertiség kedvéért, hogy ismeretes az uy, elmozdulasmezs az
S—en. Az (5.3a) egyenlet azt fejezi ki, hogy uy (&) egyértelmtien meghatérozza a ¢* merevtestszert
forgast. Ezzel szemben az (5.3b) magaba foglalja az uy.3 normaliranyu derivéltat, kévetkezésképp
a p -t csak részben hatarozza meg uy(€).
5.3.3. Az (1.1) kinematikai egyenlet felhasznélasaval (5.2)-bdl a

1
(5.4) SOl-;y - §€lpd(ud;py + Uydp) = Elpdeyd;p reV
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kovetkezik, ahonnan — tekintettel (5.1)-re — kapjuk, hogy

dyt
(5.5) s s m Tnelpdend;p
és igy
P

(5.6) (P ay + p3a3)|p = (¢ay + ©®a3)|p, + / TePle, 1, ads .

P13
Az (1.1) és (5.2) egyenletek egybevetésébol

Ukyl = €kl — €xir reV

ahonnan az 5.3. abra jeloléseivel és az (5.1) képlet felhasznalasaval kapjuk, hogy

d(R(s) ~R(P)) _

I v
Uy T = Tep, — epurpa’ -

ds
d v U d@l v U
= e — == |eud! (BY(5) = B*(P))] + e~ (R*(s) = R*(P)
azaz, tekintettel az (5.5) képletre is, hogy
dukak o d v v |k
(5:7) T = = {(R"(s) = B*(P)) epus'a’(s) }
+ [T"enk + e en g, (R (s) — R”(P))] ak(s), seLli.

A fenti képletben a bézis az s pontban van. A Pj; és P pontok kozotti integralas utan innen
kovetkezik, hogy

(5.8) upaf|p = wua®

o + € (R"(s) — RY(P)) a”

! Py

P
—|—/ o {enk + exueP? (R%(s) — RY(P)) end;p] a® ds
Py

Az utobbi képletben lokalizalas esetén — jobboldal elsé két tag — a bazis a lokalizalas helyén van.
Futépont esetén — integrandusz — az s pontban van a bazis. Ezt a megéllapodast a tovabbiakban
is mindig érvényesnek tekintjik. Az (5.6) és (5.8) képletek CESARO formulai. A révid levezetést
a gondolatmenet részeredményeinek késGbbi felhasznélasa kedvéért kozoltiik.

Visszatérve a haromszorosan 6sszefiiggd V' tartomannyal kapcsolatos probléméhoz — lasd 5.1.
abra — az ey alakvaltozasmezsk kompatibilitasahoz az (1.14) kompatibilitasi differencidlegyenle-
tek V-n és az (1.16) kompatibilitasi peremfeltételek teljes S-n torténd fennallasa mellett az is
sziikséges, hogy a ¢! merevtestszerii forgas és az uy, elmozdulasmezd egyértéki legyen minden
olyan egyszerii zart gérbe mentén, amely a két lyukat koriiloleli. Kimutathato, hogy az utébbi fel-
tételt biztositdo makro egyértékiiségi feltételek teljesiilése a lyukakat koriildlels egy-egy zart gorbe
mentén — valaszthatjuk példaul az £ és Lo gorbéket — elegend ahhoz, hogy a ¢! merevtestszerti
forgas és az uy elmozdulasmezd egyértékd legyen minden mas a lyukakat koriilolels egyszerti zart
gorbe mentén, feltéve, hogy fennéllnak az (1.14) kompatibilitasi differencidlegyenletek V-n és az
(1.16) kompatibilitasi peremfeltételek a teljes S-n.

Mondottak alapjan az L1 és Lo gorbékre korlatozzuk a figyelmet a tovabbi vizsgalatok soran.
Vegyiik észre, hogy az Lo gorbe teljes egészében az Si-n beliil fekszik. Kovetkezésképp a ¢!
merevtestszeri forgas egyértékiiségéhez az (5.6)-bol adodo, az Lo gorbére vonatkozd

(5.9) 7{2 T"elpdend;p a;ds :}1{ T"ep%enmp agds + 7{ T"e’w?’(engw —epg3)ards = 0
2

Lo Lo
nagybani egyértékiiségi feltétel fennallasa is sziikséges. Hasonld gondolatmenettel kapjuk meg
(5.8)-bdl az uy elmozdulasmezdvel kapcesolatos, az Lo gorbére vonatkozo

(5.10) 7{ 7 [enk + Ekvlelpd (RU(S) — Rv(Pgl)) end;p] a¥ds = 0
Lo

nagybani egyértékiiségi feltételt.
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Az Ly gorbe [L11 és Lis] {L12 és Li4} részei teljes egészében [Syn| {S,-n} belil feksze-
nek. Ennek a koriilménynek a fényében a hidnyzé kiegészité kompatibilitasi feltételek kérdése
a kovetkezSképp fogalmazhatd at: Mi a hatasa a nagybani kompatibilitasi feltételekre annak a
koriilménynek, hogy az els§ lyukat koriilolels, S-en fekv egyszert zéart gorbék kétszer is dthalad-
nak az S, feliiletrészen? Egy geometriai megoldéast az aldbbiak részleteznek. Tegyiik fel, hogy
az L1 gorbe két ivre bontott. A felbontast az 5.4(a) abra szemlélteti. A vastag vonallal rajzolt
L17 tven fesziiltség az elGirt. Az iv vékonyan rajzolt részén, azaz a P, P11 végpontok kozott elmoz-

&

(a) 5.4. é&bra. (b)
dulasok adottak. Ahhoz, hogy egyértékii legyen a ¢! merevtestszert forgas a két részre bontott
Ly iven — a felbontast illetGen ismét hivatkozunk az 5.4(a) abrara — fenn kell allnia a

Pyo Py
=0
Pio

+ ¢

5.11a la
( ) A Py

folytonossagi feltételnek. Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet nem mond semmit a ¢! merevtest-
szeri forgas Pjo, Py iven beliili viselkedésérsl. Kovetkezésképp tovabbi egyértékiiségi feltételnek
kell fennallnia az £, iven, feltéve hogy az iv az 5.4.(b) abran vazolt moédon van két részre osztva:

Py

) Pi3
+
3

=0.

5.11b la
( ) ©ay .

P

A fenti egyenletek baloldalan allo els6 tag az (5.6) képletbdl szamithatd az integréalasi hatarok
alkalmas megvalasztasaval. Ami a masodik tagot illeti az (5.3a,b) Osszefiiggést kell alkalmazni,
figyelembe véve, hogy ismeretesek az elmozdulésok az £ iven, ha

(5.12) s € (s(Prj) — € s(Py)]  vagy s €[s(Prj1),8(Prjt)+e) j=13
ahol az € kicsi, pozitiv, egyébként tetsz6leges mennyiség. Ily moédon kapjuk, hogy

P .
1 . ) 17
(5.13) 563’\'9%9‘)\ as + e)‘w(eﬁg — U3|19) a,\}

+ / T"Ep%emg‘p azds
Prit1 Ly;

—|—/ T"ewg(en;;w —epg:3)ayds =0 i=1,3.
L1;

Vegyiik észre, hogy az (5.13) feltételek fennallasa esetén folytonos a merevtestszert forgas a teljes
L1 iven.

Konnyfi ellendrizni az (5.13)-ra vezets gondolatmenet ismétlésével, hogy az uy, elmozdulasmezs
tekintetében az

P2
+ ura

P11 Py
+ ura

13

Py3
=0

Py

(5.14) uy, a® k =0 és  uzaP K

11 P2

folytonossagi feltételeknek kell fennallni. Az utobbi feltétel harom lépésben hozhato alkalmasabb
alakra:

1. Vegyiik ismét figyelembe, hogy az w; elmozdulasmezd az elGirt, ha az s ivkoordinéata
teljesiti az (5.12) feltételt; ez a koriilmény a baloldalon all6 méasodik tagokat befolyéasolja.

2. A kovetkezs lépésben az (5.8) CESARO formulat kell alkalmazni a baloldalon 4llo elsé tagok
(kiilonbségek) szamitasara.

3. Végezetiil az (5.3a,b) képletek helyettesitése sziikséges a 3 és ¢ merevtestszert forgasok
Py1 és P53 pontbeli értékeinek szamitiséra.
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A felsorolt lépések végrehajtasa utan az

Py
(5.15) agpak|

+ 7 (e39 — Tigpg) Exn (Rk(Pl,iJrl) - Rk(Pu)) al

Py Py

1 X
+3 .5 €3up (Rw(Pl,i-i-l) - Rw(ﬂz‘)) a”

Py
- / o {enk + € ey [RV(5) — RU(Ppiy1)] end;p} a¥ds =0 i=1,3
Lq;

eredmény, azaz a még hianyzo kiegészité kompatibilitasi feltétel kovetkezik.

2. MEGJEGYZES: Az (5.13) és (5.15) kiegészité kompatibilitasi feltételek formailag az (5.9) és
(5.10) nagybani kompatibilitasi feltételekre egyszertisodnek, ha az 6ramutato jarasaval ellentétes
iranyban mozogva a P; ;41 pont eléri a Py; pontot, vagy ami ugyanez, ha az Ly; iv egybeesik az
L1 zart gérbével.

5.4. Szarmaztatas a teljes kiegészitd energia maximumanak elvébél.
5.4.1. Az ey alakvaltozasmezs |kompatibilitasanak| {kinematikailag lehetséges voltanak} egy-
szeresen Osszefliggd tartoméanyon sziikséges és elégséges feltételei a teljes kiegészit$ energia ma-
ximumanak, mint variacios elvnek EULER egyenletei és természetes peremfeltételei — a részletes
igazolast illetGen KOzAK [26] tanulmanyara utalunk. Mondottakbol azonnal kovetkezik, hogy az
alabbi gondolatmenet két dologtol eltekintve az idézett tanulményhoz igazodik:

1. Varialhatok a (2.8a,b) peremfeltételeknek, mint mellékfeltételeknek eleget tevd fesziiltség-
mindig zérus értékd marad. Ebben a tekintetben olyan megoldast valasztunk a 2. Feje-
zet eredményeinek alapjan, amely nem igényli a varidciokat add vektormezsk S; feliilet
normélisa mentén vett derivaltjainak ismeretét.

2. Mivel a térfogati tartomany a jelen esetben tobbszorosen Osszefligegd, kiilonds figyelemre
van sziikség a zérus fesziiltséget okozo fesziiltségfliiggvények lehetséges szakadasainak kezelésé-
ben, amikor a STOKES tételt az S alkalmas felhasitasokkal kapott egyszeresen Gsszefiiggsd
részein alkalmazzuk annak érdekében, hogy megkapjuk a kiegészité kompatibilitéasi felté-
teleket.

5.4.2. Szigord maximuma van a

1
(5.16) K=— / ey dA + / nat3lay dA
1%

Su
teljes kiegészits energianak, ha a statikailag lehetséges ty; fesziiltségmezd és ey alakvéltozasmezs
egybeesik a tényleges megoldassal.

,,,,,,

(5.17) 0K = —/ e 0t dV +/ nsdtfliy dA = 0.
\4 u

Vegyiik észre, hogy az els6 variacio felirasakor kihasznaltuk a jol ismert
(S(tklekl) = 2€kl(5tkl
relaciot.

Az 5.4.3.-al indul6 és az 5.4.8.-al zarulo szakaszok a —0K = 0 extremumfeltétel alkalmas
alakra hozésat részletezik. Az egymaést kovets lépések természetének tisztézasa érdekében réviden
attekintjiik az atalakitdsok gondolatmenetét.

biztositsa a sziikséges mellékfeltételek fennallasat mind a V-n, mind pedig az S;-n.

(b) Az 5.4.4. szakasz az integralatalakitasokkal foglalkozik. Nem szabad megfeledkezni arrol
a STOKES tétel alkalmazasa soran, hogy az S feliilet egyszeresen Gsszefliggs részekre van
felhasitva és a vonatkozo integralokat ezeken a részeken kiilon—kiilon vessziik sorra. Ko-
vetkezésképp vonalintegralok is adddnak az atalakitdsokbol. A vonalintegralok egy része
torli egymast, ha teljesiilnek a kovetkezs feltételek:
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1. Folytonosak az integralokban szerepl valtozok a peremgorbe tekintett ive mentén.

2. Kétszer megyiink végig a peremgoérbék mentén — egyszer az egyik oldalon, majd a
maésik oldalon. (Amikor példaul az S,-n alkalmazzuk a STOKES tételt kétszer megyiink
végig a peremgorbe Pjo, Pig ivén.)

Erdemes azt is megemliteni mar ehelyiitt, hogy dw; kivételével — ez az Sy-n értelmezett

az egész S feliileten. Ami pedig dw;-t illeti az folytonos az egyszeresen sszefiiggd

o e e

ty St €s Sy
felilletrészeken de szakadasa van az
L=L11 ULz ULy

iven. Az els§ integralt amely tartalmazza dw;-t az (5.30) Osszefiiggésbdl kapjuk majd az
(5.21a,b) mellékfeltételek helyettesitése utan. Az ezt kovetd lépésekben kiilonos figyelmet
kell forditani az £11, L£13 és Lo iveken vett vonalintegralokra.

(c) Az 5.4.5. szakasz tartalmazza a stacionaritési feltétel elGallitasat a térfogati és vonalin-
tegralok tekintetében.

(d) Az 5.4.6 — 5.4.8. szakaszok a g és L gorbéken vett integralok alkalmas alakra torténd
transzformalasat részletezik.

5.4.3. Mivel a t*! fesziiltségek statikailag lehetségesek kell, hogy legyenek — a definiciot illetGen

a 3. oldalra utalunk — ki kell elégiteniiik az (1.3) és (1.5) mellékfeltételeket. Kovetkezésképp nem
vehetdk fel szabadon a 6t* variaciok, hanem teljesiteniiik kell a

(5.18) 5t =0 eV e nzotl =0 £es,

a feltételeket. Ezek annak figyelembevételével kovetkeznek az (1.3) egyenstlyi egyenletbdl és
az (1.5) fesziiltségi peremfeltételbsl, hogy zérus a by térfogati terhelés és a #; feliileti terhelés
hogy zérus a 0B variacio is.

Azonnal kévetkezik az (1.12) és (1.17) képletekbdl hogy identikusan teljesiilnek az (5.18); 2

.....

(5.19) Stk = ekrmEZSP(S'HrS;mp, reV
ahol 0H,; tetszbleges lehet a V-n, de az S;-n fenn kell allnia az
(5.20) N3 WS H g = 0 £es,

mellékfeltételeknek.

.....

.....

(5.21&) OHye = 5w(,\‘,§) &e S
és
(5.21b) (57‘(5)\ - 5w3‘,€)”)\ + bi(éHom - (5wa‘n) - ((5H,§>\;3 - 5H>\3;,€) =0 &e S

feltételeket, akkor az (5.20) mellékfeltételek is fennallnak. Egyszerd az utobbi llitas igazolasa, ha
figyelembe vessziik, hogy az (5.20) és (5.21a,b) mellékfeltételek megegyeznek az (1.16) kompati-
bilitasi peremfeltétellel — az £2° inkompatibilitasi tenzort az (1.10) egyenlet értelmezi —, valamint
az (1.15a,b) alakvaltozasi peremfeltételekkel, ha rendre epg-t és u-et irunk 0H,,q és dw; helyére a
(5.20) és (5.21a,b) egyenletekben. Ha még azt is visszaidézziik, hogy az alakvaltozasi peremfel-
tételek fennallasa eleve biztositja az (1.15a,b) kompatibilitasi peremfeltételek teljesiilését, akkor
maris levonhat6 a kovetkeztetés, hogy igaz a fenti allités.

3. MEGJEGYZES: Méas megfogalmazasban azt mondhatjuk, hogy fentiek a 2.4. szakasz ered-
ményeit tiikrozik. Ezzel a (2.58a,b) és (2.59) képletekre, valamint arra a koriilményre utalunk,
hogy az [egyensily| és {statikailag lehetséges}, valamint a |kompatibilitas| és {kinematikailag
lehetséges} paronként dualis fogalmak.
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4. MEGJEGYZES: A fenti allitas viszonylag hosszt és tobb megfontolast tartalmazé igazolasét
a KozAK-SZEIDL |75] kozolte 1996-ban. Maga az eredmény azonban joval korabban 1980-ban
sziiletett — KozAK [29].

5. MEGJEGYZES: A fentebb is emlitett és a fenti allitds héatterét ado statikai-—kinematikai
analogiat a KOZAK-SZEIDL tanulméany [76] publikalta. Az analogia az

(5.21c) TH oA |90 H k0 —0WA k0 — SW3Abo = O €S

egyenletet is tartalmazza. Ez az egyenlet az (1.19) egyenlet dudlis parja.
6. MEGJEGYZES: Kozak [29] feltételezi, hogy

(5.22) OHyy = 6w(k;l) £e Sy

Ez az egyenlet, szemben az (5.21a,b) feltételekkel és az (5.21c) azonossaggal, magéban foglalja a
dwy.3 norméliranyd derivaltat. A statikai-kinematikai analégia kapcsan kimutattuk — 23. oldal
10. MEGJEGYZES —, hogy egy (5.22) alaku feltétel magaban foglalja (5.21a,b)-t |kdvetkezésképp
(5.21c)-t is|, de ennek megforditasa mar nem igaz. Ez azt jelenti, hogy az (5.22) kevésbé szigora
mint az (5.21a,b) feltételek.

7. MEGJEGYZES: Az (5.21a,b) és (5.21c) feltételek dw;(&) kifejezéseiben adottak és igy nem
kintjik az S, és Si-t elvalaszto g gorbén. Az (5.22) sszefiiggésre tekintettel a folytonossagi
feltételbdl a

1
(5.23) 0Hx3 = 5(51‘&;3 + dws ) €y

egyenlet kovetkezik. Feltételezziik utobbi egyenlet alapjan, hogy tetszélegesek a g gorbe mentén
a 6Hy3, vagy ami ugyanaz a dw).3 variaciok.

8. MEGJEGYZES: Az (5.21a,b) és (5.21c) képletek valamint a 7. MEGJEGYZES szerint a dw;
variaciok (azaz harom skalarfiiggvény) tetszlegesek az Si-n, a dw; és dwy,z variaciok (azaz Ot
skalarfiiggvény) tetszdlegesek a g gorbén.

9. MEGJEGYZES: Nem sérti az altalanossagot, ha feltételezziik, hogy

(5.24) OHss = 5w3;3 . Eeyg

10. MEGJEGYZES: A fesziiltségfliggvény tenzor szerkezetével kapcsolatos kikotéseket [tetszole-
ges fesziiltségi allapot megadhatd harom fesziiltségfiiggvény segitségével stb. — v.6.: a 4. oldal
2. MEGJEGYZES és (1.27) képletek (az utobbiakat fesziiltségfiiggvényekre vonatkoztatva)| a
variaciokra is érvényesnek vessziik, azaz

5H357é0, reV
OHap =0, zeV
(57’(773 :5H377 =0, 56 Su
0Hs33 =0 £EesS,

(0HRs tetszoleges lehet). A fentiek ellenére és az altalanossag kedvéért a formalis atalakitasok-
ban és az eredményben a zérusnak tekintett variaciokat is kifrjuk. A teljesség kedvéért meg-
jegyezzilk, hogy a varidlas modozatait az Sy—n fentebb, az 5.4.3. szakasz elején és a 3.-8.
MEGJEGYZESekben mar tisztaztuk.

5.4.4. Az (5.19) és (5.20) variaciok (5.17) extremum feltételbe torténd helyettesitésével

(5.25) 0K =1 + I} = / T / MW T H iy A = 0.
14 n

Mivel az (5.25) egyenletben allo feliileti integral megegyezik az (A.5.1) egyenlet jobboldalaval,
ha az utobbi egyenletben rendre ;-t, dHp-t, Sy-t és g-t irunk, u;, Hpr, S, és g, helyett kapjuk,
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hogy

(5.26) Iigu = Iﬁgu + IlG = _/ n35’€n3€)\193{a)\;n57{m9;3 + [(a3ln)|l>\ + O3 Uask + bgﬂ()\;n)]éHW

Su

+[(’ll>\‘,§)||19 + ﬁ3|>\bgn]57'(n3 + bngﬁ(k;,ﬂ)(s?{gg} dA
+/mw%%mww—%mwm@—/QWWmmm@
g g

hiszen az S, feliilet a g gérbe baloldalan fekszik, ha azon az 5.2. dbran bejeldlt pozitiv haladasi
irdnyban megyiink végig.

A GAUSS tétel kétszeri, egymast kévets alkalmazésa és néma indexpérok alkalmas atnevezése
utan I} -re nézve az

(5.27) g:g+§:/

e%méw%mW&Hde+i/7m&md”@mﬁme—emmM@@dA
.

S

képletet kapjuk. Ami az itt 4ll6 feliileti integralt illeti, érdemes részekre bontani az €*P-t tartal-
maz6 Osszeget. Kisebb atalakitasok utdn adodik, hogy

(5.28) Iig = Ift + Iégu = / U nge“pge’wg[e,\né']'(pg;g - e,\n(SHpg;g - 6355Hp19;,\
Su U St
_ekm;BéHpﬁ + e/\n|196Hp3 + e3n|/\6Hp19] dA.

Az 135 “ integral az (A.5.2) egyenlet segitségével hozhatod alkalmasabb alakra. Els6 lépésként
atnevezziik az (A.5.2)-ban 1évé p, ¥ néma indexeket k, A-ra, illetve megforditva a x, A néma
indexeket p, ¥-ra. Ezt kovetSen tgy kapjuk meg a kivant eredményt, ha megismételjiik az (5.26)
egyenletre vezetd gondolatmenetet, azaz rendre 4;-t, §Hy-t, Sy-t és g-t irunk wu;, Hyi, So és go
helyett nem feledkezve meg arrdl, hogy baloldalon van az S, feliilet, ha pozitiv iranyban haladunk
végig a g gbrbe mentén; az utdébbi megallapitas a vonalintegralok elGjelét befolyasolja. Alkalmas
indexatnevezések és a 7 érintsiranyn egységvektor kiemelése utan kapjuk, hogy

(5.29) I?“?“ = If“ + 12G = / {n?’emﬁe/\ﬁ?p e,\n(SHpg;g + (em\”g + e/\n”g)(SHng

u

+(631€”A + bg\éea/{ —€x\3 T €3k — bgekfe)éHnﬁ + bnﬂekfeéHiSB} dA

— /ngemgTﬁ(éH%e% — 57‘(3,&7%) ds,
g

ahol nem felsd index az U, hanem a

£ Eléin—nq o
hatarértéket jeloli. Ezt a jelolésbeli megallapodést késébb is alkalmazzuk.

A kovetkezs 1épésben az a cél, hogy olyan alakra hozzuk az I f ¢ feliileti integralt, amely lehet&vé
teszi a (5.21a,b,c) mellékfeltételek helyettesitését. Ez a cél az (A.5.3) integralatalakitas felhasz-
nalaséval érhetd el. Az eljaras ugyanaz mint fentebb lattuk az alabbi harom koriilményt kivéve:
(a) Nincs sziikség néma indexek atnevezésére a feliileti integralban. (b) Si-t kell helyettesiteni
az S, helyére és ebbdl adodoan (c) valtozatlan marad a vonalintegréalok elgjele.

Végiil az

(5.30) It = —/S nge e {5Hmems;3 + (H a9 + THn|j9)ens
t
- (Hngr + B3 H o — T + Hgse — DJ0HAR)ens + bydHoasess | dA

+/ng€ﬁn3(Tﬁ5H3,§€%;9 — T’\5H,\,€e£3)ds
g
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képlet adodik, ahonnan az (5.21a,b,c) mellékfeltételek helyettesitésével és a vonalintegralok kap-
csan végzett alkalmas indexéatnevezésekkel az

(5.31) Ifi = Iégt + 13G = —/S nge M3 {5w()\|,.;)emg;3 + [(5w3|,.;)||)\ + bi‘éwa‘,.6 + bgéw()\m)]emg
t
+ [(Swype) o + Owspaborlens + bpgdw(rpmess } dA
— /n3€KW3T0(5H35653 — 5H,\,€e%)ds
g

eredmény kovetkezik. A fenti képletben nem fels6 index a 7', hanem a

lim ey
EESt—yg

hatarértéket jeloli. Ezt a jelolésbeli megallapodést késGbb is alkalmazzuk.

A kovetkezd 1épésben a végss alakra hozzuk az 1—25 ‘-t a feliileti integralok tekintetében.

Erdemes megemliteni, hogy megegyezik az IZS ¢ feliileti integral az (A.5.1) egyenlet jobbolda-
laval, ha ebben az egyenletben dw;-t, ey-t és Si-t irunk w;, Hy; és S, helyett. Emellett kiilon
figyelmet kell majd forditani az S; peremgorbéjén vett vonalintegralokra.

Visszaidézve, hogy az L gorbe az L11 (P11, P12 iv), L13 (P13, P14 1v) és Lo ivek egyesitése,
emlékezziink arra is, hogy kétszer haladunk végig az £ gorbe mentén a STOKES tétel alkalmazasa
soran. Jelolje [dw;] a dw; vektormezs szakadéasat az £ gorbe mentén:

(5.32) [6w;] = dw," — dw; el

Itt a [pozitiv] {negativ} elGjel dw; L [pozitiv] {negativ} oldalan vett értékét jeloli — a részleteket
illet6en az 5.2. abrara utalunk. Fentiek alapjan kapjuk, hogy

(5.33)  I5t =I5t 4 160w 4 rfvl = / SMldpe o Swy dA
St

—|—/n36m737'19(5w19|,€eg3 — &Ug‘,ﬂegﬁ) ds — /T”eldpe;{d;péwl ds
g g

+/En36"”737’9 ([dwgs] 63;3 — [ows),] 6;17;9) ds — /ETWGldpe;J;d;p [0w;] ds .

5.4.5. Egybevetve az (5.25), (5.27), (5.28), (5.29), (5.30), (5.31) és (5.33) egyenletek jobbol-
dalait irhatjuk, hogy

(5.34) 6K = Iy + Ie 4 I IS 4 10+ 1§ + 1§ + 10 4 17 — o,

ahonnan a jobboldalak helyettesitése utan

(5.35a) —0K = /ekaeSlpekl;mpéHRSdV
\%4

+/ n36“"36’\'93 {(6)\H - @(,\‘n))éHT}g;g
Su

+[(€3n - ﬂ3;n)||/\ + bg\[(ean - aa|n) - (en)\;B - €>\3;n) - bg(e)\n - a(/\\n))](anﬂ
+ennjo + exalo — (a9 — Usabor]Hnz — byo(exs — )0 H33 | dA
+/ egnﬁeldpend;pnéwl dA + ILG + Ilﬁ[w} =0,
St

ahol
(5.35b) I = I8 + IS + IS + 1697
Az (5.35a) egyenletben tetszolegesek a
OHRs, OHyg.3, OHpy, 6Hy3, 6Hss, és dwy

variaciok. Kovetkezésképp az (5.35a,b) egyenlet tartomanyi és feliileti integraljainak elt{inésébdl
— az (1.14) kompatibilitasi differencialegyenletek,
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— az (1.16) kompatibilitasi peremfeltételek és
— az (1.15a,b) alakvaltozasi peremfeltételek illetve az (1.19) kiegészits feltétel

fennéllasa kovetkezik.

Az utoébbi esetben érdemes ismételten felhivni a figyelmet arra, hogy egyrészt az (1.19) kie-
gészits feltétel nem fiiggetlen az (1.15a,b) alakvaltozasi peremfeltételektsl, mésrészt pedig arra,
hogy dH33 egyiitthatoja megegyezik az (1.19) kiegészits feltétellel, harmadrészt arra hogy 0 Hys
nem jelenik meg a feliileti integralban. Tobbek kozott ez az egyik ok, amiért a vonatkozd Hss
és Hs fesziiltségfiiggvények zérusnak valaszthatok. Erdemes arra is felhivni a figyelmet, hogy
a —0K = 0 extremum feltételbsl adodd EULER egyenletek és természetes peremfeltételek mege-
gyeznek azokkal a feltételekkel, amelyeket az ey; alakvéaltozasmezének teljesiteni kell ahhoz, hogy
egyszeresen Osszefliggd tartomanyon kinematikailag lehetséges legyen.

11. MEGJEGYZES: Az (5.35a) részét alkoté — lasd még (5.34) —

I + I3+ I+ I+ I8 + I + IS + 179" = 0

extremum feltételt egyszeresen Osszefiiggs térfogati tartomany esetére KOZAK vezette le elGszor
[26], aki ezzel a tanulmanyéval adott teljes megoldast a SOUTHWELL féle paradoxonra. Ismételten
hangsilyozzuk azonban, hogy a fenti gondolatmenet az Sy feliiletrészre vonatkozo mellékfeltéte-
lek tekintetében eltér az idézett tanulmany gondolatmenetétsl. Az eltérés lényege a pontosabb
(5.21a,b) és (5.21c) mellékfeltételek alkalmazasa, felismerve azt, hogy ezek kozvetlentil behelyet-
tesithetSk a teljes kiegészitG energia elsG variacidjaba az atalakitas egy lépésében.

12. MEGJEGYZES: Mivel KOzZAK fentebb idézett tanulmanya egyszeresen Osszefiiggs tarto-
manyt tételez fel, az If: ] vonalintegral hianyzik az altala felallitott extremum feltételbsl. A
tovabbi gondolatmenet f6 célja az extremumfeltétel vonalintegraljainak alkalmas alakra torténé
transzformaécioja.

5.4.6. Az (5.35b) egyenletben allo6 vonalintegralok atalakitasa némi elGkésziileteket igényel.
Legyen (lasd a 13. MEGJEGYZESt)

i (14)
(5.36&) [(5’[1)1,] = (5(16)1, + €gup O CS[Rv — Rv(Pl,H_l)] , 1=1,3, e Ly
(21) O sigy _ g
(536b) [510[,] = dcptewdC [R - R (P21)] §€ Ly

1y (1) (21 (21)
a dwy vektormezs szakadasa, ahol 0 ¢y, d C'°, § ¢y €s €50 C'° tetszoleges allandok.

13. MEGJEGYZES: Az
[dwp] = dep + €supdCF[RY — RY(P)] £es

vektormezd — dcp, és dC* tetszbleges allandd vektorok, a P tetszéleges, de rogzitett pont — nem
okoz fesziiltségfiiggvényt (ahogy a merevtestszert mozgas sem okoz alakvaltozast), mivel ferde-
szimmetrikus tenzor a [0wp] vektormezs gradiense:

(5.37) [0w9.c] = €5r90C* [0w3.] = exe30C™ €€ S

5.4.7. Az Ig vonalintegral atalakitdsiat a Fiiggelék A.5.3. szakasza részletezi. Tegytik fel,
hogy folytonos az alakvéltozési tenzor az S-en. Ekkor nyilvanvalo, hogy

(5.38) el = e, Eeyg.
Felhasznélva az
Ow(s|a) — Owig|x] = dw(xj3) + Owyj3) = Owx|3 £€yg

egyenletet és elhagyva tovabbiakban a megkiilonboztets U és T jeloléseket az (A.5.13) és (A.5.14)
egyenletekbdl kapjuk, hogy

d

(5.39) If = /{777519/\3(6077;3 — ezyly) — £[€w\3(€03 — dgy)] }owxds
g

d 1 . N
+ /Q[Tn€3m96m]|p - E(;gwuﬂ;x)]&% ds + /gT"Eﬁ?’A(enw — gy )Owyjz ds + B+ X7 457
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A vonalintegralok tetszdleges dwy, dws és dwy 3 melletti eltiinése a

d A
(5.40&) 77761”‘3(61977;3 — 6377\19) = dS[ 19/\3(6193 - u3;19)] ’ 5 €9
d 1 N
(5.40b) e e, = (5N ), £€yg
(5.40(3) Tn(emy — ’Il(gm)) =0 Eeyg

folytonosségi feltételeket eredményezi. Ha nem hagytuk volna el a megkiilonboztets U és T
jeloléseket, akkor — tekintettel az (5.3a,b) és (5.5) képletekre — az (5.40a,b) folytonossagi feltételek
az

A A

dy
( ds
alakban ad6dnanak.

14. MEGJEGYZES: Az (5.40a,b,c) feltételek teljesiilése elegends a o3, Gy és 3\ meghatarozé-
s4hoz egy:3, €3p9, Con|p €S €ny segitségével. Az (5.40b) egyenlet integralasa 3-at adja. A @3 és
az (5.40c) egyenlet felhasznéalasaval kovetkezik, hogy

dy dy? dy?
(5.41) 7= (L2 SOy =y

6 ( €y

Ty — gy + Upgly) =0, €y
vagy ami ugyanaz, hogy
dtiy
I T (eny — €on3e”) » €y

ahonnan s szerinti integralassal adodik az iy elmozdulasmezé.
Ami az (5.40a) egyenletet illeti az 13 y-ra oldhaté meg s szerinti integralassal. Ha mar ismert
3|y, akkor
dus

9~
d =T Uy, geg
S

ahonnan integralassal adodik ug értéke.

A fenti képletek szerint visszakapjuk az az S,-n elGirt elmozdulast és az abbdl szamithato
feliiletre merdleges forgast a terhelt oldalon vett alakvaltozésokbol.

5.4.8. A fennmarad6 vonalintegralok tiikrézik a tartomany haromszorosan osszefiiggd voltat.

Az TF1 511 92 65 3% integralok (5.33), (A.5.9), (A.5.11) és (A.5.12) egyenletekbdl torténs
helyettesitésével és az (5.35a), (5.39) egyenletek egybevetésével az

If:[w]+21+22+23_

Z{/ n3e"PBr 19([5w19|,€] er3— [Ows)] € mg) ds—/ o ldpen [0w;] ds

i=1,3 L1

e (Bugye] = [Bu]) |, — ¢ (Bun)] - [Bwys]) i

Pyt

+ e (eg3 — Uzg) [Jwy]|  — € (eg3 — Uz.9) [Fwy]
14 Py
1 R 1 N
+ 563’\19%9;)\ [dws] — 563)\1911,19;,\ [0ws] }
Py Pyt

+?i ngemgTﬁ([éwgm]e;‘]Fg — [dws.y] e;‘;g) ds —ji T'e ldpe p [6wi] ds
2 2

eredmény kovetkezik. Ahhoz, hogy megkapjuk a kiegészit6 kompatibilitéasi feltételeket mostmar
csak a (5.36a) és (5.36b) egyenletek helyettesitése és az

(21) (21, (14) 19,
§cpak, §Cla és §crpak, 6Ca
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allandok egyiitthatéinak Osszegytijtése sziikséges. Az ezt kivets atrendezés utan az
RS YLD S U S

(21)
= [7{ TUGP%GW\P agds + 7{ TUGM?’(GTBW — €pp;3) A ds} -ak 5 ey
Lo Lo

(21)
+7{ enk + epueP (R (s) — R°(Pa1))epay| a®ds - a6 C'!
Lo

L 3x9. A3 R
+izl:3{ [26 Gg|yaz + € (egs — Uzjy) ax

Py;

Prit1

93 A3 k (19
+/[; e’ e, a3 ds + /L T (€3 — env;3) ax ds} -a”0 ¢y,
1z 11

+ 7 (g9 — dgy9)exn (R¥(Priv1) — RF(Py)) @'

1

1 .
+ 563’\'9u19|,\ e3pp (RY(Priy1) — RY(Py)) a”

Py;
(1)
+/ Tn{enk + Elpd €kul [RU(S) — RU(Pl,i+1)]end;p} ak dS] . al(S Cl =0
Ly

egyenletet kapjuk. A fenti kifejezés elttinése

21 (21) 1i (12)
5(c;1ak, 5 Cla és 5(czl)€ak, §Cla, 1=1,3
tetszdlegessége miatt
— az (5.9) és (5.10) nagybani kompatibilitasi feltételek, valamint
— az (5.13) és (5.15) kiegészitd kompatibilitéasi feltételek

fennallasat biztositja.
5.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak kimutatasa, hogy a teljes kiegészit§ ener-
gia maximum elv az 5.1. abran véazolt haromszorosan Osszefliggd térbeli tartomény és a
tekintett vegyes peremértékfeladatok esetén biztositja az in. kiegészitd kompatibilitasi fel-
tételek fennallasat. Az a koriilmény, hogy a vizsgéalatokat csak haromszorosan osszefiiggd
tartoméanyra végeztilkk nem jatszik a gondolatmenet lépéseiben olyan mértékid szerepet,
hogy ne lehetne azt megismételni négy, vagy tobbszorosen 6sszefliggd térbeli tartoméanyra
vonatkozo6 hasonlo jellegli vegyes peremértékfeladatok esetén.

2. A kiegészité kompatibilitasi feltételek geometriai megfontolasokbol is leszarmaztathatok.
Mivel ezekben a megfontoldsokban az anyagegyenlet nem jelenik meg, a kiegészité kom-
patibilitasi feltételek anyagegyenlettdl fliggetlentil geometriailag lineéris feladatokra érvé-
nyesek.

3. Kimutatta palyazo, hogy az S; feliiletrészre vonatkozo mellékfeltételként (5.22) helyett a
pontosabb (5.21a,b) és (5.21c) feltételek valasztasa a célszerd, mivel ezek is kozvetlenil
lépésében.

A vonatkozo publikaciokat illetGen [70] és [65] érdemel emlitést. A felsorolt eredmények 100%—
ban a szerz6 eredményei.
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6. AZ EGYERTEKUSEG MAKRO FELTETELEI VEGYES PEREMERTEKFELADATOKRA.
SZARMAZTATAS A KIEGESZITO ENERGIA MAXIMUM ELVBOL — MIKROPOLARIS
ESET

6.1. Irodalmi eldzmények. Mikropolaris testre KOzZAK-SZEIDL [30] majd SZEIDL |57| vizs-
galta a tetszGleges fesziiltségi allapot elGallitasdhoz sziikséges fesziiltségfliiggvények szamanak,
azaz a fesziiltségfiiggvények meghatarozottsaganak kérdését, valamint a fiiggetlen, sziikséges és
elégséges kompatibilitasi feltételek kérdését a klasszikus esettel azonos feltételezések mellett,
vagyis egyszeresen Osszefiiggs térbeli testre. A [71] el6adés és az [61] tanulmény t6bbszorosen
Osszefliggd tartomény és fesziiltségi peremfeltételek mellett a virtudlis munka elv dual alakja,
valamint a teljes kiegészité energia maximumanak elve segitségével vizsgéilta a kompatibilitasi
feltételek kérdését és kimutattak, hogy az idézett elvek mindegyike biztositja a nagybani kom-
patibilitdsi feltételek — a szohasznélat kérdésében visszautalunk az 5.1. szakasz utols6 harom
bekezdésére — teljestilését.

A kiegészitd kompatibilitasi feltételek kérdésével a vonatkozo szakirodalom, a palyazo ismeretei
szerint, nem foglalkozott.

6.2. Célkittizések. Fentiek alapjan palyazo célul tiizte ki az 5.2. szakaszban megfogalmazott
kérdések megoldésat mikropolaris testre és haromméretii feladatokra:

e A kompatibilitas kiegészit§ feltételeinek szarmaztatasa harommeéretti mikropolaris testekre
geometriai megfontoldsokbol.

e Igazolni formalis szamitasokkal, hogy a kompatibilitds vegyes peremértékfeladatok és ha-
romméretd test esetére vonatkozo kiegészits feltételei kovetkeznek a teljes kiegészits ener-
gia maximum elvébdl.

Az igazolas gondolatmenetét [63, 64| alapjan ismertetjiik.

6.3. A kiegészité kompatibilitasi feltételek levezetése geometriai megfontolasokbol.
A vizsgalatokat, hasonldéan a klasszikus esethez, az 5.1. abran vazolt, egy zart feliilettel hata-
rolt, haromszorosan Osszefliggd testre végezziik el. Az 5.3. abra alapjan a (3.1) kinematikai
egyenletekbdl kozvetleniil kapjuk a kés6bbiek soran fontos szerepet jatszo

P
(6.1) <pbab‘ = Yla, —|—/ T”/ﬁnb_abds
P P11 P
és
P
(6.2) wal| = wal| [+ el ds =
P P Py

P dex
» +/ e ['Yxl + e (R(s) — RV(P))k,’| & ds
11

! k( pv v l
= wa + € R"(s) — R"(P))a
@, wke" (R (s) (P)) b ds

1

képleteket, melyek a CEZARO formula analogonjai mikropoléris testre.

Az 5.1. &bran vazolt haromszorosan Osszefliiggé V' tartomany esetén a g és Iiab_ alakvalto-
zasmezSk kompatibilitasahoz a (3.13a,b) kompatibilitasi differencialegyenletek V-n, és a (3.15)
kompatibilitasi peremfeltételek teljes S-n torténd fennallasa mellett még az is sziikséges, hogy a
¢! forgas- és az uy, elmozdulasmezd is egyértéki legyen minden olyan egyszert zart gorbe mentén,
amely koriloleli a két lyukat.

Az utobbi feltételek teljesiiléséhez elegendd, ha biztositjuk a ¢! forgas- és az uy, elmozdulasmezs
egyértékiiségét a feliileten fekvs és a lyukakat koriilolels £1 és Lo egyszerd zart gérbék mentén
feltéve, hogy fennallnak a (3.13a,b) kompatibilitasi differencidlegyenletek V-n, és a (3.15) kom-
patibilitasi peremfeltételek a teljes S-n. Kovetkezésképp elegends az L1 és Lo feliileti gorbékre
forditani a figyelmet a tovabbi vizsgélatokban.

Mivel az Lo teljes egészében az S; belsejében fekszik, azonnal kovetkeznek a ¢! forgas- és
az w; elmozdulasmezs mezs egyértékiiségét biztosito nagybani kompatibilitasi feltételek a (6.1),
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valamint a (6.2) CEZARO formulakbol:

(6.3) 7{ T”/ﬁ,ﬁ’.abds =0,
Lo

(6.4) $ G [+ et @)~ RPaw] s = 0.

Ami az £ gorbét és annak [L£11 és Li3] {L12 és L14} jeld iveit illeti (ezek teljes egésziikben [S;-
ben| { S,-ban} fekszenek —v.6.: 5.1. és 5.2. abrak) az (5.11a,b) és az (5.14)-re vezetd klasszikus
esetre vonatkoz6 gondolatmenet szbszerint ismétlésével kapjuk, hogy fenn kell allnia a

(6 5) ! Pio . I Py 0 . Py . I Py3 0
. Y Y ay = P ay P ay =
Py Pio ’ Py3 Py ’
illetve a
P P P P
(6.6) ukak‘ Pt uga® =0, ukak‘ pat upa® =0

folytonossagi feltételeknek. A (6.5)1 2 ¢és (6.6)1,2 baloldalain allo els6 tagok rendre adédnak (6.1)
és (6.2)-bdl, ha az integralasi hatérokat alkalmasan valasztjuk meg. Ami a masodik tagokat
illeti, azt kell figyelembe venni, hogy mind a forgasmezs, mind pedig az elmozdulasmezé ismert
a peremfeltételekbdl, ha

s € (s(Pj) — € s(Pyy)]  vagy s €[s(Prjy1),8(Prjv1) +¢)  j=1,3;

ahol e tetszdlegesen kicsiny pozitiv szam. Ily modon kapjuk, hogy fenn kell allnia a

6.7 —¢ba + ¢ba +/ Melapds =0  i=1,3
( ) ¥ bPl,i+1 ¥ bPli s n. b
és a
(6.8) — dal + ya + lek@k(Rv(Pl,iH) — RY(Py;))a
Pyt Py 14
dgx v v b] .1 :
+ — [’Yxl + ey (R(s) — R (Pli))/ix.] a'ds =0 1=1,3
Ly; ds

kiegészité kompatibilitasi feltételeknek.

1. MEGJEGYZES: Az 5.1. abran vézolt haromszorosan Osszefiiggd tartomany esetén az egy-
szeresen Osszefliggs tartomany esetére érvényes (3.11a,b), (3.12) és (3.13a,b) dual egyenletrend-
szert, amelyhez a (3.14), (3.15) és (3.16a,b) peremfeltételek tarsulnak, ki kell egésziteni a (6.3),
(6.4) nagybani kompatibilitasi feltételekkel, valamint a (6.7) és (6.8) kiegészité kompatibilitasi
feltételekkel.

2. MEGJEGYZES: A (6.7) és (6.8) kiegészité kompatibilitasi feltételek — hasonloan a klasszikus
esethez — a (6.3), (6.4) nagybani kompatibilitasi feltételekre egyszertisodnek, ha az 6ramutatod
jarasaval ellentétes irdnyban mozogva a Py ;1 pont eléri a Pj; pontot, vagy ami ugyanez, ha az
L1; 1v egybeesik az £ gorbével.

6.4. Szarmaztatias a teljes kiegészit6 energia maximum elvébél. Egyszeresen Ossze-
fiiggd tartomanyra a g, rf alakvéltozasmezdk [kompatibilitasahoz| {kinematikailag lehetséges
voltahoz} sziikséges valamennyi feltétel leszarmaztathato a teljes kiegészitd energia maximum
elvébsl [30]. Jelen szakasz a fenti feltételekhez tobbszorosen Osszefliggs tartomanyon téarsuld
makro egyértékiiségi feltételek — nagybani kompatibilitasi feltételek és kiegészité kompatibilitasi
feltételek — leszarmaztatasat mutatja be a teljes kiegészit§ energia maximumaénak elvébdl. A
[30] és [57] gondolatmenetét kovetjiik kiilon figyelmet szentelve azoknak a vonalintegraloknak,
amelyek a STOKES tétel S egyes részein torténd alkalmazasa soran adodnak.
Mikropoléris testre a

1 . .
(6.9) K=-3 /V(tkl%z + Ry dv +/ (nat®ay + nap’@?) dA

u
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teljes kiegészits energia funkcional a statikailag lehetséges t*, p?, fesziiltségtenzorok és ~yp, KY
alakvaltozas tenzorok fliggvénye. A HOOKE torvény segitségével belathato

S+ 1rd) = 200"y + Opyld) = 27y + ol

Osszefiiggés felhasznalaséval kapjuk, hogy a teljes kiegészitG energia fliggvényre vonatkozo extre-
mum feltétel a

(6.10) —0K = / (Ve Ot + k26p%) dV —/ (n36t3 1y 4 nzdpd @) dA = 0
Vv Su
alakban irhato fel.
3. MEGJEGYZES: Mivel a fesziiltségek statikailag lehetségesek — a vonatkozo definiciot illetGen
visszautalunk a 26. oldalra — a 6t*, o, varidciok nem vehetdk fel tetszélegesen, hanem ki kell,
hogy elégitsék a

(6.11a) 575%.{]@ = 0, 5#%@(1') + Ebkl5tkl =0, xeV
(6.11b) n3ot = 0, n3du’ =0 £esS,

mellékfeltételeket, amelyek a (3.3) egyensilyi egyenletekbdl és a (3.5) fesziiltségi peremfeltéte-
lekbél adodnak, ha a V' térfogaton megoszlo b, ¢, valamint az S; peremrészen elsirt &, ji, vari-
acioit zérusnak vessziik. A (3.11a,b) és (3.16a,b) képletekbdl azonnal kivetkezik, hogy kielégitik

kl k !
(6.12) ottt = ks F,L

Itt 5.7:; s 6 Hyp tetszoleges a V-n és Sy-n de az Si-n fenn kell 4llnia a (6.11b) és (6.12) egybevetése
alapjan irhato

(6.13) ngdtd = 713,6377”6]:7]_;17r =0, n30ud,= n3637m((57’(yb;p + em0FnY) =0 Ees;

mellékfeltételeknek.
4. MEGJEGYZES: A 4.4. szakasz eredményei szerint — itt a (4.28a,b) képletekre, valamint

arra a koriilményre utalunk (lasd a 36 oldal 7. MEGJEGYZESét), hogy [egyensuly| {statikai

lehetségesség}, [kompatibilitas| {kinematikai lehetségesség} paronként dualis fogalmak — ha 5]:7;

és M, teljesiti a

(6.14) 5F,! = orl

3

5”% = eapy(ér’_[yb;p + Ebpléfyl) . zeV

57‘(771) = &me + Ebnmé’l“m £Ee S

feltételeket — a dw; és dr® variaciok tetszélegesek — akkor a (6.13) identikusan teljesiil.
5. MEGJEGYZES: A fesziiltségfiiggvények szerkezetével kapcesolatos kikotéseket [tetszoleges
fesziiltségi allapot megadhato hat—hat fesziiltségfiiggvény segitségével stb. — v.6.: a 27-ik oldal

SHxy # 0,  6F¢L #0, reV
OHag = 0, (5.7:KLEO, reV
Hyp = 0, F =0, £esS,

(a SHxy és 6Fd tetszoleges lehet.) A fentiek ellenére és az ltalinossig kedvéért a formalis
atalakitdsokban a zérusnak tekintett variaciokat is kifrjuk.

6. MEGJEGYZES: Legyen L az L1, L£13 és Lo gorbék unidja — v.6.: 5.2. dbra. A STOKES tétel
alkalmazésa soran kétszer megyiink végig az £ gorbe mentén. Legyen tovibba

(6.15) [w] =it — ol [dwy) = dw) —w;,  E€L

a orl és a dwy, vektormezsk (variaciok) szakadasa, ahol a [pozitiv] {negativ} elGjel az £ gorbe
[pozitiv| {negativ} oldalat azonositja — lasd az 5.2. abrat a részleteket illetGen.

A —§K = 0 extremum feltétel [a (6.10) egyenlet| a kovetkezd lépések végrehajtasaval hozhato
alkalmas alakra:
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1. A (6.12) variaciok helyettesitésével kapjuk, hogy

(6'16) — 0K = I{V[V + I{V[SU - / [EkmyéFyl.;m + Eapy((sHyb;p + fbpséFys)Kab.] av
14

- / [ngeB"’TéFﬂl.mﬁl + ngegﬂn((SHnb;ﬂ + ebﬂs(SFns)(ﬁb] dA = 0.

u

2. Az IMV integral a GAUss tétel alkalmazasat kovets atrendezésekkel alkalmasabb alakra
hozhat6. Ha emellett azt is figyelembe vessziik, hogy 6Hap = 5FKL =0z €V, migdHxy
és OF ST x € V tetsz6leges; majd pedig helyettesitjiik az VXY és DS’T inkompatibilitési
tenzorokat, akkor

(6.17) IMV =KV 4 [MS« 4 [MSt = / (VXY6Hxy + D50F) dV
\%
—/ (n3€3xn5F byl 4 nsed™SH, Iib> dA —/ (n EXNSE Ly + nse’ ™5 H, Iib) dA
n Ixi 3 nblvr, s 3 n. Ixl 3 nbMr. '
u t

3. Az 1M Su integral a Fiiggelék (A.6.1) képletének felhasznélasaval alakithato tovabb, feltéve
hogy a képletben rendre -t, @b-t, 5Fnl—t, OHy-t, Sy-t és g-t frunk wuy, ©?, Fnl., Hy,, S,
és go helyett. Vegyiik azt is figyelembe, hogy megfordul a vonalintegral elGjele g-n. Ily
modon adodik, hogy

(6.18) 15w = 1375 4 1M 2/ [HBEBW(QI;X"'Elxb@b)‘SFnl +n363”"@ﬁn5ﬂnb] dA

u

+ / (T"ﬂléFnl +T"@b5Hnb) ds.
g
4. A (6.14) egyenletek helyettesitése az I {\4 St feliileti integralba az
(6.19) If‘/lsi = —/ [n363X’7’yXl5r_l;n + n3637r”/<c7f.(5wb;n + Ebns&"s)} dA
St

alakot eredményezi. Vegyiik észre, hogy eltekintve az elGjeltsl megegyezik a fenti integral a
Fiiggelék (A.6.2) képletének baloldalan allo integrallal ha az utébbiban rendre d7!-t, Swy-t
6s Sy-t frunk 7! wy, és S, helyett. Kovetkezésképp felhasznalhatjuk az (A.6.2) egyenlet
jobboldalat a tovabbi atalakitdsokban. Ezek sordn nem szabad megfeledkezni arrol, hogy
(a) a g és L unidja felel meg g,-nak;
(b) amint arra mar ramutattunk a 6. MEGJEGYZESben a STOKES tétel alkalmazésa soran
kétszer megyiink végig az L gorbe mentén;
(c) szakadasa van a 6r! és dwy vektormezdknek — lasd a 6.15 képleteket — az £ gérbén;
(d) az eredményiil kapott feliileti integral integranduszaban all6 tagok atrendezése révén
lehetGség nyilik a (3.15)1 2 kompatibilitasi peremfeltételek helyettesitésére.
A fentiek alapjan kapjuk, hogy

(6.20) ISt = St 4 MG 4 ML — _ / (nsD%r! + nsd sy da
St
+ / (T”'ynlérl —|—T’7/<anb_5wb) ds +/ (T"’ynl [5rl} —f—TnIinb_ [5wb]) ds.
g L

5. Ami a If\/[G + Ié\/[G vonalintegralokat illeti, helyettesitsiik azokba a (6.14) egyenleteket

integralasokat, nem feledkezve meg arrol, hogy a dwy, és dr! vektormezdknek (variacioknak)
szakadéasa van a Pj; ¢és Py ;11 (1 = 1,3) pontokban. Alkalmas atrendezés utéan kovetkezik,
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hogy

(6.21) I{V[G + IQMG = IéWG + Ei\/l = / [Tn('Yxl — gy — Elxb@b)érl + Tn(’iﬂ'l? - @iﬂ')éwb] ds

g
LY { (5] — i [or] } .

i=1,3

— @b [0wp] + 1 [6rl]

Py; Pyt Py;
Osszegytjtve az 1.-5. alatt levezetett képleteket a
(6.22) —0K = 6KV 4+ 0K 4 6K 4+ 0K9 + 6K* =0

eredményt kapjuk, ahol
(6.23a) KV = /V (VXY6Hxy + D%0FT)dV

(6.23b)
6KSU = Iéwsu + Ié\/lsu = _/ [n3€3XW(’YXl - fa’l;x - elxbséb)éfnl. + n3€3m7("€7rl? - @b,ﬂ)(anb] dA,

u

(6.23¢) SKSt = [MSt = _ /S (ngp?*l(srl + n3y3b5wb> dA,
t
(6.23d) SKI = I3"% = / [Tn(’Yxl — Ay — e ?”)Or! + 7 (kg — @ﬁﬂ)éwb] ds
g
és
(6.23¢) OKE =ML 4 M — /L (T"’ynl {57“1] +7”7/£nb. [6101,]) ds
[0 -6 g [or|| =y |or! :
* Z { wb 7 [ wb] Py o |: 7"} Py b [ T] Py

i=1,3
A dHxy, 5‘7:5., 5‘7:,71., OHop, orl és dwy, variaciok tetszleges volta miatt a
(6.24) KV + 6K + §K5 + 6K9 =0

extremum feltételbdl a (3.13a,b) fiiggetlen kompatibilitasi egyenletek, a (3.14) alakvaltozasi pe-
remfeltételek, a (3.15) kompatibilitasi peremfeltétel, valamint a g gérbére vonatkozo

(6.25a) X (Y1 =y — ep@’) = 0,
(6.25b) (k- ) = 0

. 5

folytonosségi feltételek kovetkeznek.

7. MEGJEGYZES: Az egyszeresen Osszefliggs tartomanyra vonatkozo (6.24) extremum feltételt
Ko0zAK-SZEIDL vezette le elGszor [30].

A SK~ = 0 feltételben megjelens vonalintegralok atalakitasa tovabbi elGkésziileteket igényel.
Tegyiik fel, hogy (lasd a 8. MEGJEGYZESt)

(11) (1) (1)
(6.263) [(5’[1)1)] = dcp +egpdC? [R RD(PLZ'_H)] , [(57“8] =0C"°,
1=1,3 e Ly;

(21) (21) (21)
0 ¢cp +egppd CF [RU — RU(Pgl)] , [(57“5] =6C",

(6.26b)  [owy)]
€Ly

) W) @ - 21
ahol d ¢y, 6C°, d ¢y és §C*° tetszbleges allandod vektorok.

8. MEGJEGYZES. A szakadasok fenti megvalasztasanak az all a hatterében, hogy a

(6.27) [0wp] = dcp + €50 C*[RY — RY(P)], [0r°] = 0C*® Ees
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alakban megadott vektormezskhoz — itt dcp és 0C° tetszdleges allando vektorok, P tetszéleges,
de rogzitett pont — nem tartoznak fesziiltségfiiggvények (ahogy a merevtestszert mozgas sem
okoz alakvaltozast), hiszen

[6wp]., + €pss[67°] =0, [0r°]. 5 =0. Ees
A SK*t ado (6.23¢) képletbe helyettesitve a (6.26a,b) szakadasokat és kiemelve, alkalmas &t-
rendezés utan, a

(21) ay

(21)al, 5C*ay és Sy al, 6Ckay,

0 ¢
vektorokat kapjuk, hogy

21
SK*~ :7{ T"Fcnb.abds . alé(cl)
Lo

dex (21)

- f{: s [’yxl + epp(RY(5) — RU(Pm))ﬂX’?} a ds- a, 00"

b ~b b 1 (19
+ — ap + @ ay +/ K. ay d8> -a'dq
Zl < 4 Py 4 Py, L1 K
i=1,3 i
+ E |:— ’lllal + ﬁlal + Elvkﬁﬁk(Rv(Pl,H_l) — RU(Plz‘))al
=13 Py Py Py

dgx v v b] o
+ . v [’yxl + ey (RY(s) — R (Pli))/ix.] a ds] ~apoC" =0.

Mivel az utobbi extremum feltételben
(21) . (12)
21 1
5(cl)al, 5C*ay és 5(cz)al, 5C*ay
egyarant tetszGleges, a K% variacio eltiinésébél a (6.3) és (6.4) nagybani kompatibilitasi felté-
telek, valamint a (6.7) és (6.8) kiegészité kompatibilitasi feltételek fennallasa kovetkezik.

6.5. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A jelen fejezet legfontosabb eredménye annak kimutatésa, hogy a teljes kiegészits energia
maximum elv mikropoléris testre az 5.1. abran vazolt haromszorosan osszefiiggd térbeli
tartoméany és a tekintett vegyes peremértékfeladatok esetén biztositja az tn. kiegészitd
kompatibilitdsi feltételek fennallasat. Az a koriilmény, hogy a vizsgalatokat csak harom-
szorosan Osszefliggs tartomanyra végeztiik, nem jatszik a gondolatmenet 1épéseiben olyan
mértéki szerepet, hogy ne lehetne azt megismételni négy, vagy tobbszortsen Osszefiiggsd
térbeli tartomanyra vonatkozo, hasonlo jellegii vegyes peremértékfeladatok esetén.

2. A kiegészité kompatibilitasi feltételek geometriai megfontolasokbol is leszarmaztathatok.
Mivel ezekben a megfontolasokban az anyagegyenlet nem jelenik meg, a kiegészité kom-
patibilitasi feltételek anyagegyenlettdl fliggetleniil geometriailag linearis feladatokra érveé-
nyesek.

A vonatkozo publikaciokat illetGen 63| és [64] érdemel emlitést. A felsorolt eredmények 100%—
ban a szerz6 eredményei.
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7. AZ EGYERTEKUSEG MAKRO FELTETELEI ES AZ ALAKVALTOZASI
PEREMFELTETELEK SIKBELI VEGYES PEREMERTEKFELADATOKRA —
MIKROPOLARIS ESET.

7.1. Elézmények. SzEIDL-K0zAK [31], majd SzEIDL [59] foglalkozott el@szor a mikropolé-
ris rugalmassigtan tn. els§ sikfeladatanak dudl rendszerével, illetve az egyenértékii varidcios
elvekkel. Kimutatték, hogy az alakvaltozdsmezsk kinematikailag lehetséges voltdnak sziikséges
és elégséges feltételei, kozottiik a tobbszorosen Osszefiiggs tartomanyon érvényes makré kompa-
tibilitasi feltételek (jelen esetben a nagybani kompatibilitdsi feltételek) mind kovetkeznek a teljes
kiegészits energia maximumanak elvébdl, ha a peremfeltételek ugyanolyan természetiiek minden
egyes zart kontiron, azaz vagy az elmozdulésok, vagy pedig a fesziiltségek vannak el6irva.

Ha az egyes kontirok paros szamu ivre vannak felosztva, és az ivek mentén vagy az elmozdulas,
vagy pedig a fesziiltség az elsirt, akkor tisztazatlan a kiegészitd kompatibilitasi feltételek 3 kérdése,
béar az el6z6 fejezet eredményei alapjan valoszintsithets, hogy ezek a feltételek is kovetkeznek a
kiegészits energia maximum elvbdl.

A Kklasszikus sikfeladatok esetére ezt a kérdést, egyméastol fiiggetleniil, HU-HAICHANG [19] és
SZEIDL-VAN GEMERT |78| vizsgélta — az els6bbség HU-HAICHANG-é —, akik megmutatték, hogy
valamennyi kiegészit§ feltétel kovetkezik a teljes kiegészit§ energia maximum elvébdl.

Tovabbi probléma, hogy nem ismeretesek az alakvaltozasi peremfeltételek, ha a kontar egy egy
ivén érintGirdnya elmozdulas, normaliranyu fesziiltség, vagy érintGirdnyu fesziiltség, normalira-
nyu elmozdulés, illetve forgas vagy nyomatéki fesziiltség az eldirt az Osszes lehetséges eset alapul
vételével.

7.2. Célkittizések. Fentiekre tekintettel célul tiizzik ki az alabbi feladatok megoldasat:
e A kompatibilitas kiegészits feltételeinek levezetése, ha egy kontur paros szamu ivre osztott
és az iveken felvaltva vagy a fesziiltség, vagy az elmozdulas az eldirt.
e A nem ismeretes alakvaltozasi peremfeltételek elGallitasa.

A publikaciokat illetGen a 73| tanulméanyra utalunk.
7.3. A dual egyenletrendszer és a kiegészité kompatibilitasi feltételek. A vizsgélat
targyat képez6 haromszorosan Osszefliggd A = A; tartoméanyt, valamint a tartoméany
Lo=L1 ULy ULzU Lyy
kiilsg és
L1 = L5 valamint Lo = Ly
bels6 konturjait a 7.1. &bra szemlélteti. A mikropolaris rugalmassagtan elsg sikfeladata esetén

— feltevés szerint az z', 2?2 sik az alakvaltozas sikja tovabbéa u, és ¢ a nem azonosan zérus
elmozdulas és

7.1 abra

3Emlékeztetjﬁk az olvasot, hogy ezek a feltételek alkotjak a kompatibilitas makro feltételeinek egyik csoportjét
— lasd a Szohasznalat, jelolésbeli megéllapodasok és jeldlések cimii szakaszt a romai v oldalon.
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forgas koordinata. Az alakvaltozasi — és fesziiltségi tenzorok nem azonosan zérus ésszetevéit vy,
/-cp3 tovabba t™°, 33, [p3 s i3, jeloli. A térfogati eré— és er6parrendszer stirtiségét pedig b7 és c3.

Homogén, centroszimmetrikus test esetén a mikropolaris rugalmasségtan els sikfeladatanak
primal egyenleteit

—a
(71) Yrp = Up;w + 5p7r3303 ) ’is = @ip
kinematikai egyenletek,
—a
(7.2a) t"P = C’Tp'”/"yW , 33 = 033”’)7@,
(7.2b) Ml/3 _ Du3p3ﬁp3’ M31/ _ D3VP3KP3
HOOKE térvény (C™Pv¥ C337r  DV3P3 ¢ D3VP3 g rugalmassagi allandok tenzorai) és
—a
(73) tV;pV —+ bp = 0, /J,Vg;,/ + €3thyp =+ c3 = 0

egyensulyi egyenletek alkotjak.

Az Ly = L41 U L3 U Lys gorbén fesziiltségek, az L, = Lyo U Lyg U Ly gorbén pedig az elmoz-
dulasok és a forgéas van elSirva. Ennek megfelelGen a (7.1), (7.2a,b) és (7.3) mezSegyenletekhez
az

(7.4) u, =1, , 03 =3, €L,
(7.5) nptPT =17, noply = i® x €Ly
elmozdulési és fesziiltségi peremfeltételek tarsulnak.

Jelolje Fy és Has a fesziiltségfiiggvény tenzorok nem azonosan zérus elemeit az A;—n. Legyenek
tovabba p? és q3 a

(7.6) Apf = —b° és Ag3 = c3 x € A;
PoOISSON egyenletek ismertnek feltételezett partikularis megoldasai.

Dual rendszerben a mikropolaris rugalmassagtan elsg sikfeladatanak mez&egyenleteit
— a (7.3) egyenstlyi egyenletek teljes megoldasat ado
7.7a) 0 = € FL 4+ gD,
(77b) MV3 = €mr3 (H33;7r + 637rp-;rg p) + gyp (EpBT]pn + Q3;p)

dual értelmezd egyenletek,
— a HOOKE torvény

—1 —1
(78) Yo = Cuwwptwp ) Rp3 = Dp3u3ﬂy3

inverze és
— az alakvéltozasmezsk kompatibilitasanak sziikséges feltételét ado

(7.9) £33 = eBﬂpnp?ﬂ =0, D3p = VT (%rp;,, + 671—,,3/411,3) =0

dual mérlegegyenletek (kompatibilitasi differencidlegyenletek — £33 és Dgp az inkompatibi-
litasi tenzorok nem azonosan zérus elemei)

alkotjak.

Ha a kompatibilitasi differencidlegyenletek fennallnak, akkor az alakvéltozasi tenzorok kompa-
tibilisek egy egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon, azaz a (7.1) primal kinematikai egyenleteknek
egy és csakis egy megoldasuk van (eltekintve egy merevtestszertd mozgastol) az u, és ¢° el-
mozdulasmezdkre nézve. KOzZAK-SZEIDL megmutatta [31], hogy a (7.7a,b), (7.8) és (7.9) dual
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mezdegyenletekhez az

di

(7.10a) T Vrp = % + T’Tepﬂggég’ , s € Ly
dg3

7.10b P o= 4 €L,

( ) TR I s

alakvaltozasi peremfeltételek tarsulnak, ahol s az ivkoordinéata.
Tekintsiik most az £; ivekre vonatkozé peremfeltételeket. A (7.5) és (7.7a,b) Osszehasonlité-
sabol a

.o dF,"”
(7.11a) tr—tr =n. ™ F,0 = d3 , s €Ly
’ s
.o dH
(TAID) o= ™ (g e Fy?) = OB ES el
egyenletek kovetkeznek, ahol
(7.11c) tP = n,rgmpf’;g és ;f =1,9"" (€p3nP" + q3:p) -

A (7.11a) differenciélegyenlet megoldésa direkt integralassal allithato els. Jelolje .7:"3p a megoldast.
Nyilvanval6, hogy

112 A gl - [

Py

S o

[fp(a)—tp(a) gy(o)do, s€Ly, 1=1,3/5.
Legyen (Cf)’gp (1 =1,3,5) integracios allando. Az
ti

(7.13) FyP(s)gp = F3"(s)gy + O'gp.  s€lu, i=135
ti

feltétel egyenértéki a (7.11a) feltétellel és viszont. Legyen tovabba Has (s) a
d

(7.14) f—p = Eﬂgg —n,Fy”
differencidlegyenlet megoldésa. Integralas utan kapjuk, hogy
S
(7.15) Hss = / [ﬂ(a) — (o) + n,Fy | do .
Py

A (7.14) egyenlet (7.11b)-bél torténd levonasa utan, tekintettel a (7.13)-ra is, formalisan irhat-
juk, hogy

d ~
E(Hgg, — H33) — anp =0 ,
ahonnan azonnal kovetkezik a (7.11b)-vel egyenérték
(7.16)  Hss (s) = Hss (s) + ?353 —[g3(s) x (r(s) —rp,)]- gp(Cts : s€Ly i=1,35
ti 1)

peremfeltétel. Itt Cs3 integréacios allando.

(t7)
7.4. A kiegészité kompatibilitasi feltételek szarmaztatasa a kiegészitsé energia ma-
ximumanak elvébdl. A kiegészits kompatibilitasi feltételeket, megismételve elsg sikfeladatra a
6.4. szakasz gondolatmenetét, a teljes kiegészits energia maximumanak elvébél szarmaztatjuk.
Konnyen ellendrizhets a (6.9) képlet segitségével és az elsé sikfeladatot értelmezd (7.1)—(7.5)
egyenletek figyelembevételével, hogy a teljes kiegészit$ energia funkcional a

(7.17) K= —%/ (7P ymp + p'35,)) dA +/ (nat™ii, + nyps$®) ds
A

alakban irhato fel. A (6.9) képletre vezetd gondolatmenet ismétlésével pedig azonnal adodik a
fenti funkcionélra vonatkozo

(7.18) 0K = —/ (VpOt™ + K, 26p"%) dA + / (n0t™ 1, + ny0p'sp®) ds = 0
A;

u
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.....

extremum feltétel. Mivel a t™ és p'; fesziiltségek statikailag lehetségesek, a varidcidik nem
lehetnek tetszélegesek, hanem ki kell, hogy elégitsék a

(7.19) (Stm?p =0, (S,U,V&V + 637Tp5t7rp =0, r e A;
(7.20) ngot™ =0, n,ou's =0 s € Ly

mellékfeltételeket, melyek annak figyelembevételével kovetkeznek a (7.3) egyenstlyi egyenletbdl
és a (7.5) fesziiltségi peremfeltételbsl, hogy zérusnak vessziik a b™, c3 tartomanyi és a ¢7, i3

------
.....

.....

(7.21) SUP = €M6FL R, outy = €V (0Hsgy + €3000 T3 ")z €A

és

(7.22) 6F; P (s) = 5(%;’ , 1=1,3,5; s € Ly

(7.23) 0Hz3(s) =0C33 —[g3 x (r—rp,)] -8, 0C”, 1=1,3,5; s e Ly

(i) (i)
modon képezziik. A (7.21) és (7.18) Osszefliggések extremum feltételbe torténd helyettesitése, a
GREEN tétel alkalmazasa és alkalmas atrendezés utan — a részleteket a Filiggelék A.7.2. szakasza
tartalmazza —

(7.24) SK = 0K+ 0K, + 0K, =0

az extremum feltétel alakja, ahol

(7.25) §Kq=— / (D3 6F + % 6Hss] dA =0
A;
és
(7.26a) K, = / (nue’”g%p SFL +npe™3k} §Hss) ds
L,ULy
(7.26b) SK, = / e € O g+ 12 (T + €3 0F ) 67 ds.

u

A K, + 6K, végss alakra hozasa soran vegyiik figyelembe, hogy

o N ™3 =7 és L =L, ULy

o [i-én a (7.22) és (7.23) képletek adjak a fesziiltségfliggvények variacioit,

o a fesziiltségfiiggvények variaciéi mindeniitt folytonosak az L-en, vagyis a Py, P, Pi3, és
P4 pontokban is,

e akivant eredmény eléréséhez parcialis integralasokat kell végezni a K, atalakitasa soran és

az eredményiil adodo képletekben ki kell hasznalni a fesziiltségfiiggvények folytonossagéat.
A mondottak alapjan, elhagyva a formalis szamitasok lépéseit — v.6.: Fiiggelék A.7.3. szakasz
—, a (7.26a) és (7.26b)-bsl kapjuk, hogy

dii @’
(7.27) 0Kp + 0Ky = /z: [Tﬂ')’ﬂp - % - Tﬂepw?»@g} 5-7:3pd3 +/ [Tﬂ"@? o d—i] dH33ds

—i—% Tﬂ/'i,?ds 0 Cs3 —i—j(I{ e [’yﬂp — /iﬂBepgg g% (r— rptS)] glds - (5ng¢
L4 (11) L1 (11)



61

+ Z {/L "k 3ds — §P |§Z;i+1 } 6 C33+
ti

i=1,3 (09)

N Py
> {L/ T mp = K €087 - (r —vp,,)] 87ds —iipg?|p"!
ti

i=1,3

A3 o, _ P 5C e —
+P €p308 (rPt,i+1 rPti) g |pm.+1 } 6(02‘)&0 =0.
A variaciok tetszéleges volta miatt négy egyenletcsoport kovetkezik a (7.25) és (7.27) feltételekbdl.
Részletezve,
a kompatibilitasi (differencial)egyenletek az A;-n:

(7.28) E3(x) =0, D3 (z) =0;
az alakvaltozasi peremfeltételek az L,-n:
di . dg’
(7.29) T Yap — d—sp — 7'7r5p7rggo‘3 =0, TR — = 0;
a nagybani kompatibilitéasi feltételek az L£i-n:
(7.30) j{ T [’yﬂp — /iﬂBepgg g% (r— rp“)] glds =0, j{ T”/@S’ds =0;
Ly L1
és a kiegészitsé kompatibilitasi feltételek az L, kontiron:
~ P
(7.31a) /T7r [’Yﬂp - “n36p30gg “(r—rp,)|g’ds — upgp|Pi; o
Li;
+ @Pep308” - (rp iy —TP;) gp|Pt,i+1 =0, 1=1,3
(7.31b) /E T k3ds — @3 (s) Z;”l =0.
ti

A (7.28), (7.29) és (7.30) feltételeket SzZEIDL-KOZAK [31] taladlta meg.

1. MEGJEGYZES: Az el6z6ekben attekintett peremértékfeladat esetén a makrd egyértékiiségi
feltételek harom harmasat kell teljesiteni az egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon szokasos (7.28)
kompatibilitasi differencidlegyenletek mellett. Az elsé harmast az £q kontturra vonatkozo (7.30)
nagybani kompatibilitasi feltételek alkotjak. A maéasodik két harmas az Ly és L3 ivekre vonat-
kozo (7.31a,b) kiegészits kompatibilitasi feltételekbdl all. Kimutathato, hogy a harmasok koziil
barmelyik kettd fliggetlen, azaz fennallasuk biztositja a harmadik harmas fennallasat is. Az
allitas igazolasat az A.7.3. és az A.7.4. szakaszok tartalmazzak — lasd a 115 és 117 oldalakat.

2. MEGJECGYZES: A fesziiltségi peremfeltételek integrélasa 3 x 3, kezdetben hatérozatlan
integralasi allandot vitt a feladatba, 3—at az £ kontdr mentén és 2 x 3—at az Ly és Lz ive-
ken. Nyilvanvalo, hogy egy konstans harmas szabadon, igy zérusnak is valaszthato. Mivel a
fennmarado6 két harmas valtozdsa megvaltoztatja az A tartomény fesziiltségi allapotat ezek nem
vehetSk fel tetszdlegesen, hanem a kompatibilitas két fliggetlen makro feltételébdl szamithatok.
Ezek a feltételek, egyiitt a (7.28) kompatibilitasi feltételekkel és a (7.29) alakvaltozasi peremfel-
tételekkel, az uq, ¢? elmozdulasmezsk egyértékiiségének sziikséges és elégséges feltételeit adjak
a haromszorosan osszefliggd A tartoméanyon.

7.5. Alakvaltozasi peremfeltételek vegyes peremértékfeladatokra. Az egyszeriiség ked-
véért, de a sziikséges altalanossag megsértése nélkiil a jelen szakaszban feltételezziik, hogy:

1. A vizsgalt A tartomény egyszeresen Osszefiiggs és az L, kontar sima.

2. A peremfeltételek ugyanolyan természetiiek az £, minden pontjaban.

3. Az s ivkoordinata egybeesik az x?-vel, azaz koordinatavonal az £, kontur.

A hidnyz6 alakvaltozasi peremfeltételek és makré kompatibilitési feltételek keresése sordan ismét
a teljes kiegészit§ energia minimum elvét fogjuk hasznalni. Jelolje K, az L, konturon ébredd
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fesziiltségek munkajat az ugyanitt eldirt elmozdulasokon. Ezzel a jeloléssel, tekintettel tovabbé
a (7.24), (7.25) és (7.26a) képletekre, a stacionaritasi feltétel mindig felirhato a

5K=5KA+5KLO+5KUZO

alakban, ahol K4 = 0, a 0K, —t pedig a (7.26a) képlet adja feltéve, hogy L,~t frunk L,
helyére, mig §K, alakja az L, peremgorbén elsirt peremfeltételektsl fiigg. Kovetkezik innét,
hogy a keresett feltételek mindig megkaphatok a

(7.32) 0Kp, + 0K, =0
stacionaritasi feltételbdl.

Ami a peremfeltételeket illeti az alabbi felsorolasban foglalt esetekre korlatozzuk a figyelmet.
Megjegyezziik, hogy a peremfeltételek irdasa soran azokat a feltételeket is megadjuk, amelyeket

elttinéséhez. (A tovébbiakban I'}; = I'Z, = —1/R; I', = —1/R a CHRISTOFFEL szimbélumok,
R a kontur gorbiileti sugara, az z! és 22 szerinti parcialis derivaltakat rendre 9y és Js jeldli.)

I.
(7.33) -1 =1"F",, #* =4,

vagy ami ugyanaz
(7.34) Ff =F+Cr, C* tetszoleges allando
és

OFL =6C",

0Hsz szabadon varialhato .
IT.

N A 0 v
(7.35) Up = up, fis — g = 77 (Hszz — C33), — npFs”
és
6F5' = (0Hz3 — 6Cs33)0s ,
6Fs* szabadon varialhato.

ITI.
(7.36a) = up, ¢° = ¢,
(7.36b) 2 —1t2 = TV(F2—Cd).
és
IV.
(7.37a) iy = ug, ¢° =¢°,
(7.37b) pof = ™(F = Ch.
és
V.
(7.38a) Uy = wug,
(7.38b) -1 = (FE - N,
(7.38(3) ﬂg - ,(LDl3 = TV(H33 - ng);u - nl(.7-"31 - 031)
és
(7.39a) 0= (0F;" —0C5") 0y + T9y0F?,

(7.39b) 0 = (6Hz3 — 6C33)02 — (65" — 6C5') .
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Az alakvaltozasi peremfeltételekre és a kompatibilitas makro feltételeire vezets eljaras illusztra-
lasa kedvéért az utolsd esetet tekintjitk at részletesebben. A fennmarad6 masik négy esetben el-
hagyjuk a formalis atalakitasok részletezését. Az utolso esetben (7.32)-bdl, tekintettel a (7.26a)—
ra, és a jelen szakasz els§ bekezdésében tett feltételezéseinkre, kovetkezik, hogy

0Kp, + 0K, = jq{ (nﬂew‘g’mpé}'f +nw5w”3f<;V36H33) ds +j<1{ nﬂsﬂ"gé]{g%u@ ds =

_ 7{ 7 (1 FL + 1 S5Hz3) ds + 7{ (6720, + T 2,0y ity ds =

— 7{ (V210 F5" + 7226 F5” + k5’ 6H33] ds + 7{ [T 26T — (200) 6F] ds =
= 0 .O ’
A (7.39a,b) képletek alapjan
§F —s8Cy 6Hzz — 0Cs3 &5 [(0F3' — 6C31)0e] /Ty
frhato 0F;, 6Hss és 0F5? helyett. Alkalmas atrendezés utan a
[(6H33 — 0C33)D0] + 6C5'

kifejezés helyettesithets a 5]:31 helyett. Végezetiil kapjuk, hogy
5K[;O + 5Ku =0 = —7{ I§323 ds (5033 - 7{ (721 - @2F211) ds 5031
o LO

1
(7.40) +% {KVQB — Oy |:’)’21 + a21“211 + Oy <F—1 (’)/22 — ﬁ262)>:| } OHszds .
o 22

Az utobbi feltételbdl kovetkezs alakvaltozéasi peremfeltételek és makro kompatibilitéasi feltételek
a lenti felsorolasban lelhetdk fel — lasd V.

A (7.40)-re vezets gondolatmenet masik négy esetben torténd ismétlésével az alabbi alakval-
tozasi és makro kompatibilitasi feltételeket kapjuk:

I.
dg?

7.41 o =0

( ) H’Q dS )

(7.42) 7{ T (Yrp + 637”;953) glds =0.
II.

dis 3 d dtiq
( ) V22 ds ) Ko ds <721 ds ) )
(7.44) f{ Kods=0.
Lo
I1I1.
g3 o1 duy . .

(7.45) 523—%:07 722—$[F—122 (721—$—<P3>}+F212u1:07
(7.46) j{ (722 + F212111) ds=0.

o

Ha egyenes az L, egy ive, akkor ezen az egyenesen a (7.45b) helyett kapjuk, hogy

dal ~3
- — = =0.
V21 ds ¥
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IVv.
dg? o1 diio
7.47 3——:0’ FQA—A?’ — | — _ =z =0,
( ) Ko ds Y21 + g — @7 + 9s |T], V22 —
(7.48) 7{ (’Y21 + F221@2 — 953) ds=0.
Ha egyenes az L, egy ive, akkor ezen az egyenesen a (7.47b) helyett kapjuk, hogy
diy
Y22 ds
V.
" 1 A
(7.49) /<V23 — 0Oy [721 + U;QFQ% + 0o (F—l (’)/22 — u262)):| =0,
22
1
(750) % K23d5 = 0, % 82 |:—1 (722 - @282):| ds=0.
o »CO F22

Ha egyenes az L, egy ive, akkor ezen az egyenesen a (7.49) helyett kapjuk, hogy
Yoz — (tiz02) = 0.
3. MEGJEGYZES: Ha a peremfeltételek az
o=
# —% = (F = C)w,

N 0 v
P =18 = 7" (Haz — Ca3)y — 1 Fy'
alakban irhatok fel, akkor a
0= (6F5* — 6C%)02 + 316 F5",
0= (0H33 — 6Cs3)0s — 0F5"
nem alkalmasak arra, hogy kozvetleniil eliminaljunk tetszlegesen kivalasztott kettét a 6.F5, 67,2
illetve dH33 variaciok koziil a 6K = 0 stacionaritasi feltételben.

7.6. Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.

1. A kompatibilitas (7.31a,b) kiegészits feltételei a teljes kiegészits energia minimum elvébdl
kovetkezs Euler egyenletek a mikropoléris rugalmassagtan elsé sikfeladata esetén. A kom-
patibilitas makro feltételeit kell hasznalni a fesziiltségi peremfeltételek integralasa soran
kapott integracios allandok szamitaséra.

2. A tekintett 6t vegyes tipust peremértékfeladat esetén rendre 1. (7.41), (7.42); II. (7.43),
(7.44); 111. (7.45), (7.46); IV. (7.47), (7.48); és V. (7.49), (7.50) az alakvaltozasi peremfel-

tételek illetve a kompatibilitas makro feltételei.

Alapvetd feltevés volt a fenti eredmények levezetése soran hogy kicsik az alakvaltozasok és
érvényes a HOOKE torvény. Mivel a (7.24) variacios egyenlet [részeit illetGen lasd a (7.25) és
(7.26a,b) képleteket| megegyezik a virtuéalis munka elv dudal alakjaval — ez az elv fliggetlen az
anyagegyenlett§l — kovetkezik, hogy az alakvaltozasi peremfeltételek és a makro kompatibilitas
feltételei anyagtorvénytsl fiiggetleniil geometriailag linearis feladatokra érvényesek.

Az (7.31a.b) kiegészits egyértékiiségi feltételek variacios elvbél torténd szarmaztatésa a szerzo
eredménye. A tobbi eredmény 50-50 %—ban Némethné Ivan Ildiko és a szerz6 eredménye.

A vonatkozé publikaciot illetGen a [73| tanulméany érdemel emlitést.
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8. A SIKRUGALMASSAGTAN PEREMINTEGRALEGYENLETEI DUAL RENDSZERBEN
ELSORENDU FESZULTSEGFUGGVENYEKKEL — KLASSZIKUS ESET

8.1. Irodalmi elézmények. Bar szamos tanulmény jelent meg sikrugalmassagtani felada-
tok primal rendszerbeni megoldasarol — lasd pl. [46], [6], [83] vagy [21] — a palyazo ismeretei
szerint alig talalhaté olyan cikk a sikrugalmassagtan szakirodalmaban, amely a duél rendszer
egyenleteit veszi alapul, azaz valos fesziiltségfiiggvényeket tekint alapvaltozonak. Kivételt jelent
JASWON, MATI és SymM cikke [23]- érdemes ehelyiitt JASWON és SYMM koénnyebben hozzéafér-
het6 konyvére is hivatkozni [24] — amelyben az ismeretlen biharmonikus fiiggvényt (valojaban
méasodrendi fesziiltségfiiggvényt) két ismeretlennek tekintett harmonikus fliggvény segitségével,
egyszeri réteg potenciadljaként adtak meg a szerzék; az ismeretlen konturmenti forrasstirtiség
meghatarozasara pedig alkalmas peremintegralegyenleteket vezettek le.

Elsérendii fesziiltségfiiggvények alkalmazésat sikbeli és térbeli feladatokra FRAELJS DE VEU-
BEKE kezdeményezte [11], [12| egy 1j, a teljes kiegészit§ energia minimumanak elvén alapulo
végeselemes eljaras kapcesan mivel a C folytonossagu elsérendt fesziiltségfiiggvények biztositjak
a folytonos feliileti terhelés meglétét és ily moédon lehetévé valt izoparametrikus elemeket alkal-
mazni elsérendi fesziiltségfiiggvényekre.

Ha els6rendii fesziiltségfiiggvényeket alkalmazunk, akkor a fesziiltségek meghatéirozasa a fe-
sziiltségfiiggvények els derivaltjainak szamitasat igényli, ellentétben az AIRY féle méasodrendi
fesziiltségfliggvénnyel [2], ennek ismeretében ui. mésodik derivaltak adjak a fesziiltségeket. Az
els6rendii fesziiltségfiiggvény idézett tulajdonsiga vonzova teszi ezeket a fliggvényeket a pereme-
lemes alkalmazasok szamara, annak ellenére, hogy a nyomatéki egyensuly fenntartasa egy tovabbi
egyenletet igényel. Megjegyezziik, hogy az AIRY féle fesziiltségfiiggvény alkalmazéasanak rendki-
viil b6 irodalma van. A teljesség igénye nélkiil emeljiik ki ehelyiitt MUSZKHELISVILI és iskoldja
eredményeit [39]. MUSZKHELISVILI felismerte, hogy az AIRy féle fesziiltségfiiggvényre vonatkozo
megoldas két regularis komplex fiiggvény segitségével adhatéo meg. Mivel ez a megoldas teljesiti
a vonatkozo mezGegyenletet — a kompatibilitasi egyenletet Airy féle fesziiltségfiiggvénnyel — egy
adott peremértékfeladat megoldasdhoz csak a peremfeltételek kielégitését kell biztositani.

Az els6rendi fesziiltségfiiggvények alkalmazasa kapcséan szédmos kérdés meriil fel. Mivel dual
rendszerben vagyunk tisztazni kell az egyértékiiség sziikséges és elégséges feltételeit, kiilonds te-
kintettel a vegyes peremértékfeladatokra és a tobbszordsen Osszefliggs tartomény esetére. Meg
kell keresni az els6rendti fesziiltségfiiggvényekre vonatkozd alapmegoldést is. Az alapmegoldas
ismeretében mod nyilik a SOMIGLIANA féle identitas [50] dual rendszerbeni analogonjanak felal-
litasara és ily modon az tgynevezett direkt? modszer integralegyenletei is adodnak. Végezetiil
szamitogépi programot is érdemes kidolgozni a vonatkozo6 peremintegralegyenlet numerikus meg-
oldaséara.

8.2. Célkitiizések. A fenti szakaszban attekintett problémak alapjan palyazo célul tizte ki
az alabbi feladatok megoldasat a sikrugalmassagtan elsérendi fesziiltségfiiggvényekkel felépitett
duéal rendszerében sikalakvéltozas feltételezése mellett:

o Az egyértékiség feltételeinek meghatarozasa a vegyes peremértékfeladatok egy osztalya és
tobbszorosen Osszefliggd tartomény esetén.

e Az elsérendii fesziiltségfiiggvényekkel kapcsolatos alapmegoldéas elGallitasa.

e A SOMIGLIANA identitds dudl rendszerbeni analogonjanak levezetése és ezzel a direkt
modszer integralegyenletének feléllitasa végesben fekvd, azaz belsé tartomany esetére.

e Szamitd program kifejlesztése masodrendd izoparametrikus peremelemek felhasznélaséval.

A vonatkoz6 publikaciokat illetGen [67], [69], [68] és [77] érdemel emlitést.

8.3. Dual egyenletrendszer elsérendii fesziiltségfiiggvényekkel és az egyértékiiség
o o

feltételei. Legyen t" = t** a sikfeladatokra érvényes t’*)‘;,i + b = 0 egyenstlyi egyenlet parti-
kularis megoldasa. Az els6rendii fesziiltségfiiggvényeket, ugyanigy mint a mikropolaris esetben,

4Direkt modszerrsl beszéliink, ha a vonatkozo integralegyenletekben a test peremén vett egyes fizikai mennyi-
ségek az ismeretlenek.
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.7-"3)‘ jeloli. Sikalakvaltozés esetén a dual egyenletrendszert — feltéve, hogy a 7.1. dbran véazolt A;
belsé tartomény a vizsgélat targya — az egyensulyi egyenlet megoldasat ado

(8.1) " = 6“”3.7:3% 4 e x € A

dudl értelmezd egyenlet (duél kinematikai egyenlet), az

(8.2) er) = i (t(m) - Vg"wtuwgm\) r € A;

inverz HOOKE torvény, az (5.4)-bdl kovetkezd és egyszeresen Osszefiiggs tartoményra vonatkozo
(8.3) e“pge,\,ﬁp + go% = "3 (e,\mp — e,\,ﬂggo.g;p) =0 T € A;

kompatibilitasi egyenlet, valamint a nyomatéki egyensulyt biztosité és kiilon is elGirando

(8.4) e3aat™ = 0 reA;

szimmetriafeltétel alkotjak. Vegyiik észre, hogy a (8.4) szimmetriafeltétel teljesiilése esetén 12 =
21 kovetkezésképp a t12-t és t?1-t ado egyenletek egyike elhagyhato. Ily modon kilenc egyenlet
van a kilenc ismeretlen — ‘7_—317 F32, tH 12 = 21 422 11 19 = eq, €99 &S @3 — meghatarozasara.

A teljesség és a kés6bbiek kedvéért kartéziuszi koordinatarendszerben is felirjuk a mez&egyen-
leteket:

e Dual értelmezs egyenletek (dual kinematikai egyenletek) (F; = Fyl, Fo = F2):

o o
(8.5a) t11 = F102 + 111, t1o = F202 + t12, T € A,
o o
(8.5b) to1 = —.7:181 + 191, too = —.7:281 + 9o . €T € Ai
e A HOOKE torvény megforditésa:
1
(86&) €11 = ﬂ (tll — V(tll + t22)) , €T € Az
1 1
(8.6b) €12 = €921 = ﬂt(u) = @(tm + tgl) y T € Ai
1
(8.6C) €99 = ﬂ (tag — I/(t11 + tzg)) . r e A;
e Kompatibilitasi egyenletek:
(8.7&) e1102 — €1201 + 301 =0, r € A;
(87b) €9109 — e9901 + @382 =0. T € A;
e A nyomatéki egyensily feltétele:
(8.8) t1g = to7 . T € A;

Amint azt mar emlitettiik a vizsgalt tartoméany egyelére a 7.1. abran vazolt haromszorosan
Osszefliggd és teljes egészében a végesben fekvs sikbeli tartomény. Elvben minden egyes zart pe-
remgorbe paros szamu ivre bonthaté és az iveken felvaltva, vagy a fesziiltség, vagy az elmozdulas
az eldirt. A jelen esetben az L; = L4 U L3 U L5 gorbén fesziiltségek, az L, = Lyo U Lyg U Lyg
gorbén pedig elmozdulasok adottak. Az n,t™ = ¥ peremfeltételbe helyettesitve (8.1)-et az
F,P—ra vonatkozo

.0 dF."
(8.9) P — 1P =n. e FL = i;?’
’ S

o o
kozonséges differencidlegyenletet kapjuk, ahol ¥ = n,t™. Legyen

e = |

P

s

[fp(a) - gp(a) gp(o)do. s € Ly i=1,3,5

Legyen tovabba (C)p (Pri)gp(Pyi) integracios allando. Az
ti

~

(8.10) fBP(S)gp(s) = FBP(S)gp(s) + (g)p(s)gp(s) 1=1,3,5
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feltétel egyenértéki a (8.9) peremfeltétellel és megforditva.
Kartéziuszi koordinatarendszerben

Fi(s) = Fi(s) + (?)1 , s € Ly

8.11 N
( ) fz(s) = .7:2(8) + (?)2 S € Em’

(i=1,3,5)

a (8.10) peremfeltételt ado két skalaregyenlet.

1. MEGJEGYZES: Vegyiik észre, hogy az ily moédon bevezetett, egyelére hatérozatlan integra-
cios allandok szama megegyezik a terhelt {vek szamanak kétszeresével.

Mivel az elmozdulasmezd nem szerepel az ismeretlenek kozott tisztazni kell, hogy milyen pe-
remfeltételek irhatok el§ az L, —t alkoto iveken. A probléma megoldasdhoz a teljes kiegészits
energia LAGRANGE féle multiplikator technikdval méodositott — a modositas a nyomatéki egyen-
suly biztositasa miatt sziikséges —

1
(8.12) IC:K(t"‘A,go3):—§/ t“emdA+/ nnt“)‘ﬂ,\ds—/ " eersp’dA
A; u

alakjahoz tartozo
(8.13) oK =0

stacionaritasi feltétel jelenti a kulcsot, hiszen a stacionaritasi feltételnek biztositania kell az e,y
alakvéltozdsmezs és a 3 forgasmezd kinematikailag lehetséges voltahoz sziikséges valamennyi
feltételt, ideértve a vonatkozd peremfeltételeket is. A (8.12) funkcionélban e,y a (8.2) HOOKE
torvénybsl szamitott, t** nak teljesiteni kell az egyenstlyi egyenletet és a fesziiltségi peremfel-
hogy elégitsék a

(8.14) 575";;’\,,C =0 T € A; és not™ =0 x € Ly

feltételeket. Konnyt belatni, hogy mindkét feltétel teljesiil, ha a §t"t fesziiltségfiiggvények

.....

(8.15) 5t = IS

alakban, ahol 073 tetsz6leges az A;—n, az L£;—n azonban — tekintettel (8.10) 6sszefiiggésre — fenn
kell allnia a
(8.16) OF5 (s) = (5(6’)” (1=1,3,5)
ti
feltételnek.

Az e,y alakvaltozasmezok kinematikailag lehetséges voltahoz sziikséges (és elégséges) feltételek
levezetése a

(8.17) 0K = — / epr 0" dA + / N0t My ds — / St eng® dA — / "\ e,n300°dA =0
A; u A; A;

stacionaritasi feltétel alkalmas atalakitasat igényli. Az atalakitas gondolatmenetét az alabbiak
részletezik:

1. A (8.15) feltétel helyettesitése az elsg és masodik feliileti integralba, illetve (8.1) helyette-
sitése a harmadik feliileti integralba.

2. Az R

not = nﬁe“p35.7:3);‘p = d6£3

Osszefiiggés helyettesitése az L, —n vett vonalintegralba.

3. Az (A.7.1) GREEN-GAUSS tétel értelemszert alkalmazéasa az els§ és masodik feliileti in-
tegrél esetén.

4. Parcialis integralasok végrehajtasa az £, —t alkotd ivek mentén kihasznalva, hogy fennall
a (8.16) egyenlgség az ivek végpontjaiban (folytonossag!).
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5. A GREEN-GAUSS tétel alkalmazéaséaval kapott vonalintegralok felbontasa az

képlet alapjan, majd a (8.15) Osszefiiggés helyettesitése az L£,—n vett integral esetén.
6. Az eredmény rendezése és atalakitasa az

(8.18) n,ed = —7"
képlet kihasznalaséaval.

A fenti lépések végrehajtasa utan

6K:/A. (eﬁpgenA;p+@%A) 5.7:3’\6114—/14..7:31{1& 8¢ dA
du
K3 T 3 A A
- wy — 0 ——= 5390 d
+Z/Lm{n[€ exx — 05 ¢°] ds}]:3 s

i=2.4,6
Py
+ ) {/ el ey — 070%g N ds — ing| H} "80C7 =0
Ly Py (tl)

i=1,3,5

a stacionaritasi feltétel alakja. A vonatkozo variaciok tetszélegessége miatt innen a (8.3) kompa-
tibilitasi feltétel, a (8.4) szimmetriafeltétel — utobbiban ¢t az fgw fesziiltségfiiggvénnyel van
kifejezve, azaz Fgw,w =0 —, a keresett

(8.19) % = ne[e™3en — 6507

alakvaltozasi peremfeltétel, az

(8.20) /l:t5 nele™3e — 05p3g ds = 0

nagybani kompatibilitasi feltétel, valamint az

(8.21) /ﬁ nale™ e — 0T s — g =0 (1=1,3)
ti vi

kiegészits egyértékiiségi feltétel kovetkezik. Kartéziuszi koordinatarendszerben (8.19), (8.20) és
(8.21)-bdl rendre a

da
(8.22a) d—sl = Mnieéz; —MNg2e11 — NP3,

da
(8.22b) d—; = MNi€22 —N2€12 — N2pY3,
illetve az

P .
_ _ d 0 ti+1 — O ,

(8.23) Jz, [niea1 — naerr — naps)ds u1lpii (i =1,3,5); P — Py

~ 1 Priga
£, (€22 — noerz — nowpslds — Gg|p " =0

egyenletek kovetkeznek.
2. MEGJEGYZES: A (8.19) alakvaltozasi peremfeltétel kozvetleniil is megkaphato, ha az

1
Ex\ — i(un;/\ + u/\;n)

kinematikai egyenletet a peremgorbén tekintjiik, megszorozzuk n,e™"
kihasznaljuk, hogy u,;\ = —€n3’.
3. MEGJEGYZES: A (8.20) nagybani kompatibilitasi feltétel, valamint a (8.21) kiegészitd
egyértékiiségi feltétel elsallithato a (8.19) alakvaltozasi peremfeltétel alkalmas integralasaval is.
4. MEGJEGYZES: Kimutathato, hogy (8.3) kompatibilitasi feltételek fennéllasa esetén csak
ketts fiiggetlen a (8.20) és (8.21) feltételek (haromszor két feltétel) koziil — lasd az A.8.1. és
A.8.2. szakaszt. Ez a kett§ tetszGlegesen valaszthatd meg. Ezzel 6sszhangban a haromszor kettd

3 = 7Fval és ezt kovetGen
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(C)pgp integracios allando koziil egyszer ketts, mondjuk (C)pgp, zérusnak valaszthatd, mivel az

ti t1

Filg, = C)p g, = allando fesziiltségfiiggvényhez nem tartozik fesziiltség. A mondottak egyben
t1

azt is jelentik, hogy a fesziiltségi peremfeltételekben allo hatarozatlan integraciés allandok szama,
és a kompatibilitas fliggetlen makro feltételeinek szama megegyezik.

5. MEGJEGYZES: A kompatibilitas sziikséges és elégséges feltételeit a 7.1. &bran vézolt
tartoméany és a vizsgalni kivant peremértékfeladatok korében a (8.3) kompatibilitasi egyenlet,
a (8.20) nagybani kompatibilitasi feltétel, valamint a (8.21) kiegészitG egyértékiiségi feltételek
alkotjak.

8.4. Alapegyenlet és alapmegoldas. Eloljaréban megemlitjiik, hogy a jelen szakaszban va-
lamennyi egyenletet egyenesvonalt, kartéziuszi koordinatarendszerben tekintiink. Feltételezziik
tovabbiakban azt is, hogy nincs tartomanyi terhelés. A (8.5a,b) képletek a (8.6a,b,c) HOOKE
torvénybe, majd az eredmény a (8.7a,b) kompatibilitasi egyenletekbe torténd helyettesitésével az

1 11

(8.243) ﬂ(l — I/)Afl — 5(5 — 1/)(}"181 + f282)81 +@30; = 0,
1 11

(8.24b) ﬂ(l — I/)Aj: — 5(5 — I/)(f181 + ]—"282)82 4+ @30 = 0

differencidlegyenleteket kapjuk. A fenti egyenletekhez a nyomatéki egyensilyt kifejezs (8.4)
szimmetriafeltétel — utoébbiban ¢** mar a ]-"3¢ fesziiltségfiiggvénnyel van felirva — tarsul:

(8.24(3) F101 + F20, =0.
A fenti egyenletek méatrix alakba is atirhatok:
(8.25)
1 11 11
(1= DA — — (= — (= _
2 ”)1 1 2n(z ~ V)00 1 23 1”)?182 N 0
Fa =10
(= (1 — A — —(= — _
Q[L(Q u)8281 QM( I/) 2ﬂ(2 1/)8282 82 — 3 0
—01 —0o 0

6. MEGJEGYZES: Az utobbi egyenletet alapegyenletnek nevezziik.
Legyen ©y, (I,k = 1,2,3) a (8.25) alapegyenletben allo differencidloperator. Legyen tovabba
u, = (F1, Fa, —p3) az ismeretlenek vektora. A bevezetett jelolésekkel

(8.26) Dyptty = 0

az alapegyenlet. Jelolje Dy; a D elemhez tartozo elGjeles aldeterminénst. Nyilvanval6, hogy
(8.27) DDy = DDy = det(D ;) Opg -

Legyen x; 1j ismeretlen — GALJORKIN vektor [32] [22] - :

(8.28) up = Dyix -

Utobbi képlet (8.26)-ba torténd helyettesitésével — tekintettel a (8.27) képletre is — a

(8.29) Dipty = DixDyaxy = det(Dj)x; =0

eredmény adodik. Ez azt jelenti, hogy az j ismeretlenre nézve megsziinik az egyenletek csatoléasa.
7. MEGJEGYZES: A kés6bbiek kedvéért megadjuk a fenti képletekben 4ll6 adjungaltakat és a
determinans értékét:

— 0,0, 8105 2i(1 —V)AY,
1 1
—(1—-v)A —(1-v)A — (1 —v)AA

(8:31) det(D;1) = —%(1 _)AA
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Legyen Q(&1,&2) és M(x1,2z2) a sik két pontja (M # Q) —, azaz a forraspont és a hatés
pontja. Legyen tovabba e a ) ponthoz kotott egységvektor. Az e vektor Osszetevéit e; jeloli.
Egyelore feltételezziik, hogy a @ pont rogzitett. A két pont tavolsaga R, az M pont () pontra
vonatkoztatott helyvektora pedig r.. A

M
Dtk + (M —Q)e; =0

egyenlet megoldasat, ahol (M — Q)e; a @ ponthoz kotott diszkontinuités, alapmegoldasnak
nevezziik — a derivalas operatora felett allo M (vagy @) azt jeloli, hogy a derivalast a vonatkozo
pont koordinatai szerint vessziik®. Nyilvanvalo fentiek alapjan — v.6.: (8.28), (8.29) és (8.31) —,
hogy az alapmegoldas megkaphato a x; GALJORKIN fliggvényekre vonatkozd alapmegoldasbol,
azaz a

M 1 MM
(8.32) det(Dji)xi + (M — Q)e; = _ﬂ(l —V)AAY; +6(M —Q)e; = 0

differencidlegyenlet megoldasabol. A sikbeli biharmonikus egyenlettel kapcsolatos alapmegoldas
felhasznalasaval [24]

(8.33) (M, Q) = —-

(1 —v)

a GALJORKIN filiggvényekre vonatkozd alapmegoldas. A GALJORKIN féle fiiggvényekre vonat-
kozo alapmegoldés ismeretében, elhagyva a (8.28)-ra tamaszkodé és viszonylag hosszt formaélis
atalakitésokat, az

(8.34) ue = U (M, Q)er(Q)
képlet adodik az alapmegoldasra — ez rogzitettnek vett ) mellett az M fiiggvénye —, ahol

R* (InR — 1)e;

_ 9 .
—21nR—3—2T]2%—7;2 2%—? ;(1—1/)%
M o1 riry 2 )
2 T 2 9
I ;(1_1/)@ ;(1—7/)? 0 |

az alapmegoldasok méatrixa — a tobbesszam a 10. MEGJECYZES-ben foglaltakra utal.
8. MEGJEGYZES: A szamités helyessége a

M T M ] T
8AR_E’ 8/\}—%——@7
M =\ M
6)\lnR:ﬁ, O\R’InR=2ryInR+7r) ,
(8.36) 4 - Iy
aHaARQmR:25KA1nR+2F+5M, AR’InR=4InR+4 ,
M r M M M 4 TyT
0 AR IR = 42 0y 0, AR IR = = (600 - 2?2")

képletek felhasznéalasaval ellendrizhets. A {paratlan} |péaros| rendd @ pont szerinti derivaltak
elgjele ugyancsak a fenti képletekbdl adodik, az elgjel pedig {eltérdé} [azonos|.
9. MEGJEGYZES: Az alapmegoldasok g (M, Q)) matrixa eleget tesz az

(8.37) U (M, Q) = (M, Q) = th(Q, M) = thy,(Q, M)
szimmetriafeltételeknek. Kovetkezésképp
(8.38) w, = U (M, Q)er(Q) = el(Q)thi (M, Q)

10. MEGJEGYZES: (M, Q) valamennyi oszlopa és sora mint harommeérett vektor mindkét
valtozojaban kielégiti a (8.25) alapegyenletet. A vonatkozo formalis szamitésokat terjedelmi okok
miatt elhagyjuk.

5Ha nincs ok a félreértésre, akkor nem alkalmazzuk ezt a jelolést.
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A fesziiltségekre vonatkozo alapmegoldast annak figyelembevételével kapjuk meg (8.5a,b) fel-
hasznalasaval (8.34) oszlopaibol [v.6.: (8.35)], hogy most zérus a partikularis megoldas®:

t11
12
too

(8.39)

B 3

r 4rir2 4 rir

—67“2+4R—22 2r — 1%22 —M(l—y)%

7 4r2y 472 2 2 _p2 €1
271 T2 "
= 2 2T1 - —27“2 —(1 - )

d7(1 —v)R R? RZ o R?
4r2r2 rs 4 179
_2T2 =+ }%2 67"1 — 4R_12 —(1 — I/)?

A fesziiltségek az M pontban ébrednek a () pontbeli diszkontinuitds hatasara. Konnyd ellen-
Orizni a tio-re vezetd gondolatmenet ismétlésével, hogy to; = t12. A fesziiltségekre vonatkozo
alapmegoldéssal a (8.6a,b,c) egyenletek (a HOOKE torvény) segitségével kapjuk az alakvaltozasi
tenzor elemeire vonatkozo

(8.40)
[ r3 73 4 rir
—2(3 — 20)ry + 4R—22 2(1 — 2v)ry — % —;(1 - )%
€11 2 2 2 _ .2
1 4rsry 4riry 2 ry—r
e I opy — 212 _9 1 Sl )T
6;2 87(1 — v)R2 T TRe ) 2t TR , ui V)
rire LT r172
i —2(1 —2v)ry + 4? 2(3 —2v)r; — 4? ;(1 —v) fP
alapmegoldasokat az M pontban. Vezessiik be a késGbbiek kedvéért a
du,\

€1
€2
€3

jelolést”. A ty vektor az elmozdulasok ivkoordinata szerinti derivaltjanak ellentettje a vizsgalt
A; (vagy A.) tartoméany L, U Ly peremgorbéjén. A (8.40), (8.22a,b,c) és (8.41) egybevetésébdl,
ismét elhagyva a formalis atalakitasokat, a

(8.42a)

(8.42b)

T(M,Q) =

o

(M) = e/(Q)Tn(M, Q)

eredményt kapjuk az alapmegoldasbol adodo ty vektorra, ahol

niry <4ﬁ — 2(3 — 2?}))
2

2 9(3 - 20)

+nory 4?

8m(1 — v)R2 r2
( ) —nary <4R—22 —2(1—-2v)
T2 o T2
—nl—(l _ y) lR2 2
4 r1r9
—n2—(1 — I/)ﬁ

2
+n2—(1—
1

R2

A fenti képletben és a tovabbiakban a @) és M bettik felett allo karika azt jelenti, hogy a vonatkozo

pont az A tartomany peremére lokalizalt. Az n) normalist az ]\04 pontban tekintjiik.

11. MEGJEGYZES: Visszaidézve, hogy a vizsgalt peremértékfeladatok korében a peremgorbe
egy pontjaban vagy az elmozduldsvektor ivkoordindta szerinti derivéltja, vagy pedig a fesziiltség-
fliggvények irhatok els, érdemes a késébbiek kedvéért a fesziiltségfiiggvények alapmegoldasbol

6Feltettiik ugyanis, hogy zérus a térfogati terhelés értéke.

"Szandékos a fraktur bettitipussal szedett ¢t valasztasa a derivalt jelolésére. Ez a mennyiség ugyanis a peremen
ébredd fesziiltségek dualis parja a sikfeladatok dual rendszerében. Lehetne dudl fesziiltségvektornak is nevezni.



72

adodo értékeit felirni a peremen. A (8.34) és a (8.37) képletek egybevetésébdl az

(8.43) w, = a(Q)Un (M, Q)

eredmény kovetkezik.

8.1. abra.

o
12. MEGIEGYZES: A T\ (M, Q) valamennyi oszlopa mint haromméretii vektor a @ valtozo-
ban kielégiti a (8.25) alapegyenletet. A vonatkozo formalis szamitasokat terjedelmi okok miatt
elhagyjuk.

8.5. Somigliana identitas és formulak dual rendszerben — belsd tartomany. A tovab-
biakban feltételezziik, hogy a 8.1. &dbran vazolt végesben fekvs egyszeresen Osszefiiggs A; belsé
tartomany a vizsgalat targya. Az L, kontur paros szamu ivre bontott amelyeken vagylagosan
elmozdulasok (illetve az s ivkoordinata szerinti derivaltjuk), vagy fesziiltség (illetve fesziiltség-
fiiggvény) van elgirva. A 8.1. abran vazolt esetben négy ivre bontott az L, kontur, de ez a
koriilmény egyelére nem jatszik szerepet az atalakitasokban. Az .7-"3w, t"A e 6s P fiiggve-
nyeket az A; tartomany egy rugalmas allapotanak nevezziik, ha kielégitik a (8.5a,b), (8.6a,b,c),

(8.7a,b) és (8.8) mezdegyenleteket. Legyen

* *3

* *
]:31/1’ tﬁka €rs 903 éS ~7:3w) tn)\a €r)s QO

az A; tartoméany két rugalmas allapota. A GREEN-GAUSS tétel alkalmazéasaval és (8.1) kihasz-

néalasaval (mivel nincs tartoményi teher g”)‘ = 0) fennall, hogy
(8.44) /A (€3 enp + @2\ F5 dA — /A Fyb pPdA =

= j<1§ nrl€™ ey — 0503 Fy'ds

- / t" e ndA — [ Fyl 0 dA - / Fyl pPdA.
A, A, A,

2

13. MEGJEGYZES: Vegyiik észre, hogy a jobboldalon &llo els§ tartoményi integral (itt a
HOOKE torvényre is tekintettel kell lenni a belatas soran) és az utolsé két tartomanyi integral
Osszege nem fligg attol, hogy a * melyik beti felett all a szorzatban (azaz az els6 vagy mésodik
beti felett).

Ha a fenti egyenletben athelyezziik a *~ot az elsé rugalmas allapotot jelols betiik felé majd le-
vonjuk az igy kapott egyenletbdl (8.44)—et, figyelembe véve a 13. MEGJEGYZESben mondottakat
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is, akkor a dudl SOMIGLIANA identitast kapjuk sikfeladatokra:

(8.45) /A {[ p32/€>\ ot 92?’;)\]‘7:3)\ - F3f¢903} dA —

uk(gklﬁl)
_/ {[ Pecrp T ¢ )\]‘7:3 +]:iiw *3}dA:
A;
U, (D)
:f nﬂ[emdé’w\ - 5;\7523] Fg)\ ds _% nﬂ_[emii’»eﬁ)\ - 5§§03] ]_-3/\ ds .
. ~— o ~~~
*t‘ Uy ) ﬁ
N A

A baloldalon az alapegyenleteket alkoté (8.3) kompatibilitasi egyenletek és (8.4) szimmetria-
feltétel integraljai — az elsé esetben egy-t a fgw fesziiltségfiiggvényekkel kifejezve gondoljuk, a
masodik esetben eleve azzal kifejezve irtuk —, réviden tehat az alapegyenletek integraljai allnak.
A jobboldalon pedig az L, kontturon elGirhato fizikai mennyiségek integraljai lathatok. Kovetke-
zésképp — tekintettel a (8.25) alatti képletre, az idézett képlet alapjan bevezetett (8.26) jelolésre,
tovabba a (8.19) képletre és a képlethez kot6ds (8.41) jelolésre — a SOMIGLIANA identitast a
GREEN identitashoz [24] hasonlé alakban is felirhatjuk:

(8.46) / [uk (leﬁl> — flk (’Dklul)} dA = % [u,\t)\ — fl,\f,\] ds.
A; Lo

14. MEGJEGYZES: A (8.46)-ra vezetd gondolatmenet soran valojaban sehol sem hasznaltuk ki,
hogy ﬂk és ug az A; tartomény rugalmas allapotai (azaz kompatibilisek). Ez annyit jelent, hogy
(8.46) mindig fennall, ha az ﬁk és uy kells rendben differencidlhatod az A; tartomanyon; egyéb
tekintetben mindkét fiiggvény tetszdéleges lehet.

A dual SOMIGLIANA képletek elgallitasa érdekében feltessziik, hogy U a (8.34), (8.35) kép-

letekkel adott rugalmas allapot. Ez esetben a vonalintegralban allo B\,t a (8.42a), (8.42b) kép-
letek adjak.

Mostmér azt is kihasznéljuk majd, hogy az u; egy feltevés szerint nem szinguléaris rugalmas
allapota az A; tartoménynak.

Mivel a *—al jelolt allapot szinguléris a Q pontban (a forraspontban), a @ pont A; tartomany-
hoz viszonyitott elhelyezkedésétsl fiiggden az aldbbi harom esetet kiilénboztetjiik meg:

1. Ha @Q € A;, akkor a @) pont teljes egészében az A;—n beliil fekvé R, sugart A. kornyezetét
eltavolitjuk az A; tartomanybol — A, konturjat L. jeldli, a kontur A; —n beliili E; fve most
megegyezik L.—al — és a kétszeresen Osszefiigg6 A’ = A; \ A, tartomanyra alkalmazzuk a
dual SOMIGLIANA identitast.

2. Ha Q = Q € 0A4; = L,, akkor a Q pont R. sugaru A. kérnyezetének az A;—n beliil
fekvs A; N A, résztartomanyat kizarjuk az A; tartoményboél és az egyszeresen Osszefliggs
= A;\(4;NA,) tartoményra alkalmazzuk a dudl SOMIGLIANA identitast. Megjegyezziik,
hogy ez esetben két részbdl all a tartomany konturja: a résztartomény eltavolitasa utan
az L,-bol megmaradé L, ivbol, valamint az £. kor A-ban fekvs L, ivébdl.
3. Ha Q ¢ (A; U L,), akkor az eredeti A; tartomanyra alkalmazzuk a duadl SOMIGLIANA
identitast.

Mivel a vizsgalt tartoményokban mind ﬂk mind pedig u; rugalmas allapot a (8.46) tartoméanyi
integraljai zérus értéktiek. A héarom kiillonbozd esetet, csak a gondolatmenetre koncentralva a
figyelmet, az alabbiak tekintik &t.
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1. Ha @ € A, akkor a mondottak alapjan (8.46)-bol adodik, hogy

(8.47) j{ [u)\:;,\ — ikl)\b\] ds + 745 [u;i)\ — ﬁ)ﬁk] ds =
— @ §, 15T, Q1) ~ a7, QA1) s

7{ [‘ZkA(M Q)ur(M ) ilkA(M Q)t\(M )]dsﬁ}zo-

€

A (8.47) egyenlet fennall tetszdleges ex(Q)-ra, kovetkezésképp a kapcsos zarojelben allo
kifejezés zérus:

o

(8.48) j{ (T (M, Qua (A1) — L (M, Q) (A1) ds o +

4 74 [T (M, Qun (M) — $4r (M, Q)i (M)] dsps = 0.

€

Igazolhato, hogy®

(8.492) 7{ Ta(M,Q)dsy =6, Jim § Toa(M,Q) [ur(M) —wr(Q)] dsnr =0,
Le e 7VJLe
1 27
49D M,Q)dsy = —— o —
(8.49Db) jis‘fgx( Q)dsyr = iR cospdp =0,

(Az utobbi képlet barmely zérustol kiilonbo6zs Refra fennall, kovetkezésképp zérus az in-
tegral hatarértéke, ha R. — 0.)

Re—

o Ouy
= B}irgo{ji Tsa(M, Q) [axl

(8.49(3) lim A ‘Ig,\(M, Q) [u)\(M) — u)\(Q)] dSM =

Gux
61‘2 Q

7“2] dsp + Is(Rs)} =

477 —(to1 — t12) + PEIEO I.(R.) =0,

(Mivel uy (M) rugalmas allapot a fesziiltségi tenzor szimmetrikus, az I. kifejezés pedig
homogén az R.—ban.)
(8.49d) Rhm ﬂn,\(M Q)f,\( )dSM = 0,
< Le
(Fel kellett hasznalni itt és fel kell hasznélni a kovetkezs atalakitasban is a

g = Ouader Ouydwy
AT T 9s Ox1 ds Oxg ds

osszefiiggést. Azt is figyelembe kellett venni, hogy limp._o R:In R. =0 .)
8.49 li M, Q)t\(M)dsy = = — .
(8.49) A . Usxn (M, QYA (M) dsnr = ¢3q uzlg

Ha a (8.49a,...,e) képletek felhasznalasaval képezziik a (8.48) Osszefiiggésben az L. koron
vett integralok hatarértékét midén R. — 0, akkor az els6 dudl SOMIGLIANA formulat
kapjuk:

(8.50) (@ = ¢ W Qu(INds, — § Tia(M, Qua(M) ds . -
Lo Lo

8A (8.49a,. . .,e) Osszefiiggések formalis igazolasat, azok hosszadalmas volta miatt sehol sem publikalta a szerzd.
Az alabbiak csak a gondolatmenet f6bb 1épéseit és a legfontosabb részeredményeket tekintik at. A tovabbi részletek
a szerz$ kézirataban lelhetsk fel.
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o
15. MEGJEGYZES: Az els6 dual SOMIGLIANA formula szerint, ha ismerjik az uy(M)
o

fesziiltségfiggvényeket, valamint az elmozdulasmezs s ivkoordinata szerinti —ty (M) deri-
valtjat (a duél fesziiltséget) az L, konttron, akkor kvadraturak segitségével szamithaté az
u, = (F1, Fy, —p3) rugalmas allapot az A tartomany ) bels6 pontjaban.

o
2. Ha Q = Q € 0A = L,, akkor a (8.46)-bol a (8.47)-re vezets lépésekkel, az egyenlet
tovabbi szamitasokban szerepet jatszo részét tartva csak meg, irhatjuk, hogy

850 [ Sl Qui - 4oL Oudn] s,

o
o o

+ /E, [‘IRA(M, Q)u,\(M) — ﬂn,\(M, Q)f,\(M)] dSM = 0.
Igazolhato, hogy?”

o o

(8.523) lim ‘ZK)\(M’ Q) dSM = CNA(Q) )
Re—0 L’E

o o
ahol ¢, (Q) = 0xx/2 ha sima az L, kontir a Q pontban. Ha a kontir nem sima, akkor

o o
cen(Q) a Q pontbeli érinték egymassal bezart szogétdl fiigg!.
Ugyancsak igazolhat6, hogy

(8.52b) RlimO ‘ZH)\(M, Q) [u,\(M) — u,\(Q)] dSM = 0,
e ‘C/s
(8.52¢) lim [ Sy (M, Q) (M) dsas = 0.
R:—0 L/s

Ha a (8.52a,b,c) képletek felhasznalasaval képezziik a (8.51) hatarértékét midén R. — 0,
akkor a masodik dual SOMIGLIANA formulat kapjuk:

o o

(853)  ca@u(Q) = ¢ Wa(Qu(Ids o -
Lo Lo

16. MEGJEGYZES: A (8.53)—ban allo két vonalintegralt CAUCHY féle fgértékben kell venni.

Sk)\(M, Q)u)\(M) dS]\«;[ .

o
17. MEGJEGYZES: Mivel az L, kontir egy pontjaban vagylagosan irhatok el6 az uy (M)

o
fesziiltségfiggveények, illetve az elmozdulasmezs s ivkoordinata szerint vett —ty (M) deri-

valtjai a (8.53) olyan integralegyenlet (a direkt modszer integralegyenlete), amely alkalmas
o o
a hidnyzo uy (M), vagy t)\(M) meghatarozasara. Ezek ismeretében pedig, alkalmazhato az

els6 dudl SOMIGLIANA formula.
3. Ha Q ¢ (AU L,), akkor a (8.46)-ban csak az L, konttiron vett integral marad meg, és a
(8.47)-re vezets lépésekkel rogton adodik a harmadik dual SOMIGLIANA formula:

(8.54) 02?{; U (M, Q) (M) ds o — : Tya (M, Q)ua(M) ds o -

A (8.50) elsé dual SOMIGLIANA formula és a (8.5a,b) képletek felhasznalasaval (utobbi esetben
annak figyelembevételével, hogy zérus a fesziiltségekre vonatkozo partikularis megoldas) adodik
derivalasokkal az s, = (t11,t12,t22) fesziiltségekre vonatkozo

o

(8.55) ar(Q) = 7{: D (M, Q) (A1) ds , ) Sia(M, Q)ux (A1) ds .

9A (8.52a,b,c) Osszefiiggések formalis igazolasat, ugyancsak azok hosszadalmas volta miatt sehol sem publikalta
a szerzo.
10Amint az a késsbbiek soran kideriil majd, hivatkozunk ehelyiitt a (8.81) képlettel kapcsolatban a 23. MEG-

o
JEGYZESre — v.0.: 81. 0. —, nincs sziikség c.x(Q) képletszerd ismeretére a numerikus megoldasban.



formula, ahol a Dk)\(]\(;_f, Q) elemeit a

M o
8.56 D M 7D M
( a) k/\( Q) 47T( )R2 k)\( ) Q) 3
R o 6ro — 415 /R2 —2r1 + 4T1T§/R2
(8.56b) Din(M,Q) = | —2r +4r113/R?  2ry — 4r¥ry/R?

2rg — 47“%7“2/R2 —6r1 + 413/ R?

o
képletekbdl, az Sgx(M, Q) elemeit pedig az

o 1 ~ o
8.97 Sea(M =———Si\(M
( a) k)\( 7Q) 87T(1 _ Z/)R2 k)\( 7Q)7
A 1 PPRE | 3
(8.57b) Sll = ﬁ(nlrl + ngrg) 16@ — 4(5 — 21/)7“2 — N9 4@ -2
(8.57¢)
. ri 1 [T 1 1
S19 =1y 4@ — 2(1 — 21/) — ﬁnle 6@ — 4(1 + 21/) R2n17“2 16—
8.57d) So1 = S12,

A 1 3 1“17“%
822 == R2 —niro 16@ - 4(3 - 21/) R2 —Nary F - (1 - 21/)7“2 — Ny
(8.57f) S31 = Sao

. 1 3 2
(857g) 832 = ﬁ(nlrl + TZQ’I“Q) [16@ - 4(5 - 21/) :| —ni |:4ﬁ -2

képletekbdl kell szamitani.

2
T‘l 2
RQ

R2
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<3—2w],

— 41— 2;/)7«2] ,

-2 +2(1 —2;/)} :

3-)

8.6. Somigliana identitas és formulak dual rendszerben — kiils§ tartomany. Az A,
kiils6 tartomanyon a koordinatasik L, zart gérbén kiviil fekvs részét értjiik — v.6. 8.1. &abra.
Feltételezziik, hogy allando értékiiek a végtelen tavoli pontban miikods fesziiltségek. Ezeket a

tn(oo), tlg(oo) = tgl(oo) és tQQ(OO).

moédon jeloljiik. Azt is fel fogjuk tételezni, hogy zérus értéki a merevtestszerd forgas a végtelen-

ben, azaz

(8.58) p3(00) =0.

Vegyiik észre, hogy kompatibilis a végtelen tavoli pontban vett alakvéaltozési tenzor, ezt a HOOKE
torvénybdl kapjuk a végtelenbeli fesziiltségek felhasznalasaval, mivel teljesiti a (8.3) kompatibi-

litasi egyenletet. A végtelenben vett fesziiltségek a
(8.59) ﬁ)x(Q) = €a3p£at)\p(oo) + CA(OO)

fesziiltségfiiggvényekbdl szarmaztathatok — emlékeztetiink arra, hogy &, @ koordinatait jeloli —,
ahol nem tartozik fesziiltség a c)(co) konstans fesziiltségfiiggvény vektorhoz. Legyen tovabba

(8.60) u3(Q) = —p3(00) = 0.

Az A, kiils§ tartomanyra vonatkozo dudl SOMIGLIANA formuldk levezetése soran az el6z6
szakasz gondolatmenetét kovetjik. A gondolatmenet kifejtése sordn az eltérésekre helyezziik a

hangstulyt. Ismét feltételezziik, hogy az iktk rugalmas allapot a (8.34) és (8.35) alapmegoldéashoz
tartozd rugalmas allapot. Az u, rugalmas allapot pedig egy tetszéleges rugalmas allapota az A,

tartomanynak. A végtelenben azonban fenn kell allnia a

u,i:ﬁ)\ és u3:ﬁ3:0

feltételeknek. A Q) pont helyzetétsl fliggéen ismét hdrom esetet kiilonboztetiink meg — a 8.2. dbra
az elsd esetet szemlélteti. Azt is feltételezziik, hogy az O origd az A; tartomény bels§ pontja.
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8.2. 4bra.

1. Ha @Q € A, akkor az L, konturgorbével, a L. korrel, valamint az . R sugari és O kézéppontii
kiils6 korrel hatarolt haromszorosan osszefliggs A, tartomany a vizsgalat targya. Itt, amint
az jol latszik az abrardl is, L. a Q pont A.-al jelolt és R, sugart kornyezete. Az R sugér
elegendGen nagy ahhoz, hogy mind £,~t, mind pedig L£.—t tartalmazza. Tovabbi feltevés,
hogy A. teljes egészében a halvanysziirkével jelolt AL tartomanyon beliil helyezkedik el.
Alkalmazzuk most a dudl SOMIGLIANA identitast az AL tartomanyra és képezziik az igy
kapott

(8.61) 7{ [T (M, Qux (A1) — thr (M, Q) (A1) ds o
+ j{ [SkA(J\OL Q)u)\(]\%) — ﬂk)\(]\OL Q)tA(Z\O/I)] ds]&

+ ¢, i Quain — a1, Qi) s, =0

egyenlet hatarértéket amint R, — 0 és R — oo. Ami az els6 két integral 6sszegének
hatarértékét illeti, érdemes felfigyelni arra a koriilményre, hogy ez ugyanaz, mint a (8.47)
képletben allo elsd két integral hatarértéke:

o o

360§t din § =@+ f TG QD (i Qu s,

o

Ami pedig a harmadik integralt illeti

(8.63) lim = —1k(Q)

e R—o0 Lr

a vonatkozd hatéarérték — az igazolds gondolatmenetét illetGen a 18. MEGJEGYZES-re
utalunk. A (8.62) és (8.63) alatti eredmények felhasznéalasaval azonnal adodik a (8.61)
identitasbol a kiils6 tartomanyra vonatkozo elsé dudl SOMIGLIANA formula:

(8.64) w(Q) = 1(Q) + ﬁ Ui (B, Q) (M) ds ﬁ T, Qur(M) ds

18. MEGJEGYZES: A (8.64) egyenlet elsallitasa hosszadalmas formalis atalakitasokat
igényel. Els6 1épésben sorba kell fejteni az Uy és Tpy alapmegoldasokat az (R sugér
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1,0, —1, =2 etc. kitevsjd hatvanyai szerint. A sorfejtés alapjaul a

(8.65a) :Ca(]\(}) = eRna(Z\O/f), Ta(]\(;-[a Q) = xa(]\o/-[) —&a(Q),
11 (0 nD6Q  16(Q%6(Q) |
(8.65b) rrhmy >t :
11 na(D&(Q)  1€a(Q(@
(8.65¢) 1nR:1n6—R+”(e;( )_5 (622( )
(8.65d) :ng ~ nang + 2nanﬁ”£w _ LR (€anp +1a€g) + -+

Osszefiiggések szolgalnak. Figyelembe kell venni emellett az alabbiakat is:
(a) A tartoméany kiilsé normalisa és az érintSiranyt egységvektor tekintetében az

(8.66a) ng = (sin g, cos @) , Ta = (—cos p,sin @)

Osszefiiggések allnak fenn, ahol ¢ a polarszog.
(b) Ha R — oo — lasd a (8.41), (8.19), (8.58) és (8.2) képleteket —, akkor

o duy, 1
.66b M)=—-——7= KEr — T g Uk - K
(8.66b) t\(M) G5 RO T ey [tia(00) — vty (00)ka]
és
(8.66¢) dS]\t;[ = Rdyp .

(c) Mivel konstans a fesziiltségi ¢s az alakvaltozasi tenzor hatarértéke amint az . R — oo
az R egyiitthatoi mindig ugyanolyan tipustak: egy a végtelenben allando kifejezés
meg van szorozva a trigonometrikus fliggvényekre vonatkozo

2
/ sin” o cos® ¢ df
0

integrallal, ahol az n és k természetes szamok, értékiik a tekintett tagtol fligg, de
maga az integral zérus.

(d) Ami az R nulla kitevsjii hatvanyat illeti az egytitthatok hasonloak, de tartalmazzak
a £,—t is és nem sziikségképpen zérus értékiek.

(e) Fennall, hogy

(8.66d) jq{ Ta(M, Q) ds o = —6y .
Lr M

(Ugyanez az Osszefiiggés igaz a végesben fekvs A; belss tartoményra is feltéve, hogy
a tartoméany bels6 pontja a ) pont.)
A szdveg hosszénak ésszert keretek kozott vald tartdsa miatt nem részletezziik jobban
a (8.64) SOMIGLIANA formulat add atalakitasokat.
o

2. HaQ = Q € 0A = L,, akkor az L/, L. és Lg gorbékkel hatarolt kétszeresen Osszefiiggs Al

tartomany a vizsgalat targya, ahol L) az L, peremgorbe azon része, amely a Q) kozéppontt
és R, sugaru A. kor eltavolitasa utan marad meg; mig £ a A, korvonal A.—n beliil fekvd
része. A dudl SOMICLIANA identitds utobbi tartoményra torténd alkalmazéséaval és az
igy adddo egyenlet R, — 0, .R — oo hatarértékének meghatarozasaval az A, kiilsg
tartomanyra vonatkoz6 mésodik dual SOMIGLIANA formulat kapjuk:

o o o o o o o o
(8.67)  can(@uA(Q) = 1e(Q) + : U (M, QA (M) ds o _745 Tex(M, QJur(M) ds o .
o o o o
19. MEGJEGYZES: Az (8.67) egyenlet az uy(M), M € L, és tx\(M), M € L; ismeret-
lenekre vonatkoz6 integralegyenlet. Més néven a direkt modszer integralegyenlete kiilsg
tartomanyra.
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20. MEGJEGYZES: Az atalakitasokat ismét nem részletezziik. Ennek az az oka, hogy
az Lp koron vett integralok tekintetében nincs semmi eltérés az el6z6 Q € A, esethez
képest, ami pedig a fennmarad6 tagokat illeti azok szdszerint ugyanigy adédnak mint a
bels tartoméanyra vonatkozo (8.53) integralegyenlet esetén.

3. Ha Q € A;, akkor azonnal kapjuk az el6z6ekben mondottak alapjan a kiils6 tartomanyra
vonatkozo harmadik dual SOMIGLIANA formulat:

(3.68) 0= Q) + 7{: O U (M, Q)ta (M) ds o — 3 T (M, Qur (M) ds .
Legyen
(8.69) gk(Q) = (tn(oo), tlg(oo), tgg(oo)) = allando .

A fesziiltségeket ado (8.55) képlettel kapcsolatos gondolatmenet szoszerinti ismétlésével kapjuk
meg a

870 w(@ =5(@Q+ § DudLQuun sy - § sudr@udnasg

formulat, amely a kiils6 A, tartomény egy belsé pontjaban alkalmazhato a fesziiltségek megha-

o o
tarozasara. Ami Dy (M, Q) és Spa(M, Q) szamitasat illeti az (8.56a),. .. ,(8.57g) Osszefliggésekre
utalunk.

8.7. A vonalintegralok diszkretizilasa és a numerikus megoldas egyenletrendszere.
A szokasos és jol ismert eljarast [3| alkalmaztuk a direkt modszer integralegyenleteinek megol-
dasara. A program Fortran 90 programozasi nyelven késziilt.

Az alabbiak az algoritmus legfontosabb jellegzetességeit ismertetik.

A szamités soran részlegesen nem folytonos, kvadratikus alakfiiggvényeket hasznaltunk. Ezek
an € [—1,1] intervallumra képezik le a tekintett peremelemet. Az alakfiiggvények az n', n? és
73 koordinataju csomoépontokra tdmaszkoddé LAGRANGE polinomok:

1
Nl(ﬁ) - (771 — 7]2)(7]1 — ng) (77 - 772)(77 - 773)7
(8.71) N?*(n) = : )(n —n’)(n—n'),

(n? = 12)(n? — nt
1

N3(n) = (n—n")(n =),
(n* =n")(n* = n?)
ahol el6zetesen az n' = —1és —1 < n? < n® < 1 modon rogzitjiik le a csomdponti koordinatakat,
ha az nn = 1 pontban van a diszkontinuitas, illetve a n> =1 és —1 < n' < n? < 1 moédon, ha az
n = —1 pontban van a diszkontinuitas. Az n' = —1, n? = 0 és > = 1 értékekre a fenti polinomok

a szokasos izoparametrikus approximéciot szolgaltatjak.

Legyen ny,, a csomoépontok szama. Jelolje ny. a peremelemek szamat. Magukat a peremele-
meket az L. modon jeloljik; e =1,..., npe.

Legyenek

u{ . t]i .
(8.72) u; = ¥ és t; = d ji=1,...,np
2 2

a fesziiltségfiiggvények és a —duy/ds elmozdulasderivalt (matrixai) a j—ik csomépontban. A
teljes peremre nézve az

T 1,1 2,2 Npn 4 Nbn
(8.73a) u' = [(ujup |ujus | . futr gt
i ad ——

ul ul ul

1 2 Npp
T 1 1) (2 (2 Nbn (Mbn
N~ —_——

T +T +7

1 2 "bn
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képletek értelmezik a fesziiltségfiiggvények u és az elmozdulasderivalt t matrixat. Az a(j,e)
fiiggvény az e-ik elem globalis sorszamozas szerint j-ik csomopontjanak lokalis (elemen beliili)
sorszamat adja meg. A késébbiek kedvéért az aldbbiakban értelmezziik a

870 iy = (3 [ S@umN O )
| e€J Le |

és

(8.75) by = 3 [ (@ mNG ()T )
_eej Le |

integralokat, ahol az Osszegezés azokra az elemekre terjed ki, melyeknek csomoépontja a j-ik
csomopont; az i rogzitett csomopontot jeldl (ennek kollokacios pont a neve), mig J(n) a JACOBI
féle fiiggvénydeterminans. Felhasznalva a (8.72),...,(8.75) alatti és a

(8.76) Cii = [can(Qi)]
valamint a
hij+ci  ha i=j
8.77 h;; =14 - .,
(8.77) J { h;; ha i#j
jeloléseket a
(8.78)
up tl
t
[hj; hyp -+ hy,, | u2 =[ba b -+ by, || 7 =1,
unbn tnbn

o
egyenletet kapjuk a Q@ = @; kollokaciés pontban vett méasodik duél SOMIGLIANA formulabdl. A
fenti egyenletek egyesitése a

h11 h12 . hlmm up bll b12 . blnbn t1
h h -~~~ h .

(879) 2 2 2nn 2 = b21 b22 b2nbn t2
hnbnl hnbw,Q e hnbnnbn Uny, bnbnl bnbn2 e bnbnnbn tnbn

vagy tomorebb formaban irva a
(8.80) Hu =Bt

egyenletrendszerre vezet.

A fenti egyenletben vagylagosan adott az uy, illetve a t; hiszen egy csomoépontban a két érték
koziil csak az egyik ismert a peremfeltételek alapjan. Masként fogalmazva annyi ismeretlentink
van ahény egyenlet all rendelkezésre, és (8.80) alkalmas atrendezése utén linearis egyenletrend-
szert kapunk az ismeretlen csomoéponti értékekre. Az ismeretlen csomoponti értékek meghataro-

zasa utéan pedig ismertnek vehetjiik az u)\(]\(;_f ) és t)\(]\o4 ) mezdfiiggvényeket a teljes £, kontiron.
Kovetkezésképp bels6 pontokban a (8.50) els§ dual SOMIGLIANA formula segitségével szamithato
ur(Q), a (8.55), (8.56a,...,b) és (8.57a,...,g) képletek felhasznalasaval pedig a t11(Q), t12(Q) és
t92(Q) fesziiltségek adodnak.

Az L, pontjaiban a fesziiltségfiiggvények lokalis approximaciojanak (8.9) jobboldaléaba torténd
helyettesitésével szamitjuk a fesziltségeket.

21. MEGJEGYZES: Ha fesziiltségeket frunk el a teljes £, konturon, akkor t az ismeretlen és
a feladat duél DIRICHLET tipusi feladat.

22. MEGJEGYZES: Ha az elmozdulasmez6t irjuk el§ a teljes £, kontiiron, akkor a fesziiltség-
fliggvényeket tartalmazo u az ismeretlen és a feladat dual NEUMANN feladat. Mivel a konstans
fesziiltségfiiggvényekhez nem tartozik fesziiltség, a fesziiltségfiiggvények csak egy konstans vektor



81

erejéig meghatarozottak. Konstans fesziiltségfiiggvényhez nem tartozik fesziiltség és alakvaltozas.
Kovetkezésképp

duy, zdx”

Ih=——F"= - d—e?m)\a
S

ahol a ? — mint egy adott pontbeli merevtestszerti forgas — tetszéleges allando, amely zérusnak
is valaszthato. Utobbi esetben t = 0 és ha a konstans fesziiltségfiiggvényeket az up = 1 (k =
1,...,mp,) modon vessziik fel, akkor azt kapjuk, hogy

2Npn 2npp

(8.81) Z H;; =0 vagy ami ugyanaz, hogy H;; = — Z H;; 1=1,2,...,2npp;
j=1 j=1
(i#3)

ahol H;; a H matrix egy eleme.

23. MEGJECGYZES: A képlet jelentGségét az adja, hogy a c.y-at is magaba foglalé — v.0.:
(8.76) és (8.77) — H;; meghatéarozasa, hasonloéan a priméal rendszerbeni feladatokhoz, CAUCHY
féle foértékben vett integralok numerikus szamitésat igényli. Ezek az integralok a fenti képlet
alapjan, azaz a H;; méatrixelemek ismeretében, numerikus integralds nélkiil adodnak. A H;;
maéatrixelemek szamitasa persze nem megy numerikus integralas nélkil, de ezek az integralok
nem szingulérisak és a szokvanyos GAUSS integréilassal szamithatok.

Ha kiils§ tartomany a vizsgalt tartoméany, akkor egy taggal béviil a megoldandé egyenletrend-
szer. Definidljuk az G méatrixot az

(8.82) o' = [ uy|uiaz] ...yt p ]
aT Al al

egyenlettel, ahol 61; egy olyan méatrix amely a Q; (j = 1,...,n,) pontokban vett 1, értékeket
tartalmazza. Ezzel a jeloléssel az

(8.83) Hu = i + Bt.

alakban irhato fel az ismeretlen csomoéponti értékekre megoldando6 egyenletrendszer. A

ann
(8.84) Hy=—Y Hy+1, i=12... 2m,
j=1
(i)
egyenlet kihasznalasaval ismét elkeriilhetd az erdsen szingularis integralok szamitésa. A (8.84)

egyenlet ugyanugy kaphato meg mint a belsé tartoményra vonatkozo (8.81) alatti parja. Feltevés,
hogy az ti;-ban 4ll6 ¢, allandot — lasd a (8.59) Osszefiiggést — zérusnak vélasztjuk.

8.8. Szampéldak. Amint mar emlitettiik Fortran forrdsnyelvi program késziilt a numerikus
megoldas kiszamitasara. A fordité Microsoft Fortran Power Station, Version 1.0c. Az aldbbi
harom teszt feladat jol illusztralja a kidolgozott eljaras megbizhatosagat. Az els6 két esetben
a 8.2. abran vazolt r, = 10 mm sugart, koralaktt A tartomény képezi a vizsgélat targyat. A
tartomany anyaganak p = 8 - 10* MPa rugalmassagi modulusa és v = 0.3 a POISSON tényezd.

J
J
2l I
P‘/Slr(p 192 P .P
X ¢ Bl X

8.3. abra.
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1. Mintapélda: A BC iven o, = 100 MPa a radialis fesziiltség (sugériranya terhelés). A
CB iven u, = (1 —2v)o,r, /21 a radidlis elmozdulas. Konnyt ellendrizni, hogy a fenti értékek a
tartomany egy homogén fesziiltségi dllapotahoz tartozé peremértékek. A vonatkozd megoldasokat
—r és ¢ polarkoordinatak — a

F1=Fz =00y = 0orsing, Fo=Fy = —0o% = —0,T COS
Ozx = Oyy = Oo Txyzoa
1-—2v 1—2v .
Uy = oo = OoTSin g,
21 21
1—-2v 1—-2v
Uy = ooy = 0T COS
Yy 2% oY 2 o 2
képletek adjak. A BC iven
ux:fm:UorOSinSO’ uy:fy:—gorocosgp;
a C'B iven pedig
¢ du, 1-—2v . du, 1-—2v
—t. = — OoSIN Y, -, = — = 0o COS
v ds 2M ° ¥ ty ds 2M o '

a peremfeltételek. Az alabbi tablazat a fesziiltségek szamitott értékeit tartalmazza:

x [mm| | y [mm]| | 04, [MPa] | 7, [MPa] | 0y [MPa]
-7.50 0.00 | 99.99927 | 0.0001113 99.99983
-5.00 0.00 | 99.99912 | 0.0000478 99.99988
-2.50 0.00 | 99.99917 | 0.0000182 99.99983

0.00 0.00 | 99.99918 | 0.0000000 99.99982
2.50 0.00 | 99.99917 | 0.0000182 99.99983
5.00 0.00 | 99.99912 | 0.0000478 99.99988
7.50 0.00 | 99.99927 | 0.0001112 99.99983
7.50 5.00 | 99.98317 | 0.0048330 | 100.00853
5.00 7.50 | 100.00854 | 0.0048269 99.98308
9.00 1.00 | 99.96938 | 0.0122755 | 100.02786
I. tablazat

A szamitas soran 16 egyforma elemre osztottuk fel a teljes peremgorbét (azaz nem hasznéaltuk ki
a szimmetriabol adodo lehetGségeket.)

2. Mintapélda: Az a tartoméany B és C pontjaiban P = —100.0 N/mm nagysagi nyomoers
mukddik. Ezeket a viszonyokat a 8.2. abra jobboldali fele szemlélteti. A terhelés jellegébdl
kovetkezGen a BC és C'B iveken rendre

F. = P=-100, Fy =0,
Fr = 0, Fy=0
a peremfeltétel. A feladatnak ismert a pontos megoldasa [39]. Az ébra jeloléseivel
2P [0053 ¥ cos® 192} P
Ogax = —— - 5
™ 1 T2 TTro
2P [sin ¥y cos?¥;  sinds cos? 192]
Tey = —— - 5
s T T9
2P [sin?¥; cos®?;  sin? ¥y cosdy P
Oy = — —
vy s 1 9 TTo

a feszliltségek értéke a tartomany x,y koordinataju pontjaiban. A II. tablazat néhany jellegzetes
pontban megadja a pontos — ez a pont koordinatéit ad6 sorban van — és a peremelem modszerrel
szamitott értékeket:



X [mm| | y [mm] | og, [MPa] | 7, [MPa] | oy, [MPa]
-8.00 0.00 | -32.18467 | 0.000000 3.183099
-31.81677 | 0.000000 3.1565008

-7.00 0.00 | -21.78238 | 0.000000 3.183099
-21.59899 | 0.000000 3.148007

-5.00 0.00 | -13.79343 | 0.000000 3.183099
-13.73097 | 0.000000 3.166082

-3.00 0.00 | -10.80854 | 0.000000 3.183099
-10.77734 | 0.000000 3.171960

0.00 0.00 | -9.549296 | 0.000000 3.183099
-9.528533 | 0.000000 3.173908

0.00 3.00 | -7.533503 | 0.000000 2.218605
-7.525384 | 0.000000 2.215954

0.00 5.00 | -4.965634 | 0.000000 1.145916
-4.969546 | 0.000000 1.148126

0.00 7.00 | -2.551956 | 0.000000 0.372921
-2.562635 | 0.000000 0.375987

II. tablazat
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A szamitas soran 40 egyforma elemre osztottuk fel a teljes peremgorbét. Ennek ellenére vala-
mivel nagyobb a relativ hiba mint az el6z6 feladatban. A hiba novekszik ha a C' (illetve a B)
fesziltségeyiijté pont felé haladunk, mivel ekkor végtelenhez tart a o,, normalfesziiltség. Nyil-
vanvald, hogy véges szakadasa van a fesziiltségfliggvény értékének az erék tamadéaspontjaiban.
A szakadas korrekt kezelése érdekében a vonatkozod elemek egyik végpontjaban nem folytonos
(partially discontinuous) alakfiiggvényeket alkalmaztunk.

A numerikus megoldéast nemcsak a II. tdblazattal, hanem a 8.4.-8.7. 4brak révén grafikusan is
szemléltetjiik. Az analitikus megoldést folytonos vonal, a numerikus megoldast pedig gyémantok

abrézoljak. Az abrak léptékében szinte érzékelhetetlen a két megoldas kozti kiilonbség.

o

o ]
W*——@;fﬁi o 3
T T

bt
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8.4. abra. Pontos és numerikus megoldés — 0, értéke a vizszintes atmérdén
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8.5. abra. Pontos és numerikus megoldas — o, értéke a vizszintes

8.6. abra

-Sigma_xx
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. Pontos és numerikus megoldas — o,, értéke a fliggtleges
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atmérén

atmérén

8.7. abra. Pontos és numerikus megoldas — oy, értéke a fiiggsleges atmérén
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3. Mintapélda: Béar az L, peremgorbe és az anyagjellemz8k ugyanazok mint az elézd két
feladatban a vizsgélat targyat képezd tartomany azonban olyan kiils§ tartomany — lasd a 8.8.
abrat — amelyre a 0,,(00) = 100[MPa], 0,y(00) = 0ys(00) = oyy(00) = 0 fesziiltségallapotot
irjuk el6 a végtelen tavoli pontban.

y
A
0 X
Ty
o (@) |- D —»| 0,

8.8. abra. Az r, = 10 [mm] sugari és O kozéppontt korrel hatarolt kiils§ tartomany

Amint az jol ismert a polarkoordinatarendszerben irt

(-5 (319

(147

_ Zex(0) Kl ey @) sin2<p}
r

Orp = 5
képletek a fenti probléma pontos megoldasait adjak a fesziiltségekre nézve |79, 39).

O0(00)

X [mm| | y [mm| | 0 [MPa] | 7,y [MPa] | oy, [MPa]
0.00 | 10.00 | 300.0395 | 0.0000000 | 0.001035
300.0000 | 0.0000000 0.000000

0.00 11.00 | 243.7623 | 0.0000000 21.51840
243.7743 | 0.0000000 | 21.51494

0.00 12.00 | 207.0554 | 0.0000000 31.82829
207.0602 | 0.0000000 |  31.82870

0.00 | 13.00 | 182.1018 | 0.0000000 | 36.23794
182.1049 | 0.0000000 36.23823

0.00 | 14.00 | 164.5539 | 0.0000000 | 37.48413
164.5564 | 0.0000000 37.48438

0.00 15.00 | 151.8498 | 0.0000000 37.03671
151.8518 | 0.0000000 |  37.03704

III. tablazat

A TII. tablazat az y tengely mentén hasonlitja Ossze a szamitott (els6 érték) és pontos megoldast
(mésodik érték). A szamitéas soran 16 egyforma nagysagu elemre osztottuk fel az £, peremgorbét.

8.9.

1. Az egyértékiiség feltételeinek meghatarozasa tobbszorosen Osszefiiggd tartomany és a ve-
gyes peremértékfeladatok azon osztalyara, amikor az egyes kontirgorbék paros szami ivre
vannak felosztva és az iveken valtakozva fesziiltség, illetve elmozdulas az eldirt.

2. Az elsérendti F1 = F, Fo = F, fesziiltségfiiggvényekre vonatkozo alapmegoldéas és ennek
birtokdban a fesziiltségi tenzorra, az alakvaltozasi tenzorra, illetve az elmozdulasvektor

Eredmények. Az egyes eredményeket sorszamozzuk.
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ivkoordinata szerint vett derivaltjara vonatkozé alapmegoldasok — v.6.: (8.35), (8.39),
(8.40) és (8.42a,b) képletek — elsallitasa.

3. A bels6 tartomannyal kapcsolatos (8.50), (8.53) és (8.54) dual SOMIGLIANA képletek vala-
mint a tartoméany belsd pontjaiban a fesziiltségeket ado (8.55), (8.564a,...,g) és (8.57a,...,8)
képletek elgallitasa és ezzel Osszefiggésben az Uiy (M, Q), Tin(M, Q) alapmegoldasok tu-
lajdonsagainak vizsgalata. FEzzel valojaban megtortént a direkt moédszer peremintegréle-
gyenleteinek levezetése belsd tartomanyra.

4. A kiils6 tartomannyal kapcsolatos (8.64), (8.67) és (8.68) dual SOMIGLIANA képletek va-
lamint a tartomany belsé pontjaiban a fesziiltségeket ado (8.70) képlet elsallitasa. Ezzel
val6jaban megtortént a direkt modszer peremintegralegyenleteinek levezetése kiilss tarto-
ményra. Kilon szépsége a kapott eredményeknek, hogy a végtelenbeli konstans fesziiltsé-
gallapot része a kiilsé tartoméanyra vonatkozé formalizmusnak.

5. Algoritmus és szamitoprogram kidolgozésa mind a bels§ mind pedig a kiils§ tartoméanyra
vonatkoz6 peremértékfeladatok megoldasara kvadratikus peremelemek felhasznalaséval.
Ezzel 6sszefliggésben annak igazolasa, hogy a H rendszermatrix bels6 tartoméanyon a
(8.81) kiils6 tartoméanyon pedig a (8.82) képletnek tesz eleget. A képletek jelent&ségét
az adja, hogy elkeriilhet§ segitségiikkel az erdsen szingularis H;; integralok valamilyen
integralformula alapjan torténé szamitasa.

A vonatkozo publikaciokat illetGen a |67, 69] elsadasokra, a [68] cikkre, valamint a |77] konyv-
részletre utalunk. A felsorolt eredmények 100%-ban a szerzé eredményei.
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9. PEREMELEM MODSZER SIKFELADATOKRA PRIMAL RENDSZERBEN — A KULSO
TARTOMANYRA VONATKOZO EGYENLETEK PONTOSITASA

9.1. Irodalmi elé6zmények. Bar igen nagy azon cikkek szdma, melyek a peremelem modszer
sikrugalmassigtani alkalmazasaival foglalkoznak — a teljesség igénye nélkiil emeljiik ki ehelyiitt
a [84, 21, 49, 10, 9] cikkeket, valamint a |3, 20| konyveket (az utobbiakban tovabbi hivatkozé-
sok is talalhatok) — a feladat kiils6 tartoméanyokra torténé megfogalmazasanak mindeniitt az a
hatranya, hogy nem irhatok els fesziiltségek a végtelen tavoli pontban.

Ami az okokat illeti ismét hivatkozunk a [10] tanulmanyra, amelyben feltevést fogalmaznak
meg az elmozdulasmezd végtelenbeli viselkedésére vonatkozoan. A megfogalmazott feltevés mel-
lett lehetévé valik a BETTI formula felallitasa valamint a DIRICHLET és NEUMANN tipust pe-
remértékfeladatok unicitdsanak és egzisztencidjanak igazolasa. A feltevés ugyanakkor kizéarja
az elméletbdl azokat a feladatokat, amelyre nézve az elmozdulasmez&hoz konstans végtelenbeli
alakvaltozasmez§, kovetkezésképp konstans végtelenbeli fesziiltségallapot tartozik.

Szeretnénk hangsulyozni, hogy ezek a feladatok is megoldhatok a szuperpozicio elv alkalma-
zasaval.

Ennek ellenére, felmeriil az a kérdés a 8. Fejezet eredményeinek fényében — itt a 4. alatt felso-
rolt eredményekre utalunk (lasd a 86. oldalt), ismét hangsilyozva, hogy a végtelenbeli fesziiltségi
allapot dual rendszerben a formalizmus része —, vajon a végtelenbeli konstans fesziiltségallapot
leirasdhoz sziikséges tagok primal rendszerben beépitheték-e a formalizmusba.

9.2. Célkittizések. A jelen szakasznak az a célja, hogy valaszt adjon a felvetett kérdésre
kimutatva, hogy az elmozdulasmezs végtelenbeli viselkedésére kirott alkalmas feltevés mellett a
végtelenbeli fesziiltségi allapot beépithetd a kiils§ tartomanyra vonatkozé formalizmusba.

Az eredményeket a [66] tanulmany kozolte.

9.3. A sikrugalmassagtan egyenletei primal rendszerben. A jelen fejezetben, ugyanigy
mint a 8.4. szakaszban, indexes jelolést és derékszogl kartéziuszi koordindtarendszert alkalma-
zunk. A vizsgalat targyat képezs egyszeresen Gsszefliggd tartoméanyt A, peremgorbéjét L, jeloli
— szem el6tt tartva a késébbi atalakitasokat is hivatkozunk ehelyiitt a 8.2. &brara.

Sikalakvaltozas feltételezése mellett homogén izotrop testre a klasszikus rugalmassigtan me-
zGegyenleteit az

1
(9.1) eprn = 5(3;)% + u,0))
kinematikai egyenlet, a
v
(9.2) tp>\ = 2,u (€p>\ + E(Sp)ﬁ(p(p)
HOOKE torvény és a
(9.3) tp)\a)\ + bp =0

egyensulyi egyenletek alkotjak. A fenti egyenleteket ki kell egésziteni a vonatkozo peremfeltéte-
lekkel. Ezeket nem részletezziik mivel nem jatszanak kozvetlen szerepet a gondolatmenetben.
Az uy-ra vonatkozo alapegyenlet a

(9.4) D,\uy + b =0
1
alakban irhato fel, ahol
1
(9.5) D,y = Adp\ + Eapéh, A = 0,05 .

Jelolje ismét Q(&1,&2) és M (z1,x2) a forraspontot, illetve a hatas pontjat — v.6.: 8.4. szakasz.
A @ pontot egyenldre rogzitettnek vessziik. R a @ és M pontok tavolsaga, r, pedig az M pont
() pontra vonatkoztatott helyvektora.

Az M, illetve @ folott 4llo kis karika azt jelenti hogy a pont az L, peremgorbére esik: M, Q.



88

A (9.4) alapegyenlethez tartozo alapmegoldasokat az

1 1 rery 1 — 8v
(9.6) Ure(M, Q) = Sl =) [(3 —Av)In Soen + o — 5,@,\}
és
1 1 NoTo ThTA
(9.7) The(M,Q) = pr T [(1 —2U)(NATK — M\ — NpTg Oip) — 2 f2 }

képletek szolgaltatjak, ahol
UA(M) = U/\H(M7 Q)eH(Q) és t)\(M) = TA/{(Ma Q)eH(Q)

az elmozdulasvektor, illetve a fesziiltségvektor az ny = ny(M) normalisu feliiletelem M pontja-
ban a @ pontban mikods e, = e, (Q) erd hatasara.

9.4. Alapképletek kiilsé tartomanyra. A 8.2. abra az L,, L. és az O kizépponti R
sugartt Lp korrel hatarolt haromszorosan osszefiiggs AL tartoméanyt szemlélteti. L. a @ pont
R, sugaru A, kornyezetének peremgorbéje. Az R, feltevés szerint elegend@en nagy ahhoz, hogy
teljes egészében magaba foglalja mind £,~t, mind pedig L.~t. Tovabbi feltevés, hogy A. az A,
tartomény belsejében fekszik. Nyilvanvalo, hogyha (R — oo és R, — 0 akkor AL — A..

Legyen wu, (M) és g.(M) két elegendSen sima — legalabb kétszer folytonosan derivalhato —
egyébként tetszdleges vektormezs ' Acm. Jeldlje ¢y [u,(M)] &8 tas [9,(M)] az u, (M) és g, (M)
vektormez&kbdsl mint elmozdulasmezskbdl adodo fesziiltségeket. A parcialis integralasok elvég-
zésével belathato

(9.8) /A

N [MM) (u %MMM)) ~ (M) <u %A(,%(M)ﬂ dAy =

-
e

o G P PO P e ) ] S
# ) [0t 80| 10 = 5 (01 ()| 0|

f (30t 930 (01) = g5 30 s 81) | o3| s

egyenlet, amelyben a betd felett allo6 M azt jeloli, hogy a vonatkoz6 derivalasokat az M pont

koordinatai szerint vessziik, mig n,(M) az M pontban vett kiilsé normalis, a SOMIGLIANA
identitas primal rendszerben sikalakvéltozés esetén [24]'2. Legyen ¢5(Q) = Uxx(M, Q)ex(Q). Ez
a fliggvény az A, tartomany egy nemszingularis rugalmas allapota — a () pont ui. nem része
ennek a tartomanynak. Legyen tovabba az uy(M) az A., kovetkezésképp az Al tartomany(ok)
egy rugalmas allapota, amely tetszéleges a végesben, de aszimptotikusan simul a

(9.9) ﬂH(M) = Cx T E3prTpP + enﬁ(oo)xﬁ

fiiggvényhez, ha xg, vagy ami ugyanaz, ha M tart a végtelenhez. Itt c, egy merevtestszeri
eltolodas, ¢ = 3 a merevtestszeri forgas a végesben, ¢, + €3,.7,¢ a vonatkozo merevtestszeri
mozgas, mig e,3(00) allando alakvaltozasi tenzor a végtelen tavoli pontban — a megfelel6 mozgést
az eqg(00)xg tag adja. Az ey3(00)-hoz tartozo fesziiltségek a HOOKE torvény felhasznalasaval
hatarozhatok meg:

(9.10) t(09) = 2 (e (09) + g Omacion(0)

HKideriil a tovabbiak folyamén, hogy a két bevezetett vektormezd elmozdulasmezs szerepét tolti be, ez az
(M) vektormez6 esetén az elmozdulasmezdre megszokott jelolés alkalmazasanak indoka.
1277 idézett mi térbeli feladatokra adja meg az identitast és a jelolésrendszere is kiillonb6zé.
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A fenti képletek SOMIGLIANA identitasba vald helyettesitésével kapjuk, hogy

(9.11) /

uy (M) ( m %AJUM(M, Q)) - (u %Mua(M )) Une(M, Q)] dAn es(Q) =

J
o
.

mivel ¢y, [up(M )} ne(M) = t\(M) a fesziiltségvektor a peremgorbén. Kovetkezésképp

|: T)\,{ M Q) —t)\( U)\,{ M Q dSo eﬁ

o

o

€

[UA )Tk ( M Q)—tA( YUk ( M Q] dS er(Q

|:U)\ T/\n M Q) - ZL’/\( U)\Ii M Q dS e/-e

=

- [gpm‘b] 1e(M) = Tan(M, Q)en(Q) -

Ha tartozik térfogati terhelés az u, vektormezshoz, akkor (9.4)-bdl kovetkez&en nem zérus a

<,u %AJUJ(M)> Uxs(M, Q)

tag értéke. Mivel azonban a gondolatmenetben és a megkapni remélt plusz tagokban nem jéatszik
szerepet a térfogati terhelés, feltételezziik tovabbiakban, hogy az zérus értékd.

Nyilvanvalo, hogy elhagyhatjuk az e, (Q)-t. Ami az igy adodo eredményt illeti az a célunk,
hogy tisztazzuk mi az egyenlet hatarértéke, ha R, — 0 és .R — oco. A baloldal eltiinik a fenti
feltételek teljesiilése esetén és amint az jol ismert (lasd pl. |3, 20]).

f{ o F lim .--:uH(Q)+}1§ [un(W)Ts (M, Q) — 2 (M)Une (M. Q)] ds .

R:—0 Le

Ez azt jelenti, hogy

(9.12) us(Q) = lim [t,\(ﬂ})UAE(A(ZI,Q)—u,\(J\})TM(J\},Q) ds

e R— 00 LR
+f [m(i\%%(i\‘h@)—uA<J\°4>TM<A°4,Q> ds

Az utobbi képlet fényében az els6 SOMIGLINA féle formula kiils§ tartoményra térténd levezetése
a jobboldalon all6 els6 integral hatarértékének meghatarozasat igényli.

9.5. A kiils6 tartomanyra vonatkoz6é Somigliana formulak mddositasa. A jelen sza-
kasz célja a keresett hatarértéket adod

(913) I, = lim [m(ﬂ%m(z\?,@)—uA<A°4>TM<A°4,Q> ds . =
Lr

eR—s 00
=y + 53pn§p§0 + enﬁ(oo)gﬁ = ﬂ%(Q)
képlet igazolédsa. Helyettesitsiik, figyelembevéve az

o o

z5(M) = ¢Rng(M)
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osszefiiggést, ty,(00)n, (M)t a ty\(M) helyére és cy + e3,02pp + €x3(00)xg—t az uy(M) helyére.

Ily moédon kapjuk, hogy

L @ 6 @ o
(9.14) I.=1I.+ I+ Io+ I,=— lim e\Tne(M, Q) ds -

e R— 0 Lr

—  lim €3pA eRQO % np(M)T)\K](M’ Q) ds o
R—>00 Lr M

e

+ lim t)\p(oo)j{ np(M)U)\Ii(M7Q)dSO
eR—00 Lr M

~ lim eng(00)eR 7{ nﬂ(M)TM(J\?,Q)dSM
LR

eR—0

1. MEGJEGYZES: Osszhangban a (9.9) dsszefiiggés kapcsan mondottakkal mind a fesziiltségek,

mind pedig az alakvaltozasok allandok, kévetkezésképp fiiggetlenek az s ivkoordinétatol.

Mivel
7{ T)\H(M, Q) dso = —0d5\ ©és €3pA 7{ TPTA,Q(M, Q) ds. =0
Ch M M

Lr

(a masodik integral @ pontban miikods egységnyi eré okozta és az L koron ébreds fesziiltségek

origora vett nyomatéka), ezért irhatjuk, hogy

n © o
(9.15) I.+ Iy =co— lim €3, @j{ (&p+1p)Tae(M,Q)ds o
e R— 0 R M
=c. — lim [€3p)\ @fp% Tre(M,Q)ds o + 31 @7{ rpThe(M,Q)ds o
e R— 00 Lr M Lr M

= Cx +53pfe§05p7

ami vildgosan mutatja, hogy a (9.15) Osszefliggés merevtestszert mozgast allit els.

Els6 1épésben sorba kell fejteni az Uy, és T, alapmegoldasokat az R sugar 1,0, —1,—2 etc.

kitevsji hatvanyai szerint. A sorfejtés alapjaul a duél rendszerben mar alkalmazott (8.65a,..

Osszefiiggések szolgalnak. Ezek felhasznalasaval kapjuk, hogy

B (1) (32) (33) (34) (35)
(9.16) I.= I, + I.+ I.+ I.+ I.=

. 1
= lim ty,(00) %LR n,C1 (3 — 4v) [ln = + Cgém] ds]\%

e R— 00 e

+ lim t,\p(oo)jg n,C1 (3 — 4v)

eR—s 00 Lr e

+ lim t,\p(oo)% anln)\n,@dsz\o/[

e R— 00 LR

+ lim )\p(oo)y{ anﬂn,\n,i%dso
Lr R

e R— 00 e M

1
— i Ci— ,.C ) ds o
111 t,\p(OO) %CR np,Li R (5)\” + n,\§ ) SM

e R— 00 e
és
(4) (41)  (42)
Io= I+ I, =
dS o
= lim enﬁ(ooﬂﬂ(l - 27/)01 % ng (n)\fn + n/@&)x + nozga(sx\n +e R(S)\Ii) M
eR— 00 Lr eR

naa B i
R R

+ lim 655(00)4;1017{ ng <n)\n,€+3n,\n,€
Lr

eR—0

(5)\”& + n)f/i)) dSJ\C;I

.d)
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ahol ) -5
—8v
Ci=c—m—— s Oy = .

" 8ru(l—v) eb ? 2

B @
Az I és I, integralok szamitasa soran vegyiik figyelembe — megismételve részben a 78. oldalon
mondottakat — hogy:

1. Az Lg koron
(9.17) ng = (sind, cos V)

a kiils6 normaélis, ahol ¢ a polarszog.
2. Az Lg kor iveleme a

(9.18) dso = R
M

alakban irhato fel.

3. Ha .R — oo akkor az R egyiitthatoi mindig a kovetkez§ alakban irhatok fel: egy a
végtelenben allando kifejezés az

2w
/ sin™ ¥ cos”® 9 dv)
0
integrallal szorozva, ahol természetes szamok az n és k kitevék, de maga az integral zérus
értékd.
4. Ami az R nulla kitevsjd hatvanyait illeti hasonloak az egyiitthatok, de tartalmazzik a

&t és a vonatkozd trigonometrikus integrélok nem sziikségképp zérusok.
5. A képletekben megjelend trigonometrikus integralokat az alabbiak részletezik:

2 27
/ sin? 9d9 = / cos?9dY =7,
0 0

27 27 27 2
/ sin319d19:/ sin21900s19d19:/ sin19008219d79:/ cos> 9 dy =0,
0 0 0 0
2 27 3
(9.19) / sin? 9 dy = / costVdd = Sn
0 0 4
2 2
/ sin® ¥ cos YdY) = / sin ¥ cos® 9dy = 0,
0 0

27 1
/ sin? Y cos?9dY = ~7
0 4

Az integralasok elvégzése utan

(31)  (33)
l,=1,=0,
(32)
I,=C1m(3—4v) [t (00)61 + tea(o0)Ea]
(34)
(9.20) I = C1md [3t11(00)€1 + 2t12(00)E2 + taa(00)&2] |
: (34)
Iy = CﬂT% [t11(00)52 + 2t12( )51 + 37522(00)51]
(35)
I1 = =017 [2t11(00)&1 + t12(00)Es + taa(o0)&1]
(35)
Iy = —C1 [t11(00)&2 + t12(00)€1 + 2ta2(00)E2]
illetve
(a)
I ,=Cim2p (1 —2v) [e11(00) + e22(00)] &y s
(9.21) @ __ _
I, Crmdp (1 —2v) [2e11(00)&1 + e21(00)&2 + e21(00)&1]
(42)

I 5 =—Cimdp (1 —2v) [e11(00)&2 + €21(00)81 + 2€21(00)&2]
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az eredmeény. Felhasznéalva a (9.20), (9.21) és (9.3) Osszefiiggéseket kovetkezik, hogy

()R]
I,.+ I,= e,ig(oo)fg .

SO )
Ha elhagyjuk a merevtestszeri mozgast, azaz zérus értékiinek tekintjiik az I, + I, Osszeget,
akkor kapjuk, hogy

I, = enﬁ(oo)fﬁ s

amit felhasznéalva azonnal kovetkezik az elsé és modositott SOMIGLIANA formula a (9.12) és (9.13)
Osszefliggésekbdl:

922) 1(Q) = 6uaI&(Q)+ f, [ENUWILQ) - (BT (. Q)] ds

o

Qe A

[¢]
Ha @ = @ az L, koron van, akkor semmi sem véltozik az Lp koron vett integral hatarértéke
tekintetében. Kovetkezésképp

o o o o

923) CofQup(Q = exalo0)56(@ + f, [t BNUMT. Q) = in(EDTnOT, Q)] ds,.

o

Q:COQE'CO

ahol Cy, = d,p/2 ha sima a peremgorbe a @ pontban. Ez az egyenlet a direkt modszer modositott
integralegyenlete primal rendszerben (vagy a masodik SOMIGLIANA formula kiilsé tartoméanyra).

Ha a @ pont az L, peremgorbén beliil helyezkedik el, azaz az A; tartomanyban van, akkor
nem nehéz az el6zGek alapjan belatni, hogy

9:21) 0= cup(oc)éa(@ + § [m(ﬂ%%(ﬂ‘l@)—uw@f)mzﬁf,@] s .

Lo
Q=QedA

ami a harmadik SOMIGLIANA formula kiils§ tartoményra. Munkaigényes formalis szédmolassal
lehet megmutatni, hogy a () pontban ébredd fesziiltségek a

(025)  teo(Q) = tuo(o0) + ;4 (M) D (M Q) ds . — ;4 u (1) S (M1, Q) ds -

o o

képletbdl adodnak, ahol — amint az jol ismert —, a Dy.o (M, Q) és Skis(M, Q) kéttpont métrixokat
a

Y _ 1 1 "TkTo
(9.26) Dano (M, Q) =~ [(1 20)(\Dug = o = anl's) = 2225 ]
és
o " 1 2
(9.27)  Sxko(M,Q) = w10 R 2T [(1 = 20)r) 6k + V(OanTo + OroTx)]

AT RT 2
Arlo + —v(ngrare + nerary) — (1 — 4v) nadxo

T8 TRt

1
+ ﬁ(l —2v) (2naTkTe + Nkdre + ngé)\,{)}

Osszefliggések szolgéltatjik.
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9.6. Eredmények. A klasszikus rugalmassagtan sikfeladataival kapcsolatos modositott (9.22),
(9.23) és (9.24) SOMIGLIANA formuldk levezetése kiils§ tartoméanyra, valamint a tartoméany belss
pontjaiban a fesziiltségeket ado képlet modositasa — v.0.: (9.25) Osszefliggés — primal rendszer-
ben. A kapott Osszefliggések révén a végtelenbeli konstans fesziiltségéallapot is részévé valik a
kiils6 tartomanyra vonatkoz6 formalizmusnak.

A fenti eredményt a [66] cikk tartalmazza. Ez 100%—ban a szerzé eredménye.
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10. OSSZEFOGLALAS

10.1. Az értekezésben megoldott tudomanyos feladatok el6zményei, célkitiizések.
10.1.1. Eldljaroban a széhasznalat egyértelmiivé tétele érdekében roviden attekintiink néhény —
részben méar eddig is emlitett — fogalmat.

Az értekezés gondolatmenete — kiilon emlités nélkiill — a dual rendszerre vonatkozik. Ahol
primél rendszerrdl van szo ott arra az értekezés kiilon felhivja a figyelmet.

A sikbeli és térbeli tartomany lehet egyszeresen, vagy tobbszorosen Osszefiiggs.

Azt fogjuk mondani, hogy kompatibilis az alakvdltozasi tenzor (az alakvdltozdsi tenzor és a
forgasi alakvdltozdsi tenzor), ha az alakvaltozasi tenzor(ok)bol integréalassal olyan elmozdulas-
mez6 (elmozdulasmezs és fiiggetlen forgasmezs) képezhetd, hogy abbdl (azokbol) amely(ek)bdl,
felhasznalva a primal rendszer kinematikai egyenleteit — amelyek az alakvéltozasi tenzort (az
alakvaltozasi tenzort és a forgasi alakvaltozési tenzort) adjak meg az elmozdulasmezével (az el-
mozdulasmezdvel és a fliggetlen forgasmezovel) kifejezve — visszakapjuk az alakvaltozasi tenzort
(az alakvaltozasi tenzort és a forgasi alakvaltozasi tenzort).

Az alakvaltozési tenzormezSk kompatibilitasat a kompatibilitasi feltételek biztositjak.

A wirtudlis munka elv, barmely alakjat tekintjiik is (klasszikus esetben [29]|, mikropolaris eset-
ben [60] ad attekintést az dual alakjairol), mindig anyagegyenlettdl fiiggetlen elv.

Ezzel szemben a rugalmassdgtan varidcios elvei esetén, mind a primal mind pedig a dual rend-
szerben — vagy a mellékfeltételeken keresztiil vagypedig kozvetleniil a vonatkozé funkcionalban
— megjelenik az anyagegyenlet.

Szabad varidcios feladatrdl beszéliink, ha nincs mellékfelétel a vonatkozo funkcional értelmezési
tartomanyét alkoté mezdkre nézve. Ekkor az értelmezési tartoményt alkoté valamennyi mezé
szabadon varialhato.

A Fklasszikus rugalmassdgtan SOMIGLIANA képletei [50] a potencidlelmélet tigynevezett Green
képleteinek rugalmassagtani altalanositdsai. Ha ismerjiik a teljes peremen az elmozdulas- és fe-
sziiltségmezdt, tovabbé az tigynevezett els6rendi és masodrendd alapmegoldasokat, akkor az elsé
SOMIGLIANA képlet felhasznélasaval, integralasokat végrehajtva szamithatd a test belsejében az
elmozdulasmezs. Mivel a peremfeltételek nem adjak meg a teljes peremen az elmozduléas- és
fesziiltségmezdt, tovabbi egyenlet szilikséges ezek szamitasara. A masodik SOMIGLIANA képlet
ugyanolyan szerkezet mint az els6 SOMIGLIANA képlet, de a peremen adja meg az elmozdulés-
mez6t. Kovetkezésképp olyan integralegyenletnek tekinthets — ez az tgynevezett direkt modszer
integrdalegyenlete — amelyben a fesziltségvektor az ismeretlen abban a perempontban, ahol az
elmozdulasmezs adott, illetve megforditva az elmozdulasvektor az ismeretlen abban a perem-
pontban, ahol a fesziiltségvektor adott. Ennek az egyenletnek a megoldasa nyitja meg az utat
az els§ SOMIGLIANA képlet felhasznalasa el6tt.

Az egyensulyi feltételek, (egyensulyi mezGegyenlet(ek), és a fesziiltségi peremfeltétel(ek)) fe-
sziltségfiiggvényekkel torténd teljesitésének és a kompatibilitasi feltételek teljesitésének egyen-
letei — matematikai szerkezetiiket tekintve — szoros rokonsagban allnak egyméssal. A kovetkezs
10.1.2. és 10.1.3. szakasz az egyensulyi feltételek fesziiltségfiiggvényekkel torténd teljesitésének
problémakorét veszi szemiigyre, majd a 10.1.4. és 10.1.5. szakasz a kompatibilitasi feltételek
teljesitésének problémait taglalja.

A 10.1.6. és 10.1.7. szakaszok az el6z6ekhez kapcsolodva a rugalmassagtani sikfeladatok
megoldasait tekinti 4t kiillonos tekintettel a peremelem modszer alkalmazasara.

Az el6zmények attekintése utan mindegyik szakasz tartalmazza a vonatkozd megoldando tu-
domaéanyos célkitiizést is.

10.1.2. A klasszikus feladatok keretei kozott MAXWELL [35] és MORERA 37| az egyensi-
lyi egyenlet két egymastol kiillonbozé megoldasat adta meg. Ezek mindegyike héarom—hérom
fesziiltségfliggvényt tartalmaz. BELTRAMI |5] észrevette, hogy az emlitett és mas megoldasok
is megkaphatok az altala javasolt megoldéasbol, feltéve hogy a megoldasdban allo szimmetrikus
tenzor alkalmasan valasztott harom—harom elemének helyére zérust irunk. A BELTRAMI féle
megoldas teljességét tobbek kozott ORNSTEIN [43], GONTHER [15] valamint DORN & SCHIELD
[13] igazolta, a bizonyitdsok azonban csak egyetlen zart feliilettel hatarolt tartoményra érvénye-
sek. Ezt a koriilményt RIEDER [45] vette észre, amikor megfigyelte, hogy tobb zart feliilettel
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hatérolt tartomanyok esetén a BELTRAMI féle megoldas dnegyensiilyi minden zart feliileten, ko-
vetkezésképp nem lehet teljes. A BELTRAMI féle megoldas alkalmas, intuitiv dton valasztott
kiegészitésével egyméastol fiiggetleniil SCHAEFER [47] és GURTIN [16] talalt egyméastol formalisan
is kiilonboz6, de teljes megoldasokat.

Az idézett cikkekben a fesziiltségfiiggvények bevezetése intuitive tortént. Ebben a tekintetben
az elérelépés TONTI [80] és STIPPES [55] érdeme, akik a nem teljes BELTRAMI féle megoldést
variacios elvbél (ToNTI), illetve a virtualis munka elvbdl (STIPPES) szarmaztattak. Probléméat
jelentett azonban, hogy mellékfeltételként a hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi feltételt
alkalmaztak, holott ezek nem fliggetlenek egymastol [29]. Ebbdl adodik, hogy az igy nyert
megoldas, amely megegyezik formailag a BELTRAMI féle megoldassal hat fesziiltségfiigguényt foglal
magdba, holott BELTRAMI szerint hdrom fesziiltségfiigguény elegendd tetszdleges fesziiltségi dllapot
megaddsdhoz, ha a tartomdnyt egyetlen zdrt feliilet hatdrolja.

Ez az ellentmondas az tin. SOUTHWELL féle paradoxon [51], [52| dualis parja — az utobbira
nézve lasd a 10.1.4. szakaszt. Erdemes azt is megemliteni, hogy a matematikai atalakitasok
soran mindkét szerzd, azaz TONTI is és STIPPES is figyelmen kiviil hagyta a test hatarfeliiletén
megjelend integralokat és azt is feltételezték, hogy nincs térfogaton megoszlo teher.

Mikropoldris feladatokra GUNTHER [15] adta meg els6ként az egyensilyi egyenletek fesziilt-
ségfiiggvényekkel torténd megoldasat. Nem vette azonban észre, hogy az altala talalt megoldas
onegyensilyi minden zart feliileten, kivetkezésképp — hasonldoan a klasszikus esetre vonatkozo
BELTRAMI féle megoldéshoz — nem teljes, ha a vizsgalt tartomanyt tobb zart feliilet hatarolja.
A GUNTHER féle megoldas kiegészitésével, egymastol fiiggetleniil, SCHAEFER [48| és CARLSON
[7] talalt formailag kiilonboz8, valojaban azonban egymassal egyenértéki megoldasokat.

Nyitott kérdés maradt azonban a megoldas hatérozottsdganak kérdése — ezen a sziikséges fe-
sziiltségfiiggvények szamanak kérdését értjiik — és ezzel Osszefliggésben a SOUTHWELL paradoxon
mikropolaris analogonjanak megoldasa. Linearis esetben KOZAK—SZEIDL [30] megmutatta, hogy
a kilenc—kilenc fesziiltségfiigguény helyett hat—hat fesziiltségfiigguény elegendd tetszdleges fesziilt-
ségi allapot leirdsahoz.

Mivel a kompatibilitasi mez&egyenletek szama kilenc—kilenc mikropolaris testre — ezeket NoO-
WACKI [41] adta meg (lasd a 10.1.4. szakaszt) —, de ezek nem fiiggetlenek, a SOUTHWELL
paradoxon dudlis parja ugy fogalmazhat6 meg, hogy STIPPES gondolatmenetét [55] kdvetve le-
vezethetGk ugyan az egyensilyi egyenletek megoldasai fesziiltségfiiggvényekkel a virtualis munka
elvbdl, de ez a megoldas kilenc—kilenc fesziiltségfiiggvényt tartalmaz hat—hat helyett. A klasszi-
kus esethez hasonléan arra is tigyelni kell, hogy a megoldas tobb zért feliilettel hatarolt testre is
érvényes legyen.

Az egyensulyi egyenletek megoldéasat tetszdleges terhelésre — egy zart feliilettel hatarolt egy-
szeresen Osszefliggd test esetén — dltaldnos megolddsnak nevezzik.

Teljes az egyensilyi egyenletek megolddsa, ha tobb zéart feliilettel hatarolt egyszeresen Gssze-
fliggs tartomény tetszéleges, azaz az egyes zart feliilletek nem sziikségképpen Gnegyensulyi ter-
helései esetén is teljesiil az egyenstilyi egyenletet.

1. CELKITUZES: Az egyensilyi egyenletek altaldnos és teljes megoldasanak szarmaztatasa
tobb zart feliilettel hatéarolt, egyszeresen Osszefiiggs testre virtuélis munka elv segitségével.
A mellékfeltételek helyes megvalasztasa biztositsa, hogy
(a) klasszikus esetben a megoldas hdrom fiiggetlen fesziiltségfiigguényt tartalmaz és ezzel
a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjat is megoldom,
(b) mikropoléris esetben a megoldés hat-hat fesziltségfiigguényt tartalmaz a és ezzel meg-
oldédik a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjanak analogonja mikropolaris testre.
(¢) A megoldashoz kot6ds cél a térfogati terhelés helyes figyelembevétele, a vonatkozd
integralatalakitasok tekintetében pedig a mechanikai jelentés tisztazasa (kiilonosen a
feliileti integralok vonatkozéasaban).

10.1.3. A klasszikus esetben szamos mii, tobbek kozott ABOVSZKI, ANDREJEV ¢és DERUGA
konyve [1] foglalkozik részletesen a rugalmasségtan variacios elveivel. Ha azonban azokra a varié-
cios elvekkel szoritkozunk, ahol az egyensulyi egyenletek fesziiltségfiiggvényekkel vald megoldésa
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jelenik meg, mint a probléma egyik EULER egyenlete, akkor ebben tekintetben egyedinek te-
kinthet§ az emlitett konyv. TONTI és STIPPES méar idézett cikkeihez képest van elérelépés a
peremen megjelend integralok tekintetében, de az atalakitasok részben hibasak és hidnyoznak
azok a tagok is a megoldasbol, amelyek biztositanak, hogy a megoldés tébb zart feliilettel hata-
rolt tartoméanyon is érvényes legyen.

Kozismert, hogy a kompatibilitasi mezSegyenletek matematikai szerkezete és a 10.1.2. sza-
kaszban emlitett BELTRAMI féle megoldas matematikai szerkezete ugyanaz. Ezt a hasonlosagot
mechanikailag statikai—kinematikai analdgidnak, matematikailag pedig dualitdsnak szokés ne-
vezni. Nyilvanvalo, hogy az alakvaltozasi peremfeltételek teljesiilése biztositja a kompatibilitast
Sy—n. Felidézve, hogy a kompatibilitas és az egyensily duél fogalmak felmeriil a kérdés: ho-
gyan kell megvalasztani a fesziiltségfiiggvényeket az S;—én [S, dudlis parjan| ha azt akarjuk,
hogy ne szarmazzon beldliik fesziiltség. Mas szavakkal: van-e mdd a statikai-kinematikai ana-
l6gia peremfeltételekre vonatkozd kiterjesztésére, azaz dualitas megdllapitdsdra a peremfeltételek
tekintetében?

Mikropoldris esetben is tobb szerzé foglalkozott. A primdl rendszer legfontosabb varidcids el-
vei NOWACKI [41] konyvében lelhetdk fel. A wirtudlis munka elv dudl alakjait és a dudl rendszer
legfontosabb varidcios elveit KOZAK-SZEIDL [31]| és SzZEIDL [59], [58| adta meg. Azok a varia-
cios elvek azonban, ahol az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes, hat—hat fesziiltségfiigguényt
tartalmazé megoldéasa jelenik meg mint EULER egyenlet, még hidnyoznak.

A mikropolaris rugalmassagtanban azonos szerkezettieck a kompatibilitasi egyenletek és az
egyenstlyi egyenletek SCHAEFER féle megoldasanak homogén részei: az {elébbi)|utobbi| meg-
kaphato az (utobbibol)|elébbibsl|, ha abban (k, v) [H, F| helyett (H, F-t)|k, v-t| irunk. Fel-
meriil a kérdés, ugyantgy mint a klasszikus esetben, hogy van-e mdd ennek a statikai—kinematikai
analdgianak, dualitisnak, a peremfeliletre torténd kiterjesztésére.

2. CELKITUZES: A fentiekben részletezett gondolatok (az egyensilyi egyenletek altala-
nos és teljes megoldasat add variacios elvek, integralatalakitdsok a peremen, statikai-
kinematikai analogia) jegyében
(a) klasszikus esetben a vonatkozo variacios elvek modositasa és kiegészitése
(b) mikropolaris esetben a vonatkozd variacios elvek megalkotéasa, tovabba
(c) a statikai-kinematikai analogia kiterjesztése mindkét esetben a peremfeltételekre.

10.1.4. A klasszikus esetben. SOUTHWELL |51], [52] volt az elsd, aki a kompatibilitasi feltételeket a
teljes kiegészit6 energia maximum elvbél '3, mint variacios elvbél szarmaztatta. Ugyanakkor arra
is ramutatott, hogyha harom fesziiltségfiiggvényt alkalmaz — a MAXWELL [35] és MORERA [37|
féle megoldasokat hasznalta fel — akkor csak harom kompatibilitasi differencidlegyenlet kdvetkezik
a hat SAINT VENANT féle kompatibilitasi egyenletek koziil a stacionaritasi feltételbdl. Mivel
egy zart feliilettel hatarolt tartomanyon tetszGleges fesziiltségi allapot megadhaté alkalmasan
valasztott harom fesziiltségfiiggvénnyel — tobb zart feliilettel hatarolt tartoméany és/vagy zérustol
kiilonbozs térfogati terhelés esetén a fesziiltségfiiggvénnyel nyerhetd megoldast ki kell egésziteni
az egyensilyi egyenletek egy partikularis megoldasédval — SOUTHWELL ellentmondasra jutott,
hiszen az alakvaltozasmezdk kompatibilitasanak elégséges feltétele a hat SAINT VENANT féle
kompatibilitasi egyenlet fennéllasa. A paradoxont, amelyre jutott, utana nevezték el SOUTHWELL
paradoxonnak. SOUTHWELL idézett cikkei utan a kévetkezd kérdések maradtak megoldatlanok:
Elegendd-e a kompatibilitas fennéallasdhoz harom kompatibilitasi egyenlet fennallasa. Ha igen,
melyik hdrom. Ha igen, vannak—e tovabbi feltételek a kompatibilités fennéllasahoz.

A paradoxon részletes leirasa, ez a fesziiltségfiiggvények megvalasztasanak osszes lehetséges
esetét feloleli, RIEDER tanitvanydnak STICKFORTHnak a nevéhez fiiz6dik [54], aki WASHIZU
egy részeredményének [82] altalanositasaval kimutatta, hogy a kompatibilis alakvaltozasmezsk
eleget tesznek bizonyos peremfeltételeknek. Ezeknek a feltételeknek késsbb K0OzZAK a kompatibi-
litasi peremfeltétel nevet adta, és kimutatta, haromféleképpen is, tiszta matematikai aton [27], a
kiegészit§ energia minimum elv felhasznéalasaval [26] és a virtualis munka elv duél alakjanak fel-
hasznalasaval |28], hogy az alakvaltozasmezSk kompatibilitasanak sziikséges és elégséges feltétele

13Gyakran nevezik a teljes kiegészits energia minimum elvnek
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harom alkalmasan valasztott kompatibilitasi differencidlegyenlet és a kompatibilitasi peremfel-
tételek fennallasa. Az utobbi két tanulmany egyediili abban a tekintetben, hogy a vizsgalatok
vegyes peremértékfeladatra vonatkoznak.

Az eddig idézett tanulményok mindegyike egyszeresen dsszefiiggd tartomanyt tételez fel.

T6bbszorosen Osszefliggd tartoméany, sikfeladatok és fesziiltségi peremfeltételek feltételezése
mellett PRAGER [44] kimutatta, hogy a MITCHELL féle feltételek [36], [18], vagy ami ugyanaz
a kompatibilitas makro feltételei, természetes peremfeltételek, amelyek a CASTIGLIANO elvbdl
kovetkeznek'*, PRAGER eredményét egymastol fiiggetleniil HU HAICHANG [19] és SZEIDL-VAN
GEMERT |[78] altalanositotta vegyes peremértékfeladatokra (az els6bbség Hu HAICHANG—¢). Ami
a haromméretd feladatokat illeti, fesziiltségi peremfeltételeket és tobbszordsen Osszefiiggs tarto-
manyt tételezve fel MORIGUTI [38| és STICKFORTH [53| dolgozatait kell emliteni, megjegyezve,
hogy STICKFORTH nem ismerte MORIGUTI idézett cikkét. Az utébbi két dolgozat sem adott
azonban megoldast a SOUTHWELL paradoxonra és a vegyes peremértékfeladatok esetét szintén
figyelmen kiviil hagytak.

A szohasznalat egyértelmiisége kedvéért az aldbbiakban allapodunk meg. A kompatibilitds
makro feltételein a tObbszorosen Osszefliggd tartoményon sziikséges azon feltételek Osszességét
értjiikk, amelyeknek a kompatibilitasi (differencial)egyenleteken és peremfeltételeken tulmenden
— ezeknek mind egyszeresen, mind pedig tobbszorosen Osszefiiged tartomanyon fenn kell allniuk
— teljestilniok kell. A kompatibilitas makro feltételeit két csoportba soroljuk attol fiiggden, hogy
milyenek a peremfeltételek annak a zéart feliileti gérbének a pontjaiban, amely mentén ezeket a
feltételeket tekintjiik. Ha a gorbe minden pontjaban fesziiltség elsirt, akkor a vonatkoz6é makro
feltétel nagybani kompatibilitdas: feltétel. Ha a gorbének van legalabb egy olyan ive, amelynek
mentén elmozdulasok az adottak, akkor a vonatkozo feltételt (feltételeket ha tobb ilyen iv 1étezik)
kiegészitd kompatibilitasi feltételeknek nevezziik.

Kittinik a fenti irodalmi attekintésbél, hogy sem MORIGUTI [38], sem pedig STICKFORTH [53]
nem adta meg a kompatibilitas kiegészitG feltételeit.

Mikropoldris testre KOZAK-SZEIDL [30] majd SzZEIDL [57| vizsgalta a tetsz6leges fesziiltségi
allapot elgallitasahoz sziikséges fesziiltségfiiggvények szaménak kérdését, valamint a fliggetlen,
sziikséges és elégséges kompatibilitési feltételek kérdését a klasszikus esettel azonos feltételezések
mellett, vagyis egyszeresen Osszefiiggs térbeli testre. Az [71] eladas és az [61] tanulmany tobb-
szorosen Osszefiiggd tartoméany és fesziiltségi peremfeltételek mellett a duél virtualis munka elv,
valamint a teljes kiegészitG energia maximum elv segitségével vizsgélta a kompatibilitasi feltéte-
lek kérdését és kimutattak, hogy az idézett elvek mindegyike biztositja a nagybani kompatibilitdsi
feltételek teljesiilését.

A szerzG ismeretei szerint a kiegészitd kompatibilitdsi feltételek kérdésével a vonatkozo szaki-
rodalom mikropolaris esetben sem foglalkozott.

3. CELKITUZES: Haromméretd problémak és vegyes peremértékfeladatok feltételezése mel-
lett klasszikus és mikropolaris esetben is
(a) geometriai megfontolasokbol levezetni a kompatibilitas kiegészits feltételeit, tovabba
(b) igazolni formalis szamitasokkal, hogy a kompatibilitas vegyes peremértékfeladatok és
harommeéretii test esetére vonatkozd kiegészit$ feltételei a teljes kiegészitG energia
maximuma elvbdl kovetkezs természetes peremfeltételek.

10.1.5. SzeIDL-Ko0zAK 31|, majd SzEIDL [59] foglalkozott el@szor a mikropolaris rugalmas-
sagtan un. elsd sikfeladatanak dual rendszerével, illetve az egyenértéki variacios elvekkel. Ki-
mutattak, hogy az alakvaltozdsmezsk kinematikailag lehetséges voltanak sziikséges és elégséges
feltételei, kozottiik a tobbszorosen Osszefiiggs tartoményon érvényes makrd kompatibilitasi fel-
tételek (jelen esetben a nagybani kompatibilitdsi feltételek) mind kovetkeznek a teljes kiegészitd
energia maximuma elvbdl, ha a peremfeltételek ugyanolyan természetiiek minden egyes zart
konturon, azaz vagy az elmozdulasok, vagy pedig a fesziiltségek vannak elirva.

Ha az egyes kontirok paros szami ivre vannak felosztva, és az ivek mentén vagy az elmozdulas
vagy pedig a fesziiltség az eldirt, akkor tisztazatlan a kiegészitd egyértékiségi feltételek kérdése,
bar valdszintsithets, hogy ezek a feltételek is kovetkeznek a kiegészits energia maximuma elvbdl.

1A sz6hasznalat PRAGER szohasznalata, valojaban a teljes kiegészit6 energia minimum elvrél van szoé.
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A klasszikus sikfeladatok esetére ezt a kérdést, egymastol fiiggetleniil, HU-HAICHANG [19] és
SZEIDL-VAN GEMERT [78] vizsgélta (az els6bbség HU-HAICHANGE), akik megmutattak, hogy
valamennyi kiegészit6 feltétel kdvetkezik a teljes kiegészité energia maximuma elvbgl.

Tovabbi probléma, hogy nem ismeretesek az alakvaltozasi peremfeltételek, ha a kontir egy—egy
ivén érintGiranytu elmozduléds, norméaliranya fesziiltség, vagy érintSiranya fesziiltség, normalira-
nyu elmozdulas, illetve forgas vagy nyomatéki fesziiltség az elSirt az Osszes lehetséges eset alapul
vételével.

4. CELKITUZES: A kompatibilitds kiegészitG feltételeinek levezetése a mikropoléris rugal-
masséagtan elsd sikfeladatéara, ha egy kontir paros szamu ivre osztott és az iveken felvaltva,
vagy a fesziiltség, vagy az elmozdulés az el6irt, valamint az ismeretlen alakvéltozasi pe-
remfeltételek levezetése.

10.1.6. Bar szamos tanulméany jelent meg klasszikus esetben a sikrugalmassagtani feladatok
primal rendszerbeni megoldasarol peremintegralegyenletekkel (peremelem modszerrel) — lasd pl.
[46], [6], [83] vagy [21] — a palyazo ismeretei szerint alig talalhato olyan cikk a sikrugalmassagtan
szakirodalmaban, amely a dudl rendszer egyenleteit veszi alapul, azaz valos fesziiltségfiiggvénye-
ket tekint alapvaltozonak. Kivételt jelent JASWON, MATI és SYmMM cikke [23]- érdemes ehelyiitt
JASWON és SYMM kénnyebben hozzaférhets konyvére is hivatkozni [24] — amelyben az isme-
retlen biharmonikus fiiggvényt (valojaban masodrendid fesziiltségfiiggvényt) két ismeretlennek
tekintett harmonikus fliggvény segitségével, egyszeri réteg potencidljaként adtak meg a szerzdk;
az ismeretlen konturmenti forrasstirtiség meghatarozasara pedig alkalmas peremintegralegyenle-
teket vezettek le.

Els6rendii fesziiltségfiiggvények alkalmazéasat sikbeli és térbeli feladatokra FRAELJS DE VEU-
BEKE kezdeményezte [11], [12] egy 4j, a teljes kiegészits energia minimuménak elvén alapulo
végeselemes eljaras kapcsan, mivel a sima elsérendd fesziiltségfiiggvények biztositjak a szaka-
szonként folytonos feliileti terhelés meglétét és ily modon lehetévé valt izoparametrikus elemeket
alkalmazni els6rendd fesziiltségfiiggvényekre.

Ha els6rendii fesziiltségfiiggvényeket alkalmazunk sikbeli feladatok megoldéséara, akkor a fe-
sziiltségek meghatarozasa a fesziiltségfiiggvények elsé derivaltjainak szamitésat igényli, ellentét-
ben az AIRY féle masodrendi fesziiltségfiiggvénnyel [2]|, ennek ismeretében ui. masodik derival-
tak adjak a fesziiltségeket. Az els6rendu fesziiltségfiiggvény idézett tulajdonsaga vonzova teszi
ezeket a fliggvényeket a peremelemes alkalmazasok szamara, annak ellenére, hogy a nyomatéki
egyensuly fenntartasa egy tovabbi egyenletet igényel. Megjegyezziik, hogy az AIRY féle fesziilt-
ségfiiggvény alkalmazéisanak rendkiviil bé irodalma van. A teljesség igénye nélkiil emeljiik ki
ehelyiitt MUSZKHELISVILI és iskolaja eredményeit [39]. MUSZKHELISVILI felismerte, hogy az
AIRY féle fesziiltségfiiggvényre vonatkozé megoldas két regularis komplex fiiggvény segitségé-
vel adhaté meg. Mivel ez a megoldas teljesiti a vonatkoz6é mezGegyenletet — a kompatibilitasi
egyenletet Airy féle fesziltségfiiggvénnyel — egy adott peremértékfeladat megoldasahoz csak a
peremfeltételek kielégitését kell biztositani.

Az elsdrendd fesziiltségfiigguények dudl rendszerbeni sikbeli rugalmassagtani feladatokban tor-
ténd alkalmazasa kapcséan szamos kérdés meril fel. Tisztazni kell az elmozdulédsmezs egyérté-
kiiségének sziikséges és elégséges feltételeit, kiilonds tekintettel a vegyes peremértékfeladatokra
és a tobbszordsen Osszefliggd tartomany esetére. Meg kell keresni az elsérendi fesziiltségfiigg-
vényekre vonatkozo alapmegoldast (az duél alapegyenletek megoldasat, ha a Dirac fiiggvény az
inhomogenitast okozo tag ezekben egyenletekben). Az alapmegoldas ismeretében mod nyilik a
SOMIGLIANA féle identitas [50] duél rendszerbeni analogonjanak felallitasara és ily modon az
tgynevezett direkt'® modszer integralegyenletei is adodnak. Végezetiil szamitogépi programot is
érdemes kidolgozni a vonatkoz6 peremintegralegyenlet numerikus megoldasara.

A fentebb megfogalmazott kérdésekkel kapcsolatos az

5. CELKITUZES:
A sikbeli rugalmassagtani feladatok korében:

I5Direkt modszerrsl beszéliink, ha a vonatkozo integralegyenletekben a test peremén vett egyes fizikai mennyi-
ségek az ismeretlenek.
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(a) az elmozdulasmezs egyértékiiségéhez sziikséges feltételek meghatarozasa a vegyes pe-
remértékfeladatok egy osztalya és tobbszorosen Osszefliggs tartomany esetén az el-
s6rendt fesziiltségfiiggvényeket és a merevtestszeri forgast tekintve alapvaltozoknak
(olyan ismeretleneknek, melyekkel az &sszes tobbi ismeretlen kifejezhetd)

(b) az elsérendii fesziiltségfiiggvényekkel kapcsolatos elsé és masodrendii alapmegoldasok
elsallitasa,

(c) a SOMIGLIANA identitas dudl rendszerbeni analogonjinaklevezetése és ezzel a direkt
modszer integralegyenletének feléllitdsa mind belsd, mind pedig kiils§ tartoményra,
tovabba

(d) szamitasi algoritmus kidolgozésa, a megoldandé linearis egyenletrendszer tulajdonsa-
gainak vizsgalata, majd szamité program kifejlesztése és szamitasok végzése masod-
rendd izoparametrikus peremelemek felhasznélasaval.

10.1.7. Bar igen nagy azon cikkek szédma, melyek a peremelem mddszer sikrugalmassdgtani
alkalmazasaival foglalkoznak — a teljesség igénye nélkiil emeljiik ki ehelytitt a [84, 21, 49, 10, 9|
cikkeket, valamint a [3, 20| konyveket (az utobbiakban tovabbi hivatkozasok is talalhatok) — a
feladat kiils6 tartomanyokra torténd megfogalmazasanak mindeniitt az a hatranya, hogy nem
irhatok eld fesziiltségek a végtelen tavoli pontban.

Ami az okokat illeti ismét hivatkozunk a [10] tanulmanyra, amelyben feltevést fogalmaznak
meg az elmozdulasmezd végtelenbeli viselkedésére vonatkozoan. A megfogalmazott feltevés mel-
lett lehetévé valik a BETTI formula felallitasa valamint a DIRICHLET és NEUMANN tipust pe-
remértékfeladatok unicitdsanak és egzisztenciajanak igazolasa. A feltevés ugyanakkor kizérja
az elméletbdl azokat a feladatokat amelyre nézve az elmozduldsmez6hoz konstans végtelenbeli
alakvaltozasmezd, kovetkezésképp konstans végtelenbeli fesziiltségallapot tartozik.

Szeretnénk hangsilyozni, hogy ezek a feladatok is megoldhatok a szuperpozicio elv iigyes
alkalmazésaval.

Ennek ellenére, felmeriil az a kérdés az értekezés 8. Fejezetében foglalt eredmények fényében —
eszerint a végtelenbeli fesziiltségi allapot duél rendszerben a formalizmus része —, hogy a végte-
lenbeli konstans fesziiltségéllapot leirdsahoz sziikséges tagok primél rendszerben is beépithetdk-e
a formalizmusba. Ezzel a kérdéssel fiigg Ossze a

6. CELKITUZES: amely annak megmutatasa, hogy az elmozduldsmezd végtelenbeli visel-
kedésére kirott alkalmas feltevés mellett primdl rendszerben is beépithets a végtelenbeli
fesziiltségi allapot a kiils6 tartomanyra vonatkozo formalizmusba.

10.2. Az elvégzett vizsgalatok és a kutatias modszere. A fentiekben megfogalmazott
célkitiizések, mint kutatasi feladatok megoldasa soran egyrészt elméleti ismeretek mésrészt nu-
merikus eljarasok alkalmazasara van sziikség. Az elméleti vizsgalatok elsGsorban a kontinu-
ummechanika és a rugalmassagtan ismeretét tételezték fel, de fel kellett emellett hasznalni a
matematikai analizis, az indexes tenzorkalkulus és a variacidészamitids modszereit és eszkozeit is.

A sikrugalmassagtan dudl rendszerében kifejlesztett peremelem modszer a numerikus megol-
déasokban alkalmazhato. Az eljaras megbizhatosagat néhany szampélda illusztralja. A numerikus
szimulacio, tekintettel az erésen szingularis integralok pontos kiszamitasanak nehézségeire, az al-
goritmus alapos atgondolasat igényelte. A kifejlesztett programot Fortran 90 nyelven irtam, az
operéacios rendszer WinXX tipusi (Win98 és Windows NT) volt.

10.3. Eredmények.

1. Tézis: Megmutattam, hogy |klasszikus| (mikropolaris) esetben levezethetd az egyensilyi
egyenletek &ltalanos és teljes megoldasa — azaz a tobb zart feliilettel hatarolt testre érvényes
[SCHAEFER féle megoldas és a GURTIN féle megoldas is| (SCHAEFER féle megoldas) — a virtualis
munka elv altalanos primal alakjabol, ha ismeretesek az alakvaltozédsmezsk kompatibilitasaval
kapcsolatos feltételek kozottiik a V' térfogati tartoméanyra vonatkozo [harom| (hat-hat) figgetien
kompatibilitasi egyenlet és az alakvéltozasi peremfeltételek.



100

A tézishez kapcsolodo részeredmények:

(a)

(b)

()

A mellékfeltételek [harom|(hat-hat) fliggetlen mezGegyenletet tartalmaznak kovetkezdleg
tetszoleges fesziiltségi allapot megadhatd |harom|(hat-hat) fesziiltségfiiggvény segitségeé-
vel. Ezzel megoldast nyert [a SOUTHWELL paradoxon dudlis parjal(a SOUTHWELL para-
doxon dualis parja mikropolaris esetre). A gondolatmenet egyik eredménye |FINZI intuitiv
modon elért eredményének, miszerint a Hy; fesziiltségfiiggvény tenzor szabaly szerint ki-
valasztott harom eleme — ezek indexeit 4p jeloli — zérusnak valaszthato|(K0ZAK-SZEIDL
intuitiv moédon elért eredményének, miszerint a Hy; és Fyf’ fesziiltségfiiggvény tenzorok
szabély szerint kivalasztott harom-harom eleme — ezek indexeit 4p és I% jeloli — zérusnak
valaszthato), fiiggetlen igazolasa. Ugyancsak a gondolatmenet eredménye |[KOZAK egyik
eredményének, miszerint a nem zérus elemek indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek
mint a fliggetlen kompatibilitasi egyenletek gg indexei| (KOZAK—SZEIDL egyik eredmé-
nyének, miszerint a nem zérus elemek indexei pedig ugyanazok kell, hogy legyenek mint a
fliggetlen kompatibilitasi egyenletek xy és ST indexei), fiiggetlen igazolasa.

Az S feliileten vett integralok hosszadalmas és nehéz atalakitasainak megadésa formalisan
is igazolta azt a természetes kovetelményt, hogy a fesziiltségeket ugyanigy kell szamitani
mind a V-n, mind pedig az S—n.

A gondolatmenetet modszertani jelentGségii mivel mind klasszikus, mind pedig mikropo-
laris esetben eredményesen alkalmazhatonak bizonyult.

2. Tézis: [Klasszikus esetben modositottam és kiegészitettem| (Mikropolaris esetben meg-
konstrualtam) az egyensulyi egyenletek altalanos és teljes megoldasat add szabad varidcids elv
funkciondljdt, és ennek specialis eseteként megadtam a mddositott teljes potencidlis energia funk-
ciondlt is. A gondolatmenet eredményeként megtalaltam a statikai kinematikai analégia hianyzo,
a vizsgalat targyat képzé test hatérfeliiletére vonatkozo egyenleteit is.

A tézishez kapcsolodo részeredmények:

(a)

(b)

()
(d)

()

A szabad variacios feladat funkcionaljai nem tartalmaznak semmiféle ellentmondést (para-
doxont) a kompatibilitasi egyenletek és a fesziiltségfiiggvények szama tekintetében, mind-
kettd |hdrom| (hat), nem pedig |hat, mint ABOVSZK1J, ANDREJEV és DERUGA [1] | (kilenc,
mint NOWACZKY [41]) konyvében.

A szabad variacios feladat funkcionéaljai megengedik a vegyes peremfeltételek figyelembevé-
telét, hiszen a peremfeliilet — a teljes S feliilet — az S, és Sy jeld részekre bontott, és ezeken
kiilonbo6z§ tipust peremfeltételek irhatok els. Ezt az teszi lehetévé, hogy a fumkcionédlok
értelmezési tartoménya az S értelmezett fesziiltségfiiggvényeket is tartalmaz.
Kiadédnak az elmozduldsmez§ folytonossigahoz sziikséges illesztési feltételek az S, és Sy
feliiletrészek kozos g hatargorbéjén.

A modositott teljes potencialis energia funkcionalok stacionaritasi feltételébdl is kiadod-
nak, mint EULER egyenletek az egyensulyi egyenletek altaldnos és teljes SCHAEFER altal
talalt megoldasai [48, 47]. A megoldas [csak harom| (csak hat) fesziiltségfiiggvényt tartal-
maz ha a mellékfeltételeket alkalmasan valasztjuk meg.

A statikai-kinematikai analogia hianyzo, és a test hatarfeliiletére vonatkozd egyenletei
megdrzik a mezGegyenletek kapcsdn megfigyelt dualitast:

[ Klasszikus esetben az Sy—n érvényes peremfeltételek az S,—ra vonatkozo két alakvaltozasi
peremfeltétel, valamint egy kiegészits feltétel dudlis pdrjai mivel [az el&bbi| (az utobbi)
feltételek azonnal megkaphatok [az utobbi| (az el6bbi) feltételekbdl, ha rendre [e—t és u—t
frunk H és w helyett] (H—t és w—t irunk e és u helyett). Mivel az emlitett kiegészits
feltétel nem fiiggetlen az alakvaltozéasi peremfeltételektsl duélis parja az Sy szintén nem
fiiggetlen az elsg két peremfeltételtsl. |

( Mikropolaris esetben az S;—n érvényes két peremfeltétel az S, —ra vonatkozo két alakvalto-
zési peremfeltétel dudlis pdrja mivel |az el6bbi| (az utobbi) feltételek azonnal megkaphatok
|az utobbi| (az elgbbi) feltételekbdl, ha rendre [y, st és u, -t irunk a H, F' kiilonbségek
és w, r helyett] (H, F kiilonbségeket és w, r—t irunk ~, x és u, ¢ helyett). )

3. Tézis: |Klasszikus| (Mikropolaris) esetben megmutattam, hogy a teljes kiegészitd energia
mazximum elv tObbszorosen Gsszefliged térbeli tartomény és a vegyes peremértékfeladatok egy
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tag osztalya esetén biztositja az Gn. kiegészitd egqyértékiségi feltételek fennallasat. Bar a vizsga-
latokat csak egy haromszorosan Gsszefiiggd térbeli tartoményra végeztem el, ezt a tartoményt az
értekezés 5.1. abraja szemlélteti, a gondolatmenet 1épéseiben ez a koriilmény nem jatszott olyan
mértéki szerepet, hogy ne lehetne azt megismételni négy, vagy tObbszorosen Osszefiiggd térbeli
tartomany és azonos jellegli vegyes peremértékfeladatok esetén.

A kiegészit egyértékiiségi feltételeket geometriai megfontolédsokbdl is leszarmaztattam. Mi-
vel ezekben a megfontolasokban nem jelenik meg az anyagegyenlet, a kiegészité egyértékiiségi
feltételek fizikailag nemlinearis, de geometriailag linearis feladatokra is érvényesek.

4. Tézis. Megmutattam a mikropolaris rugalmassagtan elsg sikfeladata esetén is, hogy a
kompatibilitas tgynevezett kiegészit§ feltételei a kiegészitd energia mazimum elvbdl kévetkezs
EULER egyenletek kozott szerepelnek, ha tobbszorosen Osszefiiggs a tartomany. Ezeket a feltéte-
leket kell felhasznalni a fesziiltségi peremfeltételek integralasa sorédn kapott integracios allandok
szamitasara.

Az egyszeresen 0Osszefiiggd tartomanyon tekintett 6t vegyes tipusi peremértékfeladatra is meg-
hatdroztuk az alakvaltozasi peremfeltételeket, valamint a kompatibilitas kiegészits feltételeit. '

5. Tézis: A klasszikus rugalmassagtan sikfeladatai esetén dudl rendszerben meghataroztam az
elmozdulasmezd egyértékiiségének feltételeit tobbszorosen Gsszefiiggd tartomény estén a vegyes
peremeértékfeladatok azon osztéalyéara, amikor az egyes peremgorbék (konturgdrbék) paros szamu
ivre vannak felosztva és az iveken valtakozva fesziiltség, illetve elmozdulés az elGirt. Meghata-
roztam tovabba az elsérendii fesziiltségfiiggvényekkel és a merevtestszertd forgassal kapcsolatos
alapmegoldast és ennek birtokaban a fesziiltségi tenzorra, valamint az alakvéltozasi tenzorra
vonatkozo6 alapmegoldéasokat, tovibba az tgynevezett masodrendi alapmegoldast.

Az alapmegoldésok ismerete tette lehetévé az alabbi feladatok megoldaséat:

(a) Az |A; belsd| (Ae kiilsd) tartoméannyal kapcsolatos dual SOMIGLIANA képletek, valamint
a tartomanyok bels§ pontjaiban a fesziiltségeket megad6 formulak levezetése. Ezek koziil
a masodik dual SOMIGLIANA képletek, a direkt modszer integrélegyenletei.

(b) Algoritmus és szamito6 program kidolgozéasat a belsé és a kiils tartoméanyra vonatkozod
peremértékfeladatok megoldasara kvadratikus peremelemek felhasznélasaval, toviabba an-
nak igazolasat, hogy a megoldando lineéris egyenletrendszerben szerepld rendszermaéatrix
formuléival elkertilhetd az erésen szingularis integralok valamilyen integralformula alapjan
torténd szamitasa.

6. Tézis: Levezettem a klasszikus rugalmassagtan sikfeladataira primdl rendszerben a kiilsé
tartomanyra vonatkozo és a végtelen tavoli pont fesziiltségallapotat tiikkrozs, plusz taggal modosi-
tott SOMIGLIANA formulakat és meghataroztam hogyan modositja a tartomany belsé pontjaiban
a fesziiltségeket add képletet a végtelen tavoli pont fesziiltségallapota. A kapott Osszefiiggések
révén a végtelenbeli konstans fesziiltségéllapot is részévé valik a kiils§ tartoményra vonatkozo
formalizmusnak.

10.4. Az eredmények hasznositasanak lehetdségei. A 10.3. Eredmények cimi szakasz-
ban ismertetett eredmények
egy része

— a kontinuummechanika és rugalmasségtan terén elért 1j elvi eredmény (ehelyiitt az egyen-
sulyi egyenletek altaldnos és teljes megoldasanak szdrmaztatasaval kapcsolatos eredmé-
nyekre — 1. Tézis —, a dudl rendszerben megkonstruélt variacios elvekre és a statikai-
kinematikai anal6gianak a test hatarfeliiletére torténd kiterjesztésére — 2. Tézis —, illetve
a kiegészité egyértékiiségi feltételek variacios elvbdl illetve geometriai megfontolasokbol
torténd levezetésére, valamint egyes hidnyzo6 alakvaltozasi peremfeltételek elGallitasara —
3. és 4. Tézisek — gondol a szerzd),

masik része pedig

167, ebben a mondatban foglalt eredmény kozos felerészben Némethné Ivan Ildikoval.
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— a peremelem modszerhez kot6ds eredmeény (ehelyiitt a peremelem modszer dual rendszer-
beni sikfeladatokra torténd elGallitasara — 5. Tézis — és a primdl rendszerben mar meglévs
egyenletek kiilsg tartomany esetére vonatkoz6 modositasara — 6. Tézis — utal a szerzs).

Az eredmények hasznositasa, figyelembe véve, hogy azok jelentSs része elvi jellegii, elsGsorban
a kontinuummechanika és a peremelem moédszer teriiletén végzett kutaté munkaban, valamint
az oktatasban illetve a tovabbképzésben varhato.

Hasznositasi lehet&ség kinalkozik tébbek kozott

— az egyensulyi egyenletek altaldnos és teljes megoldasa leszdrmaztatasat illetGen specia-
lis feladatok (pl. héjakkal kapcsolatos feladatok) esetén, hiszen az értekezés vonatkozd
eredményei modszertani jellegtiek is,

— végeselemes programok kifejlesztésében, ha az algoritmus a teljes kiegészit6 energia staci-
onaritasi voltan alapul, hiszen valaszt kaptunk arra a kérdésre, hogy nem kell elére figye-
lembe venni az egyértékiiség tobbszorosen Osszefiiggd tartoményra vonatkozo potlolagos
feltételeit,

és végiil
— a kereskedelmi célit peremelemes programok fejlesztésében, illetve az tn. peremkontar

modszer duél rendszerbeni kidolgozasaban. Az utobbi feladat megoldasat illetGen utalunk
a kovetkezd szakaszban idézett legelsé publikaciora.

10.5. Az értekezés témakorében késziilt legfontosabb publikacidk felsorolasa.
Konyvrészlet idegen nyelven:

1. Szeidl, Gy.—Szirbik, S.: Boundary contour method for plane problems in a dual formulation
with quadratic shape functions, Chapter 14 in New Developments in the Boundary Element
Method edited by V. Kompis, Springer-Verlag, 2002, pp. 209-232.

Szakcikk idegen nyelven:

2. Kozak, [.-Szeidl, Gy.: On the field equations and boundary conditions of dual systems in
micropolar theory of elasticity, Bulletins for Applied Mathematics, XLIII, (1986), 212-226.

3. Szeidl, Gy.: On Derivation of Stress Functions in Micropolar Theory of Elasticity, Acta
Techn. Hung., 104(1-3) (1991-92), 277-296.

4. Szeidl, Gy.—I. van Gemert: On Mitchell’s Conditions for Plane Problems in FElastostatics,
Acta Mechanica, 93(1-3), (1992), 99-118.
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A. FUOGGELEK

A.1. Altalanos egyenletek.
A.1.1. Jol ismert, hogy

(A.1.1) ipre’ ™ = o = 5?5; — 5{5; .
A felbontasi tétel szerint barmilyen dg,, tenzor megadhaté a
(A.1.2) di, = dpy + d[lp]
alakban, ahol d(;,) és d;, a tenzor szimmetrikus és ferdeszimmetrikus részei:
(A.1.3) d(lp) = (dlp + dpl)/Q és d[lp] = (dlp — dpl)/Q.
Nyilvanvalo, hogy fennall a
(A14) d[lp] = €lpr€7‘8tdst/2
egyenlet.

A.1.2. A d’flm tenzor s index szerint vett d’flm; . kovarians derivaltjat a
(A15) dl?lm;s = dl?lm,s + Fpksdz.)lm - Flid]?pm - F%sd?lp

képlet értelmezi, ahol
(A.1.6) I)=gim- g

a masodrendd CHRISTOFFEL szimbolum. Az (A.1.1-A.1.6) egyenletek barmilyen gorbevonalt KR-ben
fennéllnak.
A.1.3. Az § feliileten

(A.1.7) bap(€) =Ty =ans-a® & bh(6)=-T4y=azz-a* (€S
a nem azonosan zérus CHRISTOFFEL szimbolumok, mig
(A.1.8) Ifi=Tg=I%=0. (€8

Itt bag és bg a gorbiileti tenzor kovaridns és vegyes indexi alakjai.
A.14.Ad"

Am

(A.1.9) Ao () = A5 (€) = d¥yy o + T’y — T dY,, —TPodY, €€ 8

Am;o Am|o Am,o .pm

tenzor S feliileten vett kovaridans derivaltjat a

egyenlet értelmezi. A d’flm tenzor d’}#; diu; ... d55 részeit, ezek mindegyikét az S feliileten tekintjiik,

harmad-, masod-, els6 és zérusrend altenzoroknak nevezziik. A d", , altenzor feliileti kovaridns derivaltjat
a

(AllO) di\u”a(g) = d’?k;t,a + F:adT.r)\u - Ffad’.ﬁﬂ'u - FJad’?)\Tr g €S

képlet értelmezi. Az (A.1.10) és (A.1.7) képletek (A.1.9) Osszefiiggésbe torténd helyettesitésével kapjuk,
hogy

(Alll) d?k;t;a(&) = d’.ik;da(g) = d’?AMHU - bgd?f)\u + bAUd’B;L + bltlfd’.ik?) . € €s

A fenti egyenletet olyan szabalynak vessziik a tovabbiakban, amely 6sszefliggést teremt a feliileten vett és
feliileti kovarians derivaltak kozott. Vegyiik észre, hogy a &3 valtozésa nincs hatassal a dr, ulle derivaltra.

A.1.5. Legyen s%; egy elegendGen sima tenzormezs az S feliileten. Az (A.1.10) osszefiigges felhaszna-
laséval igazolhato, hogy

(A.1.12) $Tlox — STane = —5 3R %ox — s Rgon £es
amelyben
oIy orz%
™ BA B9 T T v
(Allg) R~B19A - W - axA +F191/Fﬁ)\ - Fi‘wfﬁﬂ € (S S
a feliilet RIEMANN-CHRISTOFFEL tenzora. Ugyancsak igazolhato [8], hogy
(A.1.14) R?ﬂﬁ)\ = bybgn — bbgy # 0. EesS

Tekintsiik szabalynak az (A.1.12) osszefiiggést és alkalmazzuk azt az u; elmozduldasmezé kovarians deri-
valtjai esetén. Ekkor irhato, hogy

(A.1.15) Ugllpx — Uk||ap = U, (bem — bXbkp) £es
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és
(A.1.16a) () = W) fure = Oibur (Upx — urpw) £es
(A116b) (63)\ — U3|)\)||HM — (63)\ — u3|>\)||lm = (63,, — U3‘l,)(b:b,\u — b;b)\,{) , Ees

ahol figyelembe vettiik az (A.1.14) képletet is. Az (A.1.15) és (A.1.16a,b) Osszefiiggések szerint nem
cserélhetd fel a feliileti kovaridns derivalasok sorrendje. Nem nehéz igazolni, hogy
(A.1.17)

bag|x — baxp =0, vagy mas alakban e3P bagx =0, illetve hogy e3P bgHA . Ee S

A fenti egyenletek MAINARDI-CODAZZI képletek néven ismertek [8].
A.1.6. Zérus értékiiek a metrikus tenzorok, valamint permutacios tenzorok kovarians derivaltjai. Ez
azt jelenti, hogy

(A.1.18) Grtis =05 g™ =0; =05  €ums=0; &, =0 zeV
és hogy

(A.1.19a) Uprle = Al = 0 af“fla = a‘f’fllg =0; 52Iu = 52”# =0. Ee S
(A.1.19Db) €xx3le = Exnzllo = 0; e_Tr.’)_?"a = Jﬂa =0. tesS

A.1.7. Tekintsiik a d*, ., (z) ™ (z) 2 € V szorzatot. Nem nehéz igazolni a GREEN-GAUSS tétel (cf.
KELLOG [25]) felhasznalasaval, hogy fennall az

(A.1.20) / ¥y ™ AV = / nsd®,, ™ dA — / ¥, M dv
|4 S 14

egyenlet. Az utobbi képlet a parcialis integralas szabaly térfogati integralok esetén.

A.1. abra.

A.1.8. Legyen az S, egy tetszlleges, az iranyitott g, gérbe altal hatarolt feliilet. Ami az iranyitést
illeti gy valasztjuk meg a pozitiv haladasi iranyt a g, gérbe mentén, hogy a 7, n3 és v, vektorok — v,
a ¢, gorbe érintdsikban fekvé normalisa — jobbsodrati vektorharmast alkossanak (ha a pozitiv iranyban
haladunk, akkor baloldalon fekszik a feliilet). Megmutathato a STOKES tétel felhasznalasaval, hogy

(A.1.21) / ng €31 bal.|ncl dA:?{ bl ™ dsf/ ns €31 p, L clp dA .
So o SO

A.1.9. Megmutathato a feliileti és vonalintegralok koézotti kapcesolatot addo GREEN tétel felhasznélasa-
val (cf. MASON [34]), hogy fennall a

(A.1.22) /Sb/_’”,]qu=7{ v e ds—/s b cujy dA
o 9o o

egyenlet. Ha zart az S, feliilet, akkor elttinnek az (A.1.21) és (A.1.22) képletekben allo vonalintegralok.
A.1.10. Legyen a b a g, gorbén vett vektormezs. A

(A.1.23) ?{ T"bl.lnclds:?{ T”blclmds, valamint a ?{ T"b}lln@\ds:j{ T”b)‘cMmds

o o 9o o

képletek a g, gorbén vett integralok atalakitasanal hasznosak.
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A.2. Atalakitasok az 1. Fejezethez.
A.2.1. Kinematikai dsszefiiggések. A ©" merevtestszerd forgast az

1 .

(A21) QOT = 5 €76t Ut;s reV
egyenlet értelmezi. A —ep,, tenzorral torténd atszorzéassal és az (A.1.1) képlet helyettesitésével a fenti
egyenletbdl a

o1
(A.2.2) —€prp” = 3 (Ui — upst) = upp) = Qp - reV
osszefiigges kovetkezik, ahol Qy; a forgato tenzor. Az (A.2.2) Ssszefiiggést és a (1.1) kinematikai egyenlet
is felhasznalva irjunk w;,-t dj, helyére az (A.1.2)-ban:

(A.2.3) Upp = €lp — eplrcpr =ep+ le. reV

Mivel €"5%ug,s = 0 az (1.1) Osszefiiggésre is tekintettel az (A.2.1)-b6l kovetkezik, hogy
: 1, .

(A.2.4) (107‘;11 =3 6mt(ut;qs + Ugits) = " Ctg;s - xreV

Ha most atszorzunk ep,-el és kihasznaljuk (A.1.1)-et az (A.2.4)-bdl kapjuk, hogy:
(A.2.5) €plr80r.;p = €igip — epgit = Qipiq - reV
A.2.2. Az I8 integrdl — ldsd az (1.22)1 szdmii képletet — dtalakitdsa. Ez a kdvetkezs lépésekkel
hajthato végre:
(a) A AB!-t ado (1.6) sszefiiggés jobboldalanak helyettesitése és parcialis integralasok végrehajtasa
a vonatkozo és szabalynak vett (A.1.20) képlet felhasznéalasaval;
(b) Az (A.2.3) felbontasi tétel helyettesitése az u;., gradiens tekintetében és parcidlis integralas vég-
rehajtasa az ¢"-t tartalmazo tag esetén.
(c) Az (A.2.4) Osszefiiggés helyettesitése ¢, -ra nézve, majd parcialis integralasok végrehajtésa azon
tagok tekintetében melyek tartalmazzak az e;q), és epq. gradienseket.

Az (a), (b) és (c) lépések végrehajtasa és néma indexpéarok alkalmas atnevezése utan az

(A.2.6) B, = - / (g"B',, + g"B",, — g"' B*}) ey dV + / nsa® B’ up dA + 15,
14 S

eredményt kapjuk, ahol
(A.2.7) % = f/sng a*P Bleysp® dA + [S(n3 a*1Ble); — ngaP1B3e,,) dA .

Az I3, integral végleges alakjanak elsallitisa az I, feliileti integral atalakitdsat igényli. Az atalakitas
soran fel kell hasznélni a

1
3 l s l skv

(a) n3 a’P B’ €p1s p° =nga® B’ ey € 5 Uuik
(b) . 3qu . qu3 _ qul skvl ( + )

nsa €lq naa Epg = Nk Q €pls € B Uy;q Ug;v
és

rab

(c) Nk Upsg — Ngluk = €kgr € Mg Unsh

Osszefliggéseket. Ezek helyessége konnyen belathato, ha figyelembe vessziik az (A.1.1), valamint az
(A.1.19a) és (A.1.19b) képleteket.

Az (a) és (b) (A.2.7)-be torténd helyettesitése, alkalmas atrendezéssel tarsulva, lehet6vé teszi a (c)
kihasznalasat:

1 1
15, = 5 /S aquleplseSk”(nkumq — NgUy,) dA + 5 /Snk aquleplseSk”qu dA.
Figyeljiik meg az eredményiil kapott integranduszok mindegyike tartalmazza az elmozduldsmezé gradi-
ensét. Az atalakitas befejezése a parciélis integralas (A.1.21) szabalyanak alkalmazasat igényli. Az a
cél, hogy az elmozdulasmezGben linearis tagokat kapjunk. Az integralas soran tekintettel kell lenni az
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(A.1.18), valamint az (A.1.19a) és (A.1.19b) képletekre és nem szabad elfeledkezni arrol sem, hogy most
zart az S felillet. Az utobbi lépéseket végrehajtva

(A2.8) I% = f%/

1 .
ns 52(1”‘1 eplsesuv equerab Bl,b Uk dA — 5 ns (53 apqeplSeSk”Blwuq dA
S

s
= / ns (aqu:?q — a3lB’fk)ul dA
s

az eredmény, ha kihasznaljuk az (A.1.1) azonossagot.
A.2.3. Az IZ, integrdl — ldsd az (1.22)y szdmai képletet — dtalakitdsa. Ez az atalakitas nagyon hasonlo
az I{fl integral atalakitasahoz és igy csak tobb lépésben hajthatd végre. A lépések pedig:
(a) Az (1.8) Osszefiiggés jobboldalanak helyettesitése a AAW-re nézve és az elsd parcidlis integralas
végrehajtasa;
(b) Az (A.2.3) felbontés helyettesitése és a ¢"-t tartalmazo6 tagok parcialis integralasa;
(c) Az ", -t ado (A.2.4) képlet helyettesitése majd az ejn,q-t és egny-t tartalmazo tagok integralasa.

A néma indexpérok alkalmas atnevezése és az ezt kovets atrendezés az

(A29) 1P, =- / (gAY + ghIAWE — gPigm R e, dV + / nga®la™ AV w dA+ 17,
\%4 S

eredményre vezet, ahol

3

(A'2'10) 152 - - /S n3apqa3m\pl‘;mqeplscpsd*4 + /S(n3agqamn\ljl;mq €in — n3apqamn\113mq epn)dA'

Az I, integral végleges alakjanak elGéllitas az I%, feliileti integral atalakitasat igényli. Nem nehéz
megmutatni, hogy

1
pq ,3mg,l s __ pq ,mn.gyl suv
(d) n3 alla”mV’ o epis ©° = np a1V e € 5 Uvi
és
3q ,,mn,y,l mn.yl mnyyl suv
(e) nza*la™" W el —nzaa™ VL epn = 1y aa™M L eprs € B (Upin + Unip) -

A (d) és (e) felhasznalasaval kapjuk, hogy
1 ) 1 .
IEQ =3 /s apqam"‘lll‘;mqeplsew”(nuuvm — N Uy ) dA + 5 /Snua”qam”\I/l';mqeplsew”unw dA .
Irjuk az €,.un€ *nyu,, kifejezést a zarojelben allo tag helyére és ismételjiik meg az (A.2.8)-ra vezets
gondolatmenetet. Ily moédon az
1

1
(A211) IEQ - 75 / n362apqamn\Ill.;mqbeplsesuverunerabuv dA — 5 n352apqamn\Ill.;mq'ueplsesuvun dA
S S

= / ng(alqA\Il?f;q — a3qaml\I/’ikmq)ul dA
s

eredményre jutunk.

A.2.4. Az IISU integrdl dtalakitisa — ldsd az (1.33) egyenletet. A variacios elvekkel kapcsolatos egyes
atalakitasok kedvéért — a jelen és a kovetkezs két szakaszban azt tételezziik fel, hogy nyitott a feliilet —
a részleteket illetGen az A.1. abrara utalunk. Az atalakitasok soran felhasznaljuk

— az

(A.2.12) nze" BBy g Hyos = 0, cesS

(A.2.13) n3€nn3€)\193u[/\|m]bm9f{33 =0 f es
és

(A.2.14) n3€Kn3€)\193U[)\‘,{]bgf{ng =0 e s

azonossagokat, ahol az utobbi ketts az

ﬁn3€/\193€,\,i3903H7719;3 = 7679773903Hm9;3 =0 Ees

3 _A\93
e"Me U[)\‘H]ng;g =€

egyenletbdl kovetkezik, ha b,s-t, illetve I:Img-t gondolunk ﬁmg;g helyett,
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— aZz
(A.2.15) e B3 (B e — B3 ta)) Hyo = nze™ (=003 Yuq  bGHyy =
(A216) = 77,36’“736&6366,\3619)\3ua|,§bggm9 = n3e"773e)‘193u)\‘,€b1”91:[m, Ees

atalakitast, amely az (A.1.1) felhasznalasaval és az A\, ¢ — a, 3, illetve az ¥, A — v, 9 indexcse-
rékkel ellenérizhetd,
valamint

— a

(A.2.17) —/ n3e"’736)"93uA|H||19[~{,,3dA=/ nge""3ekﬁ3uA|,iI~{n3||19dA+
So So

—l—j{ TL3€H”37')\U)\‘,{H»,73 ds

o

és a

(A.2.18) —/ n3e"”736)"93(u3|,i)”,\1:[,719d14:/ N3€Hn3€/\ﬁ3u;§‘,{f{mg”)\dz4—
So So

—7{ TL3€K773T77’U,3‘,{H7719 ds

egyenleteket — ezek az (A.1.22) GREEN tétel segitségével ellendrizhetsk — valamint a
(A.2.19) =My Leg,
Osszefliggést nem feledkezve meg arrol, hogy ns = 1.
Adjuk az (1.33)-ban all6 elsS integral integranduszéhoz a zérus értéki (A.2.12) kifejezést, a masodik

feliileti integral integranduszahoz pedig az ugyancsak zérus értéki (A.2.13) és (A.2.14) kifejezéseket. Ez
lehetévé teszi az (A.2.15), (A.2.17) és (A.2.18) képletek helyettesitését. Az ezt kovets atrendezés az

(A.2.20) I, = f/

3 _A\93 r7 3 _\U3 ] ] 7
nse™e uA\anﬁﬁ +/ nse™e u)\\”(H"ﬂHﬂ — bm9H33 —+ bgHm,)dA+
So

So

+/ n3e" BB ug  (Hpyon — bonHas — borHy3)dA

+7{ n36"7737'19(u19|,il:[,73 - ’Ulg‘,{f{nﬁ) ds

o

eredményre vezet, ha kihasznéljuk az

n3e’“73e)‘"93u3‘,\b19,iﬁ7,3 = nge”"BeA%ugmbmﬁw £Ee S
azonossagot. Az (A.1.11)-bdl kiovetkezs
Hysi0 = Hyjo — byo Hss + b5 Hy, £es
Hyon = Hyps — byaHzs — borHys £es

képletek masodik és harmadik feliileti integralba torténd beirasa és az ezt kbvets atrendezés lehetévé teszi
a STOKES tétel alkalmazasat a harom integral Gsszegére nézve:

3 AN937/ 17 r7 r7 3 1d; ]
—/ n3e™ e [(Hyp;z + Hyayo)uns + Hyxoug)a] dA = —/ n3e™ e Puy Hyap dA =
S,

o

= —/ n363””eldend;pHul dA—j{ T”eld”Hnd;pul ds .
So

o

Visszahelyettesitve ezt az eredményt az (A.2.20) képletbe, azt kapjuk, hogy

(A221) I3, = —/ n363”"eld”f{nd;p,§ul dA +7{ n36”7737'19(u19|,if{,,3 - U3|HI:I,719) ds—
So o

- f T"eldend;pul ds.

o

Ha zart a feliilet, azaz S, = S, akkor elttinik a vonalintegral és a fenti képlet az (1.35) alakra egyszertisodik.
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A.2.5. Az I}y integrdl dtalakitisa— ldsd az (1.34a) egyenletet. Ha felhasznaljuk

— aZz

e”"Bew:‘(—bge,\,{ b ean)Hyy = €™ (e b — boern) Hyy =

kN3 _v7T3 gAY o 7] kN3 _A93 vT3 o 7] kN3 _A93 V7]
= "0 encby Hyy = €717 g3’ encbT Hyy = €717 encby Hyp Ees

atalakitast — ez az A — 7, 8 — o, 9 — v indexcserékkel, valamint az (A.1.1) képlet segitségével
ellenérizhetd,
— az (A.1.11)-bdl kévetkezs
€ralld = €rrlo T Droe3n + broeys §es
egyenletet
és végezetiil
— az
(A.2.22) / n36m736)\193€3,{”)\f{mgd14 = —/ ’n36m736)\19363,€f{m9”)\d14 +7{ ’Il36m737'1963,§f{mg ds
So So 9o
és
(A223) / ngeﬁnge/\ﬁSEARHgﬁn;gdA = 7/ n3€nn3€/\193€)\l{ﬁn3lwdA +j{ ngéﬁnST)\e,\HHng ds
So So o

integralatalakitasokat — ezek a GREEN tétel, valamint az (A.2.19) képlet felhasznalaséval ellend-
rizhetdsk,

akkor az (1.34a) egyenletbdl azt kapjuk, hogy

(A.2.24) IigE = / ngéﬁnBG/\%[e)\,{(ﬁnﬁ;g — Hngng + bmgHg3 + bm,fjfm,) + e3>\bmgf{n3+

o

+ eBn(*HnﬂH)\ + bnAHﬁS) + enA;Sﬁnﬁ + en3|)\Hm9 + eﬁ)\WHnS] dA

+% n3€ﬁn3(7'7963,iHm9 — T/\e)\,{Hn;g) ds.

o

Kovetkezik az (A.1.11) derivalasi szabalybol, hogy
Hooin = Hyops + bynHsg + boaHys §es

Hyzo = Hysjo + byoHss + b5 Hy, . ces

A fenti két egyenlet (A.2.24)-be torténd helyettesitése, majd az ezt kovetd és alkalmas indexatnevezésekkel
tarsuld atrendezés az

(A.2.25) quE = / N3€Hp36)\193[—]:[,\,€6p19;3 + I:[,\Kepg;ﬁ + I:[3Kep19;,\

o

+Hyzep0 — Hygjo€ps — Hanrepn] dA

—l—j{ n36“773(7'19@3,§ng — T’\eMHng) ds

o

eredményre vezet. Felhaszndlva a STOKES tételt irhatjuk, hogy

(A226&) / n3€ﬁp3€)\793g)\,{€p3|19 dA = / n3€ﬁp3€)\793];[/\,§‘196p3 dA + f T)\GHPBﬁ,\Hepg ds
So o o

és

(A226b) / ngéﬁpge)\ﬂzgﬁ;g,iemﬂ)\ dA = / nge””?’ew?’ﬁ%‘,\epﬁ dA — 7{ 7_19£np3]_j[3nem9 ds.
So So o

Az (A.2.26a,b) képletek (A.2.25)-be torténd helyettesitésével az 17y, integral az

(A.2.27) IigE = / nge”"3eAﬁ3(—I~{)\R6pg;3 + f{)\ngepﬁ) dA.
alakra egyszertisodik. Figyeljik meg, hogy torlik egymast a vonalintegralok.
Ha zart a feliilet, azaz S, = S akkor a (1.37) egyenletet kapjuk.
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A.2.6. Az IV integrdl dtalakitdsa — ldsd az (1.34b) egyenletet. A GAUSS tétel kétszeri alkalmazdsaval
és alkalmas indexatnevezésekkel az

(A.2.28) I = L + 15,
képlet adodik az (1.34b) egyenletbdl, ahol

(A.2.29a) I = / PR g prers AV
\4
és
(A.2.29b) IﬁgE = / n3€Kp3€l8p(eps;pHm - epsHlK;p) dA.
S

Ami a feliileti integralt illeti érdemes szétvalasztani azokat a tagokat, amelyeknek €/°P az egyiitthatoja.
Elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy

(A.2.29C) IﬁgE = / N3€Hp3€/\ﬁ3[H,\,€em9;3 — H)\Rep3;19 — Hgﬁepg;)\ — H)\m3em9 + H)\,{|19ep3 + HSH\/\epﬂ] dA.
S

Az utobbi integral (A.2.25)-el valo egybevetése lehetove teszi az (A.2.25)-bsl (A.2.27)-re vezet gondo-
latmenet megismétlését. Az atalakitasok utan az

(A.2.30) IQSE = / nge””ge)"%(HMemg;g — Hyu36,9) dA + j{ N3€Hp3(TﬁH3H€m9 — T)‘Hmepg) ds .
eredmény kovetkezik. Figyeljiik meg, hogy a feliilet most is nyitottnak vett.
Ha zart a feliilet, akkor S, = S, és eltiinik a vonalintegral. Maga az (A.2.30) egyenlet pedig az

(A.2.31) IﬁgE = /87136'@36)\193(]{)\,{6;,79;3 - H)\,{;;gepqg) dA

alakra egyszertisodik.
Az (A.2.29a) és (A.2.31) (A.2.28)-ba torténd helyettesitése (1.38)-at adja.

A.3. Atalakitasok a 2. Fejezethez.

A.3.1. A 651§ integrdl dtalakitdsa — ldsd a (2.14d) és (2.19)2 egyenleteket. Hagyjuk el azokat a tago-
kat melyben megjelenik a 5[9},3 variacio és helyettesitsiik, felhasznalva a (2.20) és (2.24) képleteket, a
T"Gldpéfﬂ,d;p és Tﬁéfimy szorzatokat a (2.19)2 stacionaritési feltételbe. Kapjuk, hogy

5HH§ = 7{”36'{7737'19@3% - ’&3\,{) 57—27719 ds + 7{”37'"6@) 5ﬂnd;p(ul —dy)ds =
g g

déw . . . d o
= f;ﬁmﬂ(# + Tﬁénﬁ357”3)(u3|n - ugm) ds — f;(uz — ) ds

ds =0,

hiszen ns = 1.

Az €53¢,95 = — 0% Osszefiiggés felhasznalésa és parcidlis integralasok végrehajtasa az (A.1.23); alapjan
a (2.25) egyenletre vezet.

A.3.2. A (2.28b) integral dtalakitdsa. A parcialis integralas (A.1.21) alatti formulaja és a

6“7736””1&,@;51, =0 e S,
azonossag felhasznalasa alapjan irhatjuk, hogy
(A.3.1) Hf” (ul) = If” + IIG = */ n3€ﬁn3€ldp(*7:lnd;pul;,{ + ﬂndumlp)dA — %T"eldpﬂnd;pﬁlds,
Sy g
ahol az It és az IC a feliileti és vonalintegralt jeloli. Az (A.1.3) felbontési tétel és az (1.1) kinematikai
egyenlet szerint
(A.3.2) Ul = €l + Upg] és Upyl = €l + Ulpy] - e s,

Az (A.3.2) képlet It feliileti integralba torténd helyettesitése és az eredmény (2.28a,b,c)-vel torténd
egybevetése az

(A.3.3) I =1t 4 1
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Osszegre vezet, ahol

Igst = */ n3€Hn3€ldp(*7:lnd;pu[l;ﬂ] + 7—277du[r~s;p]) dA =
St

T / 3 A (—Hyggupn) + HysoUlp) + Hioaufss] +
St

+ Hnﬁu[ﬁ;k];?: - 7:{773u[ﬁ;k];19 + Hnﬁu[n;?;];k) dA.

Mivel

(A.3.4) 6””3€Aﬁ3ﬂnﬁU[H;A];3 =0 £elS;
és

(A.3.5) e”"ge’\ﬁgﬂng;guw,{] =0 e S

parciélis integralasok végrehajtasaval kapjuk, hogy

IQS” = Iégt + IIG = */ nge'{nge/\ﬁg[fﬂngg(u“m] + U[K;)\]);ﬁ — Hnﬁ(U[gm] + U[H;3]);,\] dA
Sy

— % 7—196'4773(7:[7719,“[3;”] - 7:(7,311,[19;”]) ds.
9

Itt zérus értéki a feliileti integral. Tekintettel az (1.1) kinematikai egyenletre és a (2.26) folytonossagi
feltételre feltételezziik, hogy

(A.3.6) U[3;x] = €3 — U3, és UlY;x] = €9 — Uy - Eeyg
Az (A.3.6) helyettesitse és a kapott eredmény (2.28a,b,c), (A.3.1) és (A.3.2) képletekkel valé egybevetése
szerint
I =17t 4+ 11 + of
Ez igazolja a (2.30) funkcionallal kapcsolatos atalakitasok helyességét.

A.4. Atalakitasok a 3. és 4. Fejezetekhez.
A.4.1. Az IV integrdl dtalakitdsa — ldsd a (3.22) képletet. Parcialis integralasok végrehajtasaval, azaz az
(A.1.20) Osszefiiggés kihasznalasaval és alkalmas indexatnevezésekkel irhatjuk, hogy

(A41) I{/ = / [Gqu(’)/qT;p + €quKlpb.)FST + Gka/‘Qk):pHXY:I dV =
\4

= / [ekprp _l;y’}/kl + €*PY(Hyp,p + Gbple%)Iial_)] dV + / n3 [Fn%e3x’7'yxl + Hnbe%"nwﬂ dA .
% s
A.4.2. Az I} integrdl dtalakitdsa — ldsd a (3.23) képletet. Az (A.1.21) STOKES tétel felhasznalasaval
irhato, hogy

A.4.2a nge Xy, F 'dA = kb — nseXMTE Ly, dA
; ix L. . S 05X
és
(A.4.2b) / ns 63”77gof’mf{nbd14:7{ T"apl’f{nbds—/ ns egﬂnl:lnbmgob dA .
So o SO

Vegyiik észre, hogy S, = S-re, ekkor zart a feliilet és elttinik a vonalintegral, a fenti két integral része az
I?-nek. Igy irhato, hogy

(A43) I} = /

|:("}/Xl — Uy — Elxbgob)GBXUFn‘l -+ (H: — (piw)egwnﬁnb} dA =
S

= /S (anle&m’yxl + Hnbegﬂ—nﬂﬂg) dA + /S ns |:€3XUF77 ??X u; + ns e (I‘j[nb;ﬂ— + Ebﬂ—anvl) gab] dA.

A.4.3. Integrdlok a (4.24b) felileti integrdl dtalakitdsdihoz. Az

(A.4.4a) / n3€3”"5ﬁnb_mwbd14:j{ T"wb&-@nb ds+/ N3€37anbm(sl€nbd14
St ° St

és

(A.4.4b) / TL3€3WX(5’}/Xl;ﬂ-’I“ldA=f T”rlévxl ds+/ 71363xnrlm(5’)/xl dA
St ° St

integralok helyessége az (A.1.21) STOKES tétel felhasznalasaval ellendrizhetd.
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A.5. Atalakitasok az 5. Fejezethez.
A.5.1. Az (5.25) stacionaritdsi feltételben dllo If“ integrdl dtalakitdsa. Legyenek az S, feliilleten vett u;
és Hy, tenzorok elegend@en simak. Az (A.2.21) és (1.33) egyenletek egybevetése alapjan irhatjuk, hogy

(A.5.1) /STL3€3m{€ldend;p,i’uldA =— /S nge3 M3 {UMHHwﬁ + [(uge) r + b ajrx + bgu(xm)]ﬂnﬁ
+[(uape) 9 + usiabor]Hns + byou(aje) Has } dA

3,0 1d
7}{ nze™ Y (wg) Hyz — u3|KHn19)ds+?{ T PHpa.pug ds .

A fenti atalakitas részletes igazolasat illetGen a [75] tanulméanyra utalunk.
A.5.2. A fenti jelolések felhasznalasaval vetve egybe az (A.2.25) és az (1.34a) egyenleteket kapjuk,
hogy

(A.5.2) / n3e'€p3€/\ﬁ3[*'HA,{6,,19;3+HAH€p3;19Jr'Hg,{epﬁ;)\JrH,\mgepﬁ*H)\R|196p3*7‘lg,€|)\€m9] dA =
So

= / nse™ B3 ex Haois + (€rfo + Exslo)Hns
So
+(€3r)x + b5 Car = €xr;3 T+ Er3jx — bgem)Hw + byoersHsz} dA

+j{ n3em73(7'19@3,{7'{7719 — T”\eMHng) ds .

o

Ami az (A.2.25) osszefiiggésre vezets atalakitasokat illeti a Fliggelek A.2.5. szakaszara, illetve a [75]
tanulméany 5.18 szakaszara utalunk. Ha felcseréljiik az e és H betiiket az (A.5.2) egyenletben, akkor
ellenkezdre valtozik a feliileti integral elGjele. Ezt figyelembevéve irhatjuk, hogy

(A.5.3) / n3e™ M3 [—ex Hpois + exaHosw + €3 Hpoin + exnzHpo — exsjoHps — €3 Hpo) dA =
s

o

= / ngeM3 A3 {Hmenm + (Hix + Hawjo)ens
So
+ (H3K||A + biHom - H/{)\;S + HAB\H - bgHAn)enﬁ + bnﬁHAneSS} dA

+ % ’Ilgekm3 (7'197"[3,167]19 — T/\H)\,{en3) ds.

o

A.5.3. Az I integrdl dtalakitdsa. Az (5.26), (5.29), (5.31), (5.33) és (5.35b) egyenletek felhasznalasaval
adodik, hogy

(A.5.4) I¢ = I¢ + IS + 1§ + 170 =
= /nge”"grﬁ(é’}-[%ﬁgm — (Haxly)y) ds — /T”eldpéHnd;pﬁl ds
g g
- / nge”"37ﬁ(57"l19,ie,({3 — 5H3Ke7[7j19)ds — /nge”"BTﬁ(éHweTT,g — 5H3Keg19)ds
g g

kN3 -0 T T o n ldp ;T
+/7’l3€ 77 (Swy|xepnz — OW3|xpy) dS e Pe, g 0w ds.
g g

Az utobbi egyenlet vilagosan mutatja azon vonalintegralok szerkezetét, amelyeket egyszeresen Osszefiiggs
tartomany esetén kapunk az atalakitasok sorén.

A tovabbiak célja az (A.5.4) integral alkalmasabb alakra torténd transzformacioja.

Az atalakitasok soran, tobbek kozott, a kivetkezd egyenleteket hasznaljuk fel:

(A.5.5) (5’(U[19|,€] = 7619,1357’3 , 5w(n|19) = (5’(1)19‘77 + 679773(57"3 s £e S

ahol 7% a vonatkozo6 vektorinvarians harmadik Gsszetevdje.
Kovetkezik az (5.21b) egyenletbdl, hogy

(57’(,\7,;3 — 57‘[37];)\ = 5H3|)\H77 + b;‘,éHM - (5’(U3|)\||77 - b;‘,éwaM s £e S

ahonnan a 0 = by, (0Hs3 — dws;3) Osszefliggés jobboldalhoz térténd hozzaadasaval — lasd a (5.24) Ossze-
fiiggést —, és az (A.1.10) szabaly figyelembevételével kapjuk, hogy

(A.5.6) 5H/\TI?3 — 57‘(3”;,\ = 6H3\/\||77 + b%(sHa,\—b,\n(SH% — ((5’w3‘/\”n + b%(swap\ — b)\n(s’wg;g)
= 6H3/\|77 — (5’LU3;)\77 .
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Nyilvanvalo a (5.21a) képlet alapjan, hogy

(A.5.7) 3)‘1957‘(19 A= 63/\19 (511}19 An 511}77 19)\) 3)\19 (5’LU19 R Eeyg

14) . . FUET .
Kiilonos figyelmet igényel a (gz) i =1,...,4 gorbéken végzett parcidlis integralas, mivel szakadasa van a
dw; vektormezének a Py; pontokban.
Tekintsiik most az I vonalintegralt — lasd a (5.26) egyenletet, vagypedig az (A.5.4) képlet els6 sorét.
A

(A.5.8) —71e P S H gty = 7€ i3 + 71PN (Hans — SHayn)io £es,

felbontas felhasznalasaval helyettesithetévé valnak az (A.5.6) és (A.5.7) képletek. Ezutan lehetGség nyilik
a parcialis integralasokra a g gorbe mentén. Végiil helyettesitsiik a 0H .-t és dHaa-t ado (5.21a) és (5.23)
képleteket is. A sziikséges indexatnevezések utan

1
(A59) I =1IF +%! = /7"63)‘195610)\‘79&3'”% - /7"6193)‘(510()\;3) — dws3;x ) Uy, ds
9 g

7/7_776193,\511}/\;3,&19‘77(187/7_7763,{776?1)(”'19)@3'“ ds

g g9

+ Z { 6193)\(571)()\;3) - 5w3|)\)ﬂ19| Py 6193)\(51”(k;£3) - 5w3|)\)ﬂ19| Prita }
i=1,3

az eredmény. Figyeljiik meg, hogy a 2! médon jelslt tagok tiikrozik a tartomany tobbszordsen dsszefiiggd
voltat és azt a kortilményt is, hogy vegyes peremértékfeladatrol van szo.

Most pedig az I + IF%" vonalintegralra forditjuk a figyelmet — lasd az (5.31) és (5.33) egyenleteket,
vagypedig az (A.5.4) kifejezés utolso sorat. Az T”eld”end;péwl Osszeg felbontasat — a részleteket illetGen
az (A.5.8) egyenletre utalunk — és az (5.21a), (5.23), valamint az (A.5.5) egyenletek helyettesitését kovetd
alkalmas atrendezés utan

(A5.10) IS + 170" = / 3N ey, A dws ds + / €M (X — €ayp) 0wy ds
g

+/T"e§75r3ds +/ e"3el 100Wk;3) dS -
g g

Alkalmasabb alakra hozhaté az I¢ vonalintegral, ha az IF-t és I + IF0%-t ado (A.5.9) és (A.5.10)
képleteket helyettesitjiik, és ezt kovetden pedig az I$-t ado képletrészekbe — lasd az (A.5.4)y kifejezés
harmadik sorat — irjuk (5.21a) és (5.23) alapjan dHy, és dHaz értékét. Ezt kovetSen helyettesitsiik az
(A.5.5); egyenlethsl dw,g) értékét az [I7 (A.5.9) | {I§'} kifejezések [utolso] {els6} vonalintegraljéba.
Alkalmas atrendezés utan lehetGség nyilik az

d
/T” ’““93( oy — u3|,€)5w19‘,7 ds = — / d—[ "“93(@,@3 — Us),;)] 6wy ds + »2
7 g
atalakitas felhasznalaséara, ahol
(A.5.11) 2= % { €3 (elly — tigyw) [Jwo) |, — €™ (elly — i) [5w«9]\pwl} :

i=1,3

Ha emellett "megnoveljiik” az I képlet jobboldalat az

d (1 1.
0= / — { 3M9’1L19,\} dws ds + /T"—eswﬁgp\éwgm ds + %3
ds g 2
P1,i+1}

kifejezéssel, amelyben

1 .
- Eﬁgwumx [dws]

(A.5.12) ESY { %e”%w [6ws]
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akkor egy utolso atrendezéssel kapjuk, hogy
I§ = I¢ + IS + 1§ + 17 4+ 2 4+ 22 4303 =

d .
= /{T”ewg(e%;g — e3nly) — E[eﬁm(eﬁg — Ugjy)] fowrds
g
n  3p9 d 1 3AY
+ [ [T ey, — 5(56 TUyg|x)|0ws ds
g
(A.5.13) + /(e,’{3 —el3)orirds + I§ + L1 + 52 4+ 53
g

A fenti egyenletben

I§ =~

S~

7"6’93’\211(,7‘19)5w(k|3)ds — /Tneﬁg/\e(q;]w)(SU}[g‘/\]dS
g

+ TnEﬁBA (’&(79‘77) — d[mn])éwg‘/\ds

+ [ T iy g ds + / 77 el ) 0w(a) ) ds =

g

S —

(A.5.14) = [ 77" M ey — o)) 0wz nyds — /7"619%(657\19) — U(yl9)) 0wz \ds
g

A.6. Atalakitasok a 6. Fejezethez.
A.6.1. Képlet az IIMS“ integrdl dtalakitdisdhoz. Nem nehéz megmutatni az (A.1.21) STOKES tétel érte-
lemszeri alkalmazasaval végrehajtott parcidlis integralasokkal, hogy

(A6.1) / [n363’77rF7rl.mul + n363"’r(Hnb;7r + ebmF,ﬁ)gob] dA = j{ (T"uanl. + T"(prnb) ds
So

o

- / [n363x7’(ul;x -+ elxbcpb)Fnl, -+ Tl3€37m<pl?mHnb} dA .
So

A.6.2. Hasonl6 modon igazolhato, hogy

(A.6.2) / [n3e3X"7Xlr?;n + 133 ™k P (wpey + ens®)| dA = ?{ (Tt + T"n,;fwb) ds
So 9o

—|—/ [TL3€37TX(’)/X1;71— + exlbﬁﬁ)rl + ngegmmﬂl."mwb} dA .
s

o

A.7. Atalakitasok a 7. Fejezethez.

A.7.1. A GREEN-GAUSS féle integrdldtalakitds képlete. Tegyiik fel, hogy sikfeliilet az (A.1.22) képlet S,
felillete — lasd az A.1. abrat. Jelolje, ez esetben, A ezt a korlatos siktartomanyt és feleljen meg L a
go peremgorbének. Nyilvanvalé az abra alapjan, hogy a v, vektor az A siktartomany kiilsé normalisa
lesz. Jelolje n, ezt a normalist. Megtartva az egyéb jeloléseket, de ligyelve arra, hogy a feliileti kovaridns
derivaltakbol kovarians derivaltak lesznek az (A.1.22) parcialis integralasi képletbdl a

(A.7.1) / bl?m cdA = j{ ny b ¢ ds—/ b, 1y dA
A c A

Osszefiiggést kapjuk. Ez az egyenlet a GREEN-GAUSS integralatalkitason alapuld parcialis integrélas
képlete.

A.7.2. A (7.18) extremum feltétel atalakitasa. A (7.21)q 2 képletek (7.18) extremum feltételbe térténd
helyettesitésével a

0K = 7/ ['ywe”"géffi l;)# + Iiygéng (57‘[33;w + 63¢p5f3 p)] dA+
A

/L (nﬂew“35.7:3 ’juap +n, Y3 (0H33,0 + €30p0F3") 4,53) ds =0

u
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alakot kapjuk. Az (A.7.1) GAUSS—-GREEN integralatalakitasi tétel értelemszerd alkalmazasat kovets al-
kalmas atrendezéssel és indexatnevezésekkel innen

(A72) 0K = — / (€% (Vapw + €3yphis) 6F3 " + €™k 2 5Hss] dA+
A
+ / (nue“ﬂfy,rp SFL 4+ n ™3k} 6Hss) ds+
L, UL

+ /L (™35 FL, iy + nye " (Hssiy + €3y,0F) ¢°] ds

u

az eredmény. Konnyt ellendrizni a (7.9)1 2 képletek felhasznalasaval, hogy a fenti egyenlet elsd, masodik
és harmadik sora rendre a (7.24) képletet alkoto 0K 4, K, és 0K, — v.0.: (7.25, (7.26a) és (7.26b).
A.7.3. ASK és 0K, integrdalok dtalakitdsa. A §K -t ado (7.26a) képletbdl a

(A73) [g3 X (I’ - er,)] " 8p = _€p3Uga ’ (I‘ - er‘)
atalakitas, a 7.3. szakasz elsé bekezdése alapjan irhato

Cs3= Cs3 i=1,3; Cs3=Cs3 i=5 ¢és C¥v=C¥ i=1,3 C¥=C% i=5
(ti) (0i) (ti) (11) (ti)  (0) (ti)  (11)

jelolések, az ne™3 = 7# sszefiiggés, valamint az integral additivitasanak kihasznalasaval kapjuk, hogy

(A.7.4) 6KL=/ [T’T'ym, (5.7:3’)4—7”/@7357-(33} ds+

u

+7{ " k,3ds 6C33 +7{ T [Vrp — Kin €30 87 - (r —Tpy)] 8°ds - 6CY gy+
L4 (11) L1 (11)

+Z/ " k,3ds 6Cs3 +/ T ['ywp — nﬂ36p30 g7 (r— I'Pmﬂ g”ds - M?gw '
i=1,3 /Lt (04) L (0)

A K -t ado (7.25) képletbsl az n,e™3 = 7/ Osszefiiggés helyettesitését kovetd parcidlis integralasok,
majd az (A.7.3) Osszefiiggés, valamint a (7.23) és (7.24) képletek helyettesitése utan a

~ ~3
5K, = — / {% + T”e,,ﬂ@?'] SFLds — / U 53 sdst
Lo dS L dS

u

~3 Piit1 N PPt it
= DM [ = D @b |
i-1.3

i=1,3

vagy ami ugyanaz a

di . dg?
(A.7.5) 0K, = f/ {% + T’Temgcﬁs] dFLds — / d—i OHzszds+
Ly Loy,

.3 |Pis N P,
=2 n T 0 G = ) g 00 gt
i=1.3 (Gl — (09)
+ Z ¢3€p30g0'(rpt,i+l - rPti) gp‘th*l : 5((3’:;g§0
i=1,3

eredmény kovetkezik. Az (A.7.4) és (A.7.5) képletek Gsszege a (7.27) extremum feltétel baloldalat adja.

A.7.4. A fiiggetlen nagybani kompatibilitasi feltételek. Tekintsiik az A.2. dbran vazolt hdromszorosan
Osszefiiggs tartoméanyt. Tekintsiik tovabba a tartomanyon az onmagat nem metszé zart gorbék egy
seregét. Azt fogjuk mondani, hogy a gorbesereg egy gorbecsaladot alkot, ha a csaladot alkoté barmelyik
gorbe, a gorbe nyujtasaval, zsugoritasaval és deformaciojaval atvihets a csalad egy masik gorbéjébe. Két
gorbecsalad egymastol fiiggetlen, ha az egyik csaladhoz tartozo valamilyen gérbe nem vihetd at, a gérbe
nyujtasaval, zsugoritdasaval és deformaciojaval a masik csaladhoz tartozé valamelyik gorbére. Az abran
vazolt A; tartoméanyon, harom egymaéstol fiiggetlen gorbecsalad létezik:

e a pontta zsugorithatoé gorbék csaladja,
e az L peremgorbét koriilolels és arra zsugorithatd gorbék csaladja, valamint
e az Lo peremgorbét koriilolels és arra zsugorithatd gérbék csaladja.
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A.2. abra.

1. MEGJEGYZES: Bar a Pyo, P31, Pao, P32, P12 pontokon athaladd L3 gérbe mindkét lyukat koriildleli
nem tekintjiik fiiggetlennek, mivel elgallithaté az alkalmasan vélasztott és az Ly, illetve Lo-t koriilolels
gorbék egyesitésével — az egyesités sordn azonban eltéavolitva gondoljuk azon kézos gorbeivet, melyen oda
vissza kétszer kell végighaladni (pl.: PsaPio, PioPs1, P31 Pso + Psa Py, P31 Pag, Pog Pso — az egymés mellett
allo két kis kor ugyanazt a pontot jeloli az abréan).

Azt mondjuk, hogy annyiszor(osan) osszefliggs a tartomany — jelen esetben haromszorosan — amennyi
a fliggetlen gorbecsalddok szama.

A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy teljesiilnek a (7.28) kompatibilitdsi feltételek (kompatibilitdsi
differencidlegyenletek) az A; tartomdnyon, és erre a koriilményre kiilon mégegyszer nem hivjuk fel a
figyelmet.

A (7.30) alapjan némi atalakitassal a

(A.7.6) ?{ T [Yap — ki 83 X (r —1p,,)| 8°ds =0, 7{ T [Yap — hin 83 X (r —Tp,,)| 87 ds =0
ﬁl £2

modon irhato és
(A.7.7) 7{ Tk 3ds =0, 7{ T k2ds = 0
ﬁl CQ

egyenletek a nagybani kompatibilitéasi feltételek az £1 és Lo peremgorbéken.

2. MEGJEGYZES: Az (A.7.6)1 2 képletekben az A; tartomany mas rogzitett pontjanak helyvektora is
allhat az rp,, és rp,, helyvektorok helyén. Ezt az allitast forméalisan nem igazoljuk.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a fenti nagybani kompatibilitasi feltételek fennallasa esetén telje-
siilnek az L, kiils6 peremgorbére vonatkozd

(A.7.8) ?{ 7" [Yrp — b 83 (r—rp,, )] 8°ds =0, 7{ T"k3ds =0
Lo Lo

nagybani kompatibilitasi feltételek is.

Az igazolast csak a masodik, az (A.7.8)2 nagybani kompatibilitasi feltételre részletezziik, mivel az elsd
(A.7.8)1 nagybani kompatibilitasi feltétel esetén az azonos gondolatmenet tobb irasmunkat igényel.

A bizonyitas azon alapul, hogy a (7.28) kompatibilitasi differencidlegyenletek fennéllasa esetén a pontra
zsugorithato gorbecsaladok barmelyikére, mondjuk az £ = L1, P11, P12, P31, P32, P12, P11 gorbére nézve,
teljestl a

(A.7.9) 7{ T k2ds =0
c

egyenlet!”. Pontokkal jelolve az integranduszt és kihasznéalva az integral additivitasat irhatjuk, hogy

(A.7.10) /T”n,fds:
L

:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ..o ds =
Ly P11 Pr2 P12 P31 P31 P32 P32 P12 P2 Py

TEnnek az allitasnak igazolasa az idézett (7.28) nagybani kompatibilitasi feltételekbol kovetkezd kompatibili-
tasi differencialegyenletek levezetésén alapul. Ezek igazolasat illetGen a [41] konyvre utalunk.
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:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ coods =
Ly P11 P2 P2 P11 P2 P31 P31 P32 P32 Pr2

———
:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds=0,
P2 P31 P31 P32 P32 P2

=0 =0
ahol a kapcsos zarojellel jelolt integral, valamint a kapcsos zarojellel megjelolt integralosszeg zérus értéki.
Az els6 esetben az (A.7.8)1-re tekintettel, a méasodik esetben pedig azért, mivel kétszer megyiink végig
oda vissza ugyanazon a szakaszon.

Mivel az £, gorbe és a Pjo, P31, P3o, P12 gorbe ugyanahhoz a gorbecsaladhoz tartozik, hiszen az utébbi
koriiloleli az £ gorbét, adodik a kovetkeztetés, hogy: ha teljesil a nagybani kompatibilitasi feltétel egy
adott gorbecsaldd egy tagjdra — a jelen esetben az L1 gorbére —, akkor fenndll annak barmely mds tagjdra.

Az utébbi megallapitas alapjan, mivel fennall a nagybani kompatibilitasi feltétel az Lo gorbére, fennall
az ugyanezen gorbecsaldadhoz tartozd Pss, Psa, P31, Pes gorbére is:

(A.7.11) / ...ds+/ ...ds+/ ...ds=0.
P22 P32 P32 P31 P31 P22

Képezziik, kihasznalva hogy
/ ...ds+/ ...ds=0
P31 P32 P32 P31

(kétszer megytink végig oda vissza ugyanazon a szakaszon), az (A.7.10) és (A.7.11) egyenletek Osszegét:

(A.7.12) / ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds:/ ...ds=0.
P2 P31 P31 P22 P22 P32 P32 P2 L3

Az eredmény szerint, ha fennallnak az (A.7.7)1 » nagybani kompatibilitéasi feltételek, akkor fennall ugyanez
a nagybani kompatibilitasi feltétel az L3 gorbén is. Kévetkezésképp fennéll az L3-al azonos gorbecsaladhoz
tartozé L, gorbén is. Ezt akartuk igazolni.

Az (A.7.8); nagybani kompatibilitasi feltétel esetén ugyanez a gondolatmenet vezet eredményre.

3. MEGJEGYZES: Hasonlo gondolatmenettel mutathato ki, hogy a nagybani kompatibilitasi feltételek
fennéllasa az L,, L1, illetve az L,, Lo gbrbéken biztositja a nagybani kompatibilitasi feltételek fennallasat
az Lo, illetve £ gorbén.

A.7.5. Figgetlen kiegészité kompatibilitdsi feltételek. Az egyszertiség kedvéért a 8.1. abra viszonyait
—lasd 72. o. — vessziik alapul. Az L;; és L3 iveken a terhelések, az Lo és L4 jeld iveken pedig
elmozdulasmezs és a forgasmezs az el6irt. Kovetkezésképp teljesiilnie kell az utobbi iveken a (7.29)
alakvaltozasi peremfeltételeknek.

Els6 lépésben megmutatjuk, hogy a (7.31b) alapjan irhato

(A.7.13) / 7k 3ds — 3 (s)|02 =0
ctl t1
kiegészits kompatibilitasi feltétel fennallasa esetén — feltételezve, hogy teljesiilnek a (7.28) kompatibilitasi
feltételek (differencialegyenletek) és a (7.29) alakvaltozasi peremfeltételek —, fennall a
(A.7.14) / 7 2ds — §° (s)[ k=0
L !

kiegészit6 kompatibilitasi feltétel is.
Mivel a 8.1. abréan véazolt tartomény egyszeresen Osszefliggs a (7.28) kompatibilitasi feltételek (diffe-
rencialegyenletek) fennallasa biztositja a
7{ "k, 3ds =0
Lo

nagybani kompatibilitasi feltétel fennallasat. Kihasznalva az integral additivitasat és helyettesitve az
(A.7.13)-t irhatjuk, hogy

(A.7.15) 7{ T”/@f’dSZ/ T”/@fds—i—/ T”/@f’ds—i—/ T”fifds—i—/ TR ds =
Lo L1 Loy Lis Loua

= §*(Pr2) — ¢*(Pa) +/ "R, ds +/ Tk, ds —|—/ Tk 3ds = 0.
Loz Ly Lua
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Ha teljesiilnek a (7.29) alakvaltozasi peremfeltételek, akkor
| rdds = F ) - B Pa) e[ o= (P) - $(P).
Lu2 Loya

és ezzel azonnal adodik (A.7.15)-b6l az (A.7.14) fennallasa. Ez azt jelenti, hogy eggyel kevesebb kiegészits
kompatibilitasi feltétel sziikséges a forgasmezs esetén — ketts helyett egy.
A masodik lépésben megmutatjuk, hogy a (7.31a) alapjan irhato

(A716) /[1 [TW’YW/) gp - Tﬂ"'@ﬂ-g g3 X (I’ —TIpy )] ds + up, —up, + ‘;OP,,Q X (er - rPf,l) =0
t1

kiegészitd kompatibilitasi feltétel fennéllasa esetén — feltételezve, hogy teljesiilnek a (7.28) kompatibilitasi
feltetelek (differencidlegyenletek), a (7.29) alakvaltozasi peremfeltételek és a forgasmezdvel kapcesolatos
(A.7.13), (A.7.14) kiegészité kompatibilitasi feltételek —, fennall a

(A.7.17) /L [T Yep&” — T K,° g3 X (r —rp,)|ds +up, —up, + @p, X (rp, —Tp,) =0
tl

kiegészit6 kompatibilitasi feltétel is.
A tekintett és 8.1. dbran vazolt tartomany egyszeresen Osszefiiggd volta miatt a (7.28) kompatibilitasi
feltetelek (differencidlegyenletek) fennallasa biztositja a

?{ [T’T'ywp gl — T“nwg g3 X (r—rp, )] ds
L1

nagybani kompatibilitasi feltétel fennallasat. Kihasznalva az integral additivitasat a fenti egyenlet a

P
i=1,37 Lt

+ Z / [T Vrp8” — 77K, g3 X (r —1p, )| ds =0
i=2,4 7/ Lui

alakba irhato at. Mivel az Ly, i = 2,4 jeld iven teljesiilnek a (7.29); 2 alakvaltozasi peremfeltételek
kihasznalhatok lesznek a tovabbiakban a

Jo
(A7.19a) — 77k, %g3 x (r—rp,) = d—f X (r—rp,)=

dAX( )+A><dr dAX( )+ @ x

=—— r—r —=—— r—r

dSSO Py ¥ ds dS‘P Py P XT

és a
d

(A.7.19b) T Y8’ = d_‘S‘ )

atalakitasok. Valoban, az (A.7.19a,b) atalakitasok helyettesitése az L,;, i = 2,4 iveken vett integralokba,
majd az s szerinti integralas elvégzése és az ezt kovets rendezés az (A.7.18) egyenlet egy attekinthetébb
alakjara vezet:

(A720) /ﬁ [Tﬂ-’yﬂ'p gp - Tﬂ-ﬁwg g3 X (I‘ —I'py )} ds + up,, —up, + ‘1th2 X (rPt2 - rPt1)+
t1

=0
/ [Tﬂ%rp gp - Tﬂ"@r3 g3 X (I‘ —rp, )} ds + up, —up, + SAOPm X (rPt4 - rPt3) +
L3

+ ((‘bpm - ¢Pt4) x (rPts - rPtl) =0.
A fenti egyenlet utolso sora az (A.7.14) kiegészité kompatibilitasi feltétel figyelembevételével az

(A721) &y — py) X (Fpey — ) = / 7 hrd g5 X (¥pyg — Try ) ds
L3

alakot 6lti. Ennek helyettesitése az (A.7.20) képletbe az igazolni kivant (A.7.17) kiegészits kompatibilitasi
feltételt adja. Kovetkezésképp tovabbi kettével kevesebb a fliggetlen kiegészité kompatibilitasi feltételek
szama — a fenti vektoregyenlet két skaldregyenlettel egyenértékii.

4. MEGJEGYZES: A 7.1. abran szemléltetett Osszetettebb esetre, de més Osszetettebb esetekre is, a
fentiekben ismertetett gondolatmenetek elemeinek kombinalaséval végezhetd el az igazolas. Ezek ismer-
tetésétdl eltekintiink.
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A.8. Atalakitasok a 8. Fejezethez.

A.8.1. Figgetlen nagybani nagybani egyértékiiségi feltételek. A viszonyokat most is az A.2. abran vazolt
haromszorosan Osszefiiggé tartomany szemlélteti. A gondolatmenet szinte sz6 szerint megegyezik az
A.7.4. szakasz gondolatmenetével.

Hangsulyozni kivanjuk, hogy most is feltételezziik a kompatibilitdsi feltételek — jelen esetben a (8.3)
kompatibilitasi differencidlegyenletek — teljestlését az A; tartomdnyon, és erre a koriilményre kiillén mé-
gegyszer nem hivjuk fel a figyelmet.

Az (8.20) alapjan irhato

(A.8.1) / ne[e™3eo — 05 gt ds =0 és / ne[e™3es — 050 )gt ds = 0
L1 Lo

egyenletek a nagybani egyértékiiségi feltételek az £1 és Lo peremgorbéken. A tovabbiakban megmutatjuk,
hogy a fenti nagybani egyértékiiségi feltételek fennallasa esetén teljesiil az

(A.8.2) / n[€™ ey — 0503 gt ds = 0
Lo

nagybani egyértékiiségi feltétel is.
A bizonyitas azon alapul, hogy a (8.3) kompatibilitasi feltételek fennallasa esetén a pontra zsugorithato
gorbecsaladok barmelyikére, mondjuk az £ = L1, P11, P12, P31, P3o, P12, P11 gorbére nézve, teljesiil a

(A.8.3) / N [€™3en — 073t ds = 0
c

egyenlet™®. Pontokkal jelolve az integranduszt és kihasznalva az integral additivitasat irhatjuk, hogy

(A.8.4) /ﬁnw[emgem\ — 67p%g N ds =

:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ coods =
Ly P11 Pr2 P12 P31 P31 P32 P32 P12 P2 P11

/ ...der/ ...der/ ...der/ ...ds+/ ...ds+/ coods =
Ly P11 Pr2 P2 Py P2 P31 P31 P32 P32 P12
———

=0 =0
:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds =0,
P2 P31 P31 P32 P32 P12

ahol a kapcsos zarojellel jelolt integral, valamint a kapcsos zarojellel megjelolt integralosszeg zérus értéki.
Az els6 esetben az (A.8.1);-re tekintettel, a masodik esetben pedig azért, mivel kétszer megyiink végig
oda vissza ugyanazon a szakaszon.

Mivel az £y gorbe és a Pia, P31, P32, P12 gorbe ugyanahhoz a goérbecsaladhoz tartozik, ui. az utébbi
koriiloleli az £ gorbét, adodik a kovetkeztetés, hogy: ha teljesil a nagybani kompatibilitasi feltétel egy
adott gorbecsaldd egy tagjdra — a jelen esetben az L1 gorbére —, akkor fenndll annak barmely mds tagjdra.

Az utobbi megallapitas alapjan, mivel fennéll a nagybani kompatibilitasi feltétel az Lo gorbére, fennall
az ugyanezen gorbecsaldadhoz tartozd Pss, Pso, P31, Pes gorbére is:

(A.8.5) / ...ds+/ ...ds+/ ...ds=0.
P22 P32 P32 P31 P31 P22

Képezziik, kihasznalva hogy
/ ...ds+/ ...ds=0
P31 P32 P32 P31

(kétszer megytlink végig oda vissza ugyanazon a szakaszon), az (A.8.4) és (A.8.5) egyenletek Osszegét:

(A.8.6) / ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds:/ ...ds=0.
P12 P31 P31 P22 P23 P32 P32 P12 L3

Az eredmény szerint, ha fennall a nagybani egyértékiiségi feltétel a £1 és Lo gérbéken, akkor fennall az
L3 gorbén is. Kovetkezésképp fennall az L3-al azonos gorbecsaladhoz tartozd £, gorbén is. Ezt akartuk
igazolni.

I8Ennek az allitasnak igazolasa szdmos rugalmasségtani konyvben fellelhetd, és az idézett (8.3) kompatibilitasi
feltételekbdl kovetkezd SAINT VENANT féle kompatibilitasi differencidlegyenletek levezetésén alapul. Ehelytitt a
[40] mt 8. Fejezetére hivatkozunk.
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2. MEGJEGYZES: Hasonl6 gondolatmenettel mutathato ki, hogy a nagybani kompatibilitasi feltételek
fennéllasa az L,, £, gorbéken, illetve az L,, Lo gérbéken biztositja a nagybani kompatibilitési feltételek
fennallasat az Lo, illetve £1 gorbén.

A.8.2. Fiiggetlen kiegészitd eqyértékiségi feltételek. Az egyszertiség kedvéért a 8.1. abra viszonyait — lasd

72. o. — vessziik alapul. Az L4 és L;3 iveken terhelés, az L0 és L4 jeld iveken pedig elmozdulasmezd

az eloirt. Kovetkezésképp teljesiilnie kell ugyanitt a (8.19) alakvaltozasi peremfeltételeknek.
Megmutatjuk, hogy a (8.21) alapjan irhato

(A8.7) / na [0,y — 5T g s = (Pua) — 6(Prs)
L3

kiegészits egyértékiiségi feltétel fennallasa esetén — feltételezve, hogy teljesiilnek a (8.3) kompatibilitasi
feltételek és a (8.19) alakvaltozasi peremfeltételek —, fennall a

(A8.8) / nale™ e — 67 o|g ds = 6(Pra) — a(Po)
L1

kiegészits egyértékiiségi feltétel is.
Mivel a 8.1. abran vazolt tartomany egyszeresen Osszefiiggs a (8.3) kompatibilitasi feltételek fennallasa
biztositja a

(A.8.9) j{ N [€™3en — 053 g ds = 0
L,

nagybani kompatibilitasi feltétel fennallasat. Kihasznalva az integral additivitasat és helyettesitve az
(A.8.7)-t frhatjuk, hogy

(A.8.10) 7{ ...ds:/ ...ds+/ ...ds+/ ...ds+/ cods =
Lo Ly Luz Lz Lua

L1 L2 Loya

Ha teljesiilnek a (8.19) alakvaltozasi peremfeltételek, akkor

/ﬁw...dszﬁ(PtQ)_ﬁ(Ptl) és /Lu4...ds:ﬁ(Pt1)_ﬁ(pt4)

és ezzel azonnal adodik (A.8.10)-bdl az (A.8.8) fennallasa. Ez azt jelenti, hogy eggyel kevesebb kiegészits
egyértékiiségi feltétel sziikséges — ketts helyett egy.

3. MEGJEGYZES: A 7.1. abran szemléltetett Osszetettebb esetre, de més Osszetettebb esetekre is, a
fentiekben ismertetett gondolatmenetek elemeinek kombinalasaval végezhetd el az igazolas.
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