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1. Bevezetés

Ezen kézirat a Gépészmérnoki és Informatikai Kar Bsc levelezds hallgatéi részére késziilt kivonatos anyag,
amelyben a Mechanikai Tanszék dltal tartott Statika cimii tdrgy el6addsainak vizlata és a hdzi feladat
szerepel. A tdrgy elsajatitdsdt segitd anyagok taldlhatok a http://www.mech.uni-miskolc.hu URL-cimen,
valamint az [1], [2] és [3] ajanlott irodalmakban!

A mechanika téargya, alapfogalmak

Koordinata-rendszer: Az ¢, ¢,, €. egységvektorok &ltal kijelolt derékszogii Descartes-féle koordindta-
rendszert haszndlunk vonatkoztatasi alapként. Az egységvektorok segitségével a tér barmely P pontja az
Tp = xp€y + Yyp€y + zpe; helyvektor dltal megadhato.

Alkalmazott test modellek:

Merev test olyan idealizdlt test, mely alakjat erd hatdsara nem véltoztatja, azaz barmely két tetszdleges
pontjdnak tdvolsdga allandé.

Szilard test olyan idealizédlt test, mely alakvéltozdsra képes, tehdt pontjainak tavolsdga erd hatdsdra
megvéltozhat a pontok relativ rendezettségének megmaraddsa mellett.

Az erdt testek kolcsonhatasanak mértékeként definidlhatjuk. Az
er$ irdnyftott mennyiség, azaz vektor, a koncentralt erd jele az F és
meértékegysége az N [Newton].

Az F = F.é, + Fyey+F.e. erévektort jellemzi:
e nagysdiga (mérdszdma és mértékegysége)
|F| = F =,/F2+F2+ F2,
e hatdsvonala (egyenes, mely megmutatja az erévektor helyét
a térben),
e irdnyitdsa (hatdsvonal menti két irdny koziil az egyiket jeloli
ki).

Két egymédssal parhuzamos, azonos nagysédgu, de ellentétes irdnyd és nem kozos hatdsvonald erd eropart
alkot. Az er6parnak nincsen ereddje, kvetkezésképp konnyen beldthatjuk azt, hogy amig egyetlen erd eltolni
és forgatni igyekszik a testet, addig az er6pdr kizdrodlag forgaté hatést,
azaz nyomatékot fejt ki rd. Az eréparbdl szamitott nyomatékvektor
a tér minden pontjdban azonosnak adédik.

Tovabbi fontos észrevétel az, hogy az erd hatdsvonala mentén eltol-
haté anélkiil, hogy testre kifejtett hatdsa, azaz adott pontra szamitott
nyomatéka, megvéltozna.

A nyomaték is vektormennyiség, jele az M , mértékegysége pedig a

Nm [Newtonmeéter].
Egyetlen koncentralt F' erének a test adott A pontjara gyakorolt nyo- /

matéka az

A

M A= T, AP X ﬁ X

képlet alapjan szédmithaté, ahol M A nyomatékvektor merdleges az map és F vektorok 4ltal kifeszitett stkra.

Az My nyomaték osszetevi értelmezhetdk gy is, mint egyetlen koncentralt F erd sltal kifejtett forgaté

hatds egy olyan csapdgyazottvégii tengelyre, mely az adott A pontban a testhez mereven rogzitett és valamely
koordindta-tengellyel parhuzamos.

ZA Z4

/

X

Az MA = May€p + May€y + Ma.€. nyomatékvektor Ma,, Ma, és Ma, koordindtéi az x, y és z tengelyekre
vett nyomatéknak nevezziik.



Ha F és Fy er8k < egyszerre lépnek fel egy adott testen, akkor belélik az F' = F; + Fy eredd képezhetd.
Az A pontra vett M A nyomaték pedig az Fy és Fy erék adott A pontra vett nyomatékainak tsszege lesz.

Az F eredd és az My nyomaték ismeretében egy tetszbleges B pontra az

M B = M A+ ﬁ X 7 AB

Osszefiiggés szolgdltatja a nyomatékot, ahol 74p az A pontb6l B pontba mutaté helyvektor.
Sikbeli erének sikra merdleges a tengelyre vett M, y A y A P
nyomatéka szamithaté az erd |F| nagysdganak és a )
k erdkarnak (a tengely adott sikkal vett doféspont- ‘ b
janak az er6 hatdasvonaldtol mért tavolsdgdanak) eld- N
jeles szorozatabdl. Az M, nyomaték eldjele a valasz-
tott forgatdsi értelemtdl fiigg, az dbran vizolt esetek-
ben pozitiv eléjellinek az z-bdl y-ba térténd forga-
tast tekintjiik, azaz My = M,é,. lgy M, = —k|13|
Egy er6par nyomatéka pedig az erépdr d tavolsdga-
nak (két hatdsvonal merbleges tavolsdgdnak) és az erd |F| nagységanak M, = d|F| szorzatébol adédik.

Modellezés sorén a vizsgalt testet (alkatrészt, stb.) elvdlasztjuk valamennyi ré hatdst kifejtd testtol,
majd ezek hatdsit erdkkel potoljuk. A kiilsd erék berajzoldsakor megkiilonboztetiink testre terhelésként
hato ismert eréket és a tdmaszoknal fellépd ismeretlen tamasztéeroket.

Tamaszok: Azokat a gépelemeket, feliileteket, stb, amelyekre az adott test felfekszik (tdmaszkodik)
tdamasznak nevezziik. Az abrakon a sikbeli egyszerii t4-

maszok koziil az tin. gorgds, rudas, illetve csuklés meg- 4
tdmasztdsokat, valamint a befalazdst lathatjuk. FEzek a Y g A
tdmaszok mindig pontbeliek és kétirdnytiak, azaz a test

nem valhat el a megtdmasztasatol. A tdmaszok semati- A A A
kus jelolése alatt az dltaluk a megtdamasztott testre ki- %m -y — >
Z

»
»

X X

fejtett F4 tdmasztéerd pozitiv eldjeliinek, azaz tengelyi-
rdnyunak valasztott Y4 és Z4 koordindtdit, valamint a

befalazds esetén a sikra merdleges M 4 tdmasztényoma- A A A Zé f\Zﬂ
ték stkban berajzolt forgatdsi értelmét lathatjuk. [} [} T " \ A "
Ha rudas tdmasz helyett kotél vagy lanc keriil alkalma-

¥ gy Y, Y, Yo Ya

zésra, akkor figyelni kell arra, hogy ezek az elemek csak
huzéerdt képesek atvinni!

A mechanika, mint a fizika egy teriilete felbonthaté dinamikdra és kinematikdra. Dinamika a testekre
hat6 erék tana, kinematika pedig a mozgdstan. A dinamikan beliil a statika az a részteriilet, mely az erdk
egyenstlyat vizsgédlja, mikozben a vizsgdlt testek relativ nyugalomban vannak. A statika feloszthaté merev
test statikdja és az alakvdltozdsra képes test statikdjdra, azaz a szilardsdgtanra.

2. Merev test statikdja

A merev test statikdjanak feladata altaldban a merev testek tdmasztéerdrendszerének meghatdrozasa.
Tatos nyugalom feltételei

A tartds nyugalom sziikséges feltétele a merev testre hato kiils6é erérendszer egyensilyanak megléte:
(1) F=0 és My=0,
azaz a testre hato kiilsd erérendszer ereddje és egy tetszoleges pontra szamitott nyomatéka zérus.

Az elégséges feltétel pedig az, hogy a megtdmasztdsok a test tsszes merevtestszerii mozgdsat gatoljdk,
azaz a test nem mozdulhat el.

Sikbeli feladatok

Sikbeli feladatok esetén az (1) alapjén a nyugalomban lévé test egyensilydt 3 darab fiiggetlen skaldr-
egyenlet irja le. Ezek lehetnek példdul a sikot kijel6ld két tengely irdnydba vett vetiileti egyenletek és a
sik egy tetszOleges pontjan dthaladd, sikra merdleges tengelyre vett nyomatéki egyenlet. Egyes esetekben
azonban célszeriibb vetiileti egyenletek helyett inkdabb a megfeleld tengelyekre felirt nyomatéki egyenleteket
haszndlni, mivel ezek segitségével vilik lehetévé a példamegoldas.
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Ha a tdamasztéerdrendszer ismeretleneinek szdma megegyezik a statikai egyenletek szamdval és ezekbdl a
feladat ismeretlenei egyértelmiien meghatdrozhatok, azaz az egymastdl fiiggetlen statikai egyenletek szama
egyezik az ismeretlenek szdamédval, akkor a feladat statikailag hatdarozott lesz.

Példa harom ero sikbeli egyensiilydra: Az dbran ldthaté xy sikbeli keretszerkezetet sajdt sikjaban
egy koncentralt F, = —7¢€y kN erd terheli. Az A pontban csukldés, mig B-ben egy a fiiggélegessel 45°
szoget bezdré ferde gorgds megtdmasztds van kialakitva. Itt is felhivjuk a figyelmet arra, hogy a gorgds
tdmasz csak a gorgofeliiletre merdleges hatdsvonali tdmasztéerdt tud kifejteni. Hatdrozzuk meg az F A, és
F 'B tamasztoerdket szerkesztéssel és szdmitassal is!

y A ., y A .
o Fy 15m om [P 1sm
r
!_; r !—>E
e CI P g
— — > - — 45°
%A A y B A Y
Fa

A feladat megolddsa az ﬁA, Fg és F, erék sikbeli egyen-
stlya alapjdn torténik. Ez azt jelenti, hogy e hdrom kiils6
erével tdmadott sikbeli szerkezet egyensiilya biztositott,
ha az erdok hatdsvonaldnak van kozos metszéspontja és
0 az erévektorok alkota zart vektorhdromszogben a nyilfo-
lyam folytonos.

Els6ként a jobboldali helyzetabran az FO és ﬁB erék ha-
tdsvonaldnak ismeretében a kozos metszéspont megkere-
sése torténik. Az egyensily érdekében az F '4 erd hatdsvo-
4 naldnak is 4t kell haladnia ezen a kozos metszésponton,
igy a tdmasztéerdk hatdsvonalai (kék szinnel), valamint
i a terheld er6 hatdsvonala (piros szinnel) berajzoldsra ke-
1kN | rill. Igy az elsd feltétel teljesiilt a hatdsvonalak kozos

pontban metszddnek.

Egy lépték vilasztdsa utdn az ismert F erdvektort egy O kezdépontbdl kundulva leptekhelyesen felmérjiik
az erbabran. Az igy kapott F vektor végpontjaibdl parhuzamost hizunk az F "4 6s F 5 hatdsvonalaival. A
kiszerkeztett vektorok irdnyat pedig a nyilfolyamnak megfeleléen berajzoljuk.

A feladat szamitdssal torténd megolddsira szolgald egyenleteket a

Y y=0 Y X=0
—74+Y4+Ys=0 Xa+Xp=0

vetiileti egyenletek, valamint az erdk dsszetevoi kozti kapcsolatot add, az ﬁA és ﬁB hatasvonalainak ismeretén
alapulé

/{m

|

WL

1N

[Xal _ 2

|Yal 1.5
képletek képzik. Az Fy és Fp tdmasztéerdk keresett X A, Ya, XB, és Yp komponensei ebbdl a négy fiiggetlen
egyenletbdl meghatdarozhatoéak:

X4 = —4KkN, Yy = 3 kN, Xp=4kN és Vg =4 kN,

és | XB| = |YB|

AZaZ
Fy = (=48, + 3¢,) kN, Fp = (4¢, + 4€,) kN.
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MEGJIEGYZES: Természetesen harom pdrhuzamos erd is egyensulyban lehet, de most ezzel kiilon nem fog-
lalkozunk.

Példa térbeli k6zis pontban tamadé erdk egyensiilydra: Az aldbbi szerkezet AD gerenddja a B,
illetve C pontokndl rogzitett kotelek segitségével egy m = 960 kg tomegii terhet tart. A teher silyat a
stilypontjahoz kotott G = mg = 960 - 10 = 9600 N = 9.6 kN nagysdgu eroként vessziik figyelembe, amely a
célszertien megvalasztott xyz koordindta-rendszerben G = (—9.6¢,) kN erévektor lesz.

A teher silya mellett a gerenda silya elhanyagolhatd, igy a gerendét egy silytalan riddal modellezziik,
tovabba a koteleket is idedlisnak tételezziik fel. A feladat egyszeriisitett vonalas abréjat elkészitjiik, ahol
a berajzolt egyenes szakaszok egyben az ébredd bels6 erdk, az F, (i =1,...,4) kotélerék hatdsvonalait is
jelolik (természetesen Fy = G).

Az adott KR-ben a vonatkoz6 pontok helyét az 7y = 0; g = (=€, + 4€,) m; 7o = (36 + 4€,) m és
7p = (6€,) m helyvektorok jelolik!

AN
7o

SEAN

Feltételezés szerint a szerkezet tartés nyugalomban van. A kézos ponton tdmadé erérendszert, azaz a D pont
egyensilydt vizsgdlva megdllapithatjuk azt, hogy az ismeretlen F, (i =1,...,3) kotélerék meghatarozasara
szolgdld statikai egyenlet koziil csak az F=0 marad, mert a masik az M = 0 identikusan teljesiil D-ben. A
feladat jeloléseivel a vonatkozé egyenlet az

F1+ﬁ2+ﬁ3+é:6
alakban irhat¢ fel, amely 3 db skaldr egyenletet is jelent.
A megolddst a tovdabbiakban az F; = \;a; alakban keressiik, ahol @; az er6 irdnyét kijelold irdanyvektor,

A; pedig a vonatkozé skaldr szorzo lesz. Az irdnyvektorok legegyszeriibben a helyvektorokbdl allithaték elo.
Ez ugy torténik példdul az di-re bemutatva, hogy az F; erd hatdsvonaldn rajta 1évé

Fap = p — 74 = 6€, — 0 = (6¢,) m

helyvektort dimenziétlanitjuk, azaz a mértékegységet elhagyjuk, igy @ = 6€, lesz. Ezt elvégezve a masik
kettore is az

TBp = Tp—TB = (€ +6€y, —4€;) m — dy = €y + 66, — 4€,
Tcp = Tp—Tc = (—3€; +6€, —4€e;) m — ds = —3é, + 6, — 4¢,
jutunk. Ezek birtokdban, valamint az ismert G erd jobboldalra torténd atvitele utdn kapjuk a
A1d1 + Aoz 4 Aads = —G

vektoregyenletet.



A vektoregyenletbdl felirhatjuk a vonatkozé
A—3\3 = 0
6A1 +6A2+6X3 = 0
—4Xo —4X3 = 9.6

skaldregyenletekbdl all6 egyenletrendszert, amit a linedris algebrdban megszokott médon a tomorebb

0 1 =3 A1 0
6 6 6 X | =] 0
0 -4 —4 A3 9.6

alakban is meg lehet adni.
A kapott egyenletrendszer nem bonyolult és mérete is kicsi igy megoldédsa a skaldregyenletekbdl is egy-
szerlien megkaphaté példdul a kovetkezd mdédon:
Az els6 skaldregyenletbdl kiindulva a
A2 =33
osszefiiggés egybdl adddik. Ezt behelyettesitve a harmadik egyenletbe juthatunk a

—4dg—4Xg = 96 /:(—4)

Ao +A3 = —24
~—~
3\3
—2.4 L A« . o
alakra ahonnan a A3 = = —0.6 adddik és igy A2 = 3 - (—0.6) = —1.8 is ismert lesz. A ma&sodik

egyenletet elészor 6-al végig osztva, majd a Ao-t és A3-t behelyettesitve adédik a
A —18-06=0

egyenletet, melybdl jutunk a A\; = 2.4 eredményre.
A megoldas ismeretében pedig

Fi = May=24-68, = (14.42,) kN
Fy = MXodo=-—-138- (é}; + 6€y - 452) = (—1.853; - 10.8gy + 7.25;) kN
Fy = @3 = —0.6- (=38, + 62, — 42,) = (1.82, — 3.68, + 2.42,) kN

lesz a végeredmény.

MEGJEGYZES: JOl latszik az dbrdan, hogy a D pont egyen-
stilyban van, a 2 és 3 jelii koteleket Z4

Fy = /1.82 +10.82 4+ 7.22 ~ 13.10 kN,

B
illetve @\‘

Fy = 1/1.82 4 3.6 + 2.42 ~ 4.69 kN N
nagysagui erdk hizzdk, mig az 1 jelii rudat
Fy =14.4 kN

nagysagu erd nyomja.

Megfigyelhet6 tovdabba az, hogy az A jelil rogzitési helyen a
tdmaszt nyomja a gerenda, mig a C és B jelii felfiiggesztési
pontokat a kotelek leakarjak szakitani.




Példak sikbeli megtamasztiasokra: Az aldbbi dbran vdzolt un. hdromrudas megtdamasztasiu sikbeli
alakzatot az Fi, = —80&, N er terheli. A csuklékban végz6do tdmaszté rudak csak rudirdnyd erdket vesznek
fel. A rudak koziil ketté egymadssal parhuzamos, tehdt az Fj és ﬁc erok hatdsvonalai nem metszédnek a
végesben. Hatdrozzuk meg az alakzatot egyenstlyozé ﬁA, Fp és ﬁc erdket!

A rudas tdmaszokat helyettesitd pozitivnak (tengelyirdnyunak) feltételezett erdk és ezek hatdsvonalai (kék
szinnel) berajzoldsra keriiltek a jobboldali dbran.
Az sbran lathatd, hogy a hatdsvonalaknak metszés-
pontja van a D és FE pontokban.

A feladat megolddsa az in. Ritter-szamitas alap-

Fa
D

—

"

///////"

akkor a harmadik erét meg lehet meghatarozni egy
nyomatéki egyenletbdl, mivel a metszésponton &t-
haladd, sikra mer6leges tengelyre vett egyenletben
csak egy ismeretlen (a harmadik) erékomponens jelenik meg.
Ha pedig két erd parhuzamos, akkor a harmadik eré meghatdrozasdra a megfeleld vetiileti egyenlet felirdsa
szolgal.
Az Fy = Y€, er6 szamitdsa az elmondottak alapjdn a D ponton dthaladé d tengelyre vett

o

Mg = 0

nyomatéki egyenletbdl torténik, ahol a pozitiv forgdst (z-bél y-ba) az egyenldségjel feletti szimbdlum jeloli.
Természetesen az ellentétes irdnyu forgast is lehet pozitivnak valasztani, mivel az egyenlet jobboldalédn 0 &l1.
A feladat adatainak felhasznaldsaval felirt egyenlet:

40 - YA +30 - | Fop|
40-Y4+30-80 = 0.

Ezt megoldva az Y4 = —60 N eredményre jutunk. Az F A irdnyat eredetileg y irdnyunak (T) tételeztiik fel,

mivel a kapott eredmény negativ szdm lett, ezért az Fy eré lefele (]) mutat. o
Ennek mintdjéra az Fo = Yce, szémitdsa az E ponton dthaladé e tengelyre vett M, = 0 nyomatéki

egyenletbdl torténik. Innen:

—40- Yo +30- |Fy| =
—40 Yo +30-80 = 0.

Végiil az Yo = 60 N eredményt kapjuk. Mivel eredményiink pozitiv szdm lett, ezért az Fo erd az elézetes
feltételezésiinknek megfeleléen felfele (1) mutat.



Az Fy4 és Fo erdk hatdsvonalai parhuzamosak, azaz végesben nem
metszddnek, igy a
S0

vetiileti egyenlet felirdsa vezet eredményre, azaz sikbeli alakzatra haté
erd6k x irdnyu osszetevdinek osszege nyugalom esetén zérus lesz. Az
egyenletbe az x irdnyu 6sszetevok pozitiv, a vele ellentétes irdnytak
pedig negativ el6jellel keriilnek behelyettesitésre. Ezek alapjin az

Xp—80=0

egyenletbdl az Xp = 80 N, azaz Fp erbvektor jobbra (—) mutat.
A feladat megoldédsa sordn a fel nem hasznélt y irdnyu

S vyZo

vetiileti egyenlet ellendrzésre haszndlhato.
A kapott eredményeknek a feladat abrajdra torténd visszarajzoldsa 60N
utdn jol lathaté az egyensiily teljesiilése.

Sikbeli vonalmentén megoszl6 terhelés

Erohatds két test kozott nem csak koncentréltan egy pontban, hanem feliilet és vonalmentén is dtadédhat.
Ismeretesek tovdbba térfogaton megoszls erérendszerek is. Az emlitettek koziil a vonalmentén megoszléval
foglalkozunk réviden.

A vonalmenti konstans megoszlé terhelés jé6 mechanikai modellezés abban az esetben, ha egy gerenda,
vagy acélszelvény onsiilyat is figyelembe akarjuk venni, de természetesen terhelést is lehet igy megadni. Az
aldbbi dbran egy U acélbdl késziilt, jobbvégénél befalazott tarté lathatd, amely egy feliilletmentén megoszlé
o konstans terhelésnek van kitéve.

A szerkezet egyszeriisitett sikbeli mechanikai modelljét elkészitve bevezetjiik a vonalmentén megoszlé terhelés
f stirliségvektorat, amelynek mértékegysége N/m.

A vonalmentén megoszlé terhelés f stirliségvektordnak irdnya definidlja az 6t helyettesitd F eredd irdnyét
is. Az eredd nagysdgat pedig integralds vagy egyszerii teriiletszamitds utjan nyerjiik.



A konstans megoszlé terhelés ereddje és nyomatéka az A pontra az

ZB ZB
3 . . . L
F:/fdz:fL, és MA:/rxfdz:| |§

formuldkbdl szédmithatd, azaz nyomatékot integralds mellett a megoszlé terhelés F ereddjét bevezetve egy-
szeriibben is szdmithatunk.

Példa kéttamaszi tartéra: A tartészerkezetek valamilyen szdlanyagbdl, vagy acélszelvénybdl késziil-
hetnek. Statikai feladatok megolddsa sordn a tarté keresztmetszete és anyaga nem jatszik szerepet, ezért
kozépvonaldval (vonalas abrdaval) helyettesitjiik. A tarték (gerenddk), olyan mechanikai modellek, amelyeket
tengelyirdnyba és rd merdlegesen is terhelesnek lehet kitenni, azaz igénybevenni.

Feladatul az aldbb vazolt tarté F 'y 6s F B tdmasztéerdinek meghatarozdsat tiizziik ki. A tartén piros
szinnel jeloltiik az ismert kiils6 terheléseket.

Els6 lépésben a kényszereket a nekik megfelel er6komponensekkel (kék szin), valamint a vonalmentén
megoszlé 8 kN nagysdgu terhelést az ereddjével helyettesitjiik és a koncentralt 8 kN nagysdgui erét pedig a
kozépvonalra redukdljuk.

y ~ 8kN
A hn
£
A =) 2kn/m B
Z
7 2m | 4m 5
< > >
8 kNm 8 kN
Zyn A (T? B
8 kN
Y. 2m 2m 2m Ye

A kordbban bemutatott Ritter-széamitdst alkalmazzuk. A Z4 és az Yp erdk hatdsvonalai a B pontban
metszédnek, ezért az Y4 meghatdrozasa érdekében b tengelyre vett nyomatéki egyenletet {runk fel:

o

M, = 0.

Az egyenletbe helyettesitéskor figyelni kell a b tengely koriili forgatdsi irdnyra és arra, hogy a B ponton &t-
haladé hatdsvonalu erék a b tengelyre nem adnak nyomatékot. A terhelésként megjelené nyomaték forgatasi
értelme azonos a valasztott pozitiv forgdssal, igy annak eléjele pozitiv. A vonatkozé

6-Y4—-8-2-8=0

egyenletbdl az Y4 = 4 kN (1) eredményre jutunk.
A Z, és az Y4 erdk hatdsvonalai az A pontban metszik egymadst, ezért az Yp meghatdrozasa érdekében
a tengelyre vett nyomatéki egyenletet irunk fel. Ekkor

M, = 0

—6-Yp+4-8-8 = 0

a vonatkoz6 egyenlet, ebbdl az Y = 4 kN () eredmény adédik.
Ellenérzésre a fel nem haszndlt > Y = 0 vetiileti egyenlet szolgdl. A Z4 meghatdrozdsa pedig a

Y Z=0
vetiileti egyenletbdl torténik, mivel Y4 és Yp hatdsvonala egymadssal parhuzamos. Innen
Z4—8=0,
tehdt a Z4 = 8 kN (—) eredmény adédik. Igy a tarté témasztéerdi:
Fiy = (4¢, + 82,) kN és Fp = (4¢,) kN.



Az eredményiil kapott tdmasztéerdket abrézoljuk:

8 kNm 8 kN
8kN A C , B
j "8 kN
4 kN 2m 2m 2m 4 kN
[ > > >

Kovetkez6 példdban a gerenda jobboldali vége egy sima (sirléddsmentes, p, = 0) feliilettel van megta-
masztva. Kovetkezésképpen a B pontban ébredd Fp tdmasztéerd hatdsvonala merdleges erre a feliiletre.

YA
|3kN/m
y4
2im
6 kN
zZ, A 12 kNm B Z,
T :;
‘lmulmyA‘lmu 3m | Ve
- > - > >

Itt is Ritter-szamitds alkalmazhaté a fiiggbleges Y4 és Yp OsszetevOk meghatdrozdsdra, mivel a Z4 és Zp
erok hatdsvonala kozos. Igy a Z4 és Zp erdk kozos hatdsvonala valamint az Yp eré hatdsvonala a B pontban
metszodik, ezért az Y4 meghatdrozédsa érdekében a b tengelyre felirt:

o

M, =
4.V, —5-6-12 =

nyomatéki egyenletbél az Y4 = 10.5 kN (1) eredményre jutunk. Az Yz meghatdrozasa céljabol az a tengelyre
vett nyomatéki egyenletet frunk fel. Ekkor

0
0

M, = 0
-1-6-12—-4-Yp = 0

a vonatkozo egyenlet, amelyb6l az Yp = —4.5 kN (]) lesz az eredmény. A szdmitdst a Y Y = 0 vetiileti
egyenlettel ellendrizziik.

A tdamasztéerdk Z 4 és Zp osszetevdinek szamitdsdndl kihasznaljuk azt a koriilményt,
hogy az ﬁB hatdsvonala valamint az Yp és Zp OsszetevOok nagysdga és irdnya ismert. ZB 7
Felirhatjuk az erd két komponense kozotti

ZB]|
tg30° = —
Yp|
osszefiiggest. Igy ebbél a Zp =2 —2.6 kN («—) eredményre jutunk.
Az ismertté vélt komponens birtokdban a >~ Z = 0 vetiileti egyenletbél szamithatéva
vilik a Z4:

Za—26=0
tehdt Z4 = 2.6 kN (—).
A tart6 tdmasztoerdi:

Fy = (10.5€, + 2.6€,) kN és F = (—4.5€, — 2.6,) kN,
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Példa befalazott tartéra: Az aldbb vazolt Jobbvegen (C keresztmetszeténél) befalazott tarté tamasz-
téerdrendszerét, azaz a C-ben ébredd Fc erét és MC nyomatékot keressiik. A tartén piros szinnel jeloltiik
a kiilso terheleseket

Els6 lépésben a kényszereket helyettesitjiik a nekik megfelelé erdkomponensekkel (kék szin) és a vonal-
mentén megoszlé 2 kN/m intenzitdsu er6t helyettesitjiik 8 kN nagysdgi ereddjével.

Y
|4kN
\
3 kN|[2 KN/m §
4—
A C z
Im | 3m |
- e >
8 k
4 kN N
3 kN
4—
B
14 Im 44 Im | 2m

Az Yo és Zo tdmasztéerd komponensek hatdsvonalai a C' jelii pontban metszddnek, igy az Mo tdmaszté-
nyomaték a c tengelyre vett

i

M. 0

nyomatéki egyenletbol adédé
—4.3-8-24+Mc=0

osszefiiggésbdl Mo = 28 kNm lesz.
A masik két ismeretlent, az Yo és Zo erékomponenseket az y és z irdnyu vetiileti egyenletekbdl szamitjuk,

azaz a
ZY:O

Yo—-4-8=0

vetiileti egyenletbe helyettesitve felirt

egyenletbdl a megoldds Yo = 12 kN (7). A
7 -
3+ Z¢ =
egyenletbdl a Z¢c = 3 kN (—) adddik. A tdmasztéerérendszer tehdt az
Fo = (128, + 3¢,) kN és M¢ = 15¢, kNm

erébol és nyomatékbdl all. Az eredményiil kapott sszetevoket dbrazoljuk:

y
ain | BN a8 m
3 kN 3 kN
-

1 Im 1 Im 2m 12 kN

-l [ [
- Lot} L] Ll
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Osszetett szerkezetek statikdja

A hosszi tartékat érdemes tobb helyen is aldtdmasztani, hogy belégdsukat, illetve az anyagfelhasznéalast
csokkentsiik. Az ilyen tobbtdmaszi tartékat azonban részszerkezetekre kell tagolni, hogy statikailag ha-
tarozottakka vdljanak. A Gerber-tarték tehat két vagy tobb kozos kozépvonali tartérészbdl, a részeket
Osszekotd kozbensd csuklékbdl, valamint a megfeleléen elhelyezett és kialakitott tdmaszokbdl dllnak. A
csukld, mint neve is mutatja, olyan egyszerii osszekstéelem, amely két test (tartérész) kozott csak erét tud
dtvinni, nyomatékot pedig nem.

Feladat az dbrédn lathaté két részbdl 4116 Gerber-tarté tdmasztéerdrendszerének, azaz a tdmaszokndl meg-
jelend Yyu, Yo és Zo er6koordindtdknak, valamint az Mo tdmasztényomatéknak a meghatdrozdsa lesz.

12 kN/m

Im 3m

Egy test egyensilydra hdarom fiiggetlen statikai egyenlet irhaté fel. Az ismeretleneink széma most tobb,
tehdt a részszerkezetek egyensilyabdl kell a megoldasnal kiindulni. A csuklénél (a B pontban) elvélasztott
reszszerkezetek egyensulyat a B pontban megjelend F21 és F12 bels6 erdk biztositjak. A kolcsonhatas mi-
att az F21 = —F12 teljesiil. A részszerkezeteken (az 1 és 2 jelii részeken) ébredd, pozitivnak feltételezett
ismeretleneket berajzoltuk. Zold szin jeloli a belsd erdk osszetevoit, mig kék szin a tdmasztéerd-rendszer
ismeretleneit:

2 kNm 3 kN
AL

4 kN 2kN/] Z21 Z12 [|2 kN/m
5 B B 2
Y A Ya1 Y1 yc
Im | Im 2m 1m 3m
- | -} g

Jol 1atszik, hogy az 1 jelii részen hdrom darab ismeretlen jelenik meg, azaz a feladat megolddsdt az 1 jelii tar-
torészre felirt egyensiilybdl kiindulva kezdjiik meg. A kordbbiakban bemutatott Ritter-szamitdst végezziik
el, azaz Y4 meghatdrozdsa a B ponton dtmend b tengelyre felirt nyomatéki egyenletbdl torténik, amelybdl

D
M, = 0
—-244-Y4—-3-3—-2-05 =0
a vonatkoz6 sszefiiggés, ahonnan Y4 = 3 kN (7). Ehhez hasonléan az A ponton dtmend a tengelyre vett

o
M, = 0
—243-14+2-35—-4-Y91 = 0

nyomatéki egyenlet adja az Yo; = 2 kN (1) megolddst. A z irdnyu vetiileti egyenletbdl pedig kovetkezik,
hogy Z21 = 4 kN (—). Kovetkezésképp az 1 jelil rész teljes erdjatékat sikeriilt tisztédzni. Kihaszndlva azt a
koriilményt, hogy az

Yig = —Ya1 = —2kN (]) és Z12 = —Zg1 = —4kN ()
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osszefiigések érvényesek, a 2 jelli részen az eredetileg 6t ismeretlenbdl csak harom marad. Az Mo tdmasz-
tényomaték a c tengelyre vett

o

M, = 0
nyomatéki egyenletbdl adédo
—2:3-6-1.5+Mc=0
Osszefiiggésbdl Mo = 15 kNm nagysdgu lesz. Az y és z irdnyu vetiileti egyenletekbdl kovetkezik, hogy
Yo =8 kN (1), valamint Z¢ =4 kN (—). A tdmasztéerérendszer tehdt az

Fy = 3¢, kN és Fo = (88, +4¢.) kN
erokbol és .
Mg = 15¢€; kNm
nyomatékbol dll. Az
Fiy = (—2¢, — 4&,) kN
pedig a B pontban az 1 jelii részrdl a 2 jelii részre dtad6doé belsé erd.
A kapott eredményeket a szerkezetre berajzolva szemléltetjiik:

4

2 kNm ls KN
A

4 kN 12 kN/m 4 kN

3kN @ B @ ¢ 15 kNrﬁ

8 kN

Im | 1m 2m Im 3m
| |

A teljes szerkezet egyenstilyat nem hasznaltuk fel, igy a vetiileti egyenletek ellenérzésre alkalmasak, azaz a

-3—-4-24+Y44+Yo=0 —4+7Zc=0
egyenletekbe torténd behelyettesités igazolja, hogy jol szémoltunk.

Egyma&shoz csukléval csatlakoztatott rudakbdl &ll6 labilis szerkezet, egy csuklés ridlanc szerepel a
kitlizott példdban. Az dbrén lithaté szerkezet egyensiilyi helyzetét két erd biztositja: a C' pontban haté 6
kN nagysdgu ismert és egy mdsik, D-ben lefele mutaté ismeretlen nagysdgi F' erd. Hatdrozzuk meg az F
er6t!

A

|

D
= X
15m |6 KN 25m lF 15 m
!’ v

A feladatban szerepld ridldnc csak a csuklépontokban terhelt, kévetkezésképp Az 1, 2 és 3 jelii rudakban
csak rudirdnyu er6 (riderd) ébredhet. A ruderdt pozitivnak tekintjiik ha az adott ridesonkbdl kifele mutat,
azaz a rud hizott. Ellenkez6 esetben a rid nyomott lesz.
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A porzitiv eléjeliinek feltételezett riderdket berajzolva a C' és D csomépontok egyenstilyat vizsgaljuk:

Nl gle 3y N3
N N

le xc——>2 4—2—D<{ N

6 kN F

Célszerii a koordindta-tengelyekkel nem pdarhuzamos N; és N3 riderdt az x és y tengellyel parhuzamos
osszetevOkre bontani.
A C csomépont egyenstilyat nézve egyértelmii, hogy N1, = 6 kN (7). Kihaszndlva a fenndllé hasonlésagot:

INi| 1.5
|le| 1.5 | 1Cﬂ| ’ 19’
A kapott N1, = 6 kN (+—) eredményt felhaszndlva az x irdnyd
—Niz +No =0

vetiileti egyenletben, adédik hogy a 2 jelii rid hizott No = 6 kN = |
Az Ny = 6 kN birtokdban a D pont egyensilyaboél kovetkezik, hogy N3, = 6 kN (—). A hasonléségot
ismételten felhaszndlva kapjuk, hogy

‘N3y‘ _ i
N3,| 15

azaz a 3 jelii rud is hizott:

N3 = \/(N?,I)2 + (N3,)? = /62 + 42~ 7.21 kN = |=—)

Az y irdnyu erdk egyensilyabdl felirt

1
— ‘Ngy‘ = 1—5‘N31’ =4 kN,

N3, —F =0
egyenletbdl kapjuk, hogy az dbran vdzolt helyzet elédll, ha F= (—4éy) kN.

Récsos szerkezet, olyan tsszetett, rudakbdl 4ll6 szerkezet, amelyben a rudak egyméshoz csuklék segitsé-
gével csatlakoznak. A szerkezetet pedig csak a csuklépontokban eldirt koncentralt erék terhelik. A szerkezet
ilyen jellegii kialakitdsa és terhelése mellett a rudakban ébredd belsé erék mindig ridirdnydak lesznek.

Feladat az dbrén lathato szerkezet kijelolt rudjaiban a ridirdnyu erék (ruderéket) meghatérozésa lesz.

Y
4kN@ 4kN@ 4kN A
|/ N
S~ =
2 z 9 @E
6 o™
\_ v
4m 4m A 4m B
< > > »

A feladat végrehajtdsa sordn kétféle technikat alkalmazunk az in. csomdponti, valamint az dtmetszé-maod-
szert. Az elsbben vetiileti egyenleteket frunk fel, mig a mdsodikban nyomatéki egyenleteket is hasznalunk.

Elsoként az 1 és 2 jelti rudakban ébredd riderék meghatédrozasat végezziik el a csoméponti médszer segit-
ségével. Itt a megfeleld csomépont (ahovd mindkeét jelzett rud befut) egyenstlyét irjuk fel. A csomépontban
a 4 kN nagysédgu erének, valamint az Ny és Ny rideréknek (amelyeket tgyis fel lehet fogni, mint az elhagyott
részek hatdsat) kell egyensilyban lenni. Az ismeretlen ridertket érdemes a kirajzolt csomépont dbréjan a
hizott ridnak megfeleléen a rudak csonkjaibdl kifele mutaténak felvenni.

A vetiileti egyenletek miatt célszerti a koordindta-tengelyekkel nem parhuzamos N ruderdt az = és y
tengellyel parhuzamos sszetevéire, azaz az N, és Noy jelii erékre bontani. Az dbran jol ldtszik, hogy y
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irdnyba csak egy ismeretlen lesz, ezért az y irdnyud

2V =0 4RN.
—4—Np, = 0 1
vetiileti egyenletet képezziik, ahonnan Ng, = —4 kN (1) lesz. A kapott szdm nega- SUNZX
tiv, kovetkezésképp az Ny irdnyét forditva tételeztiik fel. Az Ny osszetev irdnydnak N N
valtozdsa miatt az No, is eldjelet valt, azaz No < 0, tehat a 2 jelti rid nyomott lesz. 2y 2

Az Na, nagysédgét a hasonlé haromszogek tételebdl szamithatjuk. Mivel Ng ridirdnyt, ezért No, és Na,
Osszetevoi sziikségképpen ardnyosak a 2 jelii rid x és y vetiileteivel, vagy még egyszeriibben az 1, 2 és 3 jelii
rudak alkotta haromszog megfeleld oldalainak nagysdgédval, tehat

INo,| 4

4
_Z Nogy| = = |Nay| = 16 kN.

Az Ny, irdnyét az elébb meghatdroztuk, igy No, = —16 kN («—). A két Osszetevd birtokdban pedig
Ny = —\/(1\12;,,;)2 + (Ngy)? = —\/16% + 42 =~ —16.49 kN o (L

ismertté vélt. Mivel No, nagysdga és irdnya tisztdzott a

> -

N1+ Nop =

vetiileti egyenletbdl behelyettesités utdn nyert
N;—-16=0

egyenletbdl az N1 = 16 kN adédik, azaz az 1-es rid hizott )

Az dtmetszd-mdbdszer segitségével meghatdarozzuk a 8, 9 és 10 jelti rudakban ébredd rider6t. Ehhez a
szerkezet 8, 9 és 10 jeli ridjanal igy metsziik at a tartét, hogy az két kiilonall6 részre esik.
A jobboldali részt elhagyjuk és a fennmaradé részre
berajzoljuk az Ng, Ng és Nig riderdket. A részszer-

kezeten a hdarom riderd lesz az ismeretlen, ezért a 4 kN 4 kN 4 kN
kordabbiak alapjan itt is megfeleld helyre felirt nyo- @D \/ @ _Nﬁ
matéki egyenletekkel érdemes dolgozni. Mivel Ny 3 4
) : , , , 5 7
és N1g hatdsvonala nem parhuzamos, ezért Ng szd- 2 9 €
mitdsa a B metszésponton dthaladé sikra merdleges 5 Ny o
b tengelyre felirt :

(+¥  4m  4m | 4m Y B

M, = 0 d

egyenletbdl torténik, ahonnan
3-Ng—4-4—4-8—-4-12=0.

, 4 kN
Igy Ng = 32 kN eredmény adédik, azaz a 8-as riud (D v
hizott = |=—) B
Az Ng és Ng hatdsvonala az dbrdn lathaté mdédon 2
a C pontban metsz6ddik az ide felirt
o~
M. = 0 4m

egyenletbdl elvileg az N1g szamithaté. Az Nyg azon-
ban nem pdrhuzamos valamely koordindta-tengellyel, ezért a riderd felbontdsra keriil. Kihaszndlva azt,
hogy az erd hatdsvonala mentén eltolhaté anélkiil, hogy nyomatéka az adott pontra véltozna, az Nig erdt
a C pont alatti csomépontban bontjuk fel. Ebbdl kévetkezik az, hogy az Nig, hatdsvonala athalad a C
ponton, igy a c tengelyre csak az Nig, ad nyomatékot. Az adédé

—2-Nygpy—4-4—4-8=0
egyenletbdl pedig kapjuk, hogy Nyg, = —24 kN («—).
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Az Nyg, erékomponens elédllitasa gy is torténhet, hogy az Nyg erét hatdsvonala mentén most a C' ponttal
egy magassagba toljuk fel, de eljarhatunk a hasonlésdgot kihasznéilva is, azaz

[Nigy| 1 Ly N
’N]_Oz’ 4 | y| 4 | 1'|
Az Nygy irdnya felfele mutat, mivel Ny, irdnyéit ellentétesen vélasztottuk meg, azaz Nigy = —6 kN 1.

Innen

Ny = _\/(N10z)2 + (Nloy)2 = —V24% + 62 = 2474 kN = &=

lesz, azaz a 10-es rid nyomott.

Az Ng ruderd szamitdsa kétféle médon is torténhet. Mivel az Ng és az Nyg ruderdk mar ismertek igy csak
Ny két osszetevije marad ismeretlen a részszerkezeten, ezért Ng Osszeteviit vetiileti egyenletek felirdasabol is
meg lehet hatdrozni, &mbér ebben az esetben az ellenorzési lehetdségiink is elvész.

Az Ny szamitdsdnal bemutatott technikat kvetve pedig a keresett Ng riderét a C pontba tolva felbontjuk
és az Ng, Nig riderdk hatdsvonaldnak D metszéspontjan dthaladé d tengelyre vett

o

Mg = 0

nyomatéki egyenletet irjuk fel.

Az igy nyert

8-Ngy+4-44+4-8=0
egyenletbol az Ng, = —6 kN (1) addédik. Kovetkezésképp az Ng, és Ny is el6jelet, azaz irdnyt valt. Hason-
16sdgot figyelembevéve kapjuk, hogy

|Ng,| 4 4
‘Ngz‘ =3 — |Ngz| = gyNgyy =8 kN

és Ng, = —8 kN («—). A két tsszetev$ birtokdban pedig a 9 jelii rid egy

No = =/ (Noa)? + (Ngy)2 =~V + 82 = —10kN == Jdemm

nagysdgui er6vel nyomott rid lesz.
A szamitdsok ellendrzése pedig a részszerkezet egyensilyat kifejezd vetiileti egyenletekkel lehetséges.

4 kN 4 kN 4 kN
D v 2 v ® Ny
©) 5 2 .
Nle Ngx (,E,
6
N, ¥ N
10y N10 N 97‘77

4m 4m 4m |
X T 0 g

A vonatkozo6 egyenletek a

ZX:O és ZY:O

Ng + Ngz + Nq1g, =0 és —4—4—4—N9y—N10y:0
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amelyekbe helyettesitve kapjuk, hogy
32—-8—-24=0 és —4-4-44+64+6=0.
A szerkezet tobbi rudjdban ébredd riderd a bemutatott médszerekkel szamithato.
MEecJEGYZES: Eldfordul, hogy nem sikeriil szétvilasztani a szerkezetet gy, hogy a szétesd részeken az
ismeretlen riderok széma ketté vagy hdrom legyen. Ilyenkor a megoldds érdekében az eldbbi technikdkat
vegyitve kell alkalmazni.
Sikidom silypontja

A sikbeli feliiletek stlypontjanak meghatdrozdsat az aldbbi példan mutatjuk be (a méretek mm-ben
értendok!):

|

30

7

A feliiletet olyan egyszeriibb alakzatokra bontjuk fel, melyek stlypontjai (koézéppontjai) mér jol ismertek.
A vonatkozo sikidomok teriiletei

202 -
A; = 30-40 = 1200 mm?, Ay = 20-20 = 400 mm? és Az = 1 T — 1007 mm? 2 314.16 mm?
nagysdguiak és silypontjaikat az
s, = (20€;) mm, s, = (30€; — 25€}) mm és 75, = (20€;) mm

helyvektorok adjak meg az xy koordindta-rendszerben. A megadott alakzat tehdat két darab (kék szinii)
négyszog Osszegébdl és az ebbdl kivont (piros) korbdl all ossze. A teriiletek és stlypontok helyvektorait
felhasznélva az

L Ay, + Aofs,— Agis, 1200 - (208,) 4 400 - (302, — 25¢,) — 314.16 - (20&,)
5= Ay + Ay— A - 1285.84

>~

= (23.11€, — 7.77€,) mm

képlet szerint szamitjuk az origébdl az alakzat S sulypontjdba mutaté s helyvektort.

MEGJEGYZES: A szdmitds dltaldnosithaté szimmetrikus részekbdl felépiilé térfogatra, homogén testre és
vonalelemre is.

Surlédés

Nyugalomban 1év6, érdes feliiletii testek érintkezésekor mindig a Coulomb-féle sirléddsi torvényt (u,
nyugvasbeli surlodési tényezét) alkalmazzuk az dltalunk vizsgdlt statikai feladatokban, ahol az érintkezé
testek deformécidja elhanyagolhatéan kicsi.

Az dtadoédo erdk a testek kozos érintkezési sikjiaba esé F; komponense és e kozos sikra merdleges Fj,
komponens kozott fenndll az

Fy < p,Fn

Osszefiiggés, ahol 0 < p,,.

Ha az érintkez6 feliiletek simdk (u, = 0), akkor a testek kozt atad6dé erdk a kozos érintkezési sikra mindig
merdlegesek.
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Tovabbi osszetett szerkezetek

Két darab hengert az dbrdn vazolt médon helyeznek egymdsra egy vdjatban. Hatdrozzuk meg a felléepd
tdmasztoerdket, azaz szamitsuk ki szamszerfien az F4, Fg és Fo erdket! Az érintkezo feliiletek simék!

y
N
© ©
A | of St X
A =
120 N
=
<
(= o
O
) [
o Xa [a Sie© v
80 N
N AN B
VX
0.8 m YB 0.3m
-4 =‘ - L

Sima falhoz tdmaszkod6 hengerek esetén és a hengereket egyiittesen kezelve az adott falszakaszra mer6leges
X4, X¢ és Yp osszetevok maradnak meg ismeretlenként az F A, Fg és FC jelli tdmasztéerdkben. Ezeket
az Osszetevoket hatdsvonalaikkal egyiitt (kék szinnel) bejeloltiik a jobboldali dbran. Egyszerii geometriai
Osszefiiggések dltal a hatdsvonalak egyma&stol mért tdvolsdga konnyen meghatdrozhato.

A harom ismeretlen meghatdrozasakor elegendd a teljes szerkezet (két henger egyiittes) egyenstlyét vizs-
gdlni. Egyetlen merev test esetén alkalmazott eljards itt is érvényes, tehdt az X 4 és az Yp hatdsvonaldnak
metszéspontjdra vett

o

—+

M, = 0
nyomatéki egyenlet keriil felirdsra, azaz
0.3-120+0.4- X = 0. s, ¢0.b“‘ | 9oN
Eredményiil az X¢ = —90 N («—) kapjuk. Ehhez hasonléan
az X¢ és az Yp hatdsvonaldnak D metszéspontjdra vett 120 N
1S
o £
Mg = 0 o
nyomatéki egyenletbdl szérmaztatott 90 NfA S 30! A
0.3-120-04-X4=0 80 N
egyenletbdl adédik az X4 = 90 N (—) eredmény. \
Az Yp komponens szamitdsa pedig a B
A
2Y =0 200N | 03m
—-80—-1204+Yp = 0

vetiileti egyenletbél torténik. Igy Y =200 N (7).
A szamitésok helyességének ellenérzésére a fel nem hasznélt Y X = 0 egyenlet szolgdl, tehat meggy6z6d-
hetiink az x irdnyd erékomponensek egyenstlydrdl az itt érvényes

XA—G—XC;O

egyenletet véve alapul.
Végeredményiil kapjuk, hogy

Fy = (90&,) N, Fp = (200¢,) N és Feo = (—90&,) N.
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Az dbrén lathaté megfogoszerkezet egy |G| silyt testet tart |G| =|F| =50 kN erével; p, = 0.4. Képes-e
megtartani a vazolt kialakitasu fogé a |G| stlyu testet?

y} !

i

ge
N N
N/ Xm&fgm VIQ ) \N

Az 1, 2, 3 és 4 jelii, kiilon-kiilon is kirajzolt szerkezeti részekre a szétszedés miatt megjelend bels6 erdket
(zold szinnel) berajzoljuk gy, hogy pozitivnak tételeziink fel minden olyan er6komponenst, amelynek az
irdnya nem egyértelmii.

Az 1 jelit ridszerkezet erdjatékanak tisztézasakor vegyiik észre azt, hogy azonos nagysdgi N = 25v/2 kN
riderék ébrednek. A késdbbiek miatt a riderdk felbontdsra keriilnek:

Xop =25 kN (—), Yor = —25 kN (]), X3 = —25kN () és Yo = —25 kN (]).

A 4 jelii testet vizsgilva a fenndllé szimmetria miatt az Y34 = Yoy Osszefiiggés érvényes, igy a 4 jelli részre
felirt

Y34+ Yo4 —50=0

vetiileti egyenletbdl az Y34 = Ya4 = 25 kN (1) eredmény adédik.
A szerkezet y tengelyre vett szimmetridja okdn most elegendé a 2 és 3 jelli részek koziil csak az egyik

mondjuk a 3 jelil) rész e yensfﬂyét vizsgélni. Figyelembevéve az el6zo eredményeket a kovetkezoket irhatjuk
fel:

Igy a 3 jelii részen csak az Xo3, Yag és X43 maradt ismeretlen.



Ezek koziil az Xogz, Yo3 hatdsvonala a C' pontban metszodik.
Igy a c tengelyre vett

o

M, = 0
nyomatéki egyenlet, azaz a
25-4a+25-a+25.g—x43-a:0

szolgéltatja az X43 = 137.5 kN
Yigl _ %
|X43|  137.5
Osszefiiggést belathatoé az, hogy a fogdszerkezet megtartja a ter-
het.
A 3 jelii szerkezeti részen taldlhaté még ismeretlen sszetevik
a vetiileti egyenletekbdl adédnak, azaz az
Yig+Yas+Ysizs = 0
254+Yy3—25 = 0
Yoz = 0,

(—) megoldast. Felirva az

=0.18 < p,

valamint az
X3+ Xz +X43 = 0
254+ Xo3 +1375 = 0
Xo3 = —162.5kN

eredményekre jutunk.

A C jelii csuklépontban, azaz 2 és 3 jelil rész kapcsolédédsandl,
az ataddédo erd 162.5 kN nagysdgu lesz, Tehdt a késdbbiekben
olyan osszekotdelemet kell majd valasztani, amely ezt az igény-
bevételt elviseli.

Rudak igénybevétele

T5O kN

25 kN 25 kN

25Ek;l/ N

25 kN [7]

2|

1625 kN
C

B 137.5 kN
-—
25 kN 25 kN1
—»
137.5 kN
S
\/
50 kN

E

162.5 kN

t25 kN

137.5 kN

e

TZ: \ESEkN

25 kN

C

137.5 kN A

25 kN

@
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A tovabbiakban prizmatikus rudak, azaz egyenes kozépvonallal és dllandé keresztmetszettel biré rudak,

igénybevételeit vizsgiljuk meg.

A viszgalt tartét egy tetszoleges K keresztmetszetben atvagjuk és az egyik részét elhagyjuk. Az elhagyott
rész hatdsa a megtartott részre a keresztmetszet feliiletén megoszl6 belsé erérendszerként jelentkezik. A bels6
erérendszernek a K keresztmetszet S silypontjdba redukilt Fig eredéjének és Mg nyomatékdnak koordindtdit

értjiik a K keresztmetszet igénybevétele alatt.

[génybevételek eldjelszabélya

Az FS eredének keresztmetszet sikjéba esé koordindtdja a T jelii nyfréerd, a sikra merdleges pedig az N
rider6 lesz. Az Mg nyomatékvektor sikba es6 tsszetevdje az Mj hajlitonyomaték, a sikra merdleges pedig

az M, csavarényomaték.

Megallapodads szerint az dbrdakon rogzitett eldjelszabalyok alapjdn dllapitjuk meg a feladatokban eléfordulé

igénybevételek elbjelét:

yA yA yA yA
L e () O

N>O T,>0 M., >0 M.>0

yl\ yA yA yA

N<O T, <0 M, <0 M. <0
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Az egyenes kozépvonali tarték egyensilyi egyenletei

Az abran lathato kéttdamaszi tarté egy Az hosszisdgu szakaszénak egyensilydt vizsgaljuk:

f Az ?I AZ
Y4 i /_\
./q—‘ TYA LF(Z) Q th +A th
¢ )y

7 M, Az > T, AT, 7

-

A szakasz egyenstlydt a kétvégén berajzoldsra keriilt belsd erérendszer biztositja. Feltételezésiink szerint
ezek pozitiv igénybevételeket jelentenek.
Az y irdnyba vett

T, + fxdz — (T, + AT,) = 0

AT,
N i
vetiileti egyenletbdl a Alim o hataratmenet képzésével jutunk a
VAR
dT,
Fr f(2)

Osszefiiggésre.

A szakasz jobboldali végén kijelolt Q ponton athaladé sikra merdleges tengelyre vett
TyAZ — Mp, + kaZ(AAZ) + Mp, +AMp, = 0

AMh:c

. © (Ty + fr(AAz))
nyomatéki egyenletbdl a Alim o hatdrdtmenet képzésével a
z—
th:r
=-T
dz Y

osszefiiggés adddik.

Ezeket az egyenleteket, az egyensilyi egyenlet differencidlis alakjait, a tarté tengelye mentén 0 és z kozott
integrédlva nyerjiik a

z z
%@—%—/ﬂ@h 6s MM@—MM——/%@@
(=0 (=0

Osszefiiggéseket, azaz az egyensilyi egyenlet integrilalakjait. Ezek ismerete médot ad igénybevételi dbrdk
rajzolaséra.

Igénybevételi dbrdk

Az abrarajzolds bemutatédsra kivdlasztott kéttdmaszui tarté tdmasztéerdi mér ismertek és kék szinnel be-
rajzolasra keriiltek az aldbbi dbran.

Y 4
! 1)

N e I SkNZkN
1
A X Bl| 1 kN/m C D _;
x 3 kN 5krjA
< 2m B 4 m e 2m
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Sikbeli, z tengelyii, egyenes vonali tarték igénybevételi dbrdinak szerkesztése az igénybevételek eldjelszabé-
lyainak figyelembevételével torténik.

A gerendan balrdl jobbra, z tengely mentén haladunk és kozben szakaszonként vizsgaljuk az igénybevé-
teleket. A tarté z irdnyu (rddirdnyi) erdkkel terhelt, ezért a riiderd dbra rajzoldssal kezdiink.

e Az A keresztmetszet és a B~ kersztmetszet (B ponttdl egy kicsit balra 1év6 keresztmetszet) kozott
nincs ruderd, ezért ezen az AB~ szakaszon az N(z) fiiggvény zérus értékii lesz.

e A B pontban a z tengelyirdnnyal ellentétes irdnyba mutaté 4 kN nagysagu koncentralt erd van, amely
a rid jobb végén, a D keresztmetszetben hatd, vele ellentétes irdnyu, szintén 4 kN nagysdgui erdvel
tart egyensilyt. A koncentrélt eré az N (z) dbrén mindig szakaddst okoz. Ezért a B keresztmetszetnél
4 kN-ra, D-ben pedig vissza 0O-ra ugrik a fiiggvény. A BD szakaszt a két erd hiizza, ezért a riderd
allandé N = 4 kN nagysdgu lesz ezen a szakaszon.

N4 [kN]

2A B C D ;

A tart6t ra merdleges erdk is terhelik, ezért T'(z) nyiréerd dbra rajzolhaté. Ismét a gerenda balvégétol,
az A pontbdl kiindulva kezdjiik meg a T'(z) fiiggvény dbrézoldsat.

e Az y irdnyu koncentrélt er6k az dbrazolt T'(z) fiiggvény szakadasat idézik eld, ezért az A pontban
jelentkez6 2 kN (1) erd miatt az A keresztmetszetnél az indulé 0 értéki fiiggvény 2 kN-ra ugrik. Az
AT és B keresztmetszetek kozotti ridszakasz fiiggdlegesen terheletlen, ezért az A+ B~ szakaszon a
fiiggvényvaltozas értéke nulla, tehét ott a fiiggvényérték dllandé 2 kN lesz.

T4 [kN]
s c 8 ki

& B R
Ta S D 7

e

.

e B pontban haté 3 kN (|) tdmasztéerd komponens miatt ismét ugrunk a fiiggvényértékkel —1 kN-
ra. A BtC~ szakaszon 1 kN/m () intenzitdsi megoszlé erd van. A szakasz hossza 4 m, igy
4-(—1) = —4 kN a valtozds mértéke. B-ben a fiiggvény —1 kN értékii a 4 m hosszisagi BTC—
szakaszon a valtozds —4 kN, ezért C'~-ban a nyiréerd —5 kN lesz.

e A C pontbeli 5 kN (1) nagysdgi tdmasztéerével visszatériink a nulldba. CT és D keresztmetszetek
kozott nem taldlhatok fiiggbleges hatdsvonalu erék, ezért a C+D szakaszon a fliggvényvéltozés értéke
nulla, tehat ott a fiiggvény dllando zérus értékii lesz. Az dbrdan megjelenik még a D keresztmetszetben
a 8 kNm nagysdgi nyomatékbdl szarmazo teriiletvektort. A teriiletvektor irdnydt az 6t helyettesitd
erépdar baloldali erévektoranak irdnya szolgdltatja. (A vonatkozo6 erépar az elsé dbrén berajzoldsra
keriilt!)

Az Mp, hajlitényomatéki dbra szerkesztése kozvetleniil a nyiréerd abrabdl lehetséges. Az egyensiilyi
egyenletnek megfeleléen az My, (z) folytonos fiiggvény adott szakaszon torténd valtozdsa az adott szakaszra
vonatkoz6 T'(z) fiiggvény alatti teriilet minusz egyszeres nagysagéaval (adott szakaszon vett hatdrozott in-
tegraljaval) lesz egyenlé. Ha a tarté balvégén nincs terhelésként eldirt nyomaték, akkor az My, fiiggvény
nulldbdl indul, majd a gerenda végén oda is tér vissza.



e A 2 m hosszisagi AB szakaszon vett T'(z) fiiggvényérték sllandé (2 kN), fgy a szakaszon vett T'(2)
fiiggvény alatti (dbran besrafozott) teriilet 2 - 2 = 4 kNm nagysdgi. Ez teriilet a z tengely feletti
(pozitiv), ezért negativ megvaltozdst (—4 kNm) okoz az AB szakaszon linedris M}, figgvényben.
Igy My, (2) =0 — 4 kNm = —4 kNm.

M, 1 [kNm]
8

yd

2 7

/\//
2A B /é/ cC. D
-4

Ny

e A BC szakaszon linedris T(z) okdn az My, fiiggvény paraboldt ir le e szakasz felett. E paraboldt
hdrom pont és hdrom érint6 segitségével lehet megadni, ezért a szerkesztés az un. teriiletkiegyenli-
tés elve szerint torténik: A BC szakaszt megfelezziik (E pont) és a szakasz kezdd- és végpontjénal
16vé T'(zp) = —1 kN ¢és T'(z¢) = —b kN fiiggvényértékeknél egy-egy vizszintest hizunk. Az el6éllé
és a T dbran besrafozott negativ teriiletnek szdmité téglalapok 1-2 = 2 kNm és 5-2 = 10 kNm
nagysaguak. Az My, rajzoldséit folytonos vonallal az My, (zp) = —2 kNm fiiggvényértékneél foly-
tatjuk a kovetkezék szerint. A BE szakaszon 2 kNm az M), fiiggvény véltozdsanak meértéke, azaz
E pontndl —2 kNm-nél jelet tesziink és ezt Osszekotve vékony vonallal a B pontbeli fliggvényér-
tékkel megkapjuk a B pontbeli érintét. A fiiggvény megvaltozasa 10 kNm az EC szakaszon, igy
Mp.(2c) = 8 kNm. Osszekstve egy vékony vonallal az E-nél rajzolt jelet a C' pontban vett My,
fiiggvényértékeket ismét nyeriink egy parabolaérintét C-ben. A harmadik pont és érint6 gy 4ll eld,
hogy a Mp,(2p) = —2 kNm és M, (z¢) = 8 kNm fiiggvényértékeket 6sszekotd vonal és a szakaszfe-
lezé metszéspontjdnal leolvasott 2 kNm-bél levonom az E pontndl vett 2 kNm, azaz My, (zg) =0 a
fliggvényérték az érintd pedig parhuzamos az eldbbi tsszekotdvonallal.

e A C'D— szakaszon nincs tengelyirdanyra merbleges erd tehét a fiiggvény valtozas nulla, tehat 8 kNm-
nél vizszintes vonalat hizok D-ig. A D-nél megjelend nyomatékbdl szdrmazé teriiletvektor miatt a
nyomatéki dbraban szakadas lesz. A teriiletvektor felfele mutat, ezért negativ valtozast okoz és igy
a tartévégén visszatértiink O-ba.

Egyszerii terhelésekhez tartozé igénybevételi dbrak

YT F YT F
A v B A ¥ B

}
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Hézi feladat a Statika tantdrgybol

Adott az dbrdn vézolt kétrészbdl 4ll6, ismert terhelésii Gerber-tarté. A szerkezetet terhelését az 1. jelii
részen az Fp erd és az f intenzitdsi, AC szakaszon megoszlé terhelés, a 2. jelii részen pedig az Fs erd,
valamint az M nyomaték alkotja.

YA

4—
—h|
(Vo)

Az adatok generaldsahoz mindenki a sziiletési idejének utolsé hérom szémjegyét vegye alapul. (Pl: ha a
sziiletés datuma: 1982. 07. 13, akkor a ¢y = 7; ca = 1; ¢3 = 3.)

A tart6é geometriai méreteit a

ki =[0.34 0.1 %c;] m, ko =[0.44 0.1 % (co + c3)] m, k3 =1[0.2+4 0.1 x cg] m,

ks =[0.440.1%(c1 +c2)] m, ks =1[0.3+4 0.2 % co] m;

a szerkezetet terheld kiils6 erorendszer adatait pedig az
Fy=[4+2%{ci+co})&] kN, [Fo| =[8+2x%{ci+c3}] kN, o= (30+15%co)°,
f=]-(1+2%c2) &) kN/m, M =[-(12+2%c3)é&] kNm

képletek alapjan az egyéni ¢; (i = 1,...,3) konstansok felhasznéldsdval képezziik.
Kérdések:

a. Készitsen vonalas vdzlatot kiilon-kiilon az egyes és kettes szerkezeti elemrol. Ezeken tiintesse fel az ismert
terheléseket, valamint pozitiv eldjellel a fellépd tamaszto és C pontban ébredd belsé erérendszer koordindtéait!

b. Hatdrozza meg szamitdssal a tarté tdmasztéerd-rendszerét és belsé erdit!
c. A Gerber-tarto teljes eréjatékanak ismeretében rajzolja meg a tarté igénybevételi abrait!

A feladat leaddsaval kapcsolatos tudnivaldk:

Formai kovetelmények:

A feladat megoldaséat jegyzokonyvként, Ad-es papirlapokon, a hatdridé letelte el6tt kell benyujtani. A
jegyzokonyv a hallgatoktdl dltaldnosan elvart formai kovetelményenek kell, hogy megfeleljen.

A feddlapon szerepeljen a

Hazi feladat
(a Statika tantargybol)

cim, a benyuijt6 neve és NEPTUN kédja, valamint a beadds ddtuma. A jegyzékonyvnek sziikséges tartalmaz-
nia a megoldand¢ feladat vonalas vazlatdt (modelljét), a sajit paraméterekkel generdlt adatokat, valamint
az a., b. és c. kérdésekre adott valaszokat a sziikséges képletek és szamitdsok részletezésével egyiitt. A
megadott eredménylapot a jegyzokonyv végéhez kell csatolni

Hataridok:
A feladat kiadds idépontja: masodik alkalom. Beaddsi hataridé: harmadik alkalom
Ertékelés:

Elfogaddsra csak a hibdtlanul benyujtott jegyzokonyvek keriilnek. Az értékelés a hatdridé letelte utdni
héten torténik meg. Az eredmény a NEPTUN-ban és az eléaddson is kihirdetésre keriil. A nem elfogadott
jegyzoékonyveket a tanszék javitds céljabdl visszaadja. Ezeket dtvenni és javitds utdn leadni a tanszéken
lehet. A félévvégi aldirds feltétele a feladat hibdtlan, hatdridore torténd elkészitése.
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Eredménylap

Név:

Neptun kéd: Sziiletési ddtum:

Adatok:

geometriai adatok:

ki = ko = ks =
ky = ks =
terhelések:
ﬁl = _’2 = o=
P i -

Valaszok a kérdésekre:

a. A vonalas vazlat:
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