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A virtuá lis munka elvét alkalmazva: 
 
A 2. ER munká ja az 1. ER okozta alakvá ltozá son: 
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Az 1. ER munká ja a 2. ER okozta alakvá ltozá son: 
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Mivel  Dé sADT ⋅⋅=   szimmetrikus, ezért DAT ⋅⋅=  is fenná ll. 
 

( )
( )( )

( )
( )

( ) ( )

té telBettiaWWUU

UVdATVdTA

VdADAVdADAVdATU

VV

VV V

−===

=⋅⋅=⋅⋅=

=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅=

∫∫

∫∫ ∫

12211221

122112

12121221

 

 
A Betti-tétel alá bbi alakjá t haszná ljuk elmozdulá sok, illetve szögelfordulá sok 
szá mítá sá ra: 
 
 2112 WU =  
 
Példa: 
      1. ER            2. ER 
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Prizmatikus, befalazott tartó esetén keressük a B jelű  keresztmetszet y tengely irá nyú  
elmozdulá sá t,  v B – t. A szá mítá sná l csak a hajlítá sból szá rmazó energiá t vesszük 
figyelembe. 
 
Az 1. ER az eredeti terhelés és a hozzá  tartozó tá masztóerőrendszer, a belőle szá rmazó 
nyomaték M. 
 
A 2. ER egy á ltalunk fölvett ER a kérdéses keresztmetszetben. Ha a keresett mennyiség 
elmozdulá s, akkor erő, ha a szögelfordulá s a meghatá rozandó mennyiség, akkor 
nyomaték, melyeket a szá mítá s egyszerű bb elvégzése miatt egységnyire vá lasztunk. A 2. 
ER – ből szá rmazó nyomaték m v (ψ) . 
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Az integrá l kiszá mítá sa a Simpson formulá val történik: 
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Hasonlóan alkalmazható szögelfordulá s szá mítá sá ra is. 
 
 
Maxwell-fé le felcseré lhetősé gi té tel: 
 
 
A szilá rdsá gtan egyik á ltalá nos tétele. Közvetlenül levezethető a Betti-tételből, 
felhaszná lva a szuperpozíció elvét.  
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A szerkezetet megtá masztjuk, anyaga lineá risan rugalmas. Két különböző erőrendszerrel 
terheljük. 
 
1.ER: A P pontban ható  ( )1

PF
r

  és a hozzá tartozó tá masztóerőrendszer. 
 
2. ER: A Q pontban ható  ( )2

QF
r

  és a hozzá tartozó tá masztóerőrendszer. 
 
Feltételezzük, hogy a tá masztá sok simá k. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Betti-tétel: 
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A P pontbeli erő hatá sá ra a Q pontbeli elmozdulá s  QF

r
  irá nyú  vetülete egyenlő a Q-beli 

erő hatá sá ra kialakult P-beli elmozdulá s  PF
r

 - re eső vetületével. 
Erő helyett erőpá rt, elmozdulá s helyett szögelfordulá st véve is érvényes. 
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Síkrugalmassá gtan: 
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Ö sszesen: 15 ismeretlen skalá rmennyiség. A megoldá s nem mindig egyszerű  feladat. 
Á ltalá nos esetben minde mennyiség 3 vá ltozó függvénye. 
A feladatok sok esetben visszavezethetők 2 vá ltozóra: síkfeladatok. 
 
A síkfeladatok há rom alaptípusa a következő: 
 

− Síkalakvá ltozá s:    SA 
− Síkfeszültségi á llapot:   SF 
− Á ltalá nosított síkfeszültségi á llapot:  Á SF 

 
Legfontosabb jellemzők: 
 
Síkalakvá ltozá s (SA): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A test terhelése z-től független:  p = p (x, y) 
 
Á ltalá nos esetben: zyx eweveuu rrrr

++=  
A  P  pont csak a sajá t keresztmetszetében mozdul el:  w ≡ 0 
 
Ezért síkalakvá ltozá sná l  yx eveuu rrr

+=   és az  ur   nem függ a z-től: 
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Síkfeszültségi á llapot (SF): 
 
 
 
       Vékony tá rcsa 
 
       Terhelése a palá stjá n van. 
 
       Jellemzője: 0
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       Szerkezete: [ ]
















=

000

0

0

yyx

xyx

T στ

τσ

 

 
Gyakorlatban nehéz megvalósítani, ritká n fordul elő. 
 
 
Á ltalá nosított síkfeszültségi á llapot (Á SF): 
 
 
 
 
 
 
 
        Vastag tá rcsa, melynek  b   a  

vastagsá ga. 
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Jellemzői: 
 
 

− Alsó és felső  (A a  és  A f )  lapja terheletlen. 0
rr

≡zρ  
 

− 0=zσ   a test minden pontjá ban 
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− ( )zyxTT ,,=  

 
σ x ,  σ y ,  τ x y  a  z  koordiná ta pá ros függvényei 

  
 τ x z ,  τ y z    a  z  koordiná ta pá ratlan függvényei 
 

z-ben pá ros függvények: 
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z-ben pá ratlan függvények: 
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Á SF-nél a há romvá ltozós feladatot reduká ljuk kétvá ltozósra: 
 
 ( )zyxTT ,,=  → ( )yxTT ,=  
 
 
 

       
( )
∫=
b

xx zd
b

σσ
1  

 
       xyy é s τσ  -ra hasonlóan 
       végezhető el 
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Eredmény:  

( )
( )

[ ]
















=

== ∫

000

0

0

1,

yyx

xyx

b

T

zdT
b

yxTT

στ

τσ

 

 
 
Alakilag megegyezik az SF-fel. Különbség:  az Á SF nem függ a z-től, csak az x és y 
vá ltozók függvénye. 
 
 
Síkalakvá ltozá s (SA) ré szletesen:  
 
 
AZ alakvá ltozá sok az xy síkban zajlanak le. 
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 Mivel:  w = 0  0=
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Milyen a feszültségi tenzor? 
 

A Hooke-törvényt alkalmazva: 
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