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Behelyettesítve: 
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Teljes potenciá lis energia minimuma elv: 
 
 
A teljes potenciális energia az egzakt megoldásnál  ( )ur  - nál minimummal rendelkezik. 
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Átalakítva: 
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0=pπδ  a virtuális munka elv variáció s alakja miatt 
 

02 ≥pπδ  pozitív energia 
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Ábrázolása: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A potenciá lis energia minimuma elv ( a  0=pπδ   egyenlet) fizikai tartalma: 
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Gauss-té tellel átalakítva: 
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Behelyettesítve és összevonva: 
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uAru ∈→=
rrr 0δ ,  de egyébként tetsző leges, ezé rt az integranduszok záró jeles 

kifejezései zé rusok, akkor áll fenn a potenciális energia minimuma elv. 
 
Tehát a  0=pπδ  elvbő l következik: 
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rrr   dinamikai peremfelté tel 
 
Az  *ur  - tó l csak a deriválható ságot és a kinematikai peremfelté tel teljesülésé t követeljük 
meg. A kinematikailag lehetséges  *ur   a potenciális energia minimuma elven keresztül 
igyekszik teljesíteni az egyensú lyi egyenletet és a dinamikai peremfelté telt. 
 
 
A potenciá lis energia minimuma elv alkalmazá sai 
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Hú zott rú d: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A z irányú  elmozduláskoordináta: 
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( )
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Behelyettesítve: 
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A potenciális energia minimuma elv ( 0=pπδ  egyenlet) alapján visszakapjuk belő le az 
egyensú lyi egyenletet és a dinamikai peremfelté telt. 
 
A variáció képzés formálisan olyan, mint a deriválás. 
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Szorzat integrálási szabállyal: 
 
 

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )
∫

∫

∫∫





 +′′−−′==

−



 +′′−′−′==

−−′′−′==

=

L
LLp

L
LLLp

L
LL

L

L
Lp

zdwpwEAwFwEA

wFzdwpwEAwwEAwwEA

wFzdwpzdwwEAwwEA

δδπδ

δδδδπδ

δδδδπδ

0

0

0

0
0

0

 

 
Mivel  δ wL  és  δ w  tetsző legesek és  0=pπδ , ezé rt 
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Legyen: 
 
  NwEANF L =′→=  az elmozdulásbó l számítható  a rú derő  
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       Egyensú lyban kell lennie: 
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Hú zott, hajlított rú d: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A P’ pont vizszintes elmozdulása (kis elmozdulást felté telezve): 
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A külső  erő k munkája: 
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Képezve a  0=pπδ   egyenletet, a hú zott, hajlított tartó ra is adó dnak az egyenletek. 
Csak a hajlításra vonatkozó  egyenletek az alábbiak (a levezetés lépéseinek részletezése 
né lkül): 
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Ritz-fé le mó dszer: 
 
 
A potenciális energia minimuma elvre alapozott mó dszer, Walter Ritz közölte 1909-ben. 
A 0=pπδ  variáció s egyenletet kielégítő  ur  elmozdulásmező  a rugalmasságtani feladat 
egzakt megoldása. A tényleges ur  helyett a kinematikailag lehetséges ur * közelítő  
megoldást jelent. 
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Az ur * mező t közelítsük az alábbi mó don: 
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A  iii χψϕ ,,   felvett közelítő  függvények folytonosak, deriválható k.. 
 
N  -  a közelítő  sorban felvett tagok száma. 
c i  -  i = 1, 2, ....., 3 N   ismeretlen állandó k 
 
Az  ur *  mező  variáció ja: 
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A kinematikailag lehetséges  ur * - hoz tartozó  teljes potenciális energia az állandó k 
függvénye: 
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Képezve a  0=pπδ  - t: 
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Mivel az ismeretlen állandó k variáció ja tetsző leges, ezé rt: 
 

 0
1

*

=
∂

∂

c
pπ

 

 0
2

*

=
∂

∂

c
pπ

  i =1, 2, ...., 3 N  egyenletbő l álló  

    M    algebrai egyenletrendszer a  c i 
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  állandó k meghatározására 

 
A megoldás minő sége függ: 
 

− az N számtó l, 
− a iii χψϕ ,,   függvények minő ségé tő l. 

 
 
Betekintés a végeselem-módszerbe (VEM-be) 
 
 
Az utó bbi évtizedek egyik leglátványosabban terjedő , nagy hatékonyságú  
számítástechnikai mó dszere a végeselem-mó dszer, amely kitüntetett szerepet vívott ki a 
mé rnöki tervező  munkában. Meg kell jegyezni, hogy nem ez az egyetlen numerikus 
mó dszer, lé tezik más olyan mó dszer is, amellyel hatékonyan lehet különböző  feladatokat 
megoldani. Pl. ilyen a peremelem-mó dszer. Azonban a rugalmasságtani feladatok 
kapcsán a végeselem-mó dszerrő l ejtünk néhány szó t. 
Egy való ságos szerkezethez különfé le számítási modelleket rendelhetünk hozzá attó l 
függő en, hogy milyen pontosságot akarunk elé rni, a való ságos szerkezetben lejátszó dó  
folyamatok közül melyik fontos a számunkra, Ugyanakkro az is igaz, hogy egy számítási 
modellhez nemcsak egy való ságos szerkezet tartozhat. Bizonyos modelleket vizsgálva a 
való ságos testek, szerkezetek egész nagy osztályának a megoldását kaphatjuk meg. Pl. 
rú dmodell, síkbeli modell, stb. 
A számítási modell megalkotását ké tfé le  ellenté tes kívánalom befolyásolja: 

− a modell miné l jobban helyettesítse a való ságos testet,  
− a mechanikai jellemző k jó  közelítéssel meghatározható k legyenek. 

 
A modellezésné l mé rlegelni kell: 

− a környezeti hatásokat (a terhelés té r- és idő beli megoszlását, a hő hatást, az 
elektromágneses, stb. hatásokat), 

− az anyag szerkezeté t (rugalmas-nem rugalmas, homogén, izotró p, stb.), 
− a kialakuló  elmozdulást, alakváltozást (kicsi, nagy), 
− a geometriaia alakot ( mivel helyettesíthető  a test), 
− a megfogásokat, 
− a testek kölcsönhatását (é rintkezést, szilárd test és folyadék által alkotott együttes 

rendszer vizsgálatát). 
 
A számító gépek megjelenése és elterjedése kedvező  irányban befolyásolta a modellezés 
nem könnyű feladatát. Egyre bonyolultabb modellek felállítására és megoldására nyílik 
lehető ség. A végeselem-mó dszerre épülő  számító gépi programok segítségével olyan 
feladatokat is meg tudunk oldani, amelyeket analítikus ú ton nem lehetett. Igaz ugyan, 
hogy a pontos megoldást nem ismerjük elő re, de vannak olyan eljárások, amelyekkel a 
számítás hibája elő re becsülhető , s ezé rt egy megadott hibakorlát alá csökkenthető . 
Mindezt a számító gépi program végzi el. 
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A végeselem-mó dszer kialakulása: 
 
A mé rnöki gyakorlatban jelentkező  szerkezetek egy része rugalmas anyagbó l (első sorban 
fémbő l) készül, és bizonyos terhelési intervallumban lineárisan viselkedik. Már itt 
felhívnám a figyelmet arra, hogy a jó l alakítható  fémek viselkedése rugalmas-képlékeny, 
s jelenlegi ismereteinkkel ezt is egyre pontosabban figyelembe tudjuk venni. Ezen felül 
egyre több helyen té rt hó dítanak a műanyagok, kompozitok, stb. Ma már ezen anyagok 
viselkedésének leírása is egyre jobban és pontosabban követhető . 
A klasszikus rugalmasságtan számos mó dszert dolgozott ki a homogén, izotró p anyagok 
viselkedésének leírására, számítására. A rugalmas kontinuum viselkedésé t leíró  parciális 
differenciál-egyenletrendszer megoldását nagyon nehezíti az, hogy a vizsgált testekhez 
tartozó  peremfelté telek különböző ek. Nem sikerült olyan általános , pontos megoldást 
adó  mó dszert kodolgozni, amely bármely feladat megoldására alkalmas. Ez az oka annak, 
hogy a mé rnöki gyakorlat megelégedett a közelítő  megoldásokkal. A mú lt század elején 
kidolgozott variáció s elvek, illetve a késő bbiekben kifejlesztett más elvek (pl. Ritz, 
Timoshenko, Kantorovics, Reissner, stb.) lehető vé  tették olyan feladatok közelítő  
megoldását is, amelyeket korábban nem sikerült megoldani, és a mé rnöki gyakorlat 
számára kielégítő  pontosságot lehetett elé rni. 
A munkák egy része továbbra is a kontinuumként kezelt testre vonatkozó  parciális 
differenciál-egyenletrendszert oldotta meg közelítő  mó don. A másik része a variáció s 
elvekre alapozott számítást részesítette elő nyben. A további kutatások abba az irányba 
indultak el, hogy hogyan lehetne a ké t mó dszert egyesíteni. Vagyis, hogyan lehetne a 
variáció s mó dszert összekapcsolni a differencia mó dszerné l használt felbontással, azaz 
háló  felvé telével. 
A legelső  ilyen munka Courant-tó l származik (1943), aki a St. Venant-é fle csavarási 
feladatot a potenciális energia minimuma elv segítségével vizsgálta. Az első  mé rnöki 
feladatot Turner és társai oldották meg (1956). Síkbeli feladatnál az elmozdulásmező t 
háromszögletű, illetve négyszögletű elemeken közelítették, majd ezek csatolásával – a 
teljes potenciális energia minimuma elv alapján – elő állították a csomó pontokbeli 
elmozdulásokat (mint ismeretleneket) magába foglaló  lineáris algebrai egyenletrendszert. 
A mú lt század 60-as éveiben a lineáris feladatok megoldására szolgáló , 
elmozdulásmó dszeren alapiló , általános é rvényű végeselem programrendszerek kerültek 
kidolgozásra (pl. NASTRAN, ASKA). A 60-as évek közepén jelentek meg az ú .n. hibrid 
elemek. A 70-es években a nemlineáris viselkedésű szerkezetekkel kapcsolatos 
programokat dolgozták ki, továbbá a bonyolult képlékenységtani, hő tani, hidrodinamikai 
feladatok, illetve a nagymé retű rendszerek dinamikai viselkedésének számítására került 
sor. A nagymé retű itt több tizezer ismeretlent jelent. A 80-as években a hidrodinamikai és 
szilárd testekbő l felépített csatolt rendszerek, a nemlineáris anyagtulajdonságok 
figyelembevé tele nagy elmozdulásoknál és alakváltozásoknál (alakítástechnoló giai 
folyamatok szimuláció ja), törésmechanikai problémák kezelése, a számítási pontosság 
becslése, illetve növelése voltak a legfontosabb megoldandó  feladatok. 
1969-ben alapították meg az első  folyó iratot, az Internacional Journal for Numerical 
Methods in Engineering című folyó iratot, amely mais az egyik legfontosabb, 
végeselemes kutatásokkal foglalkozó  folyó irat. A 70-es években jelentek meg az első , 
végeselem-mó dszert ismertető  monográfiák (pl. Zienkievicz, Oden, Brebbia nevéhez 
fűző dnek). 
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A végeselem-mó dszer ma már  hatékony eszközként áll a mé rnökök rendelkezésé re. 
Alapvető en ké t irányban lehet tovább lépni. Részben a kidolgozott programokat 
megismerni és alkalmazni különfé le feladatok megoldására. (Kereskedelmi forgalomban 
kapható  programrendszerek pl. COSMOS/M) 
 
A másik irány pedig olyan programok, programrendszerek kidolgozása, amelyek 
cé lorientáltak, tehát csak bizonyos feladattípusok megoldására alkalmasak, de itt  viszont 
igen sok feladat kiszámítására (pl. különfé le terhelések, geometriai mó dosítások, 
anyagmó dosítások, stb. hatásának gyors é rzékelése). 
 
Tehát tömören, röviden a végeselem-mó dszer lényege a következő : 
 
Mindazon mó dszereket, amelyekné l a keresendő  mező t véges számú  altartományon 
(végeselemen) közelítjük, általunk önkényesen választott approximáció s függvények 
segítségével, továbbá a függvények együttható inak egy részé t az elemek határoló  
felületén elhelyezkedő  csomó pontokbeli függvény, esetleg azok deriváltjai révén 
fejezzük ki, és így az altartományok feletti mező k összeillesztésével állítjuk elő  a teljes 
tartományra vonatkozó  mező t, továbbá a mező ket leíró  paramé tereket valamilyen 
hibaelvbő l variáció s elvbő l származó  algebrai egyenlet- vagy egyenlő tlenségi rendszer 
révén határozuk meg, végeselem-mó dszernek (VEM) nevezzük.  
A VEM-bő l a Rugalmasságtan című tantárgy keretében csak egy pici izelítő t kapunk. 
 
 
Síkbeli, hú zott-nyomott, prizmatikus rudakból felépített szerkezetek vizsgá lata 
VEM-mel: 
 
 
Alapfogalmak: 
 
 
Végeselem: 
 
Egy test véges számú  felülettel határolt része. 
 
Csomópont: 
 
Az elem határoló felületém vagy belsejében kiválasztott véges számú  pontok sokasága. 
Ezen pontok kitüntetett jelentő ségűek, mert a pontokban fellépő  elmozdulás, feszültség, 
vagy ezek deriváltjai szerepelnek ismeretlenként a megfelelő  variáció s elvhez kapcsoló dó  
algebrai egyenletrendszerben. 
 
A végeselem definíció jábó l adó dó an a szomszédos elemek azonos dimenzió jú  részekkel 
csatlakoznak egymáshoz: lap lappal, é l é llel, csomó pont csomó ponttal. A 
csomó pontokbeli elmozdulással kapcsolatos ismeretlen paramé tereket magába foglaló  
vektort csomóponti á ltalá nosított elmozdulsá vektornak fogjuk nevezni. 
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