Behelyettesitve:

N
0/
>

g
(L)
”§§

p,= dvVv - GEXBdA- c‘)&XadV
Ao)

\2) (
Teljes potencialis energia minimuma elv:

A teljes potencialis energia az egzakt megol dasnal (L'J) - nal minimummal rendelkezik.

Atalakitva:

P =2 D oAdV - JlixpdA - glixdav +

2
S () (v) L
—

Pp

(v) () (v)
— _
—
dpp
1 (sl AxxD »d AdV
N
g J
'
dzpp

Pp=p,+dp,+d’p,
dp,=0 avirtualis munka elv variacios alakja miatt
8 0 pozitiv energia

d?p

p
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Abrazolisa:

P A
Pp
Pp .
u
. du

A potencidglisenergiaminimumaelv (a dp , = O egyenlet) fizikai tartalma:

dp,= d I xR)dv- ¢ Gx{TN)dv- ¢ GxpdA- g dxgav=
v) B v) B (a) v)
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Gauss-tétellel atalakitva:

r r- . .
du=0 ® rl A,, de egyebként tetszéleges, ezért az integranduszok zarojeles
kifgjezésal zérusok, akkor all fenn a potencialis energiaminimumaelv.

Tehata d p , = O elvbdl kovetkezik:

><N+£|=O (v egyensilyi egyenlet

=

=

XN = p r1 A, dinamikai peremfeltétel

Az U - 16l csak aderival hatosagot és a kinematikai peremfeltétel teljesiilését koveteljiik
meg. A kinematikailag lehetséges i a potencialis energia minimuma elven keresztiil
igyekszik teljesiteni az egyensulyi egyenletet és adinamikai peremfeltételt.

A potencialis energia minimuma elv alkalmazasai

1 Eror rr. 0
ppz_(‘)éxxl'dV-Q (\)jxpdA+éuquV;:U_Wk
2 ) S (w) ) p
—_— -~ — v
U W i
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Huzott rud:

AT

A ziranya elmozdulaskoordinata:

w=w(2
d=wb,
eZ:sz¢
dz
s,=Ee,=Ewt
© 0 00 &, 0 0
é U é a
[l]zgo 0 0y [§]=§O e, 0y
g) 0 SZH 80 0 ezH
1.
U== oI *xAdV
2 )
T A= 'exor'x+éyor'y+'ezor'z )u(al.xolex+a'yo'ey+a'zo'ez):
rr ror rr
=r,@a,+r xa +r_ x,=s e,
r I r I
mert r,=0; r =0
1. 1. 1., 2 1 . )
u== O‘|='xx=dV:—c§Zede=—OOE(W(I) dAdZ=—oAE(W(I) dz
2 ) 2 ) 2 0w 21
W, = ‘lEXFr)dA+ (‘}er(SdV
(a,) )
- r Jor
Mivel =0, W, = gy xpdA
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W, = gpxwdz+F_ >xw,
(L)

Behelyettesitve:
ae 0
P, :% OAE(W9*dz- & prwdz+F xw, *
(L) (L) a

A potencialis energiaminimumaelv (d p , = O egyenlet) alapjan visszakapjuk beldle az
egyensulyi egyenletet ésadinamikai peremfeltételt.

A variacioképzés formalisan olyan, mint a derivalas.

d (wd? =2wed we
dp,= QAEwdd wédz- gpdwdz- F dw,
L)

( (L)
u vt
Szorzat integralasi szaballyal:

dpp=O:(AEW¢d WL)I(;- MEwed wdz- pdwdz- F dw,
(L) (L)

dp,=0=AEwld w_- AEwld w,- (‘g(AEwtl)¢+pgd wdz- F dw,
=0 (1)

dp,=0=(AEW- F )dw, - c‘g(AEwﬂ)q:+p@d wdz
W .

Mivel dwi és dw tetszélegesek és dp , = O, ezért

AEW-F, =0 ® AEW=F,

( AE W(I)¢+ p=0 azegeésztartomanyon

Legyen:

F.=N ® AEWR=N azemozdulasbol szamithat6 araderé

N(+ p=0 egyensily
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Egyensilyban kell lennie:

p
—>
?
N / N+dN N+dN- N+pdz=0
- —>
/ dN+pdz=0
dN
-+ :O
" 4z p
AdZ‘ N¢+ p=0
Huzott, hajlitott rad:
y A
QL A
,_\_/—/—\
Py
T ; "
Z
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, \,,,,,,,,,,,, ,_.,,»

A P’ pont vizszintes elmozdul 4sa (kis elmozdul ast feltételezve):

W= - V(y+W0

—_ Y

_ T

hajlitasbol

htzasbol
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E(- véy +wg)? dv %(‘3(‘) E(- vey+wg)? dAdz=
y
(ve )]dAdz=

(‘)E [Wﬁ - 2w vy +
A

I
NIk, Nk NP
CO/

Z O

E w§’dz- c‘)WQI}v‘ﬂge()ydAgdz+1 OE (v€)* 3y y’dAdz=
v o ew e 2q ()

—

S,=0

N

OAE w§” dz e Ol E(v&)* dz
) 2 1)

A kiilsd er6k munkaja:

W, = (‘)pyvdz +Q v - VEM +F w,
(L)

Képezve a dp , = O egyenletet, a huzott, hajlitott tartora is adodnak az egyenletek.

Csak a hagjlitasra vonatkozo egyenletek az alabbiak (a levezetés |épéseinek részletezése
nélkil):

(1,Ev® - p, =0

M,=- 1, Ev®
dM

T =- —Tx =

Y dz #

Ritz-féle modszer:

A potencialis energia minimuma elvre alapozott modszer, Walter Ritz kzolte 1909-ben.
A dp , = 0 variacios egyenletet kielégitd U elmozdulasmezé a rugalmassagtani feladat

egzakt megoldasa. A tényleges U helyett a kinematikailag lehetséges U* kozelitd
megoldast jelent.
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Az U* mezét kozelitsiik az alabbi modon:

a; (r) akinematikai peremfeltételt kielégité mezs
I« I

u, =u,

i . =0 -

I ® 1 A,

y ;=0

c. =0

Aj.y,,c, felvettkozelito fiiggvények folytonosak, derivalhatok..

N - akozelité sorban felvett tagok szama.
Ci - 1=1,2,....,3N ismeretlen allandok

Az U* mezd variacidja:

r.

du = (d Cj (rr)éx +d c\Y ('r)é +d C,,\C ('r)éz)

Qo=

1
-

A kinematikailag lehetséges U* - hoz tartozo teljes potencialis energia az allandok
fiiggvénye:

p:) (llj*):p:) (C1’C2’K’C3N)

Py
Képezvea dp , = 0 -t

P, , dc, LTS d cyy LE:
Tc Tc, e

=0

dp’;zdc1

Mivel az ismeretlen allandok variaciojatetszoleges, ezért:

e, _,
fic,
TP, _ _ Al A1t
=0 i=1,2,..,3N egyenletbdl allo
fc,
I algebrai egyenletrendszer a c;
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Tp,
TIC3N

=0 allandok meghatarozasara

A megoldas minésége fiigg:

- az N szamtol,
- aj ;,y,,c, figgvények mindségetol.

Betekintés a végeselem-maodszer be (VEM-be)

Az utobbi évtizedek egyik leglatvanyosabban terjedd, nagy hatékonysaga
szamitastechnikal modszere a végeselem-modszer, amely Kitiintetett szerepet vivott ki a
mérnoki tervezé munkaban. Meg kell jegyezni, hogy nem ez az egyetlen numerikus
modszer, létezik mas olyan modszer is, amellyel hatékonyan lehet kiilonbdz6 feladatokat
megoldani. Pl. ilyen a peremelem-modszer. Azonban a rugalmassagtani feladatok
kapcsan avégeselem-modszerrdl gtiink néhany szot.
Egy valosagos szerkezethez kiilonféle szamitasi modelleket rendelhetiink hozza attol
fliggéen, hogy milyen pontossagot akarunk elérni, a valosagos szerkezetben legjatszodo
folyamatok koziil melyik fontos a szamunkra, Ugyanakkro az is igaz, hogy egy szamitasi
modellhez nemcsak egy val6sagos szerkezet tartozhat. Bizonyos modelleket vizsgalva a
val6sagos testek, szerkezetek egész nagy osztalyanak a megoldasat kaphatjuk meg. Pl.
radmodell, sikbeli modell, stb.
A szamitas modell megalkotasat kétféle ellentétes kivanalom befolyasolja:

- amodell minél jobban helyettesitse a val 6sagos testet,

- amechanikai jellemzok jo kozelitéssel meghatarozhatok |egyenek.

A modellezésnél mérlegelni kell:

- a kornyezeti hatasokat (a terhelés tér- és idébeli megoszlasat, a hohatast, az
elektromagneses, stb. hatasokat),

- az anyag szerkezetét (rugalmas-nem rugalmas, homogén, izotrop, stb.),

- akialakul6 elmozdulast, alakvaltozast (kicsi, nagy),

- ageometriaiaaakot ( mivel helyettesithet6 atest),

- amegfogasokat,

- atestek kolcsonhatasat (érintkezést, szilard test és folyadék altal alkotott egyiittes
rendszer vizsgalatat).

A szamitogépek megjelenése és elterjedése kedvezé iranyban befolyasolta a modellezés
nem konnyi feladatat. Egyre bonyolultabb modellek felallitasara és megoldasara nyilik
lehetéség. A végeselem-modszerre épiil6 szamitogépi programok segitségével olyan
feladatokat is meg tudunk oldani, amelyeket analitikus Giton nem lehetett. Igaz ugyan,
hogy a pontos megoldast nem ismerjiik el6re, de vannak olyan eljarasok, amelyekkel a
szamitas hibaja elére becsilhets, s ezért egy megadott hibakorlat ala csokkentheto.
Mindezt a szamitogépi program végzi €l.
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A végeselem-modszer kiaakulasa:

A mérnoki gyakorlatban jelentkezé szerkezetek egy része rugalmas anyagbol (elsdsorban
fémbol) késziil, és bizonyos terhelés intervallumban linearisan viselkedik. Mar itt
felhivnam a figyelmet arra, hogy a jol alakithato fémek viselkedése rugalmas-képlékeny,
s jelenlegi ismereteinkkel ezt is egyre pontosabban figyelembe tudjuk venni. Ezen feliil
egyre tobb helyen tért hoditanak a miianyagok, kompozitok, stb. Ma mar ezen anyagok
viselkedésének leirasais egyre jobban és pontosabban kovetheto.

A klasszikus rugalmassagtan szamos modszert dolgozott ki a homogén, izotrop anyagok
viselkedésének leirasara, szamitasara. A rugalmas kontinuum viselkedését leiro parcialis
differencial-egyenletrendszer megoldasat nagyon neheziti az, hogy a vizsgalt testekhez
tartozé peremfeltételek kiilonbozéek. Nem sikeriilt olyan altalanos , pontos megoldast
ado modszert kodolgozni, amely barmely feladat megoldasara alkalmas. Ez az oka annak,
hogy a mérnoki gyakorlat megelégedett a kozelité megoldasokkal. A mult szazad elgjén
kidolgozott variacios elvek, illetve a késobbiekben kifejlesztett mas elvek (pl. Ritz,
Timoshenko, Kantorovics, Reissner, stb.) lehetové tették olyan feladatok kozelito
megoldasat is, amelyeket korabban nem sikeriilt megoldani, és a mérnoki gyakorlat
szamarakielégité pontossagot |ehetett elérni.

A munkak egy része tovabbra is a kontinuumként kezelt testre vonatkozé parcialis
differencial-egyenletrendszert oldotta meg kozelité moédon. A masik része a variacios
elvekre alapozott szamitast részesitette elonyben. A tovabbi kutatasok abba az iranyba
indultak e, hogy hogyan lehetne a két modszert egyesiteni. Vagyis, hogyan lehetne a
variacios modszert 6sszekapesolni a differencia modszernél hasznalt felbontassal, azaz
hal6 felvételével.

A legelss ilyen munka Courant-tol szarmazik (1943), aki a St. Venant-éfle csavarasi
feladatot a potencialis energia minimuma elv segitségével vizsgalta. Az elsé mérnoki
feladatot Turner és tarsai oldottak meg (1956). Sikbeli feladatnal az elmozdulasmezét
haromszogleti, illetve négyszogletii elemeken kozelitették, majd ezek csatolasaval — a
teljes potencialis energia minimuma elv alapjan — eléallitottak a csomopontokbeli
elmozdulasokat (mint ismeretleneket) magaba foglalo linearis algebrai egyenletrendszert.

A mult szizad 60-as ¢évelben a linearis feladatok megoldasara szolgalo,
elmozdulasmodszeren alapilo, altalanos érvényii végeselem programrendszerek keriiltek
kidolgozasra (pl. NASTRAN, ASKA). A 60-as évek kozepén jelentek meg az u.n. hibrid
elemek. A 70-es években a nemlinearis viselkedésii szerkezetekkel kapcsolatos
programokat dolgoztak ki, tovabba a bonyolult képlékenységtani, hotani, hidrodinamikal
feladatok, illetve a nagyméretii rendszerek dinamikal viselkedésének szamitasara keriilt
sor. A nagyméreti itt tobb tizezer ismeretlent jelent. A 80-as években a hidrodinamikai és
szilard testekbol felépitett csatolt rendszerek, a nemlinearis anyagtul g donsagok
figyelembevétele nagy elmozdulasoknal ¢s alakvaltozasoknal (alakitastechnologiai
folyamatok szimulacioja), téorésmechanikai problémak kezelése, a szamitasi pontossag
becslése, illetve novelése voltak alegfontosabb megoldando feladatok.

1969-ben aapitottak meg az elsé folyodiratot, az Internacional Journal for Numerical
Methods in Engineering cimii folyodiratot, amely mais az egyik legfontosabb,
végeselemes kutatasokkal foglalkozo folyoirat. A 70-es években jelentek meg az elso,
végeselem-modszert ismerteté monografiak (pl. Zienkievicz, Oden, Brebbia nevéhez
fiz6dnek).
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A végeselem-modszer ma mar hatékony eszkozként all a mérnokok rendelkezésére.
Alapvetéen két iranyban lehet tovabb Iépni. Részben a kidolgozott programokat
megismerni és alkalmazni kiilonféle feladatok megoldasara. (Kereskedelmi forgalomban
kaphato programrendszerek pl. COSMOS/M)

A masik irany pedig olyan programok, programrendszerek kidolgozasa, amelyek
célorientaltak, tehat csak bizonyos feladattipusok megoldasara alkalmasak, de itt viszont
igen sok feladat kiszamitasara (pl. kilonféle terhelések, geometriai modositasok,
anyagmodositasok, stb. hatasanak gyors érzékelése).

Tehat tomaren, roviden avégeselem-modszer 1ényege a kovetkezo:

Mindazon modszereket, amelyeknél a keresendé mezét véges szama atartomanyon
(végeselemen) kozdlitjiik, altalunk onkényesen valasztott approximacios fiiggvények
segitségével, tovabba a fiiggvények egyiitthatoinak egy részét az elemek hatarolo
feliletén elhelyezkedd6 csomopontokbeli fiiggvény, esetleg azok derivaltjai révén
feezziik ki, és igy az altartomanyok feletti mezok osszeillesztésével allitjuk elé a teljes
tartomanyra vonatkoz6 mezoét, tovabba a mezoket leird6 paramétereket valamilyen
hibaelvbdl variacios elvbdl szarmazd algebrai egyenlet- vagy egyenlotlenségi rendszer
révén hatarozuk meg, végeselem-modszernek (VEM) nevezziik.

A VEM-bdl a Rugalmassagtan cimii tantargy keretében csak egy pici izelitét kapunk.

Sikbeli, huzott-nyomott, prizmatikus rudakbél felépitett szerkezetek vizsgalata
VEM-médl:

Alapfogalmak:

Veégeselem:
Egy test véges szamu feliilettel hatarolt része.
Csomopont:

Az elem hatarolofeliletém vagy belsgében kivalasztott véges szamu pontok sokasiaga.
Ezen pontok kitiintetett jelentéségiiek, mert a pontokban fellépé elmozdulas, fesziiltség,
vagy ezek derivaltjai szerepelnek ismeretlenként a megfelel variacios elvhez kapcsol6do
algebrai egyenletrendszerben.

A végeselem definiciojabol adodoan a szomszédos elemek azonos dimenzioja részekkel
csatlakoznak egymashoz: lap lappal, ¢l ¢éllel, csomopont csomoponttal. A
csomopontokbeli elmozdulassal kapcsolatos ismeretlen paramétereket magaba foglalé
vektort csomoponti dltal @dnositott el mozdul savektor nak fogjuk nevezni.
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