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A keresztmetszet  y = ± h/2  szé leitől eltekintve az látszik, hogy a feszü ltsé gfü ggvé ny az 
y koordinátától csak igen kis mé rté kben fü gg, ezé rt az alábbi feszü ltsé gfü ggvé nyt 
alkalmazzuk: 
 

 ( ) 







−== 2

2

4
xbGxUU ϑ  

 
A felvett feszü ltsé gfü ggvé nyre a felté telek: 
 
1. Poisson-fé le differenciálegyenlet: 
 

 ϑϑ∆ G
xd
UdGU 22 2

2

−=→−=  teljesü l 

 
1. Peremfelté telek: 
 

02 2/ =→±= =bxUbx  teljesü l 
2hy ±= kö zelíté s, mert nem teljesü l a peremfelté tel 

 
Feszü ltségek: 
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Az  2hy ±= szé leket leszámítva adja a feszü ltsé geket. A kö zé pső szakaszon jó 
kö zelíté s. 
 
 bGyz ϑτ =

max
 

 
A csavarónyomaté k: 
 

 ( )

3

3
2

3

3

bhI

IGbhGAdUM

c

c
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c

=

=≈= ∫ ϑϑ
 

 x
I

M

c

c
yz 2=τ  

 
Közeiítő megoldás összetett, nyitott szelvényre: 
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Hengerelt szelvé nyekné l pontosabb é rté ket kapunk a csavarási másodrendű  nyomaté kra, 
ha az 
 

 ∑∑
==

==
n

i

ii
i

n

i
cic

bhII
1

3

1 3
η  

 
formulát alkalmazzuk. Az  η i  é rté kei szabványokból kivehetők. 
 
Pl. L szelvé ny:  η = 0,79 
 
 I szelvé ny:  η = 1,31 
 
 T, U szelvé ny:  η = 1,12 
 
 
Görbe középvonalú  vékony, nyitott szelvény: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  ( )
( )
∫=
h

c sdsbI
3

3

 

 
 
 
 
 

s 

h 

b 

ser

ξer

szτ

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


 28

Közelítő megoldás zárt, vékony szelvényre: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Vé kony falvastagság eseté n a feszü ltsé gfü ggvé ny  ξ  menti változása jó kö zelíté ssel 
lineárisnak vehető, ezé rt a gö rbü lt szakaszt egyenessel helyettesítjü k: 
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szτ  a kö zé pvonal menté n a b vastagsági mé rettel változik. Ott a legnagyobb, ahol a b a 
legkisebb. A  zξτ   feszü ltsé gkoordináta általában elhanyagolható. 
 
A keresztmetszet kö zé pvonala által határolt terü let:  A k 
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A csavarónyomaté k jó kö zelíté ssel: 
 

  
( ) k

c

A
kc A

M
UUAAdUM

2
22 11 =→== ∫  

 
Behelyettesítve: 
 

  .
2

áll
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c
sz ==τ  

 
A csavarási merevsé g a számítások ré szletezé se né lkü l: 
 

  

∫
=

sd
b

A
I k

c 1
4 2

 

 
 
A rugalmassá gtan variá ciós elvei: 
 
 
A mechanika é s a fizika tö rté nete a minket kö rü lvevő világban lezajlott jelensé gek 
leírását biztosító, általános tö rvé nyek é s elvek felállításának tö rté nete. Nagyon sikeresnek 
bizonyultak azok a megállapítások, amikor egy jelensé ghez variációs elvet lehetett 
megfogalmazni. 
A problé mák variációs elvek segítsé gé vel tö rté nő vizsgálatának előnyei a 
differenciálegyenlet-rendszer kö zvetlen megoldásával szemben a kö vetkezők: 
 

1. A vizsgált variációs elvhez kapcsolódó funkcionál gyakran fizikai tartalommal 
bír. 

2. A funkcionál alacsonyabbrendű  deriváltakat tartalmaz, mint ami a feladat 
differenciálegyenlet-rendszeré ben szerepel. 

3. Gyakran a vizsgált problé ma duális felé píté sű  variációs megfogalmazást is 
megenged, az egyik változóhoz tartozó funkcionálnak minimális (maximális), a 
duál változójú funkcionálnak maximális (minimális) é rté ket ad. Alsó, illetve felső 
korlátot jelent a megoldásra. A kö zelíté s hibájára becslé st lehet adni. 

4. Variációs elvekkel igazolni lehet a megoldás lé tezé sé t é s egyé rté kű sé gé t. 
5. Variációs elvekkel bonyolult perem-, illeszté si felté telek, mezőegyenletek 

vezethetők le. 
6. A számítás kö zelíté sé nek jóságára szemlé letes ké pet kapunk. 
7. A fizikai tartalommal bíró funkcionálok alapján numerikusan stabil eljárások 

származtathatók. 
8. Numerikus számítások során integrálni kell, melyre jól kidolgozott kvadratúrák 

szolgálnak. 
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Funkcionál: 
 
 
Egyetlen skalár é rté k, amely egy mezőhö z van rendelve. 
Mire jók a variációs elvek? 
Kö zelítő megoldások meghatározására alkalmasak, de pontos megoldások is előállíthatók 
velü k. 
 
 
Alapfogalmak: 
 
 
Kinematikailag lehetsé ges elmozdulásmező: 
 
Jelö lé sek: Egzakt megoldás:    ( )ruu rrr

=  
  Kinematikailag lehetsé ges megoldás:  ( )ruu rrr ** =  
 
Mit kell teljesítenie az ( )ruu rrr ** =  - nak? 

1. Legyen deriválható:         

    ( )***

2
1 uuA r

oo
r

∇+∇=     

 Ha ismert  ,*A   akkor  *T .       
  

2. Teljesítse a kinematikai peremfelté telt: 
 

uAruu ∈→=
rrr

0
*  

 
Nem kell teljesü lnie: 
 

1. Egyensúlyi egyenletnek:        
   0* rr

≠+∇⋅ qT       
2. Dinamikai peremfelté telnek: 

 

pArpnT ∈→≠⋅
rrr*  

 
A kinematikailag lehetsé ges elmozdulásmező felírása variációs megfogalmazásban: 
 
  uuu rrr

δ+=*  
 
 
 egzakt megoldás az elmozdulásmező variációja 
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Pé lda egyváltozós esetre: Húzott rúd 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
δ u – a kinematikailag lehetsé ges elmozdulásmező elté ré se a pontos megoldástól 
 

u * = u + δ u 
 
Á ltalánosan: 
 
Mivel  ( )ruu rrr ** =   teljesíti a kinematikai peremfelté telt, ezé rt 
 
  uAruu ∈→=

rrr
0

*  
 
Kö vetkezmé ny: uAru ∈→=

rrr 0δ  
 
Statikailag lehetsé ges (megengedett) feszü ltsé gi tenzormező: 
 
Jelö lé sek: Egzakt megoldás:    ( )rTT r

=  

  Statikailag lehetsé ges megoldás:  ( )rTT r
=  

 
T  -nek teljesítenie kell: 
 

1. Az egyensúlyi egyenletet:        
           
 VrqT ∈→=+∇⋅

rrr 0        
           
  

N x 

u 

δ u 

u – pontos 
    megoldás 

u 

x 

u * – kinematikailag 
   lehetsé ges megoldás u 

u * 

δ u 
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2. A dinamikai peremfelté telt: 
 

pArpnT ∈→=⋅
rrr  

 
Nem kell teljesítenie: 
 

1. A kinematikai peremfelté telt:        
           
 ( ) uAruTu ∈→≠

rrr
0  

2. A kompatibilitási egyenletet:        
           
 ( ) 0≠∇××∇ TA  

 
 
Variációs megfogalmazásban: 
 
  TTT δ+=  
 
Mivel  T   kielé gíti az egyensúlyi egyenletet é s a dinamiaki peremfelté telt, ezé rt: 
 

  
pArnT

VrT

∈→=⋅

∈→=∇⋅
rrs

rr

0

0

δ

δ
 

 
 
A virtuá lis munka elve: 
 
 
Jelentős, szé les kö rben alkalmazható, a test anyagi tulajdonságaitól fü ggetlen variációs 
elv. 
 
Levezeté se: 
 
Legyen a feszü ltsé gi tenzormező statikailag, az elmozdulásmező kinematikailag 
lehetsé ges. 
 

  

( )
( )

( )

( )
( )( )

∫ ∫

∫
∫

=⋅+∇⋅⋅

=+∇⋅⋅

=+∇⋅⋅

⋅=+∇⋅

V V

V

VdquVdTu

VdqTu

qTu

uqT
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rr
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Az első integrandusz átalakítása: 
 

 

( )

( )

( ) ( )
0*

******

***

***

=⋅⋅

⋅⋅=⋅⋅+=⋅⋅=⋅⋅∇=
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∇⋅⋅
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



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∇⋅⋅+
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
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
 ∇⋅⋅=∇⋅⋅

↓

↓↓

↓↓

T

TATATUTuTu
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TuTuTu

Ψ

Ψo
rr

rrr

rrr

 

 
Szimmetrikus é s ferdeszimmetrikus tenzor ké tszeres skaláris szorzata zé rus. 
Visszahelyettesítve: 
 
 ( )[ ]

( )( )
∫ ∫ =⋅+⋅⋅−∇⋅⋅
V V

VdquVdTATu 0*** rrr  

 
Gauss-té tel: 
 
 

( ) ( )
∫∫ ⊗=∇⊗
AV

AdnCVdC r  

 
 
Ennek figyelembevé telé vel a virtuális munka elve: 
 
 

( )( )( )
∫ ∫ ∫ ⋅⋅=⋅+⋅⋅
A V V

VdTAVdquAdnTu *** rrrr  

 
 
Mivel  A = A u + A p ,  ezé rt a virtuális munka elv másik alakja: 
 
 

( ) ( )( )( )
∫ ∫ ∫∫ ⋅⋅=⋅+⋅+⋅⋅

u pA V VA

VdTAVdquAdpuAdnTu ***
0

rrrrrr  

 
 
Ha a virtuális munka elv bármilyen  *ur   eseté n fennáll, akkor a  T   statikailag 
lehetsé ges. 
Ha a virtuális munka elv bármilyen  T   eseté n fennáll, akkor  az  *ur   kinematikailag 
lehetsé ges. 
Anyagtól fü ggetlen elv, bármilyen szilárd test vonatkozásában fennáll. 
Az egzakt megoldásra is é rvé nyes. 
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A virtuális munka elv variációs megfogalmazása: 
 
 
Legyen:  TT =   a pontos megoldás 
 

   
uuu

AAA
rrr

δ

δ

+=

+=
*

*

 

 
Behelyettesítve a virtuális munka elv kifejezé sé be: 
 

( )
( )

( ) ( )
( )( )( )

∫ ∫ ∫∫ ⋅⋅+=⋅++⋅++⋅⋅
u pA V VA

VdTAAVdquuAdpuuAdnTu δδδ
rrrrrrrr

0  

 
A virtuális munka elv az egzakt megoldásra felírva: 
 

( ) ( )( )( )
∫ ∫ ∫∫ ⋅⋅=⋅+⋅+⋅⋅

u pA V VA

VdTAVdquAdpuAdnTu rrrrrr
0  

 
Kivonva a kettőt: 
 
 

( )( )( )
∫ ∫ ∫ ⋅+⋅=⋅⋅
V A Vp

VdquAdpuVdTA rrrr
δδδ  

 
Ez az alak a virtuális munka elv variációs alakja. 
 
 
Teljes potenciá lis energia: 
 
 
Jele:  π p (csak rugalmas anyagmodell eseté n) 
 

( )upp
r

ππ =  az elmozdulásmezőtől fü gg, azaz az elmozdulásmezőhö z rendelt 
mennyisé g, azaz funkcionál. 
 
É rtelmezé se: 
 

 
( ) ( ) ( )

∫∫∫ ⋅−⋅−⋅⋅=
VAV

p VdquAdpuVdTA
p

rrrr

2
1

π  

 
A Hooke-fé le anyagegyenlet: 
 
 ADT ⋅⋅=  
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