
 11

Duá l rendszer: 
 
Alapvá ltozó:  T  (vagy  F  feszültségfüggvény tenzor) 
 
A  T  - re teljesülnie kell a dinamikai peremfelté telnek. 
 
A megoldá s útja: 
 

uAT r
→→  

 
  Hooke t.  Cesaro-formula (nem részletezzük) 
 

Az  A  - ra fenn kell á llnia a kompatibilitá si egyenletnek: 
 

0=∇××∇ A   tenzoregyenlet, a skalá regyenletei is felírhatók, nem részletezzük. 
 
A ké t rendszer egymá stól független, egymá ssal egyené rtékű  elmé leti rendszer. Egyará nt 
alkalmasak bá rmely feladat megoldá sá ra elvileg. A konkré t feladatokná l a feladat típusa 
dö nti el, hogy melyik rendszerben cé lszerű  a megoldá st keresni. Mindkettőt haszná ljuk. 
Pl. potenciá lis energia minimuma elv alkalmazá sai – primá l rendszerű  megoldá s 
     prizmatikus rudak szabad csavará sa – duá l rendszerű  megoldá s 
 
 
Alapegyenletek: 
 
Az alapegyenletrendszer egyenleteit egy vá ltozóra rendezve adódnak az alapegyenletek. 
 
Primá l rendszer alapegyenlete:  
( ur - ra felírt alapegyenlet, Navier-fé le alapegyenlet) 
 
Navier vezette le 41=ν   esetén 1827-ben. Chauchy 1828-ban foglalkozott vele. 
 
Az alapegyenlet levezetése: 
 
 0

rr
=+∇⋅ qT  

 

 







−

+= IAAGT Iν
ν
21

2  

 
Behelyettesítve: 
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Behelyettesítve: 
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 ( ) 0
2212

2
2
1

2
1 rr
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=+∇

−
+∇+

G
qAAu II ν

ν
∆  

 
A Navier- fé le alapegyenlet: 
 

 0
21

1 rr
r

=+∇
−

+
G
qAu Iν

∆  

 
Skalá ris egyenletei is felírhatók bá rmely koordiná ta-rendszerben. 
 
 
Duá l rendszer alapegyenlete: 
(T  - re felírt alapegyenlet, Beltrami-Mitchell-fé le alapegyenlet) 
 
Az  A  - ra felírt alapegyenlet a Navier-fé le egyenlet á talakítá sá val: 
 
Kiindulá s: Navier-fé le egyenlet, majd jobbról, balról szorzá s  ∇o -val. 
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Felcseré lve a  ∇ -t és a  ∆ -t: 
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T  - re felírt alapegyenlet: 
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Az alapegyenlet: 
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Prizmatikus rudak szabad csavará sa: 
 
A Szilá rdsá gtanban eddig má r szerepelt a kö r- és kö rgyű rű  keresztmetszetű  rudak 
csavará sa. 
Mit jelent a „szabad” csavará s kifejezés? 
A keresztmetszetek z irá nyú elmozdulá sá t semmi nem gá tolja. Ha ez bekö vetkezik, akkor 
gá tolt csavará sról beszé lünk. 
 
Egy tetszőleges keresztmetszetű rú d vizsgá lata: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Felté telezések: 
 

− A rudat nem terheli té rfogati erőrendszer 0
rr

≡q .     
  

− A rúd palá stja (Ap) terheletlen: a valósá gban nem ad tiszta csavará st. A 
nyomatéká tadá s helyével nem foglalkozunk. Ezé rt a rúd egy olyan L hosszúsá gú 
szakaszá t vizsgá ljuk, amely ezt nem tartalmazza. (Saint-Venant-elv).  
            
   pArpnT ∈==⋅

rrrr 0       
  

− A feszültségi tenzor felépítése az alá bbi:      
            

  [ ] 0
0

00
00

≡
















= z

zyzx

yz

xz

T σ
ττ

τ
τ

      

           
 Vagyis a rúd  zer   normá lisú keresztmetszetein:     
  yyzxxzzz ee rrrr

τττρ +==  

x S 
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− A feszültségi tenzor és koordiná tá i csak x és y függvényei:    
            
  ( ) ( )yxyx yzyzxzxz ,;, ττττ ==       
  

− A keresztmetszeten fellépő fezsültségeknek egyetlen, a rúd  z  tengelyébe eső  
Mc  csavarónyomaték az eredője:       
            

  
( )

( )

( )yxRR

á lleMAdR

Ad

zc
A

z

A
z

,

.

0

rr

rrr

rr

=

==×

=

∫

∫

τ

τ

       

            
 Tetszőleges P pont:  zezRr rrr

+=       
  

− A rúd pontjai szabadon elmozdulhatnak a rúd tengelyének irá nyá ba. Ahol ez nem 
teljesül, gá tolt csavará sról van szó. Vékonyszelvényű  rudakná l van elsősorban 
jelentősége. 

 
Prizmatikus rúd szabad csavará sá nak megoldá sá t a feszültségi tenzor koordiná tá inak 
előá llítá sá val keressük meg, azaz duá l rendszerű , egzakt megoldá st á llítunk elő. 
 
A megoldá s előá llítá sá nak lépései: 
 
Egyensúlyi egyenlet: 
 
 0,0

rrr
==∇⋅ qmertT  

 
Skalá regyenletei: 
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∂

∂
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∂
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∂

∂
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∂
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∂
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∂

zyx
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zyx

yx
zyx

zzyzx

yzyz
yzyyx

xzxz
xzxyx

σττ

ττ
τστ

ττ
ττσ

 z-től függetlenek 

 
Bá rmely keresztmetszet vizsgá lata ugyanazt az eredményt adja, a feladat megoldá sa z-től 
független. (Prizmatikus a rúd.) 
Az utolsó skalá regyenletet kell teljesíteni, mely a kö vetkező alakban is írható: 
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+= τττ
  így az utolsó skalá regyenlet 0=∇⋅zτ

r . 

 
Hogyan lehet a megoldá st megkeresni? 
 
A feladatot feszültségfüggvény meghatá rozá sá ra vezetjük vissza, azaz bevezetjük az   
U = U (x,y)  feszültségfüggvényt. Egyetlen feszültségfüggvény elegendő a probléma 
leírá sá ra. 
 
A feszü ltségek előá llítá sa a feszü ltségfü ggvényből: 
 

 

x
U

y
U

zyyz

zxxz

∂
∂

−==

∂
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ττ

ττ
 

 

Így: ( ) zyxz eUe
x

Ue
y

U rrrr
×∇=

∂
∂

−
∂
∂

=τ ,   mely á llítá s igazolható. 

 
Ké rdés: Milyen felté teleket kell teljesítenie az U feszültségfüggvénynek? 
 
 
Mivel a  0

rr
≡q , a Beltrami-Mitchell-fé le alapegyenlet a kö vetkezőképpen alakul: 

 

 0
1

1
=∇∇

+
+ ITT o

ν
∆  

 
De:  TI = 0,  mert az ö sszes  σ  zé rus. 
 
Így:  0=T∆  
 
Skalá regyenletei: 
 

  
0

0

=

=

yz

xz

τ∆

τ∆
 

 
 
Behelyettesítés utá n: 
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Sem az x, sem az y koordiná tá tól nem függenek, ezé rt 
 
  ∆ U = á ll. 
 
Mekkora az á llandó é rtéke? 
 
 
A konstans meghatá rozá sa: 
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Behelyettesítve: - f(z) + f(z) = 0 
 
z- től független egyenleteket akarunk előá llítani. 
 
γ xz  és  γ yz  előá llítá sa az előző elmozdulá skoordiná tá kkal: 
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Mivel:  
( ) ( )

( ) ( ) 0,,

0,,
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∂
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∂
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z
yxyx
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∂
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∂

∂

0

0

γ

γ

 

 
Kö vetkezmény: ( ) ( ) ( ) lehetlineá riscsakzfá llzfzf =→=′→=′′ .;0  
 
Legyen: ( ) zzf ϑ=  
 
ϑ  = á ll. Fajlagos szö gelfordulá s (egymá stól egységnyi tá volsá gra lévő 
keresztmetszetek egymá shoz viszonyított szö gelfordulá sa) 
 
 
Az elmozdulá skoordiná tá k előá llítá sa így: 
 
 

( )yxww
zxv
zyu

,=
=

−=
ϑ
ϑ

   
( ) zz

yx

eyxwRezu

eyexR
rrrr

rrr

,+×=

+=

ϑ
 

 
    merevtestszerű     síktól való 
       elfordulá s           elté rés 
         (deplaná ció) 
 
 
Az első tag a rúd keresztmetszeteinek, mint merev lapoknak a z = 0 keresztmetszethez 
viszonyított, a rúd tengelye kö rüli szö gelfordulá sa. zϑϕ =  
A má sodik tag azt mutatja, hogy az eredetileg sík keresztmetszetek egymá ssal 
megegyező módon gö rbe felületekké  deformá lódnak (szabad csavará sná l). (Gá tolt 
csavará sná l a külö nbö ző keresztmetszetek külö nbö ző módon deformá lódnak gö rbe 
felületekké .) 
Kö r- és kö rgyű rű  keresztmetszetek csavará sakor: w = w (x,y) = 0. A keresztmetszetek 
merev lapként fordulnak el, de síkok maradnak. 
 
 
Ezzel az elmozdulá smező: ( ) zz eyxwReu rrrr ,+×= ϕ  
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A konstans meghatá rozá sá nak folytatá sa: 
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Kivonva a ké t egyenletet: 
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Behelyettesítés utá n: 
 

.22
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ϑ∆  Poisson-fé le differenciá legyenlet 

 
Egy-egy csavará si feladat megadá sa egy-egy ϑ  - val lehetséges. Az  U  feszült-
ségfüggvényre nézve tehá t az egyik felté tel, hogy elégítse ki a Poisson-fé le 
differenciá legyenletet. 
 
Az eddigieket ö sszefoglalva: 
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Az  U 0  csak geometriai megfontolá sokon alapul. 
Az  U  feszültségfüggvényre nézve má sik felté tel, hogy teljesítse a peremfelté teleket. 
 
Peremfeltételek vizsgá lata: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         peremgö rbe 
 
Mivel a palá st terheletlen, 
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 irá nymenti derivá lt 

Az irá nymenti derivá lt zé rus. 
 
Kö vetkezmény: 
 
 .

0
á llU g =  

 
Az á ltalá nossá g megsé rtése né lkül feltehetjük, hogy egyszeresen ö sszefüggő tartomá ny 
peremgö rbé jén: 
 
 0

0
=gU  

 
Tö bbszö rö sen ö sszefüggő keresztmetszet esetén: 
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Pé ldá ul ké tszeresen ö sszefüggő keresztmetszet esetén az  U  feszültségfüggvény 
á brá zolá sa: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tehá t az  U  feszültségfüggvényre teljesülnie kell: 
 

1. a Poisson-fé le differenciá legyenletnek, 
2. a peremfelté teleknek. 

 
 
Az  M c  csavarónyomaték és a  ϑ   fajlagos szö gelfordulá s kapcsolata: 
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A kifejtési té tellel: 
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       0, mert merőlegesek 
 
Tehá t: 
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Az  ( )UR ∇⋅
r

  á talakítá sa: 
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Visszahelyettesítve: 
 
 ( )[ ]
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c AdURUM 2
r

 

 
Gauss-té tel síkbeli esetben: 
 
 

( )( )
∫ ∫ ⋅=∇⋅
A g

sdncAdc rrr , ahol nr a vizsgá lt felületből kifelé  mutató normá lis 

 
Így: 
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2  

 
Egyszeresen ö sszefüggő tartomá ny esetén:  
 

0
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Tö bbszö rö sen ö sszefüggő tartomá ny esetén: 
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ami nem má s, mint a rá diuszvektor á ltal súrolt felület ké tszerese. 
 
Ö sszefoglalva: 
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K+++= ∫ 2211 222 AUAUAdUM

A
c  

 
A tová bbiakban csak egyszeresen ö sszefüggő tartomá nyokat fogunk vizsgá lni: 
 
   az  U  feszültségfüggvény alatti té rfogat ké tszerese 
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I c  -  csavará si má sodrendű  nyomaték vagy csavará si merevség, csak a keresztmetszet 
geometriá já tól függ. 
Kö r- és kö rgyű rű  alakú keresztmetszet esetén:   I c = I p 
 
 
Prandtl-féle há rtyaanaló gia (membrá nanaló gia): 
 
A feszültségfüggvény a keresztmetszet fö lé  rajzolt  U = U (x,y) felülettel szemlé ltethető. 
Egyszeresen ö sszefüggő keresztmetszet esetén: 
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Az U = U (x,y) felület  U = á ll. metszeteinek az (xy) síkra vetített képei a szintvonalak. 
Mivel a grad U = ∇ U vektor a szintvonalakra merőleges, kö vetkezik, hogy a 

( ) zz eU rr
×∇=τ  feszültségvektorok a szintvonalakat é rintik. 

 
Valamely konkré t feladat feszültségfüggvénye kisé rleti úton is előá llítható. Egy síklapba 
olyan furatot készítünk, mint a rúd keresztmetszete. Erre há rtyá t (membrá nt) fezsítünk, a 
g 0  peremgö rbén rö gzítjük, majd nyomá st mű kö dtetünk a há rtyá ra. A nyomá s hatá sá ra a 
há rtya pontjai elmozdulnak., egy gö rbült felület alakjá t veszik fel, melynek alakja 
megegyezik a keresztmetszet feszültségfüggvényé t szemlé ltető U = U (x,y) felülettel. 
Innen szá rmazik az elnevezés. Tö bbszö rö sen ö sszefüggő keresztmetszet esetén a furatot a 
lyuk alakjá nak megfelelő merev síklappal helyettesítjük, amely a furat tengelyének 
irá nyá ban szabadon elmozdulhat. 
 

Membrá nfeladat:    Csavará si feladat: 
 

    
N
pw −=∆      ϑ∆ GU 2−=  

     0
0

=gw      0
0

=gU  

 
p – nyomá s 
N – felületi feszültség 
 
Ez a hasonlósá g a Prandtl-fé le há rtyaanalógia. 
 
 
Közelítő  megoldá s vékonyfalú  rudakra: 
 
Nyitott szelvényű rudak: 
 
 
Egy  b x h mé retű  téglalap vizsgá lata:   h >> b 
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