Dual rendszer:
Alapviltozo: T (vagy F fesziiltségfiiggvény tenzor)
A T -retéljesilnie kell adinamikai peremfeltételnek.

A megoldas utja:

T ® A® u
f f

Hooket. Cesaro-formula (nem részletezziik)

Az A -rafennkell allniaakompatibilitisi egyenletnek:

~ ~
s

N~ N=0 tenzoregyenlet, a skalaregyenletei isfelirhatok, nem részletezziik.

>

A két rendszer egymastol fiiggetlen, egymassal egyenértékii elméleti rendszer. Egyarant

alkalmasak barmely feladat megoldasara elvileg. A konkrét feladatoknal a feladat tipusa

donti e, hogy melyik rendszerben célszerii a megoldast keresni. Mindkettét hasznaljuk.

Pl. potencialis energia minimuma elv alkalmazasai — primal rendszeri megoldas
prizmatikus rudak szabad csavarasa— dual rendszerii megoldas

Alapegyenletek:

Az alapegyenletrendszer egyenleteit egy valtozora rendezve adodnak az a apegyenl etek.

Primdl rendszer alapegyenlete:
( U- rafelirt alapegyenlet, Navier-féle alapegyenlet)

Navier vezettelen =1/4 esetén 1827-ben. Chauchy 1828-ban foglalkozott vele.

Az alapegyenlet levezetése:

1='><N+g|:(')

T=2GgA+— " A 12

= = 1-2n"'=5
Behelyettesitve:
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. .
2GEA+— " A 12R+q=0

§= 1- 2n =g

- « r I 1
2GA N+2G A TxR+q=0 |x—

= 1- 2n = 2G

n oo
A xN + I|><N+i:o
= 1- 2n = 2G
A =1/2(lioR +Rou)
Behelyettesitve:
1,r « o Iy o n - : r
=(hoR+Rod)xN+ A LxR+-L =0
2 1-2n '= 2G
,

-~ - - - r
LE(RR )+ 2R(GR)+ A 1R +-L =0
2 2 1-2n '= 2G
N>N =D
I xN =N

o ®e (0]
JW:(U£X+Véy+Wéx)xgléx+iéy+lgz:—
X Ty 1z "4
:T[_u+ﬂ+ﬂ_\N:ex+ey+eZ:AI
ix Ty 1z
. . g T
o d+lnga +—2" §a+9 -0
2 2 2(1- 2n) 2G
A Navier- féle alapegyenlet:
. g r
pli+ — 1 RaA+%=0
1- 2n G

Skalaris egyenletei isfelirhatok barmely koordinata-rendszerben.

Dudl rendszer alapegyenlete:
(T -refelirt alapegyenlet, Beltrami-Mitchell-féle alapegyenl et)

Az A -rafelirt alapegyenlet aNavier-féle egyenlet atal akitasaval:

Kiindulas: Navier-féle egyenlet, majd jobbrol, balrol szorzas o N -val.
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NoD &+ — 1 NoNA,+iN06:O
1- 2n G =
+ DUoR+ —1 RoNA +1 foR=0
1-2n G =
Felcserélvea N -t ésa D-t
D (GoR+Rol)+ —2 RoRA +— (§oR+Rod)=0
1- 2n G =
%D(60N+N06)+ 12 NoNA|+i(cr]oN+Noc5):Q
- n -
DA+ — 1 RoRA +—= (§oR+Rod)=0
= -2n =
T - refelirt alapegyenlet:
n < 1 (r « o« I
D T, | NoNA, +— oN+NoQq)=0
ezeg 1+n =% 1- 2n ST 9)=0
Lo LM by RNoR A, +—— (JoR+Rod)=
2G = 2G1l+n = - 2n 2G
1 1-2n
' 2G 1+n
Lpr. LM pr e L1 AT+ (GoRi+Rod)
2G = 2G1l+n = 2G 1+n 2G
D (Nx)+ — 2 RxNA + 9=
1- 2n G
"
2-2n DA|+ﬂ:O
1- 2n G
o
il-n I+—qu:O
2G 1+n 2G
Az alapegyenlet:
n « 1 o P
DT+ ——(N | + NOoNT, + oN+NoqQq)=0
T+ ——(Rq) i+ —— + (a q)=0
13
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Prizmatikus rudak szabad csavar asa:

A Szilardsagtanban eddig mar szerepelt a kor- és korgyirii keresztmetszetii rudak
csavarasa.

Mit jelent a,,szabad” csavaras kifejezés?

A keresztmetszetek z iranya elmozdulasat semmi nem gatolja. Ha ez bekovetkezik, akkor
gatolt csavarasrol beszélink.

Egy tetszsleges keresztmetszetii rud vizsgdlata:

Feltétel ezések:

- A rudat nem terheli térfogati er6rendszer (50 0.

- A rad palastja (Ap) terheletlen: a valdésagban nem ad tiszta csavarast. A
nyomatékatadas helyével nem foglalkozunk. Ezért a rad egy olyan L hosszasagu
szakaszat vizsgaljuk, amely ezt nem tartalmazza. (Saint-Venant-elv).

xrﬁ:[';:O FTA

=

p

- A fesziiltségi tenzor felépitése az alabbi:

€0 0 t,u
[ﬂzgo 0 tyg s.°0
8ty Of

Vagyisarud éz normalisa keresztmetszetein:
1 1 1 1
r,=t,=t e+t e

z z y
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- A fesziiltségi tenzor és koordinatai csak x ésy fliggvényei:
te=t,(xy) ; t,=t,(xy)

- A keresztmetszeten fellépd fezsiiltségeknek egyetlen, a rad z tengelyébe eso
M. csavaronyomaték az eredoje:

3 .dA=0
(A)
r.r
R t,dA=M_e, =dll
(a)
ror
R=R(xy)

Tetszoleges P pont:

- A rud pontjai szabadon elmozdulhatnak a rad tengelyének iranyaba. Ahol ez nem
teljesiil, gatolt csavarasrol van sz6. Vékonyszelvényii rudaknal van elsésorban

jelentésége.

Prizmatikus rad szabad csavarasanak megoldasat a fesziiltségi tenzor koordinatainak
eloallitasaval keressiik meg, azaz dual rendszerii, egzakt megoldast allitunk elé.

A megoldas eldallitasinak | épésal:

Eqyensalyi egyenlet:

TN =0, mert cr]:O

Skalareqgyenletai:
S t t
f X+‘nxy+‘"”:0® t =t (xy)
1 x Ty 1z
ft,  fs, Tt,

+ + =0 ® t =t , -t6l figgetl enek
0y 2=t (xy)  ztol figg
ﬂty+1ﬂy_+ﬂszzo
1 x Ty 1z

Barmely keresztmetszet vizsgalata ugyanazt az eredményt adja, a feladat megoldasa z-t6l

figgetlen. (Prizmatikus arud.)
Az utolso skalaregyenletet kell teljesiteni, mely akovetkezo alakban is irhato:
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igy az utolso skalaregyenlet t, xN =0.

Hogyan lehet a megoldast megkeresni?

A feladatot fesziiltségfiiggvény meghatarozasara vezetjiik vissza, azaz bevezetjiik az

U= U (xy) fesziltségfiiggvényt. Egyetlen fesziiltségfiiggvény elegendé a probléma
leirasara.

A fesziiltsegek el ddllitasa a fesziltségfiiggvenybdl:

Ty
_, _ _Tu
t, =t,=- Tx
fgy: :Eéx - Eéy =(NU)" &,, mely 4llitasigazolhato.
Ty ix
Kérdés: Milyen feltételeket kell teljesitenie az U fesziiltségfiiggvénynek?

Mivel a cﬁ ° b a Beltrami-Mitchell-féle alapegyenl et a kovetkezéképpen alakul:

DT+ 1

NoNT, =
= 1+n

o

De: T,=0, mert az 6sszes s zérus.

fgy: D

=
no

Skalaregyenletei:

Behelyettesités utan:

16

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com



http://www.fineprint.com

Dgﬂgg:o ® ) (bu)-=0

Yo Ty

D& &gzo ® -ﬂ—(DU)=O
X g 1 x

Sem az x, sem az y koordinatatol nem fiiggenek, ezért
DU = dll.

Mekkora az allando értéke?

A konstans meghatdr ozisa:
¢ 0 0 29,0
é a
[a]=% o 0 Y29,
&/29, Y29, O Y
Tu
e,=—=0 ® u=u(y,z) ® u=-yf(2
1 x
ey:ﬂzo ® v=v(xz) ® v=xf(2)
Ty
e :ﬂ—W:O ® W:W(xy)
z ﬂz H
Tfu Tv
=0=—+ —
I Ty 1x
Behelyettesitve: -f@+1f(2=0

z- t6l fuggetlen egyenleteket akarunk eléallitani.

Oxz €S 0Oy, eldallitasaaz €6z6 elmozdulaskoordinatakkal:

= 4+ — =— - fe
P R T (2)

fw Jv Tw

=  + - = f ¢
9Ty Ty X
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txz=txz(x,y) ® gxz—gxz(x,y) ® 1z =0
Mivel: M

ozt (x3) ® 0,20, (xy) ® 122=0

19,

=0=-yf@®

s y f¢(2)

19 _g- x f@(2)

M1z
K svetkezmény: fe(2)=0; ® f((z)=dll. ® f(z)=csak linedrislehet
Legyen: f(z)=J z
J =dll. Falagos szogelfordulas (egymastol  egységnyi  tavolsagra  [évo

keresztmetszetek egymashoz viszonyitott szogelfordul4sa)

Az elmozdul dskoor dinatdk eléallitdsa igy:

u=-yJz II?=XéX+yéy
v= xJ z r r I r
w=w(xy) u::] ze, Rj+w(x,y)eZ

merevtestszert  siktol valo
efordulas eltérés
(deplanacio)

Az elsp tag a rud keresztmetszeteinek, mint merev lapoknak a z = 0 keresztmetszethez
viszonyitott, a rud tengelye koriili szogelfordulasa. | =J z

A masodik tag azt mutatja, hogy az eredetileg sik keresztmetszetek egymassal
megegyezé6 modon gorbe feliiletekké deformalodnak (szabad csavarasnal). (Gatolt
csavarasnal a kiilonb6zé keresztmetszetek kiilonbozé modon deformalodnak gorbe
feltiletekkeé.)

Kor- és korgyiiric keresztmetszetek csavarasakor: w = w (X,y) = 0. A keresztmetszetek
merev lapként fordulnak el, de sikok maradnak.

r.r. r
Ezzel az elmozdulasmezs:  u=j e,” R+w(x,y)e,

z
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A konstans meghatarozisanak fol ytatasa:

G = F— = - +4 =%
Tz 9Yx Ix G
gyz_M+ﬂ_W_ J +ﬂ_=_yz
Tz Ty fy G
t =Gg_=-GJy+ GV
T x
_ _ Tw
tyz—Ggyz—GJ X+ Gﬂ_y
t 2 t 2
e o Gy+a VW e gy 46 TW
Ty IxTy ' x IxTy
Kivonva akét egyenletet:
t t 2 2
e My Gi+6TW g5 +6 W - 557
Ty 1x TxTy TxTy
Behelyettesités utan:
2 2
"111 J +1‘|11 U =DU=-2GJ=dl. Poisson-féledifferencidlegyenlet
Yy X

Egy-egy csavarasi feladat megadasa egy-egy J - va lehetséges. Az

ségfiiggvényre nézve tehat az egyik feltétel, hogy elégitse ki a Poisson-féle

differencialegyenl etet.
Az eddigieket 6sszefoglalva:
U=U(xy)
{ =(Nu) &,
DU=-2GJ Fra [
b=dz&, I5+W(x,y)éZ
Szokds:
U=GJ U,(xy)
f,=6J3 (RNu,) &,
DU=GJDU,=-2G]J FQ T A
DU,=-2
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Az U, csak geometriai megfontolasokon aapul.
Az U fesziiltségfiiggvényre nézve masik feltétel, hogy teljesitse a peremfeltétel eket.

9o

Peremfeltétel ek vizsgdlata: t,
K\
y '
t .
n
)
S
X
go peremgorbe
s
Mivel apalast terheletlen,
t,=t, e +t, e =(NU) &,
{ xh=0
~ ~ ~ r ., . .,
[(N u) éz]xrr] = (K U)x(éZ rr1)= (Nu)xt iranymenti derivalt
- r
{ sh=0=(Ru)x =12 =g
Ts
Az iranymenti derivalt zérus.
Kovetkezmény:
uf,, =adll.

Az altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy egyszeresen 6sszefiiggdé tartomany
peremgorbéjén:

Tobbszorosen osszefiiggo keresztmetszet esetén:

do ul,, =0
U, =C, k=1Kn
O o
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Példaul kétszeresen osszefiiggé keresztmetszet esetén az U fesziiltségfiiggvény
abrazolasa:

Tehat az U fesziiltségfiiggvényre teljesilnie kell:

1. aPoisson-féle differencialegyenletnek,
2. aperemfeltételeknek.

Az M. csavaronyomaték ésa J fajlagos szogelfordulas kapesolata:

r,=t,

r r

MC:MCeZ

r r r

R=xe, +ye,

r \r, r r
M, = t,dA |xe,

M, = gr [(Ru) &<, da
A kifejtési tételldl:

M. = d(RU) | R |- &, | R{RU)}e, dA
(A) —

0, mert merélegesek

Tehat:
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Az R{NU) atalakitisa

(U R)xR = (RU)xR+U (R

(NU)xFrz:(u Fre)xN- U (FExN)

F o« (T r e r T ro_ 3

R><I\I—(xex+yey)xgﬁex+ﬂ—yeyg—l+1—2
Visszahelyettesitve:

M, =- d(uR)R-2u|dA

(A)

Gauss-tétel sikbeli esetben:

FRdA=gfxnds,  ahol havizsgalt feliiletbs! kifelé mutats normalis

(A) (9)
igy:

M, = 32U dA- (U R)xnds
0 (©

Egyszeresen sszefiiggd tartomany esetén:

U|,, =0, ezt M,= 32U dA

(A)

g

Tobbszorosen 6sszefiiggd tartomany esetén:

U, =U,=dll;  U[, =U,=dl; K

M, = )2U dA- (U, R)xn, ds, - gu, R)x, ds, - K
(A) (91) (92)
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II
—-
('D—

I
n,

rl i z r
err] ds,=- (R" {,ds,)&,=- 2dA,,
r
g RN, ds, =- @1 =
(97)

(gi)
ami nem mas, mint aradiuszvektor altal sarolt felilet kétszerese.

Osszefoglalva:

M,=2 3 dA+2U, A +2U, A, +K
(A

A tovabbiakban csak egyszeresen 6sszefiiggé tartomanyokat fogunk vizsgalni:

az U fesziiltségfiiggvény alatti térfogat kétszerese

f_H
= C‘)ZU dA =GJ (‘)ZUOdA =GJ I,
(A) (A)
= (‘)ZUOdA
()
M.=GJ I,

| . - csavaras masodrendii nyomaték vagy csavarasi merevség, csak a keresztmetszet
geometriajatol fiigg.
Kor- éskorgyiira alaka keresztmetszet esetén: 1:.=1,

Prandtl-féle hdrtyaanal ogia (membrananal 6gia):

A fesziiltségfiiggvény a keresztmetszet folé rgjzolt U = U (x,y) felilettel szemléltetheto.
Egyszeresen 6sszefiiggo keresztmetszet esetén:

U,
U =all. X
3 >
oy
NU
X
/\t'z -
Jdo
23

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com



http://www.fineprint.com

Az U = U (x,y) felilet U = all. metszeteinek az (xy) sikra vetitett képel a szintvonal ak.
Mivel a grad U = N U vektor a szintvonalakra merdleges, kovetkezik, hogy a
t ,=(Nu) éz fesziiltsegvektorok a szintvonal akat érintik.

Vaamely konkrét feladat fesziiltségfiiggvénye kisérleti aton is el6allithato. EQy siklapba
olyan furatot készitiink, mint a rad keresztmetszete. Erre hartyat (membrant) fezsitiink, a
Qo peremgorbén rogzitjiik, majd nyomast mikodtetiink a hartyara. A nyomas hatasara a
hartya pontjai elmozdulnak., egy gorbiilt felillet alakjat veszik fel, melynek aakja
megegyezik a keresztmetszet fesziiltségfiiggvényét szemlélteté U = U (x,y) felilettel.
Innen szarmazik az elnevezés. Tobbszorosen dsszefiiggd keresztmetszet esetén afuratot a
Ilyuk alakjanak megfelel6 merev siklappa helyettesitjiik, amely a furat tengelyének
iranyaban szabadon elmozdul hat.

Membranfel adat: Csavaras feladat:
Dw=- P DU=-2GJ
N
Mgo :O U Jo :O
p — nyomas

N — feliileti fesziiltség

Ez a hasonl6sag a Prandtl-féle hartyaanaogia.

K ozelité megoldas vékonyfala rudakra:

Nyitott szelveny:i rudak:

Egy bxh méreti téglalap vizsgalata: h>>b
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