A virtualis munka elv:

A virtualis sebességmezobol
du=dvdt
d E"=d Dd t=

(d VoR+RodV)dt= %(d uoN+RNodu)

N

Az Almansi-Euler-féle alakvaltozas tenzormezd linearis része.
Amennyiben: (Ay) = (Ay)

A virtualis munka elv a pillanatnyi konfiguracidban:

oed E-dV=gfexd Gdv+ b xd UdA

V) (v) (20)

Az dakvaltozas linearis elméletében:

A virtualis munka elv altalanos alakja (az alakvaltozas nemlinearis elméletére vonatkozoan) a teljes
Lagrange-féle formalizmussal felirhato a kezdeti konfiguracioban is:

OT’»d E°dVe= ¢ ,4%d 0°dve+ § b xd U°dA°
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Virtualis Green-Lagrange—féle alakvaltozas tenzor.
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A virtualis munka elv masik alakja:

e oo+ (R0 0 6o)od 52 007
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I =E dV = g xbdv + g xbidA+ T xd A
) ) (+) (a)
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A kiegészitd virtualis munka elv az alakvaltozas lineiris elméletében:

ggods dV = gids xdA
\4

ds
di
d

A Kkiegészitd virtualis munkaelv allitasa:

T

. : T .
Ha az elv az adott konfiguracioban, adott u esetén s =s = - at rogzitettnek gondolva barmilyen

d s eseténfennall, akkor e kinematikailag lehetséges.

Kiegészités Oc _s=dev=o integrallal ** identikusan teljesiil
v)

C tetszéleges vektormezé, Lagrange-féle szorzo

® r — .0 F r
(égxxds_ +c><ds_ NzdV 01 s xd A
Ve N o A)
Ittmara d s elemei fiiggetlenek.
Atalakitas:
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Behelyettesitve:

de - o) Jods dv= i ¢)xd
) (a)

xd A

1o

C ésds tetszdlegesa (V)—n

ds XN tetszélegesaz (Ay) —n

Ezért:
S:(émg:%(&mmé) xi (V)
i=C xT (A,)

Vagyis e a ¢ elmozdulashol szarmaztathatod, amely kielégiti akinematikai peremfeltételt.
e kinematikailag lehetséges alakvaltozasmezd, mivel van megoldasa egy vektormezdre ¢s ez a
vektormez6 — a merevtestszerii mozgastol eltekintve- eleget tesz az elmozdulasi peremfeltétel nek.

A virtudlis munka elv teljes Lagrange-féle formalizmussal felirt novekményes alakja a kezdeti
konfiguracioban:

QI xd E°dV° = ¢

fe ( §°d 0 dVo+ ¢ AP od U0 dA
A &

I \
) (=)

‘0

0

e P

[(klﬁ" +ollr)o N +N° o(kﬁ0 +c§)]+£[l§l° o(kﬂ" +orl)]><[(k15° +c§)o NO] =

D “E} :%(goﬁlo +N° 0(5)+%(N° 0 "LGO)X(orloNO)+%(N° oorl)X("lgooNO)
D“E} :%(Noog)xgoﬁlo)
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A Green-Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor.

A 1l. Piola-Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor:

T°=*T°+D'T° D “T ansvekmény

o r - .
Virtualis elmozdulas: du®=dd,azaza *0° -tnem valtoztatjuk

Ekkor avirtualis alakvaltozas:

Behelyettesitve, a virtualis munka elv keresett alakja:

JT°+DT")ed [D*E} +D*E} Jave = f*1 , +D " ) g*d dave+
VO ’

()\k NI ¥

+ 1 ,+D4 ,) pdddA

(a2)

Linearizalas: DT ¢és d-renézve;  csak alinedris részeket hagyjuk meg

fgy:

&P T wd (DFE® VO + §*T°%d [D*ESJdV =~ §*T°wd (D E° v +
PI = v - ) 2 )
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1, ) Gdddve+ gu
v°) ()
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A tobbi tag d - nek nemlinearis fiiggvénye.

Erre alapul a numerikus alkalmazas.

Ez az alak nem egyensalyi allapotra vonatkozik, ezért a megoldas (az egyensalyi allapot) iteracioval
kereshet6 meg. Az iteracios eljarashoz jellemzé hibakorlatot kell beépiteni, és a konkrét alkalmazashoz
megfelel6 anyagegyenl etet.

A (k+1) — edik iteracios allapot: az iteracios eljaras k- adik 1épése

A k- adik iteracios [épés utan:
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ks1lo _

Go=x(o+d
k+lEO= kEO"'DkEO
k+lT0=k-|=-0+Dk10

=Y ,+D" ,
k+l| A:kl A+Dk| A
A virtualis munka elv teljes Lagrange-féle formalizmussal a kezdeti konfiguracioban felirt és linearizalt

novekményes alakja a hozzakapcsolt iteracios eljarassal egyiitt jol felhasznalhato a végeselem-modszer
geometriailag ésfizikailag nemlinearis feladatainak megoldasara.

Anyagegyenletek
Konstitutiv egyenletek

A kontinuummechanika valtozéi és egyenletei
Megadott § ésr esetén:

r tomegsiiriség 1 skalar koordinata
v sebességmezé 3 skalar koordinata
T fesziiltségi tenzormezé 9 skalar koordinata
€5 bels6 energia 1 skalar koordinata
F] héaramvektor 3 skalar koordinata

Az ismeretlen valtozok szama hohatasok nélkiil: 14
Szilard testeknél a Q (homérséklet) és az s (entropia) figyelembevételével az ismeretlenek szama: 19
Folyadékoknal: 20

Egyenletek:

Kontinuitasi egyenlet: 11”—; +(r V)N =0 1 skalar egyenlet

M ozgasegyenlet: 'I='><N+c'1|=\'/' r 3 skalar egyenlet
T=T" 3 skalar egyenlet

Energiaegyenlet: (eB)' r=T>xD+rr - HXN 1 skalar egyenlet

Egyenletek szama: 8
Az entropiaegyenletet nem soroljuk ide, mert egyenlétlenség, az allapotvaltozas iranyat jel6li.
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Hianyzo6 egyenletek:

Szilard testeknél hohatasok nélkil: 6e
Szilard testeknél héhatasokkal 1lle.
Folyadékoknal: 12e

A hianyzé egyenletek az anyagegyenletek vagy konstitutiv egyenletek.

Szokasmég: héhatas nélkiil: anyagegyenlet
hohatassal: konstitutiv egyenlet

K vézistatikus esetben: V' =&=0, ekkor v helyett O kell.

Anyagegyenletek

Ertelmezés. a kontinuum anyagtol figgs (specifikus) makroszkopikus viselkedését leird, feno-
menol 6gikus valtozokat kapcsoljak 6ssze

Fenomenologia a kozvetleniil észlelhet6 sajatossagokra, ezek osszefiiggéseire iranyulo, leiro
jellegli tudomany. Az ebbe a korbe tartozdé valtozokat nevezziik fenomenologikusnak, pl.
igénybevételek, homérséklet, belsé energia, stb.

Anyagmodell: val6s anyagot véges szamu, jol meghatarozott anyagi tulgjdonsaggal ruhazunk fel.

Anyagmodellek anyagegyenleteinek képzése: 3 modon
- Deduktiv modon, elsdsorban elméleti megfontolasok alapjan
- Induktiv médon, elsésorban kisérletekkel
- Reolégia modellekkel

Deduktiv modszer:
Az anyagegyenletek elméletének axiomaival képez kiilonbozo, altalanos jellegii anyagegyenleteket,
melyekbdl kovetkeznek az ismert anyagmodellek, részesetek.

Induktiv modszer:
Egyszerti megfigyelésekbol (pl. hazo- és csavarokisérlet) indul ki és ebbdl kovetkeztet bonyolultabb
anyagmodellekre.

Reol6giai modellek:
Kombinaljak a deduktiv és induktiv modszer elemeit. Jol megalapozott alapmodelleket vezetnek be,
ezek kombinacioival kozelitik a val6sagos anyagokat.

Az anyagegyenletek elméletét nem részletezve néhany jellegzetes anyagmodel It néziink meg réviden.

Az anyagegyenletek 6 db skalaregyenletet jelentenek. A belsd ER és az alakvaltozasok, illetve ezek
valtozasainak kapcsolatat adjak meg.
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Szilard test: Haterheljiik, ellenallast fejt ki atorzulasi alakvaltozassal szemben.

Folyadék: Nem fejt ki ellenallast olyan kiilsd hatasokkal szemben, melyek torzulasi alakvaltozasra
késztetik.

Ezek a definiciok folyadék esetén is megengedik az ellenallast a térfogatvaltozast jelento
alakvaltozassal szemben.(pl. a folyadék osszenyomhato (kompresszibilis)) Ezért a gazok is a
folyadékokhoz sorolhatok ebben az értelmezésben.

|. Folyadékok:

1. |dedlisfolyadék:

A folyadék sarlodasmentes. A nyomas minden iranyban egyenletesen terjed tovabb.

1" °0 viszkozus (disszipacios) fesziiltségi tenzor
r =all.

T=-pl p = termodinamikai nyomas
p>0; p=p(r’

Ez az anyagtorvény izotrop.

2.  Rugamas folyadék:

Voo der t all.

=-pl p=p(

= -

3. Viszkozus, izoterm folyadék:

Sarlodasos folyadék. A héhatast nem veszi figyelembe.

+a¥ +a\2/22 a,."=a,.v(r,D,,D|,,D|,,) i1=0,12

+T"

o

\

= 1

a’
p

A Reiner-Rivlin-féle folyadékmodel Inél:
ay =0 ¢s D, =0, azz a’ =a’ (D,,D,) j=12

Tovabbi egyszertsitésekkel a Newton-féle izotrop, linearis folyadékmodell anyagegyenletei adodnak.

4. Hoviszkozus folyadék:

Sarlodasos folyadék.
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=

=-pl+T’ afesziiltségi tenzor.
A Helmholtz-féle fajlagos szabadenergia értelmezése:
f=e,-Qs

A hoéviszkozus, nemlinearis folyadékmodell anyagegyenletei:

¢sahdvezetés torvény.
Skalaris anyagegyenletek szama: 12.

Tovabbi szok4sos csoportositas:

a. Stokes-féle folyadékmodell:

- 'I='V figgvény D - ben nemlineidris és az anyagegyenleti fiiggetlen valtozok g - tol fiiggenek
- lv fuggvény D - ben linedris és az anyagegyenleti fiiggetlen valtozok q - tol fiiggenek
- 'I='V figgvény D - ben nemlineiris és az anyagegyenleti fiiggetlen valtozok g - tol nem fiiggenek

b. Newton-féle folyadékmodell:

1\’ figgvény D - ben linearis és az anyagegyenleti fiiggetlen véltozok g - tol nem fiiggenek

Il. Szilard testek:
1. Merev test:

Nincs anyagtorvény. (Nem értelmezheté belsé ER.) A belsé ER hatarozatlan.

2. Rugamastest:

A héhatasokat nem vessziik figyelembe.
AT =T(E) vagy T° =T°(E°) kapcsolat egyértekii.
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Alesetek: homogén izotrop linearis }
inhomogén } anizotrop nemlinearis

A nemlinearisan rugal mas test anyagegyenl ete:

TO:rOﬂe% vagy T=r 1%

= E = E
Legaltalanosabb esetben:

0=t +al E°+al E°f

vagy

T=31+a E +& E'

aj,a’ ,a), illetve a,,a ,a, askaldarinvariansok fiiggvényel
|zotrop eset: € =€ (E.O Eﬁ , Eﬁ|)

, e e, TE° 9Ye. TEC fe. TEC
I. TO: 0 B: Og B |+ B ||+ B 11
» =71 9E" T GIECYES YED 9E° TEY fE°

Q- -O:

Fizikailag linearisan rugalmas izotrop test:

Nem szerepel het EO vagy E masodik hatvanya.

Anyagegyenlet:

-|=-0=2mOEO+IOE|OI=
vagy
T=2mE+l E |

A | és malLamé-féle allandok.
Fizikailag és geometriailag linedrisan rugalmastest esetén s és e sziikseges.

Az izotréop, linearisan rugalmas test anyagtérvénye a Hooke-torvény.

1

=2me+| e |

Anyagjellemzok: I, m=G
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) :ZGaee T e Ig
= = 1-2n =4

& 0 +
s, =2Gge, + 3n e == 2G:L ne|:3KeI

§ 1-2n 4 1- 2n
Il =2m N

1-2n
E=2G(1+n)  Young modulusz (rugalmassigi modulusz)

+

3K=2G 11 ;n Bulk modulusz (téfogati rugalmassigi modulusz)

Az anyagallandok kozotti kapcsolat:

I G=m E n
| ,m | m 31 +2n | 3l
I +m 2(1 +m)
E,n E E E n
(1- 2n)@+n) | 2(@+n) 3(1- 2n)
G,n 2n G G 2G(1+n) n 2G(L+n)
1- 2n 3(1- 2n)
G,K 3K - 2G G c 9K 3K - 2G
3 3K +G 2(3K +G)
n=n(,m)=?
(1- 2n)lI =2mn
Pl | =2n (I +m)
|
" “2(1 +m)

3. Hodrugalmas test:

A hohatasokat is figyelembe veszi. A fajlagos disszipacios teljesitmény zérus F,=0
Anyagegyenletek: szabadenergia: f=e,-Qs
0
ozpo I ofl& o IS2 o I 7 g skataris egyentes
B TE &TE TE' 5
veagy
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A hohatasokhoz sziikséges 11 db egyenletbl a maradék 4-t az f = f(Q ,EO) fiiggvény ésa h
héaramsiiriiség vektor adja meg.

4. Rugamas-képlékeny test:

A test anovekvo kiilsd ER hatasara a természetes allapotabol kiindulva a kezdeti rugalmas alakvaltozas
utan egy jol meghatarozott allapot elérésekor és ezt kovetéen rugal mas-képlékeny alakvaltozast mutat.
Tehermentesités utan nem nyeri vissza eredeti természetes allapotat, marado aakvaltozast szenved.

A fesziiltségi és aakvaltozas tenzorok kozotti kapcsolat nem egyértékii, fiigg az aakvaltozas
torténetétol.

Rugamas-képlékeny alakvaltozas esetén atest képlékeny allapotarol beszélink.

K 6zbensb
konfig.
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