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A virtuá lis munka elv: 
 
A virtuá lis sebességmezőből 
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Az Almansi-Euler-féle alakvá ltozá si tenzormező lineá ris része. 
 
Amennyiben: (Av) = (Au) 
 
A virtuá lis munka elv a pillanatnyi konfigurá ció ban: 
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Az alakvá ltozá s lineá ris elméletében: 
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A virtuá lis munka elv á ltalá nos alakja (az alakvá ltozá s nemlineá ris elméletére vonatkozó an) a teljes 
Lagrange-féle formalizmussal felírható  a kezdeti konfigurá ció ban is: 
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Virtuá lis Green-Lagrange–féle alakvá ltozá si tenzor. 
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A virtuá lis munka elv má sik alakja: 
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A kiegészítő virtuá lis munka elv az alakvá ltozá s lineá ris elméletében: 
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A kiegészítő virtuá lis munka elv á llítá sa: 
 
 
Ha az elv az adott konfigurá ció ban, adott  u~r   esetén  Tσσ =  - at rö gzítettnek gondolva bá rmilyen  

σδ   esetén fenná ll, akkor  ε   kinematikailag lehetséges. 
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cr   tetszőleges vektormező, Lagrange-féle szorzó  
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Itt má r a  σδ   elemei fü ggetlenek. 
 
 
Á talakítá s: 
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Behelyettesítve: 
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cr  és  σδ   tetszőleges a  (V) – n 
 

nr⋅σδ   tetszőleges az  (Au) – n 
 
Ezért: 
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Vagyis  ε   a  cr   elmozdulá sbó l szá rmaztatható , amely kielégíti a kinematikai peremfeltételt. 
ε   kinematikailag lehetséges alakvá ltozá smező, mivel van megoldá sa egy vektormezőre és ez a 
vektormező – a merevtestszerű mozgá stó l eltekintve- eleget tesz az elmozdulá si peremfeltételnek. 
 
A virtuá lis munka elv teljes Lagrange-féle formalizmussal felírt nö vekményes alakja a kezdeti 
konfigurá ció ban: 
 
 

( )( ) ( )
0000000

00 0

~ AdupVduqVdET
pA

A
V V

a
v

rrrr
δλδλδ ⋅+=⋅⋅ ∫∫ ∫  

 
 
 
 
 
 
 
 
A k-adik á llapotbó l az elmozdulá s  0ud k rr

∆=   nö vekményével jutunk el a kö vetkező á llapotba. 
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A Green-Lagrange-féle alakvá ltozá si tenzor. 
 
A II. Piola-Kirchhoff-féle feszü ltségi tenzor: 
 
 000 TTT kk ∆+=   Tk∆   a nö vekmény 
 
Virtuá lis elmozdulá s:  du

rr
δδ =0 , azaz a  0uk r  -t nem vá ltoztatjuk 

 
Ekkor a virtuá lis alakvá ltozá s: 
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Behelyettesítve, a virtuá lis munka elv keresett alakja: 
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Linearizá lá s:  dé sTk

r0∆ - re nézve; csak a lineá ris részeket hagyjuk meg 
 
Így: 
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A tö bbi tag  d

r
 - nek nemlineá ris fü ggvénye. 

 
Erre alapul a numerikus alkalmazá s. 
Ez az alak nem egyensúlyi á llapotra vonatkozik, ezért a megoldá s (az egyensúlyi á llapot) iterá ció val 
kereshető meg. Az iterá ció s eljá rá shoz jellemző hibakorlá tot kell beépíteni, és a konkrét alkalmazá shoz 
megfelelő anyagegyenletet. 
A (k+1) – edik iterá ció s á llapot: az iterá ció s eljá rá s k- adik lépése 
 
A k- adik iterá ció s lépés utá n: 
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A virtuá lis munka elv teljes Lagrange-féle formalizmussal a kezdeti konfigurá ció ban felírt és linearizá lt 
nö vekményes alakja a hozzá kapcsolt iterá ció s eljá rá ssal együ tt jó l felhaszná lható  a végeselem-mó dszer 
geometriailag és fizikailag nemlineá ris feladatainak megoldá sá ra. 
 
 
Anyagegyenletek 
Konstitutív egyenletek 
 
 
A kontinuummechanika vá ltozó i és egyenletei 
Megadott  qr   és r  esetén: 
 
 ρ tömegsűrűség   1 skalá r koordiná ta 
 vr  sebességmező   3 skalá r koordiná ta 
 T  feszü ltségi tenzormező 9 skalá r koordiná ta 
 eB belső energia   1 skalá r koordiná ta 
 h

r
 hőá ramvektor   3 skalá r koordiná ta 

 
Az ismeretlen vá ltozó k szá ma hőhatá sok nélkü l:  14 
Szilá rd testeknél a  Θ (hőmérséklet) és az s (entró pia) figyelembevételével az ismeretlenek szá ma: 19 
Folyadékokná l:  20 
 
Egyenletek: 
 

Kontinuitá si egyenlet:  ( ) 0=∇⋅+
∂
∂ v

t
r

ρ
ρ    1 skalá r egyenlet 

 
Mozgá segyenlet:  ρ•=+∇⋅ vqT rr    3 skalá r egyenlet 
 
    TTT =     3 skalá r egyenlet 
 
Energiaegyenlet:  ( ) ∇⋅−+⋅⋅=• hrDTeB

r
ρρ  1 skalá r egyenlet 

 
Egyenletek szá ma:  8 
Az entró piaegyenletet nem soroljuk ide, mert egyenlőtlenség, az á llapotvá ltozá s irá nyá t jelö li. 
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Hiá nyzó  egyenletek: 
 
Szilá rd testeknél hőhatá sok nélkü l:   6 e. 
Szilá rd testeknél hőhatá sokkal 11 e. 
Folyadékokná l:   12 e. 
 
A hiá nyzó  egyenletek az anyagegyenletek vagy konstitutív egyenletek. 
Szoká s még: hőhatá s nélkü l: anyagegyenlet 
  hőhatá ssal:  konstitutív egyenlet 
 
Kvá zistatikus esetben:  0

rrr
==• av ,  ekkor  vr   helyett  ur   kell. 

 
 
Anyagegyenletek 
 
 
É rtelmezés: a kontinuum anyagtó l fü ggő (specifikus) makroszkó pikus viselkedését leíró , feno-
menoló gikus vá ltozó kat kapcsoljá k ö ssze 
 
Fenomenoló gia: a kö zvetlenü l észlelhető sajá tossá gokra, ezek ö sszefü ggéseire irá nyuló , leíró  
jellegű tudomá ny. Az ebbe a kö rbe tartozó  vá ltozó kat nevezzü k fenomenoló gikusnak, pl. 
igénybevételek, hőmérséklet, belső energia, stb. 
 
Anyagmodell: való s anyagot véges szá mú, jó l meghatá rozott anyagi tulajdonsá ggal ruhá zunk fel. 
 
Anyagmodellek anyagegyenleteinek képzése: 3 mó don 

− Deduktív mó don, elsősorban elméleti megfontolá sok alapjá n 
− Induktív mó don, elsősorban kisérletekkel 
− Reoló giai modellekkel 

 
Deduktív mó dszer: 
Az anyagegyenletek elméletének axiómá ival képez kü lö nbö ző, á ltalá nos jellegű anyagegyenleteket, 
melyekből kö vetkeznek az ismert anyagmodellek, részesetek. 
 
Induktív mó dszer: 
Egyszerű megfigyelésekből (pl. húzó - és csavaró kisérlet) indul ki és ebből kö vetkeztet bonyolultabb 
anyagmodellekre. 
 
Reoló giai modellek: 
Kombiná ljá k a deduktív és induktív mó dszer elemeit. Jó l megalapozott alapmodelleket vezetnek be, 
ezek kombiná ció ival kö zelítik a való sá gos anyagokat. 
 
Az anyagegyenletek elméletét nem részletezve néhá ny jellegzetes anyagmodellt nézü nk meg rö viden. 
 
Az anyagegyenletek 6 db skalá regyenletet jelentenek. A belső ER és az alakvá ltozá sok, illetve ezek 
vá ltozá sainak kapcsolatá t adjá k meg. 
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Szilá rd test:  Ha terheljü k, ellená llá st fejt ki a torzulá si alakvá ltozá ssal szemben. 
 
Folyadék:  Nem fejt ki ellená llá st olyan kü lső hatá sokkal szemben, melyek torzulá si alakvá ltozá sra 
késztetik. 
 
Ezek a definíció k folyadék esetén is megengedik az ellená llá st a térfogatvá ltozá st jelentő 
alakvá ltozá ssal szemben.(pl. a folyadék ö sszenyomható  (kompresszibilis)) Ezért a gá zok is a 
folyadékokhoz sorolható k ebben az értelmezésben. 
 
 
I. Folyadékok: 
 

1. Ideá lis folyadék: 
 
A folyadék súrló dá smentes. A nyomá s minden irá nyban egyenletesen terjed tová bb. 
 0≡VT  viszkó zus (disszipá ció s) feszü ltségi tenzor 
   ρ = á ll. 
 IpT −=  p = termodinamikai nyomá s 
   p > 0;  p = p (ρ−1) 
Ez az anyagtö rvény izotró p. 
 

2. Rugalmas folyadék: 
 

0≡VT   de ρ ≠ á ll. 
IpT −=   p = p (ρ−1) 

 
3. Viszkó zus, izoterm folyadék: 

 
Súrló dá sos folyadék. A hőhatá st nem veszi figyelembe. 
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V

IIIIII
V
i

V
i

VVVV

TIpT

iDDDaaDaDaIaT

+−=

==++= 2,1,0,,,2
210 ρ

 

 
A Reiner-Rivlin-féle folyadékmodellnél: 
 
 ( ) 2,1,,000 ==== jDDaaazazDé sa IIIII

V
j

V
jI

V  
 
Tová bbi egyszerűsítésekkel a Newton-féle izotró p, lineá ris folyadékmodell anyagegyenletei adó dnak. 
 

4. Hőviszkó zus folyadék: 
 
Súrló dá sos folyadék. 
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 VTIpT +−=  a feszü ltségi tenzor. 
 
A Helmholtz-féle fajlagos szabadenergia értelmezése: 
 
 sef B Θ−=  
 
A hőviszkó zus, nemlineá ris folyadékmodell anyagegyenletei: 
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és a hővezetési tö rvény. 
 
Skalá ris anyagegyenletek szá ma: 12. 
 
Tová bbi szoká sos csoportosítá s: 
 
a. Stokes-féle folyadékmodell: 
 
− VT  fü ggvény  D  - ben nemlineá ris és az anyagegyenleti fü ggetlen vá ltozó k θ - tó l fü ggenek 

− VT  fü ggvény  D  - ben lineá ris és az anyagegyenleti fü ggetlen vá ltozó k θ - tó l fü ggenek 

− VT  fü ggvény  D  - ben nemlineá ris és az anyagegyenleti fü ggetlen vá ltozó k θ - tó l nem fü ggenek 
 
b. Newton-féle folyadékmodell: 
 
     VT  fü ggvény  D  - ben lineá ris és az anyagegyenleti fü ggetlen vá ltozó k θ - tó l nem fü ggenek 
 
 
II. Szilá rd testek: 
 

1. Merev test: 
 
Nincs anyagtö rvény. (Nem értelmezhető belső ER.) A belső ER hatá rozatlan. 
 

2. Rugalmas test: 
 
A hőhatá sokat nem vesszü k figyelembe. 
 
A  ( ) ( )000 ETTvagyETT ==   kapcsolat egyértékű. 
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Alesetek: homogén  izotró p   lineá ris 
  inhomogén  anizotró p  nemlineá ris 
 
A nemlineá risan rugalmas test anyagegyenlete: 
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Legá ltalá nosabb esetben: 
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Izotró p eset:  ( )000 ,, IIIIIIBB EEEee =  
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Fizikailag lineá risan rugalmas izotró p test: 
 
Nem szerepelhet  EvagyE 0   má sodik hatvá nya. 
 
Anyagegyenlet: 
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A  λ  és  µ  a Lamé-féle á llandó k. 
 
Fizikailag és geometriailag lineá risan rugalmas test esetén  εσ é s   szü kséges. 
 
Az izotró p, lineá risan rugalmas test anyagtö rvénye a Hooke-tö rvény. 
 
 IIελεµσ += 2  
 
Anyagjellemzők: λ ,  µ = G 
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Ismert alak: 
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Az anyagá llandó k kö zö tti kapcsolat: 
 

 λ G = µ E ν K 
λ , µ λ µ µ
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3. Hőrugalmas test: 

 
A hőhatá sokat is figyelembe veszi. A fajlagos disszipá ció s teljesítmény zérus 0=DΦ  
 
Anyagegyenletek: szabadenergia:  sef B Θ−=  
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00  7 db skalá ris egyenlet 

vagy 
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A hőhatá sokhoz szü kséges 11 db egyenletből a maradék 4-t az  ( )0, Eff Θ=   fü ggvény és a  h

r
  

hőá ramsűrűség vektor adja meg. 
 
 

4. Rugalmas-képlékeny test: 
 
 
A test a nö vekvő kü lső ER hatá sá ra a természetes á llapotá bó l kiindulva a kezdeti rugalmas alakvá ltozá s 
utá n egy jó l meghatá rozott á llapot elérésekor és ezt kö vetően rugalmas-képlékeny alakvá ltozá st mutat. 
Tehermentesítés utá n nem nyeri vissza eredeti természetes á llapotá t, maradó  alakvá ltozá st szenved. 
A feszü ltségi és alakvá ltozá si tenzorok kö zö tti kapcsolat nem egyértékű, fü gg az alakvá ltozá s 
tö rténetétől. 
Rugalmas-képlékeny alakvá ltozá s esetén a test képlékeny á llapotá ró l beszélü nk. 
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