=
o

Il. Piola— Kirchhoff — féle fesziiltségi tenzor a kezdeti konfiguracioban. Szimmetrikus tenzor.

fgy: dF°= 1°><d,'0\°

Az alakvaltozas linearis e méletében:

A harom fesziiltségi tenzor ('I=', S, 'I='°) azonos.

Helyettiik:
dF:s= xd A; rr =S xrr1 hasznal hato.

n

Peremfeltételek:

A kontinuum feliiletén (peremén) értelmezett egyenletek, megadjak a jellemzé vektor- és tenzormezok
ott felvett értékeit ésarajuk vonatkozo korlatozasokat.

Két alapvetd tipus:

- Kinematikai peremfeltétel:  afeliilet (A,) vagy (Ay) részénelgirjukav -tvagy U -t.
V=V xI A, sebességi peremfeltétel
r_r - » ,
u=u xI A, elmozdulas peremfeltétel

- Dinamikai vagy fesziiltségi peremfeltétel: ateljesfeliilet Ap részén eléirt afeliileten megoszlo
ER siiris¢ge.

,
1
=
X
o=
1
ol
x
>

Tovabhi tipus: vegyes peremfeltétel

Ugyanazon afeliiletrészen részben kinematikai, részben fesziiltségi el 6irasok vannak.
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Pl. Am feliiletrészen el6irtak: - normaliranya fesziiltség p,
T " ~ F
- normalisrameréleges sebesség Vv,

I!]ﬂ:-'l!]: 5n Xl Anl
r.(r.I\_ I [ Iy _F
n" (v n)=v-nx{vxn)=v,

Forditvais szerepel hetnek, illetve a sebesség helyett elmozdulasis lehet.
A feliiletrészeknek egyiitt ateljes feliiletet kell adni.

A peremfeltételekre mindig fennall:

- )4 h- B)=o
vagy

(£ 0 5o

£ £ r
A p,Vv,u -rakét eset |ehetséges:

- adott pontban az egyik vektor adott

- normal ésérintd sikba esé kiegészité par adott

Az alakvaltozas linearis elméletében a Cauchy — fele T helyett s szerepel aperemfeltételeknél.
Az alakvaltozas linearis elmeletében e - ratovabbi peremfeltételek irhatok fel.

Csak felsorolva ezeket:
- kompatibilitas peremfeltétel
- aakvaltozas peremfeltétel
- csatlakozas peremfeltétel

A kontinuummechanika alaptorvényei

A tomegmegmaradas elve:

Tomegsuriuséq:

Kezdeti konfiguracioban:  r°

Pillanatnyi konfiguracioban: r

r°dv®=r dv=dm mindig fennall

Atalakitva:
1 0 1 0 1 0 -1 0
r =—r = r-= r =.,1\B r
o 1vel el
[, N0 J=1, A0
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PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com



http://www.fineprint.com

Az alakvaltozas linearis e méletében: r=r

m= g dVv
(v)
A tomegmegmaradas elve:
& )
m =g dv:I =0
)

Atalakitva
gr dv+r dv)=0

V)
gr +r (V=) dv =0
V)

(V) tetszdleges, ezért
r +r (vxN)=0 kontinuitasi egyenlet

A’ I, (r N)X\g materialisidé szerinti derivaltat felhasznalvaamasik alakja:

It

T )+ r (R) =1 4 (¢ )

fit it

A kontinuitas egyenlet felirasa masként:

r
m = (‘)1:1—; dVv + @ \5 xd A=0 B -avonatkoztatasi KR helytall6 tértartomanya
(

B) (s

N

S - ennek afdilete

A Gauss-féle integralatalakitas tétellel:

P+ (r V)igdv =0

m =
o8 Tt i

Mivel B tetszéleges, ezért

11”_; +(r \5)><N =0 kontinuitasi egyenlet
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Osszenyomhatatlan (inkompresszibilis) kontinuum esetén:

e,=0 ® r =r% r =0 D, =vxN =0

®

A dinamika alaptétele:

A kontinuum vagy barmely kontinuumrész kinetikai VR-e - ( ennek ar

egyenértékii ara hato kiilsé ER-rel.

Az egyenértékiiség feltételei:
N N N
Rrdv= xd A+ dv
(v) (A) (v) r
g Ardv=g TxdA+ § qadv
V) (A) V)
a gyorsulas, térfogati ER siiriiségvektora

Atalakitasok Gauss-tétellel:

I .
G xdA= ¢ N dv
® )
y TxdA= f T)Rdv
) )
(r' g '|_') xN atalakitasa:

r, ~ I, M P ¢ r . r. r .r. r . r
(FT)R=r TxR+1 TxR=€ Tx, +6 Tx, +6 T +I
r.r r .r r.,r -« rr.,_ o
:-(rX e +tr, e +r, ez)+r TXN= 2T, +r " TxN

Behelyettesitve:

darlr - TN - a)dV:O

)

g (& -15- §)- 27 ]dv =0
)
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Mivel V tetszéleges,

TxN+qg=ar |. Cauchy-féle mozgasegyenl et
'I"X :b ® T= I adodik, mert a Cauchy-féle fesziiltségi tenzor szimmetrikus

[1. Cauchy-féle mozgasegyenlet

Ha arl:O:

<N + (5 =0 Az |. Cauchy-féle mozgasegyenlet = egyensalyi egyenlet

=

A fesziiltségi tenzor helykoordinataktol valo fiiggése olyan legyen, hogy elégitse ki az 1. Cauchy-féle
mozgasegyenletet és afesziiltségi peremfeltételt.

A mechanikai energia-tétal:

Kiindulas:

<
=
o
_|
g
3
3
o
%
C
I=
=
g
3
3
@
?_\_
[
wn
Q
o)
_|
o

Behelyettesitve ésintegralva (V) —n:
L) rav= isa)@dy- g epdv+ g xddv
2 ) ) ) )

A kontinuum kinetikai energiaja:

1 1
T==¢y’rdv==
20/ 2c)y
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A fajlagos (térfogategységre vonatkozo) fesziiltségteljesitmény:

Fuy=TxD
A kontinuum belsé ER-nek teljesitménye (belsé mechanikai teljesitmény):

P,=- FudV=- g =DdV
v) v)

A kontinuum kiilso (térfogati ésfeliileti) ER-nek teljesitménye (kiilsé mechanikai teljesitmény):

Gauss-tétellel atalakitva:

Po= ¢y XqdV + gy <T xd A
) )

Behelyettesitések utan adodik a mechanikai energiatétel globalis alakja:
T =P, +P,

A mechanikai energiatétel lokalis alakja:

r () +F, =(\5><1)><N £V X

N[~

Nem aaptorvény, mert az |. Cauchy-féle mozgasegyenl etbél matematikai atal akitasokkal adodik.

T ¢és D felbonthato izotrop és deviatoros részre:

D, T\ els skalar invariansok. T¢(=0, Df =0.
A fajlagos fesziiltségteljesitmény igy:

_0LD 1t
3 = =

O

FM :'|=_XX

A kezdeti és apillanatnyi konfiguracioban is szamithato.
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0
Txp =Y T°><><E°)
= = dV=
-P,=fx»Ddv=g° E°) dv?°
D S

A termodinamikall. fététele:

Az energiaegyenl et:

Ertelmezések:
Fajlagos belsé energia: (térfogategységre vonatkozo) el
A kontinuum belss energigja: Eg = (per dV
v)
Fajlagos hoforras sebesség: rr
Fajlagos héaram: F]
Fajlagos hételjesitmény: Fo=rr - h <K

A kontinuum kiilst hételjesitménye:

Po=FodV=gr - hxl)dv=gr dv- ghxldv
) (v) v) )

Gauss-tétellel atalakitva:

A mechanikai és hojelenségeket egyiitt véve atermodinamika l. fotétele:

(T+E,) =R +P,
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Részletesen kiirvaintegral alakban:

0 r ror
71 dV+ gt dVS = yoddV+ T xdA+ §r dV- ixdA

82 ) 5 W n ) N

Szavakban: akontinuum kinetikai és belsé energiajanak materialisidé szerinti derivaltja megegyezik a
kiils6 mechanikai és hételjesitménnyel.

A (r dv) =(dm) =0 felhasznalasaval:

=< 0 r r r r.r
G rdv+ gger dVi = yxqdvV+ yXIxdA+ gr dV- chxdA
&2 ) ) Y (" ) ()
5
ac‘yzrdV: ld )rdV = OIXaI’dV
&2 ) g 2w )
e o}
CCpsr dVI = deB)' r dv
&v) %)
rr r
$xd A= Gl dv
(A) v)
Gauss-féle atalakitassal:

X xd A= V=T )=R dv

r
T xd A= G €T xR+ T Dy dV
(n ve e o U

A termodinamikal. fététel ébe helyettesitve: (Egyetlen térfogati integralba irhato)

dUdEr - T E+|(e) r - Tod-rr +hofav =0
(v)
=0 I. Cauchy-féle mozgasegyenlet
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(V) tetszoleges, ezért

(65) r =T>D+rr - h <

A fajlagos belsd energia megvaltozasa = a fajlagos fesziiltségteljesitmény ( afajlagos belsé mechanikai

teljesitmény) és a fgjlagos hoteljesitmény.

A termodinamikalll. fététele:

Az entropiatétel:

Ertelmezések:
Fajlagos entropia: Sr
Kontinuum entropiaja:

S= fpr dv
v)

Homérséklet: q

A termodinamikalll. fotétele:

Gauss-tétellel atalakitva:

I I
~

I
.h .h

A termodinamikall. fétételének lokalis

(pontbeli) alakja
Masként: a kontinuummechanika
energiaegyenlete

Entropiatétel, vagy Clausius-Duhem-féle

egyenlétlenség

r 8
xd A= NdV = g -
(% (vC>E v d q
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Egy integralbairva:

.. ~\ér hxN  hxg N)u
v avagel - A DR,
v) v)ed g 4" @

Mivel (V) tetszéleges, ezért

ro.
srg>rr - hxN+

Az . fotétel felhasznalasaval masik alakot kapunk:

ha R) &
q

rqs -r (eB)""FM'

Failagos disszipaciés teljesitmény:  (sohasem negativ)

Fo=F, -r [(eB)' -q s']zlxxg- r [(eB)' - q s']3 0

Az entropiatétel ezzdl:

FD-—hx(;‘ ) fo

Haa fp=0,akkor hxg N) <0 adodik.

Azaz: az entropiatétel 6sszhangban van azzal a megfigyeléssel, hogy a hé mindig a melegebb helyrol
aramlik a hidegebb hely felé (vagyis ahomérséklet gradiensével ellentétes iranyba)

A fajlagos disszipacios teljesitménnyel az energia egyenlet is atirhaté mas alakba:

rqs =Fp,+F,
A kontinuummechanika specidlis vektor- és tenzor mezsi

A specialis mezok eleget tesznek a kontinuummechanika egyes egyenleteinek, mas egyenleteket
viszont nem elégitenek Ki.

Kinematikailag |ehetséges sebességmezo:.

- kell6en sokszor derivalhatod
- Kielégiti a sebességi peremfeltételt
85
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F_r - £
V=V x | (AV) v eléirt érték

A kinematikailag |ehetséges alakvaltozas-sebesség mezo el ballithato:

2=1(\50N+N0\5)

2

Kompatibilis alakvaltozas-sebesség tenzormezé:

A D= % ? 0N +Rovo egyenletnek van megoldasa Vora Ha van, akkor végtelen sok van és azok
= o

csak a merevtestszerii sebességmezében kil onbdzhetnek egymastol.

Kielégiti akompatibilitas peremfeltételt:

Kinematikailag |ehetséges e mozdul 4smezg:

- kell6en sokszor derivalhato
- kielégiti az elmozdulasi peremfeltételt

G=0 x T (A)

Az alakvaltozas linearis elméletében:
~ _1(F ~ ~ F . - , , L. "
€ = > (u oN+No u) kinematikailag lehetséges alakvaltozas tenzormezo

Kompatibilis alakvéltozas tenzormezd:

A e= % ?j oN+No 59 egyenletnek van megoldasa lﬁ -ra. Ha van, akkor végtelen sok van és azok
= @

csak a merevtestszerii e mozdulasmezében kil 6nbézhetnek egymastol.

Kielégiti akompatibilitas peremfeltételt:

86

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com



http://www.fineprint.com

N/ ,N:

I =
o

Haa ltj kielégiti az elmozdulasi peremfeltételt, akkor

C=
>

1
c
X
—
>
~—

C==
1

M =
1
11 D>

Dinamikailag |ehetséqges fesziiltségi tenzormezy:

Adott a és ( esetén kielégiti a Cauchy-féle mozgasegyenl eteket
Kielégiti afesziiltségi peremfeltételt

r
+r a

1= 1=

3~ 2
]
O=

I

o+
o

—_~
>

Statikailag |ehetséges fesziiltségi tenzormezé:

r 1
a=0 esetén

Az alakvaltozas linearis elmélete esetén 'I=T helyett s; kell.

A tényleges (megvalosulo) mezék alehetséges mezok valamelyikét jelentik.

Két ( kinematikailag lehetséges sebességmezo kiilonbségét
kinematikailag lehetséges a akvaltozas-sebességmezo
kinematikailag lehetséges el mozdul asmez6
kinematikailag lehetséges alakvaltozas tenzormezo
dinamikailag (statikailag) lehetséges fesziiltségi tenzormezo

virtualis sebességmezonek nevezziik.
virtualis alakvaltozas-sebesség mezének

virtualis elmozdul asmezének

virtualis alakvaltozasi tenzormezének

virtualis fesziiltségmezonek
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Jelolésiik:

virtualis sebességmezs: dv
virtualis alakvaltozas-sebesség mezo: dD
virtualis elmozdul 4smezé: du
virtualis alakvaltozas tenzormezo: de
virtualis fesziiltségmezé: dT vagy ds

A virtualis mezékre vonatkozo peremfeltételek és mezéegyenletek:

di=b 1 (a)

1, r « <« r N
dD==(dvoR+RNodv) xI (v)
r e -
di=0 xi (a)
dgzé(dﬂoﬁlﬂﬁodﬂ) x (V)

r_r -
dT==0 xi (A)

~ I A
dTN=0 dT=dT" xi (V)
=T =0
dsx=0 xl (Ap)

~ I -
dsxN=0 ds=ds’ xi (v)

Eqyensilyi fesziiltségi tenzormezg:

- Kielégiti az egyensilyi egyenletet.
- Szimmetrikus.
- Nem eléqiti ki afesziiltségi peremfeltételt.

k=0  B=¥ X ()
vagy
i = 0

1€
1

&
o

=

Az egyensilyi egyenlet identikusan kielégithet, ha i@& -ta H fesziltségfiggveny tenzormezd
segitségével allitjuk el6.

H maésodrend, szimmetrikus, kell6en sokszor differencialhato, egyebként tetszéleges tenzor.
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I
=

B=T°"-N"H K

T P az egyensulyi egyenlet partikularis megol dasa.

+a:0

D

I
o

-N"H" N a 1?Iil?‘xl(l:(') egyenlet altalanos megoldasa
(a—€el6jel askalar alaka képletek miatt sziikséges)

A -N"H"N fesiltségmezs Snegyensilyi, azaz a (- K- H’ N)xn felileti ER hmagaban
egyensulyban van, haa vizsgalt tartomanyt egyetlen zart feliilet hatarolja

Altalaban nem teljes megoldas, vagyis nem allithato el6 a segitségével tetszoleges fesziiltségmezo tobb
zart feliilettel hatarolt kontinuum esetén.

Legyen:

°=Roé +& ofi- (¢ xN) |

=

c - refennall: Dc =-
fgy T° egyensilyi.

Igazolhato, hogy

#=--N" H N +Ro¢ +¢ oRN - (cr xN) | egyensilyi fesziiltségmezs teljes.
Ha atérfogati ER potencidllal rendelkezik, azaz y - bsl q=- Ny ,akkora T° =y | vilasztasis
Szokasos.
A kompatibilitasi egyenlet matematikai alakja azonos a homogén egyensalyi egyenlet - N~ H”’ N
megoldasaval g kovetkezmény:

r

A H és H+ (Wo N+No v(/) fesziiltségfiiggvény tenzorokhoz ugyanaz a fesziiltségmezé tartozik.

N

W tetsz6legesen differencialhaté vektormezé aV —n.

w akalmas valasztasaval H harom koordinatéja zérussa teheté. A harom nem zérus koordinata
tobbféleképpen is kiadodik.

Nem viltozik a fesziiltségmezd, ha H helyett @+V=\/) - t veszink. W egy vektormezd
gradiensének szimmetrikus része, azaz
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==

tetsz8leges, mert N” W~ N =0, mint akompatibilitasi egyenletnél. Mivel W tetszéleges, ezért
akamasan valasztott 3 eleme is tetszoleges és ezzel (ﬂ + V=V) ugyanazon 3 eleme zérussa teheto.

Vagyis keressiik azon AB indexparokat, amelyekre Wag =% (Wap + Wpa ) tetszéleges.
Azaz barmely Wag esetén létezik W -re megoldas. Ekkor Hag = 0és Hgs? O.

Az AB és RS indexparok kiadjak az 6sszes elemet.

M. AB: 12,13,23
AB: 11,22,33

Lehetséges indexparok RS-re:

11, 22,12
11, 22, 23
11, 22, 31
11, 12,23

Nem vezet megoldasra:

RS. 11,22, 33 Maxwell-féle fesziiltségfiiggvény tenzor
RS 12,13,23 Morera-féle fesziiltségfiiggvény tenzor

17 db

Az 1, 2, 3indexek ciklikus cseréjével.

AB: RS:
11, 22, 12 13, 23, 33
11, 33,13 12, 22, 23
22,33,23 11,21, 31
L egismertebbek:
A Maxwell-féle fesziiltséafiiggvények:
xyz KR-ben:
(?Hxx 0 0 u
_é U
H]=80 H, o
go 0 H_LH
2 H 2 2
R I
7z Ty ITxTy
2 2 2
g&y_s)[/’:ﬂ szz+ﬂ Hzxx wﬁ/z'tyzz'ﬂ i
1 x 1z Tylz
2 2 2
ﬁ&Z'SZD:ﬂ Hxx+ﬂ Hyy &&g&x'tszz'ﬂ Hyy
1y? q x? 1%z
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Morera-féle fesziltségfiiggvények:

xyz KR-ben:
e0 H, Huu
H]=gH, 0 H,§ H, =H,, H_=H,, H, =H
& ¥ yzU Xy yx ! xz x ! yz 7y
gH. H, O}
2 2 2 2
fi,-sP=-20 Me g oo T He ITH, T H,
Tylz TxTz TyTz 1z
1% H 1°H, . T°H, f°H
g& _SD__2 Xz 'tD= Xz 4 Xy yz
o x91z et TxTy Tx7z 1%°
ﬁ& 'SD=_ ﬂZHyX %-tDzﬂZHXy+ﬂ2Hyz_ﬂ2Hzx
c Ty Tx o fyTz TyTx o Ty?

A virtualis teljesitmény elve:

Kiindulas: az I. Cauchy-féle mozgasegyenlet

r O ¢
v/ és g TxN+qg=ar

=
X
el
+
O=
QD
1
o=
O=
QD
1
O=
D=
=
1
=

A féliileti integral két részre bonthato:

oD dV = x4 dV + ¢y TxdA+ ¢y xpdA
) ) () (»)

Adott cﬁa , \1; : B mellett a kontinuum megadott konfiguraciojaban barmilyen dinamikailag
lehetséges fesziiltségi tenzormezére és kinematikailag lehetséges sebességmezore fennall. A jobboldal
a kiilsé ER teljesitménye valamely kinematikailag lehetséges, nem tényleges sebességmezon, virtualis
(latszolagos) teljesitménynek nevezziik.
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A virtualis teljesitmény elvének kiilonféle alakjai:

1. Legyen: 'I: dinamikailag lehetséges fesziiltségi tenzormezo

\I;l , \';2 kinematikailag |ehetséges sebességmezok

A virtualis teljesitmény elve:

— I
(i ,av = 0/2 dv + (\)1’5 T d GI;
v) (a) (a)
&L =D, dV = iy xq* dV + ¢ Tl A c‘yr
( ( (a) (a)
A kiillonbségiiket képezve:
\1;_\1; d\';’ Qz_glzdg
Az eredmény:
- « ror,  r.r -
Qgx>dDdV=gcl vxq*dV + gl vxpdA az egyik alak
V) (v) (20)
2. Legyen: 'I: ) ;'I: , két dinamikailag lehetséges fesziiltségi tenzormezé
\I; kinematikailag lehetséges sebességmezo
A két fesziiltségmezé killonbsége: T - T, =dT

2 1

. A F I, £ — ! F £
Q,*>DdV=yxq"dV+ y T ,xdA+ cyxpdA

(v) o (v ) (m ()
oL, D dV = O/xq dV+ T, dA+ §xpdA
(v) (A) ()

A kiilonbségiiket véve:

c‘P'
v)

xd A amasik alak

||—|
||U>
||—|

-F
O’
(A)

Altalanositva: avirtualis teljesitmény elv variaciés alakban:

FodDdV =gyl VxqidV + gl VxpdA
) ) (»)
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~ r N -5 T LA
D+dW)=T=d voR)=d VT =5 VoL - o v 4T -
D+dW)=T T =B f

O v'xT - d VET RGav = gt VGt dv + 51 Vxpd A
€ 4 v) (%)

%

Gauss-tétellel atalakitva:

*Q

r 1 r I r I
v><1><dA= A v><1><dA+ a v><1><dA

ey
|

») ) (V)
o \EX(lxn - p)dA- o \5><(1><N+ qa)dv:o
(a) (v)
fesz.pf. |. Cauchy-féle mozg. e.

A virtualis teljesitmény elve biztositja a teljesiil ésiiket, vagyis helyettesiti azokat.

Kiegészitd virtualis teljesitmény elv variacios alakban:

Igazolas nélkiil:

=

xd A

=

op xd = ¢«
(v) (A)

Haaz a° b , akkor c']a :c'] , minden érvényben marad, csak a dinamikailag lehetséges fesziiltségi
tenzormezo helyett statikailag |ehetséges a fesziiltségi tenzormezao.
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Elvileg az 6sszes lehetséges mezot vizsgalni kellene, helyette a feladatra leginkabb jellemzé mezot
vizsgaljuk. Kozelité megoldasok keresésére alkamas elv. A kontinuum pillanatnyi konfiguraciojara
vonatkozik.

A virtudlis teljesitmény elv a kezdeti konfiguracidban:

dF =T xhdA=Txd A
r — r_ =
Felhasznalva a dF=FxdF° osszefiiggéseket,
r = r
dF°=T°xdA°

Adott |y, 1 A és F eseténallnak fenn. A d \'/ c'qa mennyiségeket at kell transzformalni a kezdeti
konfiguracioba.

Tovabbi alakok:

Virtualis teljesitmény elve:

? /
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