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rrrr

 

 
0T  II. Piola –  Kirchhoff –  fé le feszültségi tenzor a kezdeti konfigurá ció ban. Szimmetrikus tenzor. 

 
Így: 000 AdTFd

rr
⋅=  

 
 
Az alakvá ltozá s lineá ris elmé letében: 
 
 

 1;1; 00
0 =====

Vd
Vd

Ad
AdAdAd VA λλ

rr
 

 
A há rom feszültségi tenzor  ( )0,, TST   azonos. 
Helyettük: 
  nAdFd n

rrrr
⋅=⋅= σρσ ;  haszná lható . 

 
 
Peremfelté telek: 
 
 
A kontinuum felületén (peremén) é rtelmezett egyenletek, megadjá k a jellemző  vektor- és tenzormező k 
ott felvett é rtékeit és a rá juk vonatkozó  korlá tozá sokat. 
 
Ké t alapvető  típus: 
 

− Kinematikai peremfelté tel: a felület  (Av)  vagy  (Au)  részén elő írjuk a vr  - t vagy ur  - t. 
 

vAxvv ∈=
~rr   sebességi peremfelté tel 

 

uAxuu ∈=
~rr   elmozdulá si peremfelté tel 

 
− Dinamikai vagy feszültségi peremfelté tel: a teljes felület Ap  részén elő írt a felületen megoszló  

ER sűrűsége. 
 

pn AxpnT ∈=⋅=
~rrr

ρ  
 
 
Tová bbi típus: vegyes peremfelté tel 
 
Ugyanazon a felületrészen részben kinematikai, részben feszültségi elő írá sok vannak. 
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Pl.  Am1  felületrészen elő írtak:  -   normá lirá nyú feszültség  np~  

- normá lisra merő leges sebesség  Av~r  
 

( ) ( ) A

mn

vnvnvnvn

AxpnTn
~

~
1

rrrrrrrr

rr

=⋅⋅−=××

∈=⋅⋅
 

 
Fordítva is szerepelhetnek, illetve a sebesség helyett elmozdulá s is lehet. 
A felületrészeknek együtt a teljes felületet kell adni. 
 
A peremfelté telekre mindig fenná ll: 
 

 

( ) ( )

( ) ( ) 0
~~

0~~

=−⋅⋅−

=−⋅⋅−

pnTuu

vagy
pnTvv

rrrr

rrrr

 

 
A  uvp ~,~,~ rrr  - ra ké t eset lehetséges: 

- adott pontban az egyik vektor adott 
- normá l és é rintő  síkba eső  kiegészítő  pá r adott 

 
Az alakvá ltozá s lineá ris elmé letében a Cauchy –  fé le  T  helyett  σ   szerepel a peremfelté telekné l. 
Az alakvá ltozá s lineá ris elmé letében  ε  - ra tová bbi peremfelté telek írható k fel. 
Csak felsorolva ezeket: 

- kompatibilitá si peremfelté tel 
- alakvá ltozá si peremfelté tel 
- csatlakozá si peremfelté tel 

 
 
A kontinuummechanika alaptö rvényei 
 
A tömegmegmaradá s elve: 
 
Tömegsűrűség: 
 
Kezdeti konfigurá ció ban: ρ0 
Pillanatnyi konfigurá ció ban: ρ 
 
  mdVdVd == ρρ 00  mindig fenná ll 
Á talakítva: 
 

  
( )
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1
1

11 010

0

0
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Az alakvá ltozá s lineá ris elmé letében:  ρ = ρ0 
 
  

( )
Vdm

V
∫= ρ  

 
A tömegmegmaradá s elve: 
 

  
( )

0=









=

•

• ∫ Vdm
V

ρ  

 
Á talakítva: 
 

  

( )
( )

( )( )
( )

0

0

=∇⋅+

=+

∫

∫
•

••

Vdv

VdVd

V

V

r
ρρ

ρρ

 

 
(V) tetsző leges, ezé rt 
 
  ( ) 0=∇⋅+• vrρρ  kontinuitá si egyenlet 
 

A  ( ) v
t

r
⋅∇+

∂
∂

=• ρ
ρ

ρ   materiá lis idő  szerinti derivá ltat felhaszná lva a má sik alakja: 

 

  ( ) ( ) ( ) 0=∇⋅+
∂
∂

=∇⋅+⋅∇+
∂
∂ v

t
vv

t
rrr

ρ
ρ

ρρ
ρ  

 
 
A kontinuitá si egyenlet felírá sa má sként: 
 

 
( ) ( )

0=⋅+
∂
∂

= ∫∫•

SB

AdvVd
t

m
rr

ρ
ρ  B - a vonatkoztatá si KR helytá lló  té rtartomá nya 

      S - ennek a felülete 
 
A Gauss-fé le integrá lá talakítá si té tellel: 
 

  ( )
( )

0=







∇⋅+

∂
∂

= ∫•

B

Vdv
t

m r
ρ

ρ  

 
Mivel B tetsző leges, ezé rt 
 

  ( ) ∇⋅+
∂
∂ v

t
r

ρ
ρ  = 0 kontinuitá si egyenlet 

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


 79

Ö sszenyomhatatlan (inkompresszibilis) kontinuum esetén: 
 
 00;0;1 0 =∇⋅=→==→== • vDIVV

r
ρρρελ  

 
 
A dinamika alapté tele: 
 
 
A kontinuum vagy bá rmely kontinuumrész kinetikai VR-e - ( ennek  ρar   a sűrűségvektora) –  
egyené rtékű a rá  ható  külső  ER-rel. 
 
Az egyené rtékűség felté telei: 
 

  ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
∫∫∫

∫∫∫

×+⋅×=×

+⋅=

VAV

VAV

VdqrAdTrVdar

VdqAdTVda

rrrrrr

rrr

ρ

ρ

 

 
 ar  gyorsulá s; qr  té rfogati ER sűrűségvektora 
 
 
Á talakítá sok Gauss-té tellel: 
 
 

 ( ) ( )

( )
( )

( )
∫∫

∫∫

∇⋅×=⋅×

∇⋅=⋅

VA

VA

VdTrAdTr

VdTAdT

rrr

r

 

 
 

( ) ∇⋅×
↓

Trr   á talakítá sa: 

 
 

( )
( ) ∇⋅×+=∇⋅×+×+×+×−=

=∇⋅×+⋅×+⋅×+⋅×=∇⋅×+∇⋅×=∇⋅×
↓↓

TrTTreee

TreTeeTeeTeTrTrTr

xzzyyxx

zzyyxx
rrrrrrrrr

rrrrrrrrrr

2ρρρ
 

 
Behelyettesítve: 
 

 

( )
( )

( )[
( )

] 02

0

=−−∇⋅−×

=−∇⋅−

∫

∫

VdTqTar

VdqTa

x
V
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rrrr

rr

ρ

ρ
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Mivel  V  tetsző leges, 
 
 ρaqT rr

=+∇⋅   I. Cauchy-fé le mozgá segyenlet 
 
 T

x TTT =→= 0
rr

  adó dik, mert a Cauchy-fé le feszültségi tenzor szimmetrikus 
    II. Cauchy-fé le mozgá segyenlet 
 
Ha  :0

rr
=a  

  0
rr

=+∇⋅ qT   Az I. Cauchy-fé le mozgá segyenlet = egyensúlyi egyenlet 
 
A feszültségi tenzor helykoordiná tá któ l való  függése olyan legyen, hogy elégítse ki az I. Cauchy-fé le 
mozgá segyenletet és a feszültségi peremfelté telt. 
 
 
A mechanikai energia-té tel: 
 
 
Kiindulá s: 

  

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) DTWDTvTTv

TvTvTv

vvvvvav

qvTvav
qTav

⋅⋅=+⋅⋅=∇⋅⋅=∇⋅⋅

∇⋅⋅−∇⋅⋅=∇⋅⋅

=⋅=⋅=⋅

⋅+∇⋅⋅=⋅

+∇⋅=⋅

↓

↓

•••

o
rr

rrr

rrrrrr

rrrrr

rrr

2

2
1

2
1

/

ρρρρ

ρ

ρ

 

 
Mivel  T   szimmetrikus,  W   antiszimmetrikus, ezé rt  0=⋅⋅ WT . 
 
Így:  ( ) ( ) DTTvTv ⋅⋅−∇⋅⋅=∇⋅⋅

rr  
 
 
Behelyettesítve és integrá lva  (V) –  n: 
 

 ( )
( )

( )
( )( )( )

∫ ∫ ∫∫ ⋅+⋅⋅−∇⋅⋅=
•

V V VV

VdqvVdDTVdTvVdv rrr
ρ2

2
1  

 
A kontinuum kinetikai energiá ja: 
 

 
( ) ( )

∫∫ ==
VV

mdvVdvT 22

2
1

2
1

ρ  
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A fajlagos (té rfogategységre vonatkozó ) feszültségteljesítmény: 
 
 DTM ⋅⋅=Φ  
 
A kontinuum belső  ER-nek teljesítménye (belső  mechanikai teljesítmény): 
 
 

( ) ( )
∫∫ ⋅⋅−=−=
VV

MB VdDTVdP Φ  

 
A kontinuum külső  (té rfogati és felületi) ER-nek teljesítménye (külső  mechanikai teljesítmény): 
 
Gauss-té tellel á talakítva: 
 
 

( )( )
∫ ∫ ⋅⋅+⋅=
V A

K AdTvVdqvP
rrrr  

 
Behelyettesítések utá n adó dik a mechanikai energiaté tel globá lis alakja: 
 
 KB PPT +=•  
 
A mechanikai energiaté tel loká lis alakja: 
 

 ( ) ( ) qvTvv M
rrr

⋅+∇⋅⋅=+
•

Φρ 2

2
1  

 
Nem alaptörvény, mert az I. Cauchy-fé le mozgá segyenletbő l matematikai á talakítá sokkal adó dik. 
 
T   és  D  felbontható  izotró p és deviá toros részre: 
 

 
′+=′+=

′+=′+=

DIDDDD

TITTTT

I
i

I
i

3

3  

 
DI , TI  első  skalá r invariá nsok.  0,0 =′=′ II DT . 
 
A fajlagos feszültségteljesítmény így: 
 

 ′⋅⋅′+=⋅⋅= DTDTDT II
M 3

Φ  

 
A kezdeti és a pillanatnyi konfigurá ció ban is szá mítható . 
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 ( ) ( ) 01010 ;;1 VdJVdFEFDFTF
J

T
TT =⋅⋅=⋅⋅= −•−  

 
felhaszná lá sá val fenná llnak a következő  képletek is: 
 

( )

( )
( )

( )
∫∫

•

•

⋅⋅=⋅⋅=−

⋅⋅=⋅⋅

0

000

00
0

VV
B VdETVdDTP

ET
Vd
VdDT

 

 
 
A termodinamika I. fő té tele: 
 
Az energiaegyenlet: 
 
É rtelmezések: 
 
Fajlagos belső  energia: (té rfogategységre vonatkozó ) eB ρ 
 
A kontinuum belső  energiá ja:  

( )
∫=
V

BB VdeE ρ  

 
Fajlagos hő forrá s sebesség:  r ρ 
 
Fajlagos hő á ram:   h

r
 

 
Fajlagos hő teljesítmény:  ∇⋅−= hrQ

r
ρΦ  

 
 
A kontinuum külső  hő teljesítménye: 
 
 
 ( )

( )( ) ( ) ( )
∫∫∫ ∫ ∇⋅−=∇⋅−==
VVV V

QQ VdhVdrVdhrVdP
rr

ρρΦ  

 
Gauss-té tellel á talakítva: 
 
 

( ) ( )
∫∫ ⋅−=
AV

Q AdhVdrP
rr

ρ  

 
A mechanikai és hő jelenségeket együtt véve a termodinamika I. fő té tele: 
 
 
 ( ) QKB PPET +=+ •  
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Részletesen kiírva integrá l alakban: 
 

( )( ) ( )( ) ( )( )
∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ⋅−+⋅⋅+⋅=










+

•

V AV AV V
B AdhVdrAdTvVdqvVdeVdv

rrrrr
ρρρ2

2
1  

 
Szavakban:  a kontinuum kinetikai és belső  energiá já nak materiá lis idő  szerinti derivá ltja megegyezik a 
külső  mechanikai és hő teljesítménnyel. 
 
A  ( ) ( ) 0== •• mdVdρ   felhaszná lá sá val: 
 

 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )
∫∫

∫∫

∫∫∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∇⋅=⋅
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⋅==










⋅−+⋅⋅+⋅=









+

•

•

•

•

•
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V
B

V
B

VVV

V AV AV V
B

VdhAdh

VdeVde

VdavVdvVdv

AdhVdrAdTvVdqvVdeVdv

rrr

rr

rrrrr

ρρ

ρρρ

ρρρ
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2
1

2
1

2
1

 

 
Gauss-fé le á talakítá ssal: 
 

( )
( )

( )

( )

( )WDTTv

LTTvvTTvTvTvTv

VdTvAdTv
VA

+⋅⋅+





 ∇⋅⋅=

=⋅⋅+





 ∇⋅⋅=∇⋅⋅+






 ∇⋅⋅=∇⋅⋅+






 ∇⋅⋅=∇⋅










⋅

∇⋅⋅=⋅⋅

↓

↓↓↓↓↓

∫∫

r

r
o

rrrrr

rrr

 

 
Visszahelyettesítve: 
 

( ) ( )
∫∫ 








⋅⋅+






 ∇⋅⋅=⋅⋅

↓

VA

VdDTTvAdTv rrr  

 
A termodinamika I. fő té telébe helyettesítve:  (Egyetlen té rfogati integrá lba írható ) 
 
 

[ ] ( )[ ]{ }
( )

0=∇⋅+−⋅⋅−+−∇⋅−⋅∫ • VdhrDTeqTav
V

B

rrrr
ρρρ  

         = 0    I. Cauchy-fé le mozgá segyenlet 
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(V) tetsző leges, ezé rt 
 

( ) ∇⋅−+⋅⋅=• hrDTeB

r
ρρ   A termodinamika I. fő té telének loká lis 

      (pontbeli) alakja 
            φ Μ             φ Q   Má sként: a kontinuummechanika  
       energiaegyenlete 
 
 
Tömörebben felírva: 
 
  ( ) QMBe ΦΦρ +=•  
 
A fajlagos belső  energia megvá ltozá sa = a fajlagos feszültségteljesítmény ( a fajlagos belső  mechanikai 
teljesítmény) és a fajlagos hő teljesítmény. 
 
 
A termodinamika II. fő té tele: 
 
Az entró piaté tel: 
 
É rtelmezések: 
 
Fajlagos entró pia: s ρ 
 
Kontinuum entró piá ja: 
 
   

( )
∫=
V

VdsS ρ  

 
Hőmé rséklet:  θ 
 
 
A termodinamika II. fő té tele: 
 
 

 
( )( ) ( )

AdhVdrVdsS
AV V

r
r

⋅−〉= ∫∫ ∫••

θθ
ρ

ρ  Entró pia té tel, vagy Clausius-Duhem-fé le 

       egyenlő tlenség 
 
Gauss-té tellel á talakítva: 
 

 
( ) ( ) ( )

( ) VdhhVdhAdh

VVA



∇⋅
−



 ∇⋅
=∇⋅=⋅ ∫∫∫ 2θ

θ
θθθ

rrr
r

r
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Egy integrá lba írva: 
 

 ( )
( )( )

VdhhrVds
V V
∫ ∫ 







 ∇⋅
+

∇⋅
−〉•

2θ
θ

θθ
ρ

ρ
rr

 

 
Mivel  (V)  tetsző leges, ezé rt 
 

 ρ•s θ  >  
( ) ( )

θ
θ

Φ
θ
θ

ρ
∇⋅

+=
∇⋅

+∇⋅−
hhhr Q

rr
r

 

 
Az I. fő té tel felhaszná lá sá val má sik alakot kapunk: 
 

 ( ) ( ) 0〉
∇⋅

−+− ••

θ
θ

Φρθρ
hes MB

r

 

 
Fajlagos disszipá ció s teljesítmény: (sohasem negatív) 
 
 ( )[ ] ( )[ ] 0≥−−⋅⋅=−−= •••• seDTse BBMD θρθρΦΦ  
 
Az entró pia té tel ezzel: 
 

 
( ) 0〉

∇⋅
−

θ
θ

Φ
h

D

r

 

 
Ha a  φD = 0, akkor  ( )∇⋅ θh

r
 < 0  adó dik. 

 
Azaz:  az entró pia té tel összhangban van azzal a megfigyeléssel, hogy a hő  mindig a melegebb helyrő l 
á ramlik a hidegebb hely felé  (vagyis a hőmé rséklet gradiensével ellenté tes irá nyba) 
 
A fajlagos disszipá ció s teljesítménnyel az energia egyenlet is á tírható  má s alakba: 
 
 QDs ΦΦθρ +=•  
 
 
A kontinuummechanika speciális vektor- és tenzormező i 
 
 
A speciá lis mező k eleget tesznek a kontinuummechanika egyes egyenleteinek, má s egyenleteket 
viszont nem elégítenek ki. 
 
 
Kinematikailag lehetséges sebességmező : 
 

− kellő en sokszor derivá lható  
− kielégíti a sebességi peremfelté telt 
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( )vAxvv ∈=
~ˆ rr   v~r   elő írt é rték 

 
A kinematikailag lehetséges alakvá ltozá s-sebesség mező  elő á llítható : 
 

 ( )vvD ˆˆ
2
1ˆ r

oo
r

∇+∇=  

 
Kompatibilis alakvá ltozá s-sebesség tenzormező : 
 

A  





 ∇+∇=

∗∗∗

vvD r
oo

r

2
1   egyenletnek van megoldá sa  

∗

vr  -ra. Ha van, akkor végtelen sok van és azok 

csak a merevtestszerű sebességmező ben különbözhetnek egymá stó l. 
 
Kielégíti a kompatibilitá si peremfelté telt: 
 

 ( )VxD ∈=∇××∇
∗

0  
 

Ha a  
∗

vr   kielégíti a sebességi peremfelté telt, akkor 
 

 
( )

DD

Axvv v

ˆ

ˆ

=

∈=
∗

∗rr

 

 
 
Kinematikailag lehetséges elmozdulá smező : 
 

− kellő en sokszor derivá lható  
− kielégíti az elmozdulá si peremfelté telt 

 
( )uAxuu ∈=

~ˆ rr  
 

Az alakvá ltozá s lineá ris elmé letében: 
 

 ( )uu ˆˆ
2
1ˆ r

oo
r

∇+∇=ε   kinematikailag lehetséges alakvá ltozá si tenzormező  

 
Kompatibilis alakvá ltozá si tenzormező : 
 

A  





 ∇+∇=

∗∗∗

uu r
oo

r

2
1

ε   egyenletnek van megoldá sa  
∗

ur  -ra. Ha van, akkor végtelen sok van és azok 

csak a merevtestszerű elmozdulá smező ben különbözhetnek egymá stó l. 
 
Kielégíti a kompatibilitá si peremfelté telt: 

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


 87

 

 0=∇××∇
∗

ε  
 

Ha a  
∗

ur   kielégíti az elmozdulá si peremfelté telt, akkor 
 

 
( )

εε ˆ

~ˆ

=

∈==
∗

∗

uAxuuu rrr

 

 
 
Dinamikailag lehetséges feszültségi tenzormező : 
 
 

− Adott  ar   és  qr   esetén kielégíti a Cauchy-fé le mozgá segyenleteket 
− Kielégíti a feszültségi peremfelté telt 

 
( )

( )p

T

AxpnT

VxTTaqT

∈=⋅

∈=+−=∇⋅
~rr

rr
ρ

 

 
 
Statikailag lehetséges feszültségi tenzormező : 
 
 
 0

rr
=a   esetén 

 
Az alakvá ltozá s lineá ris elmé lete esetén  T   helyett  σ   kell. 
 
A tényleges (megvaló suló ) mező k a lehetséges mező k valamelyiké t jelentik. 
 
 
Ké t kinematikailag lehetséges sebességmező     különbségé t  

kinematikailag lehetséges alakvá ltozá s-sebességmező   
kinematikailag lehetséges elmozdulá smező   
kinematikailag lehetséges alakvá ltozá si tenzormező   
dinamikailag (statikailag) lehetséges feszültségi tenzormező   
 
 
virtuá lis sebességmező nek    nevezzük. 
virtuá lis alakvá ltozá s-sebesség mező nek 
virtuá lis elmozdulá smező nek 
virtuá lis alakvá ltozá si tenzormező nek 
virtuá lis feszültségmező nek 
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Jelölésük: 
 
 virtuá lis sebességmező :   vrδ  

virtuá lis alakvá ltozá s-sebesség mező :  Dδ  
virtuá lis elmozdulá smező :   urδ  
virtuá lis alakvá ltozá si tenzormező :  εδ  
virtuá lis feszültségmező :    σδδ vagyT  
 
 

A virtuá lis mező kre vonatkozó  peremfelté telek és mező egyenletek: 
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( ) ( )
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( ) ( )
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( )

( )
( )Vx

Axn

VxTTT

AxnT

Vxuu

Axu

VxvvD
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u
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∈==∇⋅

∈=⋅

∈==∇⋅
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Egyensúlyi feszültségi tenzormező : 
 

− Kielégíti az egyensúlyi egyenletet. 
− Szimmetrikus. 
− Nem elégíti ki a feszültségi peremfelté telt. 

 
( )

( )Vx

vagy
VxTTT

T

T

∈==∇⋅

∈==∇⋅

σσσ &&&&&&
r

&&&

&&&&&&
r

&&&

0

0
 

 
Az egyensúlyi egyenlet identikusan kielégíthető , ha  T&&&  - t a  H   feszültségfüggvény tenzormező  
segítségével á llítjuk elő . 
 
H   má sodrendű, szimmetrikus, kellő en sokszor differenciá lható , egyébként tetsző leges tenzor. 
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 ∇××∇−= HTT ∆&&&  
 

∆T   az egyensúlyi egyenlet partikulá ris megoldá sa. 
 
 0

rr
=+∇⋅ qT ∆  

 
 ∇××∇− H   a  0

r
&&& =∇⋅T egyenlet á ltalá nos megoldá sa 

 
(a –  elő jel a skalá r alakú képletek miatt szükséges) 
 
A  ∇××∇− H   feszültségmező  önegyensúlyi, azaz a  ( ) nH r

⋅∇××∇−  felületi ER önmagá ban 
egyensúlyban van, ha a vizsgá lt tartomá nyt egyetlen zá rt felület hatá rolja. 
Á ltalá ban nem teljes megoldá s, vagyis nem á llítható  elő  a segítségével tetsző leges feszültségmező  több 
zá rt felülettel hatá rolt kontinuum esetén. 
 
Legyen: 
 
 ( ) IT ∇⋅−∇+∇= χχχ∆ r

o
rr

o  
 
χ − re fenná ll:  qrr

−=χ∆  
 
Így  ∆T   egyensúlyi. 
 
Igazolható , hogy 
 
 ( ) IHT ∇⋅−∇+∇+∇××∇−= χχχ

r
o

rr
o&&&  egyensúlyi feszültségmező  teljes. 

 
Ha a té rfogati ER potenciá llal rendelkezik, azaz  ψ - bő l  ψ∇−=qr , akkor a  IT ψ∆ =  vá lasztá s is 
szoká sos. 
A kompatibilitá si egyenlet matematikai alakja azonos a homogén egyensúlyi egyenlet  ∇××∇− H   
megoldá sá val g következmény: 
 

A  H   és  ( )wwH r
oo

r
∇+∇+

2
1   feszültségfüggvény tenzorokhoz ugyanaz a feszültségmező  tartozik.  

 
 wr  tetsző legesen differenciá lható  vektormező  a V –  n. 

 
wr   alkalmas vá lasztá sá val  H   há rom koordiná tá ja zé russá  tehető . A há rom nem zé rus koordiná ta 
többfé leképpen is kiadó dik. 
Nem vá ltozik a feszültségmező , ha  H  helyett  ( )WH +  - t veszünk. W   egy vektormező  
gradiensének szimmetrikus része, azaz 
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 ( )wwW r
oo

r
∇+∇=

2
1  

 
W   tetsző leges, mert  0=∇××∇ W  , mint a kompatibilitá si egyenletné l. Mivel  wr   tetsző leges, ezé rt  
W   alkalmasan vá lasztott 3 eleme is tetsző leges és ezzel  ( )WH +   ugyanazon 3 eleme zé russá  tehető . 

 
Vagyis keressük azon AB indexpá rokat, amelyekre   WAB = ½  ( WA,B + WB,A )  tetsző leges. 
Azaz bá rmely  WAB  esetén lé tezik  wr  -re megoldá s. Ekkor  HAB = 0 és  HRS ≠ 0. 
 
Az AB  és  RS  indexpá rok kiadjá k az összes elemet. 
 
Pl. AB: 12, 13, 23  RS: 11, 22, 33 Maxwell-fé le feszültségfüggvény tenzor 
 AB: 11, 22, 33  RS: 12, 13, 23 Morera-fé le feszültségfüggvény tenzor 
 
Lehetséges indexpá rok RS-re: 17 db 
 
  11, 22, 12 
  11, 22, 23  Az 1, 2, 3 indexek ciklikus cseré jével. 
  11, 22, 31 
  11, 12, 23 
 
Nem vezet megoldá sra: 
 
  AB:    RS: 
       11, 22, 12         13, 23, 33 
       11, 33, 13         12, 22, 23 
       22, 33, 23         11, 21, 31 
 
Legismertebbek: 
 
A Maxwell-fé le feszültségfüggvények: 
 
xyz KR-ben: 
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Morera-fé le feszültségfüggvények: 
 
xyz KR-ben: 
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A virtuá lis teljesítmény elve: 
 
 
Kiindulá s:  az I. Cauchy-fé le mozgá segyenlet 
 

 

( )

( ) ( )
∫∫

∫

=⋅+





 ∇⋅⋅

=−==+∇⋅

=+∇⋅⋅

↓

V

a

V

Taa

V

VdqvVdTv

TTaqqqT

aqTésv

0

0

/

rrrr

rrrrr

rrr

ρ

ρ

 

 
A  ( ) ( ) DTTvTv ⋅⋅−∇⋅⋅=∇⋅⋅

rr   felhaszná lá sá val és a Gauss-fé le á talakítá ssal: 
 
 

( )( )( )
∫ ∫ ∫ ⋅⋅+⋅=⋅⋅
V V A

a AdTvVdqvVdDT
rrrr  

 
A felületi integrá l ké t részre bontható : 
 
 

( )( )( ) ( )
∫∫ ∫ ∫ ⋅+⋅⋅+⋅=⋅⋅

pv AV V A

a AdpvAdTvVdqvVdDT ~~ rrrrrr  

 
Adott  pvq a ~,~, rrr   mellett a kontinuum megadott konfigurá ció já ban bá rmilyen dinamikailag 
lehetséges feszültségi tenzormező re és kinematikailag lehetséges sebességmező re fenná ll. A jobboldal 
a külső  ER teljesítménye valamely kinematikailag lehetséges, nem tényleges sebességmező n, virtuá lis 
(lá tszó lagos) teljesítménynek nevezzük. 
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A virtuá lis teljesítmény elvének különfé le alakjai: 
 
1. Legyen: T  dinamikailag lehetséges feszültségi tenzormező  

  21
ˆ,ˆ vv rr  kinematikailag lehetséges sebességmező k 

 
A virtuá lis teljesítmény elve: 
 

 
( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( )
∫∫ ∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

⋅+⋅⋅+⋅=⋅⋅

⋅+⋅⋅+⋅=⋅⋅

pv

pv

AV V A

a

AV V A

a

AdpvAdTvVdqvVdDT

AdpvAdTvVdqvVdDT

~ˆ~ˆˆ

~ˆ~ˆˆ

111

222

rrrrrr

rrrrrr

 

 
A különbségüket képezve: 
 
 DDDvvv δδ =−=−

1212
ˆˆ;

~~ rrr  

 
Az eredmény: 
 
 

( )( ) ( )
∫∫ ∫ ⋅+⋅=⋅⋅

pAV V

a AdpvVdqvVdDT ~rrrr
δδδ   az egyik alak 

 
2. Legyen: 

21
; TT  ké t dinamikailag lehetséges feszültségi tenzormező  

  v̂r   kinematikailag lehetséges sebességmező  
 
A ké t feszültségmező  különbsége: TTT δ=−

12
 

 

 
( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( )
∫∫ ∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

⋅+⋅⋅+⋅=⋅⋅

⋅+⋅⋅+⋅=⋅⋅

pv

pv

AV V A

a

AV V A

a

AdpvAdTvVdqvVdDT

AdpvAdTvVdqvVdDT

~ˆ~ˆˆ

~ˆ~ˆˆ

11

22

rrrrrr

rrrrrr

 

 
A különbségüket véve: 
 
 

( ) ( )
∫∫ ⋅⋅=⋅⋅

vAV

AdTvVdDT
rr

δδ
~ˆ  a má sik alak 

 
Á ltalá nosítva: a virtuá lis teljesítmény elv variá ció s alakban: 
 
 

( )( ) ( )
∫∫ ∫ ⋅+⋅=⋅⋅

pAV V

a AdpvVdqvVdDT ~rrrr
δδδ  
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A  DT δ⋅⋅   á talakítá sa: 
 

( ) ( ) 





 ∇⋅⋅−∇⋅










⋅=∇⋅⋅=∇⋅⋅=+⋅⋅=⋅⋅

↓↓↓

TvTvTvvTWDTDT rrr
o

r
δδδδδδδ

 

( )( ) ( )
∫∫ ∫ ⋅+⋅=


















 ∇⋅⋅−∇⋅










⋅

↓↓

pAV V

a AdpvVdqvVdTvTv ~rrrrrr
δδδδ  

 
 
Gauss-té tellel á talakítva: 
 

 
( ) ( ) ( )

0
v

rrrrrr

↓

⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅ ∫∫∫ AdTvAdTvAdTv
pv AAA

δδδ

 

 
     0 
 

( ) ( )( ) ( )
∫∫ ∫∫ ⋅+⋅=






 ∇⋅⋅−⋅⋅

↓

pp AV V

a

A

AdpvVdqvVdTvAdTv ~rrrrrrr
δδδδ  

 
Egyoldalra rendezve és összevonva: 
 

( ) ( )
( )

( )( )

( )
( )

( )
( )
∫∫

∫ ∫∫∫

=+∇⋅⋅−−⋅⋅

=⋅−∇⋅⋅−⋅−⋅⋅

V

a

A

V V

a

AA

VdqTvAdpnTv

VdqvVdTvAdpvAdnTv

p

pp

0
~

0
~

rrrrr

rrrrrrr

δδ

δδδδ

 

 
     fesz.pf.  I. Cauchy-fé le mozg. e. 
 
A virtuá lis teljesítmény elve biztosítja a teljesülésüket, vagyis helyettesíti azokat. 
 
 
Kiegészítő  virtuá lis teljesítmény elv variá ció s alakban: 
 
Igazolá s né lkül: 
 
  

( ) ( )
∫∫ ⋅⋅=⋅⋅

vAV

AdTvVdTD
rr

δδ
~  

 
Ha az  0

rr
≡a  ,  akkor  qq a rr

=  ,  minden é rvényben marad, csak a dinamikailag lehetséges feszültségi 
tenzormező  helyett statikailag lehetséges a feszültségi tenzormező . 
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Elvileg az összes lehetséges mező t vizsgá lni kellene, helyette a feladatra leginká bb jellemző  mező t 
vizsgá ljuk. Közelítő  megoldá sok keresésé re alkalmas elv. A kontinuum pillanatnyi konfigurá ció já ra 
vonatkozik. 
 
 
A virtuá lis teljesítmény elv a kezdeti konfigurá ció ban: 
 
 
 ( )

( )( ) ( )
00000 ~

00 0

AdpvVdqvVdET
pA

A
a

V V
v

rrrr
⋅+⋅=⋅⋅ ∫∫ ∫

•
δλδλδ  

 

Felhaszná lva a  
000

0

AdTFd

FdFFd

AdTAdnTFd

rr

rr

rrr

⋅=

⋅=

⋅=⋅=

 összefüggéseket, 

 
 ( ) ( ) 000 AdTFFdFAdTFd

rrrr
⋅⋅=⋅=⋅= δδδδ  

 
Kiegészítő  virtuá lis teljesítmény elv a kezdeti konfigurá ció ban: 
 
 
 ( )

( )( )
∫ ∫ ⋅⋅⋅=⋅⋅

•

0 0

00000 ~

V A
A

v

AdTFvVdTE
rr

δλδ  

 
Adott  λ v , λ A  és  F   esetén á llnak fenn.  A  aqv rr ,δ   mennyiségeket á t kell transzformá lni a kezdeti 
konfigurá ció ba. 
 
 
Tová bbi alakok: 
 
 
Virtuá lis teljesítmény elve: 
 

( )( )( ) ( )
∫∫ ∫ ∫ ⋅+⋅⋅+⋅=⋅⋅

pv AV V A

a AdpvAdTvVdqvVdDT ~ˆ~ˆˆ rrrrrr  

 
Kiegészítő  virtuá lis teljesítmény elve: 
 
 

( )( )( ) ( )
∫∫ ∫ ∫ ⋅+⋅⋅+⋅=⋅⋅

pv AV V A

a AdpvAdTvVdqvVdDT ~~ rrrrrr  
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