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Vonalelemek á ltal bezá rt szög materiá lis idő szerinti derivá ltja: 
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Alakvá ltozá si gradiens materiá lis idő szerinti derivá ltja: 
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A pillanatnyi konfigurá ció  alakvá ltozá si tenzorainak materiá lis idő szerinti derivá ltjai: 
 
Baloldali Cauchy-Green-fé le alakvá ltozá si tenzor: 
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Cauchy-fé le alakvá ltozá si tenzor: 
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Almansi-Euler-fé le alakvá ltozá si tenzor: 
 
 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

DEEDDEEEEWWEEE

EEEE

EEDEEDDE

WEDEEWEDDE

WDWDL

WDL
LEELDE

LELELLE

LEIEILE

LBBLBE

BIE

TTT

T

TT

T

T

⋅−⋅−=×−×+=⋅−⋅+=

×+×−=

×+×−⋅−⋅−=

⋅−⋅−⋅+⋅−=

−=+=

+=

⋅−⋅−=

⋅−+⋅−=

⋅−+−⋅=

⋅+⋅=−=

−=

••∇

∇•

•

•

•

•

•

−−•−•

−

ωω

ωω

ωω

rr

rr

rr

22
2
1

22
2
1

2
1

2
1

2
1

111

1

 

 
 
Jaumann-fé le objektív idő szerinti derivá lt vagy Jaumann-fé le derivá lt. Bá rmely Euler-fé le tenzorra 
é rtelmezhető. 
 
Pl. Legyen:  H   egy Euler-fé le tenzor 
 
 HHHHWWHHH ×−×+=⋅−⋅+= ••∇ ωω

rr  
 
 
A Jaumann-fé le derivá lt nem veszi figyelembe a kontinuumelem merevtestszerű  forgá sá bó l szá rmazó  
sebességé t. 
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Ö sszefüggés az  E   és  0E   materiá lis derivá ltjai között: 
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Az  0EFEF T =⋅⋅   felhaszná lá sá val: 

 
( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) FDFE

FLEFFELFFLEFFDFFELFE

FLEFFELLEDFFELFE

FEFFEFFEFE

T

TTTTTTT

TTTTT

TTT

⋅⋅=

⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅+⋅⋅−⋅−⋅+⋅⋅⋅=

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

•

•

•

••••

0

0

0

0

 

 
Ugyanaz az eredmény adó dik. 
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Tenzormezőn vett integrá l materiá lis idő szerinti derivá ltja: 
 
Legyen: H (x, y, z, t)  Euler-fé le tenzormező 
 
t időpontban:  
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∫=
V

VdHJ  

 
Materiá lis idő szerinti derivá ltja: 
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Az integrandusz á talakítá sa: 
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Gauss-té tellel á talakítva: 
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A felületi integrá l má s alakban: 
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o  S-re vonatkozó  fluxus 

 
nr  az S felület külső normá lisa 

 
 
Tömegre vonatkozó  integrá l: 
 
 
  

( ) ( )
∫∫ ==
Vm

VdGmdGJ ρ  ρ = tömegsű rű ség 

 
 
Mivel  (dm)• = 0, ezé rt a materiá lis idő szerinti derivá lt: 
 
  

( ) ( )
∫∫ ••• ==
Vm

VdGmdGJ ρ  
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Fizikailag objektív idő szerinti derivá ltak: 
 
 
Az időtől függő tenzormezők időbeli vá ltozá sá nak sebességei vizsgá lható k egymá shoz képest mozgó  
koordiná ta-rendszerekben. Azt is meg kell adni, hogy melyik KR-ben é rtelmezzük a sebességet. 
 
 

KR – ek egymá shoz viszonyított mozgá sa 
 
 
 
 
 

  merevtestszerű       tetszőleges 
 

A tenzorok transzformá ció s má trixai 
 

  időtől függenek     időtől függenek 
 
    ortogoná lis transzformá ció        tetszőleges transzformá ció  
 
 
Fizikailag objektív (objektív) tenzorok: (idő szerinti derivá ltak) 
 
Egymá shoz tetszőlegesen mozgó  KR-ek esetén is KR-től függetlenül é rtelmezhetők, vagyis tetszőleges 
transzformá ció val szemben invariá nsok. 
 
Szű kebb é rtelemben: 
 
Csak ortogoná lis transzformá ció ra vonatkozik (egymá shoz képest merevtestszerű en mozgó  KR) 
 
Jaumann-fé le derivá lt: 
 
Fizikailag objektív, de csak ortogoná lis transzformá ció val szemben 
 
D   alakvá ltozá s-sebesség tenzor: fizikailag objektív 
 
Ezeken kívül még szá mos má s fizikailag objektív tenzor és idő szerinti derivá lt é rtelmezhető. 
 
 
Kontinuum alaká ltozá sá nak lineá ris elmélete 
 
Kis alakvá ltozá s: 
 
 1;1 12 〈〈〈〈 γε s  
 
Az  E   és  0E   koordiná tá inak abszolut é rtéke  << 1. 
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De  ∇∇ o
r

o
r uésu 00   gradiensek koordiná tá inak abszolut é rtéké re nem következik ugyanez. 

 
Pl. nagy merevtestszerű  szögelfordulá s 
 nagy elmozdulá s koordiná tá k – nagy hajlékonysá gú laprugó k 
 
 
Az alakvá ltozá s lineá ris elmé lete (linearizá lt elmé lete): 
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Az alakvá ltozá s lineá ris elmé letében a fenti mennyiségek szorzatait elhanyagoljuk. 
 
Itt is fenná ll: 1;1 12 〈〈〈〈 γε s  
 
 
Jellemző egyenletek: 
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Mivel a  ( ) 10000 ,,,

−
UUEC   tenzorok főtengelyei azonosak, így 
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Az alakvá ltozá s lineá ris elmé letében nincs különbség a kezdeti és pillanatnyi konfigurá ció ban felírt 
alakvá ltozá si mennyiségek között. Ezé rt a kezdeti konfigurá ció ban é rtelmezett mennyiségekkel 
dolgozunk, nem haszná ljuk a  0  jelölést. 
 
 
Pé lda: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1,05,02,0 0

,
0

,
0
, === xzxyxx uuu  

 
Mekkora az  x irá nyú 0

xε   fajlagos nyúlá s? 
 
A nemlineá ris elmé let szerint: 
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Ebből: 
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A lineá ris elmé let szerint: 
 
 =⋅⋅= 0000  xxxx eEeE rr 0

,xxu  = 0,2 
 
 ( ) 2,000 == xxlx Eε  
 
Az elté rés jelentős: 
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 ,  szá zalékosan  34,17 % 

 
Ha a felvett adatok tizedé t vesszük: 
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, === xzxyxx uuu  

 
A nemlineá ris elmé let szerint: 
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2
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 ( ) 02127,01043,10 =−=nlxε  
 
A lineá ris elmé let szerint: 
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Az elté rés jelentősen csökken: 
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 ,  szá zalékosan 5,97 % 

 
A kiinduló  adatok szá zadrészé t véve: 
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 ,  szá zalékosan 0,65 % 

 
Az elmozdulá sgradiens koordiná tá k abszolut é rtékeinek csökkenésével jelentősen csökken a hiba. 
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Síkbeli feladat: 
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Az  00

yx eése rr   irá nyú vonalelemek szögelfordulá sa: 
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Kis fajlagos nyúlá sok és szögvá ltozá sok mellett is lehetnek nagy merevtestszerű  forgá sok. 
 
Az elmozdulá smező gradiensének additív felbontá sa: 
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Innen szá rmazik a Ψ  neve. 
 
Ha a  Ψ   és  R  megkülönböztetésé re nincs szükség, akkor  Ψ  forgá stenzor. 
 
 ψψΨ

rrrr rdrd ×=⋅  = forgá svektor 
 
Az alakvá ltozá s lineá ris elmé letének vá ltozó i és egyenletei: 
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η   inkompatibilitá si tenzor 

 
 
Az alakvá ltozá si tenzor és a forgá stenzor koordiná tá i: 
 
 
Az alakvá ltozá s lineá ris elmé lete szerint  a  rd r  vonalelem végpontjá nak a kezdőponthoz viszonyított 
elmozdulá sa: 
 
 ( ) rdrdrdrdrduud rrrrrr

o
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×+⋅=⋅+⋅=⋅∇= ψεΨε  
 
A kezdeti konfigurá ció   P-ben felvett  er   egységvektorá nak elmozdulá sa  eur  : 
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  alakvá ltozá sbó l merevtestszerű  forgá sbó l 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Az  er   irá nyú fajlagos nyúlá s:  az  eα
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r
  (és  ε e) síkjá ban. 
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Síkbeli esetben: 
 

 

zz

yz

xz

e
ue
ue

rr

rr

rr

ψψ =

=⋅
=⋅

0
0

 esetén 

 

e 

ε e 

u e 
β e 

α e 

. 
. 

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


66 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

xyyxxyyxyxxy

yyyyyyy

xxxxxxx

eeeeee
ueeee
ueeee

ααεεγγ

αεε

αεε

rrrrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

⋅+⋅=⋅⋅=⋅⋅==

⋅=⋅=⋅⋅=

⋅=⋅=⋅⋅=

22

 

 
Ebből: 
 

 xyyxxyxyyxxy eeeeee γααεεγ
2
1

2
1

=⋅=⋅=⋅⋅=⋅⋅=
rrrrrrrr  

 
Fenná ll: 
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xyz KR-ben a szimmetrikus  ε   : 
 
 
 
Legyen: zzyyxx eueueuu rrrr
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HKR – ben (Rϕz – ben): 
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A ferdeszimmetrikus forgá stenzor: 
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