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Ö sszekapcsolva:  Hencky-egyenlet 
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A Hooke-törvény formá lis á ltalánosítása. Addig tekinthető  jó nak, amíg a test valamely pontjában a 
feszü ltségkomponensek arányosan nő nek, irányuk vá ltozatlan. Ellentétben á ll a stabilitási 
posztulá tummal is. Közelítő  megoldást jelent. 
 
 
Képlékeny folyás elmélete: 
 
Feltételezések: 
 

− A test izotró p. 
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− Maradó  térfogatvá ltozás zérus 
 

00 == p
I

p
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− Mises-féle képlékenységi feltétel - T = F
F τ

σ
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Rugalmas rész: ′=′ Td
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Együ tt: Prandtl-Reuss egyenlet: 
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Ö sszhangban á ll a stabilitási posztulá tummal. 
 
Ideá lisan merev-képlékeny anyag esetén: 
 
  ε k = 0  az anyag összenyomhatatlan 
 

  0=′=′′=
epl AAAAA  

 

Ekkor:  ′= TdAd λ   Levy-Mises-féle egyenlet 
 
A két elmélet á ltalában eltér egymástó l, egyszerűbb terheléseknél azonos eredményre vezetnek. 
A test á llapotvá ltozásának összefü ggéseit írja le a Prandtl-Reuss egyenlet.  
A képlékenységtani feladatok megoldása á ltalában matematikailag bonyolult feladat. 
 
 
A rugalmas-képlékeny egyensúly néhány esete: 
 
Húzott-nyomott rudakbó l á lló  szerkezetek rugalmas-képlékeny á llapota: 
 
Feltételezés: 
 

− A prizmatikus rúd húzásra vagy nyomásra azonos mó don viselkedik. 
− A rúd anyaga lineá risan rugalmas – ideá lisan képlékeny. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

képlékeny á llapot = képlékeny folyás 
 
 
Egyetlen prizmatikus rúd húzás (nyomása): 
 
A terhelés során egyértelmű a kapcsolat a  σz  és az  εz  között. (z a rúd hossztengelye) 
Képlékeny folyás á llapotában:  σz  = σF = á ll.,  εz  tetsző leges. 
Ez azt jelenti, hogy egyetlen rúd egyensúlyi helyzete a folyási hatá r elérésekor megbomlik, a nyúlás 
tetsző legesen növekedhet. 

σF 

σF 

σ 

ε 
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Más a helyzet akkor, ha olyan szerkezeti elemekhez kapcsoló dik, amelyek korlá tozzák az alakvá ltozás 
növekedését. Ekkor képlékeny folyás esetén is meghatá rozott a rúd nyúlása. 
Tehermentesítés után, ha a rúd nem kapcsoló dik más elemekhez, a rúdban maradó  feszü ltség nem lép 
fel, a maradó  nyúlás pedig a szakító diagrambó l leolvasható . 
 
1. Példa: 
 
 
 
       - 1 és 2 mereven össze vannak kapcsolva C - ben 
 
       - anyaguk azonos 
 
       - terhelés: F/2 szimmetrikusan 
 
       - másik végü k befogva 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1- es rúd: húzott 

  d1 , l1 = 2 l 0 ,  4

2
1

1
πdA =  

 
2- es rúd: nyomott 

  d2 , l2 =  l 0 ,  4

2
2

2
πdA =  

Mivel azonos az anyaguk: 
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Feladat:  eldönteni, hogy a terhelés (F erő ) növekedésével melyik rúd kerü l elő ször képlékeny 
á llapotba. 
Képlékeny á llapot: 
 
1-es rúd: 11 AF Fσ=  
2-es rúd: 22 AF Fσ=  

1

2 

F/2 F/2 

C 

F2 

F1 

d1 

d2 

2 
l 0

 
l 0

 

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


 120 

A terhelés kezdetén mindkét rúd rugalmas á llapotban van, ekkor a rúderő k meghatá rozása statikailag 
hatá rozatlan feladat. 
 
Statikai egyensúlyi egyenlet: 
 
  FFF =+ 21  
 
Ö nmagában kevés, alakvá ltozási egyenlettel kell kiegészíteni. 
 
Alakvá ltozási egyenlet:  azt fejezi ki, hogy a két rúd nem vá lik szét, azaz a tengelyirányú elmozdulások 
megegyeznek. 
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2-es rúd:  
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Alakvá ltozási egyenlet:  21 ll ∆∆ =  
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Tehá t a két egyenlet: 

   FFF =+ 21  
       F1  és  F2  kifejezhető  az  F  erő vel 
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Mivel  F2 > F1 , a 2-es rúd kerü l elő ször képlékeny á llapotba. 
 
A keletkezett feszü ltségek: 
 

1-es rúd:  
1
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2-es rúd:  
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A feszü ltségek alapján: σσ ′〉′′ , a 2-es rúd kerü l elő ször képlékeny á llapotba. 
 
Mikor következik be a képlékeny á llapot? 
 

Ha:   
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Rugalmas hatá rá llapot (megjelenik a képlékeny á llapot az egyik rúdban). 
 
Másként: 
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( )

2
2

2
2

21

21

2
222

AA
FF

AA
AFAAF

F
F

FF

+
==

+
==

σ

σσ
 

 

Ekkor az 1-es rúd még rugalmas á llapotban van.  
2

Fσ
σ =′  

 
A 2-es rúd megfolyása után a szerkezet még további teherviselésre képes mindaddig, amíg az 1-es 
rugalmas á llapotban van. 
 
Ha mindkét rúd képlékeny á llapotba kerü l: 
 
  ( ) kFFF FAAAAFFF =+=+=+= 212121 σσσ  
 

kF   a szerkezet képlékeny hatá rterhelése. 

kF   erő  ráhelyezésekor a szerkezet nem marad tovább nyugalomban, nem alkalmas további 
teherviselésre, kimerü l a szerkezet teherbírása. 
Alakítható  anyagokbó l készü lt szerkezetek esetén szokás a szerkezet elemeinek má retmeghatá rozása 
miatt a szerkezet teherbírásá t vizsgá lni. 
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Tehá t, ha 
 
  1.     F  <  FF  rugalmas alakvá ltozás 
 
  2.     FF  ≤  F  ≤  Fk a 2-es rúd képlékeny folyás á llapotában van, az 1-es viszont még 

 rugalmas á llapotban 
 

  3.     F  =  Fk  csak képlékeny folyás; megszűnik az egyensúly 
 
 
Vizsgá ljuk azt az esetet, ha a szerkezetet  Fp  erő  terheli: 
 
  F  =  Fp és FF  ≤  Fp  ≤  Fk 
 
Mivel a 2-es rúd képlékeny á llapotban van,  22 AF Fσ= a rúderő  és á llandó . 
Az 1-es rúd még rugalmas á llapotban van: 
 
  2121 AFFFFF Fpp σ−=+=  a rúderő  
 
Feszü ltségek: 
 
2-es rúd:  Fσσ −=′′  

1-es rúd:  F
Fp
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==′
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Tehermentesítés: Fp  erő  elérése után 
Számítjuk a maradó  feszü ltségeket és a rudak hosszá t. 
 
Maradó  feszü ltségek meghatá rozása: 
 
Szuperpozíció val: Fp  +  ( - Fp ) = 0 terheletlen a szerkezet, mindenü tt rugalmas á llapot 
 
Az  Fp  hatásá ra keletkezett rugalmas – képlékeny á llapotban kialakult feszü ltségá llapotra 
szuperponá ljuk a  ( - Fp )  terheléssel létrehozott rugalmas feszü ltségi á llapotot. (Mivel húzott-nyomott 
rudak esetén egytengelyű feszü ltségá llapot alakul ki, egy fő feszü ltséggel megadható .) 
 
A tehermentesítésnél keletkező  feszü ltségek: 
 
Rugalmas á llapot: 
 
Egyensúlyi egyenlet:  eep FFF 21 +=  
 

Alakvá ltozási egyenlet: 
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Így:   
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1
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Feszü ltségek:  
21 2 AA

Fp
e +

−=′σ  az 1-es rúdban 
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2
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=′′σ  a 2-es rúdban 

 
Maradó  feszü ltségek: 
 

1-es rúdban:  
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Á talakítva:
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2-es rúdban: 
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Lá tszik, hogy a tehermentesítés után mindkét rúd húzott lesz. 
 
Maradó  erő k: 
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A két maradó  erő  megegyezik. 
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Tehermentesítés után a rudak hossza: 
 

1-es rúd: 





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2-es rúd: 
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Ennél a feladatná l azonos anyagú rudakat vizsgá ltunk. 
 
Azonos anyagú rudak esetén: 
 
 E1 = E2 = E;  σF1 = σF2 = σF 
 
Az a rúd kerü l hamarabb képlékeny á llapotba, amelynél nagyobb az  ε,  nagyobb a  σ,  nagyobb az  F. 

Mivel: 
l

l∆
ε

σ
εσ === ;;

EA
F  , ezek a mennyiségek arányosak egymással. Bá rmelyik 

haszná lható  az összehasonlításra. 
 
Kü lönböző  anyagú rudak esetén: 
 
Az  ε , σ ,  F  nem haszná lható  az összehasonlításra, helyette a l∆   elmozdulásszü kséglet számít. 
Amelyik rúdná l kisebb az elmozdulásszü kséglet, az kerü l hamarabb képlékeny á llapotba. 
 
A feladat megoldása szerkesztéssel: 
 
A rúderő ket ábrázoljuk a l∆ C  fü ggvényében. 
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 FFF =+ 21  
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 ( )21 AAF Fk += σ  
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2. Példa: 
 
 
A1 = A2 = A3 = A0 
 
σF1 = σF2 = σF3 = σF 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A teherbírást vizsgá lva keressü k a rudak szü kséges keresztmetszetét. 
 

nésFF ασ ,,,, 21 ll   ismert. 
 
Kérdés:  mekkora az  A0 = ? 
 
A teherbírás kimerü l, ha mindhá rom rúd képlékeny á llapotba kerü l. 
 
Fü ggő leges vetü leti egyenlet: 
 
  αα coscos 321 FFFF ++=  
 
A hatá rterhelés: F = Fk 
 
Ekkor:   030201 ;; AFAFAF FFF σσσ ===  
 
 

α α 

F 

1l 2l
13 ll =

1 2 3 
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Ezért:   ( )ασ

ασσασ

cos21

coscos

0
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FFFk  

 

A biztonság miatt: 
( )

n
A

n
FF Fk ασ cos210 +

=≤  

 

Innen:   ( )ασ cos210 +
≥

F

nFA  

 
 
Statikailag hatá rozott szerkezetek: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Kivá lasztható  az a rúd a szerkezetbő l, amelyik a leghamarabb megfolyik (pl. i). Ekkor má r nem lehet a 
szerkezet tartó s nyugalomban. Ezért nem lehet megengedni egyetlen rúdban sem a képlékeny 
alakvá ltozást. 
 
 
3. Példa: 
 
 
 
3-as rúd: vastag, merev gerenda 
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Kü lönböző  anyagú rudak:  σ F1 ≠ σ F2 
 
A gerenda egyensúlya: 
 
 
 
          MC = 0 
 
          (N1 + N2) a – M = 0 
 
          N1 + N2 = M/a 
 
 
 
 
Az 1-es és 2-es húzott rudak. 
 
 
Szimmetria miatt: yB = yD 
 

   

21

1

2

2

1

2
2

2
1

1

1

2
2

2
2

2
222

1
1

1
1

1
111

3

3

NN
N
N

EA
N

EA
N

EA
N

E
y

EA
N

E
y

D

B

=

==

=

====

====

l

l

ll

llll

llll

σ
ε∆

σ
ε∆

 

 
Ezért az 1-es rúd folyik meg hamarabb. 
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Terheljü nk fel  kN
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Keressü k: ??? 21 === mmm NNl∆  
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Maradó  erő k: 
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