6. FEJEZET

A szilardsagtan altalanos egyenletei

6.1. Bevezetés

A 2. Szilardsagtani alapfogalmak cimi fejezetben attekintettiik mindazokat a fogalmakat és
mennyiséget, amelyek alkalmasak a vizsgéalat targyat képzd szilard test egy tetszdlegesen kira-
gadott pontjaban a mechanikai allapot leirdasara. Mivel a test allapota a testet alkotd anyagi
pontok allapotainak Osszessége rendelkezésiinkre allnak azok az eszkozok, melyekkel leirhatjuk a
teljes test szilardsagtani allapotat. Az idézett fejezet erésen kvantitativ jellegi leiré modszerével
szemben a jelen fejezetben egzaktabb és egyben altalanosabb targyaldsmodban vessziik sorra a
méar megismert fogalmakat és mennyiségeket.

6.2. Egyenletek fesziiltségekre

6.2.1. Fesziiltségi tenzormezs: az egyensily lokalis feltételei. A test fesziiltségi al-
lapotat Cauchy tétele alapjan a T'(r) fesziiltségmezs szabja meg, hiszen ennek ismeretében a
test valamely anyagi pontjara illeszked6 barmilyen n normaélist sikon ki tudjuk szdmitani a p,,
fesziiltségvektort. Felmeriil azonban azonnal az a kérdés, vajon milyen feltételeknek kell, hogy
eleget tegyen a T'(r) fesziiltségtenzor, ha a test tartos nyugalomban, egyensilyban van. A felve-
tett probléma tisztézasa a vizsgalat targyat képez6 és a 6.1. abran véazolt B test tetszélegesen
kivalasztott V résztartoméanya esetén — ezt az A feliilet hatarolja — az egyensulyi viszonyok vizs-
galatat igényli. A V tartomany kiilsé norméalisat n, n| = 1 jeloli. Mivel a test nyugalomban
van, annak barmely V résztartomanya is nyugalomban kell, hogy legyen. A nyugalomnak sziik-
séges feltétele, hogy a V résztartomanyon miikods és a tartoméanyt tekintve kiils6 ER — ezt az A
feliileten ébredd p,, fesziiltségek altal alkotott feliileten megoszlé ER, valamint a test térfogatan
megoszlo q térfogati ER V-n miikddd része alkotja — egyenstlyi legyen. Az abra a késGbbiek
kedvéért, elére utalunk itt a 6.5.1. szakaszra, a feltiinteti a test palastjan mikods p felileten
megoszld ER-t is, noha ez nem jatszik kozvetlen szerepet a gondolatmenetben.
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6.1. abra.
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Ha egyensulyi a p,, € A és q € V ER, akkor (a) zérus az ereddje, és (b) zérus az origora
szamitott nyomatéka.

(a)

Az eredd eltiinését az

/pnd/H—/qu:O (6.1)
A 1%

egyenlet fejezi ki. A (2.79) alatti Cauchy tétel helyettesitésével atirhato a feliileti integral
integrandusza:

l/TqMA+/}mvzo. (6.2)
A 14

A kapott egyenlet tovabbi atalakitédsa érdekében érdemes felidézni a Gauss-Osztrogradszkij
tételt. Legyen a C valamilyen masodrendii tenzor. Legyen tovabba a x mitiveleti jel a
C tenzor és az A feliillet n kiils6 normélisa kozott értelmezett valamilyen szorzési mii-
velet miiveleti jele (skalaris szorzas estén példaul pontot kell gondolnunk * helyett). A
Gauss-Osztogradszkij tétel szerint

/C*ndA:/C*VdV. (6.3)
A \%

A Gauss-Osztrogradszkij tétel értelemszert felhasznéalasaval — a C helyére T-t, a x helyére
a skalaris szorzas - mitiveleti jelét gondoljuk — az

/(T-V+q)dV:O. (6.4)
|4

alakban adodik az eredd eltiinésének feltétele. Mivel a fenti integral a B jeld test barmely
V' résztartomanyén zérus értéki el kell tiinnie az integrandusznak:

T -V+q=0. (6.5)

A kapott egyenlet az egyensily elsd lokalis feltétele, vagy roviden az egyensilyi egyenlet.
Az O origora szamitott eredd nyomaték eltinését az

/rxpnd/H—/rquV:O (6.6)
A v

egyenlet fejezi ki. A (2.79) Cauchy tétel helyettesitésével és a (6.3) Gauss-Osztrogradszkij
tétel felhasznalasaval kapjuk innen, hogy

/rxT-ndA+/r><qu:/{[rxT]-V—i—rxq}dV:O, (6.7)
A 1% v

azaz — kihasznalva V tetsz6legességét és a szorzatderivalas szabalyat — hogy

|
EXT - V4rxT-Virxq=0. (6.8)

A lefelé iranyitott nyil azokra a mennyiségekre mutat, amelyeket derivalni kell.
A baloldalon all6 elsé tag tovabb alakithato, ha helyettesitjiik a V differencidloperétor
értékét:

| | 0 0 0
rXT'V:rXT-<%em+8—yey—l—&ez>:
0 0
:8—rXT'ew+8—rXT‘ey+8—rXT‘eZ:
T N—— Y N—— z N——"
e Pz ~~ Py e P
z €y z

1
:2|:_§(pxxex+pyxey+pzxez) = 2tq ,



ahol a (2.81) képlettel osszhangban t, a fesziiltségi tenzor vektorinvaridnsa. A kapott
eredmény (6.8)-ba torténd visszahelyettesitése, az r vektor kiemelése és a (6.5) egyensilyi
egyenlet kihasznélasa utan a

2t, +rx (T-V+q)=2t,=0 (6.9)

egyenletet kapjuk maéasodik lokalis egyensiilyi feltételként. Eszerint a fesziiltségi tenzor
vektorinvaridnsanak elttinése (és ebbdl kovetkezden a fesziiltségi tenzor tenzor szimmetri-
aja) a nyomatéki egyensly lokalis feltétele. Ugy is fogalmazhatunk, hogy automatikusan
fennall a nyomatéki egyensily, ha szimmetrikus a fesziiltségi tenzor.

Tovabb alakithato a (6.5) egyenstlyi egyenlet, ha helyettesitjiik a V operatort a skalarszor-
zatban:

dy

0 0 0 0
o ey+&ez>—%T-em—l——T-ey+—T-ez

Pz py P

Az utobbi képlettel vektorialis formaban kapjuk az egyensulyi egyenletet:

apx 8py apz _
5 T 9 +5+a=0. (6.10)

Az e;, e, &s e, egységvektorokkal torténd skalaris szorzassal pedig a fenti vektoregyenlettel
egyenértéki skalaris egyenletek adodnak:

do, 07y O
T S S g, =0,

ox oy 0

OTyr  Ooy 0Ty, B

ety e T =0, (6.11)
0Ty 0Ty n Jdo, N

ox oy 0z

6.2.2. Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram: a szerkesztés. A 4. fejezetben — a rész-
leteket illetGen a 91. oldalon kezd6dé 4.1.3. szakaszra utalunk — attekintettiik a részleges Mohr-
féle kordiagram szerkesztésével kapcsolatos ismereteket. A Mohr-féle részleges kordiagramon a
kor pontjai olyan elemi feliiletekhez tartozoan adjék meg elGjelhelyesen a g, normalfesziiltség és
a Ty nyirofesziiltség értékét, amelyek normaélisai valamelyik (elére ismert) féiranyra merdgleges
sikban (fesziiltségi f6sikban) valtoznak.

Felvetsdik a kérdés, hogy nem lehet-e a szilard test valamely pontjaban, mondjuk a P pont-
ban, a tetszéleges n, |n| = 1, normalisu felilletelemen ébreds p,, fesziiltségvektor (2.66) és
(2.67a,b) szerinti

P =0pn+ Ty (6.12)
felbontasdban az elGjeles o, norméalfesziiltséget, és a 7, = |T,| = /P, — Oni nyirofesziiltse-
get, mindkét mennyiséget mint az n fiiggvényét, sikbeli diagram segitségével abrazolni, hasonlo
modon, mint a részleges Mohr kor esetén.

A megfogalmazott feladat megoldasa a pontbeli fesziiltségi allapotot szemléltets tgynevezett
teljes Mohr-féle fesziiltségi kordiagram. Ennek az abcissza tengelyén, 6sszhangban a 6.2. abraval,
a oy, normélfesziiltséget, pozitiv ordinata tengelye mentén
pedig a 7, nyirofesziiltséget mérjiikk. A p,, fesziiltségvek-
tor N képének tehat — az N beti azon feliiletelem norma-
lisara utal, amelyiken fesziiltségvektor ébred — g, = 0 az
abcisszaja és 7, = 7 az ordindtaja. Az n indexet — amint
azt az el6z6 két sorban 16vE képletek szedése is mutatja —
sokszor el szokis hagyni.

Az orig6 és az N|oy,, 7] pont kozott a fesziiltségvektor 6.2. abra.

Pn = |p,,| hossza jelenik meg az dbran

Nyilvanvalo, hogy a Mohr-féle kordiagramrol vett o,, 7, koordinatakettss ismerete nem elég-

séges a p,, tényleges térbeli helyzetének visszaallitasdhoz az elemi feliileten.




A Mohr-féle teljes kordiagram elgallitasahoz,
alapvetd tulajdonsigainak tisztazasahoz a fesziiltsé-
gi tenzor fétengelyeinek iranyat kijelols e;, |e;| =
1, i =1, 2,3 bazisvektorok altal kifeszitett jobbsod-
rati KR-ben tekintjiik a fesziiltségtenzort, ahol

01 0 0
T = 0 oo O s 01 > 09 > 03
0 0 g3
a fesziiltségi tenzor méatrixa. A tovibbiakban egyels-
e, re kikotjiik, 6sszhangban a fenti képlettel, hogy kii-
»— 16nboznek egymastol a féfesziiltségek.

A fétengelyek KR-ében a tetszéleges iranyu
n=cosae; +cosfes+cosyes, a,f,v € |0,7]
(6.13)
egységvektorra mer6leges P pontbeli feliiletelemen
(o, B és v rendre az n 1, 2 és 3 jeld f6tengelyekkel

6.3. abra. bezart szoge — v.0.: 6.3. abra)
p,=T -n=ocj1cosae; + oacosPes+ o3cosyes
(6.14)
a fesziiltségvektor. Mivel az n egységvektor fennall az n? = 1, azaz a
2 2 2.
cos“a+ cos” B+ cos“y =1 (6.15a)
egyenlet. Az n normélisu feliiletelemen
On=1n-p, =01 cos® a + o9 cos® B + o3 cos v (6.15b)
a normalfesziiltség és a (pn)2 = 02 + 72 képlet alapjan fennall, hogy
p2 =02+ 712 =0%cos’a + a5 cos? B + o3 cos . (6.15¢)

A (6.15a,b,c) egyenletek adott oy, és 7, mellett meghatarozzak azon feliiletelemek normalisat,
amelyeken a vonatkoz6 o, és 7, ébred. (a képletek szerint azon normaélisok johetnek szoba,
amelyekre nézve az egyes iranykoszinuszok négyzetei azonosak: Lasd késébb a (6.24b) képlet
uténi szoveget.)

Mivel minddssze haromismeretlenes linearis egyenletrendszerrél van sz6 a cos? a, cos? 3 és
cos® v ismeretlenekkel a megoldas némi figyelmet kivané és itt nem részletezett szamitasokkal
meghatarozhato. A

2

2 1 2 2
cos” a = (an + 7, + 0903 — 020, — 0'30'n) =

(01— 02) (01 — 03) 2 ~ o)\ 2
oy <0n_ o3 2 ag> _ <¥> ] (6.16)

fl(O'nyTn)

1

(01 —02) (01 — 03)

1

(02 —03) (02 — 01

cos? 3 = ] (Ug + TEL + 0103 — 010, — 0'30'n) =

9 o3+ 01 2 o3 — 01 2
T+ | on — 5 - 5 (6.16b)

f2(0'n77'n)

1

(02 —03) (02 — 01)




1

(03 — 09) (03 — 01) (072‘ + 7+ 0102 — 010 — T20y) =

o1 +o 2 o1 — 0O 2
T,E+<an— 12 2> —( 12 2>] (6.16¢)

f3 (U7L7T7L)

cos?y =

1

(03 —02) (03 — 1)

megoldasok egyben a o, 7, és az n kozotti keresett kapcsolatot is jelentik. A kapcsolat jellegének
tisztazasara atrendezziik a fenti Gsszefliggéseket:

2 2
<0n _ #) + 72 = <¥> + (01 — 03) (01 — 03) cos® o, (6.17a)
R?(a)
o3+ 0 2 03 — 0O 2
(Un ot 1> 3 <%> (02— 03) (03 — 1) cos? 3., (6.17b)
R%()
o1+ 09 2 01 — 09 2
<Jn - T) +7 = <T> + (03 — 02) (03 — 01) cos 7y . (6.17c)
R2(v)

Mivel n? = 1, a cos?«, cos? 3 és cos®y-ra

vonatkoz6 megoldésoknak pozitivnak, vagy zé-

rusnak kell lennitik. Koévetkezésképp — figyelem- T,
mel a 01 > o9 > o3 feltételre is — teljesiilnie

kell a megoldast ado és a (6.16a,b, c) képletek- ]
kel értelmezett f; (i = 1,2,3) mennyiségekkel
kapcsolatos

fl(o-n,Tn) 207 f2(0-n77—n) SO)

f3(0m7—n) >0 (6-18) G
egygnlc’itlenségeknek. , Ha f; ZérEIS.’ akkc}m 6s 0 0, O, 5, O; o !
cos°a = 0, @« = m/2 és az n normalis a 2 és |
3 jeld fotengelyek altal kifeszitett f&sikban fek- (05 +03)/2 E"—"
szik; ha fo zérus, akkor cos?3 =0, 8 = 7/2 és (01+05)/2 .
az n normalis az 1 és 3 jeld f6tengelyek altal ki- (61465)/2 = >
feszitett fésikban fekszik, végezetiil pedig ha f3
zérus, akkor cos?y = 0, v = 7/2 és az n nor- 6.4. abra.

malis az 1 és 2 jeld f6tengelyek altal kifeszitett
f¢sikban van.

Kiolvashato a (6.17a,b,c) egyenletekbdl, hogy az f; = 0, (i = 1,2,3) esetben a o,, 7, > 0
ordinataju és abcisszaju pontok altal meghatarozott sikgorbék félkorok, nevezetesen

az f; =0 esetben cos®

a=0 (n L az 1.f6tengelyre):
o9 — 03

2

ez az O (Uz —; 03;0> kozépponti és R =

sugaru félkor;
az fo =0 esetben cos? 3 =0 (n L a 2. fétengelyre):

o1+ 03
ez az 02< ;

2 9

01— 03

2

0> kozépponti és R = sugara félkor;
és végiil
az f3 =0 esetben cos?>y =0 (n L a 3. f6tengelyre):

ez az Og(

O) kozépponti és R = Jl%

01+ 02
2 )

sugaru félkor.



Figyeljiik meg, hogy a félkorok kozéppontjaiban [az O; (i = 1,2,3) pontokban| rendre tel-
jesiilnek az f1, f3 > 0 és fo < 0 egyenlGtlenségek és ezért az fi, f3 > 0 egyenlGtlenségek csak a
Tn > 0 félsik megfelels félkorokon kiviili, mig az fo < 0 egyenlStlenség csak a félsik megfeleld
felkoron beliili részén all fenn. A mondottak fényében azonnal kévetkezik a (6.18) egyenl6t-
lenségekbdl, hogy a tetszbleges m normélist elemi feliileten ébredd o, és 7, fesziiltségek altal
meghatarozott N (o, 7,) pont a 6.4. abran tiirkiz szinnel kiemelt korivharomszogon beliil, vagy
annak peremén kell, hogy legyen.

Keressiik meg most azon n normélisokhoz tartozo N (o, 7,) pontok mértani helyét a o, 7, >
0 félsikon, amelyekre nézve o = allandoé (ez azt jelenti, hogy az n egy olyan forgaskiapon helyez-
kedik el, melynek az 1. f6tengely a tengelye, csucspontja pedig a P pont — v.6.: a 6.3. abra).

Tn R((X,)

a=m/2

6.5. abra.

A (6.17a) képlet szerint a kérdéses pontok a

2
<0n 2 +J3> + 72 = R*(a)

2

R(a) = \/<%>2 + (01 — 02) (01 — 03) cos? ax

egyenlett, azonos Op kdzépponti koriveken helyezkednek el — v.6.: a 6.5. abra. A kék szin-
nel megrajzolt korivek, Osszhangban a korabban mondottakkal, a 6.4. abran mar megrajzolt
korivharomszogon beliil, vagy annak peremén kell, hogy fekiidjenek.

A s7¢€186 esetekben,

ha a =0, akkor:

(6.19)

o2+ 03

R(Oé) =01 — = R(Oé)max

(a koriv egyetlen pontot, a (01;0) pontot tartalmazza);
ha a = 7/2, akkor:
o9 — O3

R(a) = 5

= R(a)min

(a koriv félkoriv).
Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk a 6 = allando és v = allando esetekben az n normalisokhoz
tartozd6 N (o, T,) pontok mértani helyét a o,,7, > 0 félsikon: ha g = allandd a kérdéses
pontok a (6.17b) egyenletdi Oy kozéppontt, R(f3) sugaru koriveken helyezkednek el; ha v =
allando a kérdéses pontok a (6.17¢) egyenletd O3 kozéppontu, R(3) sugara koriveken taldlhatok

(a korivek (6.17b), (6.17c) egyenleteit most nem ismételtiik meg). Hangsulyozzuk, hogy a korok
koézéppontjainak rendre

02<01;”3,0>, iTletve 03<01"2“’2,0>




a koordinatai, a kordk sugarai pedig a

opto o1 —0
5 — 02| = R(B)min <R(B) < R(B)max < —5—
valamint a
o1 — O o1+ o
! 2 2 = R(’Y)min SR(’Y) < R(’Y)max < ! 9 2 _ g3

korlatok kozott valtozhatnak.

6.6. abra.

A viszonyokat szemléltets fenti abran kék (6sszhangban a 6.5. abraval), vorosesbarna, illetve
lila szin szemlélteti az o = allando, G = allando6 és v = allando értékekhez tartozéd korivseregeket.
A tetsz6leges a, (3, v irdnyszogi n normalishoz tartoz6 N (o, 7,) pontot a fentiek szerint
az 01 kozéppontu R(«a) (a = allando) sugara (kék koriv a 6.6. abran),
az O9 kozéppontu R(3) (8 = allandd) sugart (vorosesbarna koriv a 6.6. abran), valamint
az Os kozéppontu R(7) (v = allandd) sugaru (lila koriv a 6.6. abran)
korok N metszéspontja adja. A oy, 7, félsik fenti harom korivsereghez tartozé pontjai képezik a
Mohr féle kordiagramot, amelyet az O1, Oy és O3 kozéppontu félkorivek (f6korok) altal alkotott
korivharomszog hatarol. A 6.6. abran vastag vonal jelzi a f6koroket.
Mivel cos a = cos(m — «) kovetkezik a (6.17a) képletbdl, hogy az o = allando6 és 7 — o =
allando korivek sugarai azonosak:
R(a) = R(r —a) ,
azaz egybeesik a két koriv. Ugyanigy esnek egybe a (6.17b,c) képletek szerint a 5 = allando és
m — [ = alland6, valamint a v = alland6 és m — v = éllando korivek. A 6.7 dbra szerint ez azt

6.7. abra.



jelenti, hogy az n és —n normélisoknak a Mohr-féle kérdiagram ugyanazon N pontja felel meg.
Emiatt elegendd valamelyik féltérbe, pl. a 0 < o < /2 féltérbe esd normaélisok seregét vizsgalni.

Ha v = 7/2, akkor az
n=cosae +sinaes

normalisok az 1 és 2 jeli f&tengelyek
altal kifeszitett sikban helyezkednek el.
Ezeket a viszonyokat a 6.8. adbra szem-
lélteti. A vonatkozo Oz kozépponti
(01,09) f6kor egyenlete a (6.17c) kép-
let alapjan

2
o1 +o
<an— 12 2> —l—TS:

= (Ul ;”2>2 . (6.20)

A tetszGleges a sz6ghéz tartozd o, és
T, pedig a (6.15b,c¢) képletekbdl adodik
annak figyelembevételével, hogy most
B = 7/2 — a. Némi figyelmet kivano
algebrai atalakitasokkal, a (4.19) alatti osszefiiggés, tovabba a

6.8. 4bra.

2 4

cos? o — cos? a = sin?

4 2

a — sin o« = cos? o sin?

1 . 2
a = —sin“ 2«
4
trigonometrikus képletek kihasznalasaval kapjuk az

op = 01 COS2a+ 09 sin? o = a1 —502 + a1 ; 72 cos 2a, (6.21a)

T =\ P2 — 0l = 7 ; o2 |sin 2¢| (6.21b)

eredményt. Vegyiik észre, hogy a (6.21a,b) egyenletek félkor paraméteres egyenletei a oy, 7,
sikon.

Visszaidézve a részleges Mohr korrel kapcsolatos 4.1.3 szakaszt, érdemes felhivni a figyel-
met arra, hogy (i) a (6.20) egyenlet azonnal megkaphato a (4.21) egyenletbdl, (ii) a (6.21a,b)
egyenletek pedig azonnal megkaphatok a (4.20a,b) egyenletekbdl, ha 7,,,, helyére 7,,-et, ¢ helyére
pedig a-t gondolunk. Ezen tulmenden érdemes azt is hangstlyozni, hogy a (6.20) és (6.21a,b)
képletek levezethetSk a (4.21) és (4.20a,b) képleteket ado gondolatmenet szoszerinti ismétlésével,
hiszen mindkét esetben a o3 f6fesziiltségre merdleges f@sikban vizsgaltuk ugyanolyan moédon a
fesziiltségi allapotot.

A 6.9. abra a Mohr-féle kordiagram tovabbi sajatossagait szemlélteti. Kovetkezik a (6.21a,b)
egyenletekbdl, hogy v = /2 esetén, amint az a a 0 és m/2 kozott (a hozza tartozd [ pedig
a m/2 és 0 kozott) valtozik, a megfelel6 N pont a (o1, 02) f6koron a [0, 0] pontbol 2« szoggel
fordul el és végiil eléri a [o9, 0] pontot. A (6.21a,b) egyenletek szerint az n-re merdleges o + 7 /2
irdnyszogd m vektornak

Om = L _;_02 — ; 72 cos 2a, (6.22a)

Ty = 2L > 92 |sin 2a| (6.22b)

a koordinatai. A megfelel§ M pont tehat a f6koron az N-hez viszonyitva az Os pontbdl huzott
fiiggtlegesre szimmetrikusan helyezkedik el. Ugyancsak a (6.21a,b)-bél kovetkezik, hogy a +a
szogekhez ugyanazon NN pont tartozik. Figyelembe véve még azt is, hogy barmely n és —n



<
=

6.9. abra.

normalisnak azonos pont felel meg a kordiagramon, kévetkezik, hogy a 6.8. abran feltiintetett
n, n’, n” és n” Gsszesen négy normélishoz a 6.9. abra (o1, 02) f6korének ugyanazon N pontja
tartozik (a vonatkozo négy elemi feliileten azonos a oy, és a 73,). A (01, 02) f6koron kétféleképpen
is megszerkeszthet§ az a-hoz tartoz6 N pont. Egyrészt ugy, hogy a [o1,0] pontban huzott
fliggSlegessel az ugyanezen pontban « szoget bezard egyenest rajzolunk és ezzel elmetsziik a
fokort, masrészt ugy, hogy a [o2,0] pontban hazott fiiggslegessel ugyanezen pontban [ szoget
bezard egyenest rajzolunk, amivel aztan elmetsziik a f6kort.

Altalanos szabaly, hogy a fésikokban fekvé n normaélisokhoz f6kérckon 1évé pontok tartoz-
nak. A fésikban adott n-hez, Gsszhangban a fentebb mondottakkal, tgy szerkesztjiik meg a
megfelel6 pontot a vonatkozo f6koron, hogy az n és szoba jovs e; (i = 1,2,3) kozotti szoggel
a fokor [o;,0] pontjaban emelt fiiggSlegeshez egyenest rajzolunk és ezzel metsziik el a f6kort.

A v = all. < 7/2 esetben, amikor
is a normélisok az es tengelytd v félnyi-
lasszogt kupfeliilet alkotoi — v.6.: 6.10.
abra —, a vonatkozo [0, T,] pontok az
O3 kozéppontu v = all. jelzést koriv-
re esnek. A koriv (o1, 03) f6korre ess
Ny, valamint a (o9, 03) f6korre es6 Ny
pontjait, ezek az e, es fésikban fekvs
np, illetve az eq, e3 f6sikban fekvd no
normalishoz tartoznak, a [o3,0] pont-
ban hazott fliggslegessel v szoget bezé-
r6 egyenes metszi ki a 6.9. abran.

Tulajdonképpen a (o7,09) f6kort
meghatérozo [o1,0] és [o2,0] pontok
is agy tekinthetsk, mint amelyeket a
v = m/2 egyenes metsz ki a (01, 03) és
(0'2,0'3) f6korokbsl. Az (Nl,Ng) kor-
iv tetsz6leges n-hez tartozoé pontjanak
megszerkesztéséhez (p = tetszbleges,
~v = all.) vegyiik figyelembe, hogy az
abra alapjan

n = (cos pe; + sinpey)siny+ 6.10. abra.
+cosyes. (6.23)
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6.11. abra.

Az n normélvektor (6.23) alatti elallitasat felhasznélva, tekintettel a (6.14) és (6.15b) Osszefiig-
gésekre, azt kapjuk, hogy

01+ 09 o1 — 09
5 — 03 +

cos 2¢ | sin?~ .

(6.24a)

on = (01 cos?p + oysin’® p) + o3cos’y = o3 + (

a normalfesziiltség. A fenti képlet alapjan a szerkesztés a 6.11 dbran kovethets, ha még azt is

figyelembe vessziik, hogy
g1 — 02 0'1—|-0'2_ g1 — 02

0O3A = g3

|cos 2¢| , DA =

cos 2y,
DC = DAsiny, DB = DAsin’y. (6.24b)

Mivel v = all. rogziti az (N1, Na) korivet, és a (6.24a) Osszefiiggés szerint a £¢ és +(7/2 — @)
szogekhez ugyanakkora o, tartozik, kovetkezik az el6z§ szerkesztés alapjan, hogy ugyanazon N
pont négy kiilonbo6z8 n egységvektorhoz rendelheté hozza. Ezek végpontjait kitoltott nullkérok
jelolik a 6.10. dbrén, de a négy vektor koziil csak egyet szemléltet az abra.

Tekintettel még az n és —n vektorokhoz tartozé6 N pontok azonosségéra allithatjuk mostmar,
hogy a Mohr-féle kérdiagram nem f6koron 1évs pontjai nyole kiilonb6z6 térnyolcadba esé norméa-
lisnak felelnek meg. Emiatt a Mohr-féle kordiagrammal csak egy térnyolcadba, az e e; eg helyi
KR els6 térnyolcadaba es6 n vektorokat szokés vizsgalni.

Adott, egyébként tetszéleges «, 3, v iranyszogi n normalishoz tartozé N pontot, az o = all.
és 0 = all., vagy az a = all. és v = all., vagypedig a # = all. és v = all. korivek metszéspontjaként
is megszerkeszthetjiik. A szerkesztést a 6.12. dbra szemlélteti.

Tn

6.12. abra.



Egybeest fofesziiltségek esetén leegyszertisodik a Mohr-féle kérdiagram. Ha pl. o9 = o3,
akkor a [o2,0] ¢és [o3,0] pontok egybeesnek, kovetkezdleg a (o2, 03) f6kor eltiinik, a (o1,02) és
(01,03) f6korok pedig egybeesnek. Ez a helyzet forog fenn a huzas és tiszta hajlitas egytengelyt

fesziiltségi allapotainal, mivel a méasik két f6fesziiltség, ha o1 = 0, > 0: 09 = 03 = 0.

Végiil, ha mindharom féfesziiltség azonos, azaz o1 = 09 = 03, vagyis az izotrop fesziiltségi

allapot esetén pontta zsugorodik a Mohr-féle fesziiltségi kordiagram.

6.2.3. Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram: a 7, iranya. A Mohr-féle kérdiagram
elGjelhelyesen (azaz irdnyhelyesen) adja meg a o, normaélfesziiltséget. Ugyanakkor a diagramrol
leolvashaté 7, csak a 7, nyirofesziiltség abszolut értéke. A 7, vektor iranyanak meghatérozasa

tehat tovabbi megfontoldsokat kivan meg.

A 6.13. abra a test egy P pontjaban szemlélteti azt az egy-
ségsugaru gombot, amelyen a P pontra illeszkedd elemi feliiletek
n normaélisa végigfut. Tekintsiink egy a gémbon elhelyezkedd
sima térgorbét. Ennek n = n(s) az egyenlete, amelyben az s iv-
koordinatat tekintjiik a gérbe paraméterének. Jelolje t az n(s)
térgorbe érinté egységvektorat. Nyilvanvalo, hogy

¢ — dn
ds
Az n - n =1 feltételbdl azonnal kovetkezik, hogy
dn
— n=t-n=0.
ds n n
A fenti geometriai jellegii Osszefliggések attekintése utan te- 6.13. abra.

kintsiik most a o, értékét ado
op,=n-T-n

Osszefliggést. Figyelembevéve a fesziiltségi tenzor szimmetriajat is, innen kapjuk, hogy

dn
do, = T'nds+n-T-gds:2t'pnds:2t'(0nn+rn)ds,

o
Pr Py,
azaz, hogy
doy, =2t -71,ds .
Ez az eredmény azt jelenti, hogy

ha do, >0, akkor 0< [«at, 7] <7/2.

(6.25)

(6.26)

Masszdval, ha novekszik a t iranyaban torténd feliiletelem valtozéskor a normaélfesziiltség, azaz
ha (do, > 0), akkor a 7T, a novekvs o, normalfesziiltségli szomszédos elemi feliilet normalisa

A 6.14. abra a o1, 09 féfesziiltségek al-
tal kifeszitett fésikban az n normaélisok- GZT
ra merGleges feliletelemeken — ezek a P \
ponttol eltavolitottan és egy kor mentén ‘7 -
rendezetten vannak megrajzolva az abran AN P
— szemlélteti a o, és 7, fesziiltségek ira- ,// \\‘
nyat. Mivel az es-t6l az ey felé az 6ramu- o
tato jarasaval egyezden elforduld normali- 41_{
sokhoz rendelt N pontok a (o7, 09) f6koron

P
a [o9, 0] ponttol a [o1, 0] pont felé mozdul- \ \
A
S

felé mutat.
e T

Vs

‘ G €

nak el (lasd a 6.9. abrat), vagyis a megfe- //‘ e
lel6 feliiletelemeken a o, normalfesziiltség SN A
fokozatosan novekszik, kovetkezik, hogy 7, ]\ e \
mindeniitt a o féfesziiltséget hordozo ele- GQl

mi feliilet e; normalisa felé mutat.

6.14. abra.

—



6.2.4. A teljes fesziiltségi kordiagram szerkesztése, ha ismert egy fesziiltségi f6-
irany. A 4.1.4. szakaszban sablont adtunk a hianyzo két fétengely és a f6fesziiltségek megkere-
sésére a részleges Mohr-féle fesziiltségi kordiagram segitségével.

Az alabbiak a 6.2.2. szakaszban bemutatott eredmények felhasznalasaval a fentebb idézett
4.1.4. szakaszhoz hasonlé targyaldsmodban sablonszertien mutatjak be a hidnyzé féfesziiltségek
és féiranyok meghatarozasat a teljes Mohr-féle fesziiltségi kordiagram segitségével. A targyaléas-
modban altaldnos megkozelitést alkalmazunk, de nem tériink ki részletesen minden lehetséges
esetre. A gondolatmenet lezarasaként azonban elegendd eligazitast adunk majd az utobbi esetek
tekintetében is.

Legyen a vizsgalt test egy adott P pontjaban ismeretes a fesziiltségallapot a ponthoz kétott
p,q ¢és r koordinatatengelyek &ltal alkotott kartéziuszi KR-ben (a p,q,r koordinatatengelyek
valojaban vagy az x,y, z, vagy az y, z, x, vagypedig a z, x, y koordinatatengelyekkel esnek egybe).
Legyen ismert ugyanebben a pontban a fesziiltségi allapot: p, = o,e, a fesziiltségvektor az r
normalist feliiletelemen (vagyis az r irdny féirany), o, > 0, Ty = 74p > 0 és o4 < 0. Feltételezziik
tovabbéa, hogy o, = o1.

q T,
p Y %
q [7pg]=1, - >
v ]
/%
AT
Yo X &Y\\ Plop,t,]
> P (P
O'P a Q[quTn] X
P
¢
v 2(|) Gn
03 O O3 O2 (o)) 03 Gy
(Gp_cq)/Qu | | 02-0p
6.15. abra.

A szerkesztés lépéseit pontokba szedve ismertetjiik.

1. Megrajzoljuk az ismert r fSirany felSl nézve az elemi kockat. Erdemes ekozben iigyelni
arra, hogy az r-t kovetd els§ koordinatairény, azaz a p irany vizszintesen jobbra, a g pedig
fliggSlegesen felfelé mutasson az abran, tgy ahogyan azt a 6.15. &bra baloldali részén
szemléltetjiik.

2. Mivel az r irdny fGirdny a masik két f6tengely a red merdleges, azaz a p és ¢ iranyokat
kijelols egységvektorok altal kifeszitett sikban fekszik. Ez a sik f6sik és a benne fekvs
e, ¢s e, normalisok egymasra merdlegesek. Kovetkezésképp a p,, és p, fesziiltségvekto-
rokhoz tartozo Plo,,T,), illetve Q[op, 7] pontok (a e, és e, norméalisok képei a oy, 7,
sikon) f6koron helyezkednek el, szimmetrikusan a f6kor kézéppontjaban huzott fiiggsleges
egyenesre (emlékeztetjiik itt az olvasot a 6.9. abra M és N pontjainak szerkesztésével
kapcsolatos magyarazatra). A fentiek alapjan a Mohr-féle fesziiltségi kordiagram meg-
rajzolésa els6 lépéseként megszerkesztjiik a Ploy, 7], illetve Q[op, 7] pontokat a oy, 7,
KR-ben.

3. A Ploy, 1] és Q[op, 7] pontokat Gsszekots egyenes felez6 merdlegese kimetszi a Ploy, 7,
és Qop, T, pontokat tartalmazé f6kér kézéppontjat.

4. A f8kor kozéppontjat a Ploy, 7] (vagy Q[op, Tn]) pontjaval Osszekitd egyenes hossza a
f6kor R sugara. FEnnek birtokdban megrajzoljuk a f6kort. A fékor o, tengellyel térténd
metszéspontjai megadjak a keresett féfesziiltségeket. (A jelen esetben, tekintettel a o, =
o1 feltevésre és a f6fesziiltségek sorrendjével kapcesolatos o1 > 09 > o3 szabalyra (a) a o9
és o3 fofesziiltségeket kapjuk, (b) a megszerkesztett f6kornek pedig Oy a kozéppontja.)



5. A harom f6fesziiltség ismeretében megszerkesztjiik a hianyzo két f6kort. (A jelen esetben
a (0'1,0'2) és (0'1,0'3) f()’kéréket.)

6. Az els6 megszerkesztett f6kor segitségével meghatarozhatjuk a fétengelyek KR-ét, mivel
a f6kor segitségével megkapott nagyobbik féfesziiltség (a jelen esetben a o2, 0] pont) és a
Plop, m,] kozotti ivhez tartozo [keriileti szog| (kbzépponti sz6g) a p tengely és a vonatkozo
fotengely altal [bezart szog| (bezért szog kétszerese) — a jelen esetben ¢, illetve ennek a
dupléja. A szoget az elemi kocka feliilnézeti képén a p tengelytsl mérjiik fel a 7, fesziiltség
iranyaban. Az abran a jobbkézszabéalynak megfelelGen jeloltiik be a f6tengelyeket (az 1
jeli f6tengely kifelé mutat a papir sikjabol).

7. A szerkesztés alapjan elvégzett szamitéssal

2
o Op — Oq _ Optoq _ Optoq
R_\/<72 > + 72, 02 =~ + R, 3= "5 - R, (6.27a)
az R sugér és a két f6fesziiltség, a ¢ szdg a
— 2
tang = 72" % , tan2p = 2ol (6.27b)
|7pal Op — 9q
egyenletekbdl adodik, az keresett f6tengelyek irdnyvektorait pedig a
ey =cospe,+sinpe, é e3=—sinpe,+cospe, (6.27¢)

Osszefiiggések adjak meg.

Az el6z8 gondolatmenet soran feltevés volt, hogy az ismert féfesziiltség megegyezik a legna-
gyobb féfesziiltséggel (o, = 01). Tovabbi eseteket jelent, bar a gondolatmenet 1épései megegyez-
nek a fentebb pontokba szedett 1épésekkel, ha o, = o9 vagy, ha o, = 03. Ezek a feladatok is
megoldhatok tehat a fenti sablon kévetésével.

6.3. Alakvaltozasi allapot

6.3.1. Kinematikai egyenletek. A szilard test elmozdulasi és alakvaltozasi allapotaval kap-
csolatos ismereteket kell§ részletességgel ismerteti a 2.2. Elmozdulasi és alakvéltozasi allapot
cimi szakasz. Az ott targyalt ismereteket tekintve kiemelt szerepe van az alakvaltozasok elméle-
tében az alakvaltozasi tenzort az elmozdulasvektorral megad6 (2.22) egyenletnek. Szokas ezt az
egyenletet kinematikai, vagy geometriai egyenletnek nevezni.

6.3.2. A Mohr-féle alakvaltozasi kordiagram.

A 6.2.2., 6.2.3. és 6.2.4 szakaszokban leirtak mintadjara a

szilard test egy P pontjanak alakvéltozasi allapota az tn.

Mohr-féle alakvaltozasi kordiagrammal szemléltethets. Az 1
alakvaltozasi kordiagram abcissza tengelyére az elGjelhelye- 2 (e 1, ]
sen vett gt

En =00y (6.28a) O

fajlagos nyulast (a o, normaélfesziiltség analogonjat), a felsé
fél ordinatatengelyre pedig a (2.56), (2.57a,b) alapjan értel-
mezett

1 1
37 = 5 [7al = law — | 20 (6.28D) 6.16. abra.

mennyiséget mérjiik fel. Kovetkezik a 4y,, vektor (2.56) alatti
értelmezésébsl, hogy ~,,/2 az a,, alakvaltozasi vektor n
vektorra merdleges Osszetevje. A 2.14. abra jelleghelyesen szemlélteti az a,-t ad6 €, n és =,, /2
vektorokat. A P pontra illeszked$ n egységvektor végpontjanak az elemi kornyezet tiszta alak-
valtozasabol adodo

a, =e,n+7,/2 (6.29)

elmozdulasa az alakvaltozasi kordiagramon az N ey, v, /2] pontot hatarozza meg, ugyantgy, mint
a fesziiltségi kordiagram esetén a p,, = o, n+ 7, fesziiltségvektor: N az n képe az €, v, /2 sikon.
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7~

\

N |—

b Q .
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(&1t+€35)/2
(€1 +€,)/2
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6.17. abra.

A fentiek alapjan értelemszertien alkalmazhatok a méasodrendd T fesziiltségi tenzort szem-
lélteté Mohr-féle fesziiltségi kordiagram kapcsan a 6.2.2., 6.2.3 és 6.2.4 szakaszokban leirtak az
ugyancsak mésodrendii A alakvaltozasi tenzor Mohr-féle alakvaltozasi kordiagramjanak szerkesz-
tésekor.

A 6.17. abra egy Mohr-féle alakvéltozasi kordiagramot szemléltet. A diagram feltiinteti a tet-
szleges n = cos o ey +cos 3 e, +cos 7y e, iranyvektorhoz tartozo alakvaltozasi vektor N ey, vn /2]
képének szerkesztését.

A 6.4.3 szakaszban megmutatjuk majd, hogy izotrép, linedrisan rugalmas anyagu testek és
kis alakvaltozas esetén egyetlen diagramban egyesithets a fesziiltségi és alakvaltozasi Mohr-féle
koérdiagram.

6.4. Altalanos Hooke tdrvény

6.4.1. Egytengelyi fesziiltségi allapotok. A szilardsigtan elsd alapkisérletének tanisaga
szerint a homogén izotrop anyagu téglalap szelvényt rad huzasakor (nyomésakor) kis alakval-
tozésok esetén az egyszerti Hooke torvényt osszegez6 (3.20) anyagegyenlet szerint kolesonosen
egyértelmi linearis fliggvénykapcsolat all fenn az alakvéltozasi és a fesziiltségi tenzor kozott.
Megjegyezziik, hogy ez esetben egytengelyii (egy f6fesziiltség kiilonbozott zérustol) fesziiltségi
allapot ébred a rudban.

A szilardsagtan méasodik alapkisérlete esetén csavaréonyomatékkal terheltiik a homogén izot-
rop anyagu vékonyfala csovet. A kisérleti eredmények alapjan kapott (4.17) anyagegyenlet ismét
azt igazolja, hogy most is kolcsonosen egyértelmd lineéris fiiggvénykapcsolat all fenn az alakval-
tozasi és a fesziiltségi tenzor kozott, ha kicsik az alakvaltozésok. Megjegyezziik, hogy az utobbi
esetben specialis kéttengelyt fesziiltségi allapotot (a két féfesziiltség azonos) idézett eld a csGben
a csavarényomaték.

Azt varjuk a fentebb visszaidézett kisérleti eredmények alapjan, hogy homogén, izotrop szi-
lard testben kis alakvaltozasok esetén mindig lineéris az A = A(T) fiiggvénykapcsolat, fiigget-
leniil attol a korilménytsl, hogy hany tengelyt a fesziiltségi allapot.

Az A = A(T) fuggvénykapcsolat linearis voltanak levezetésénél a kovetkezoket vessziik fi-
gyelembe:

1. A szilard test egyensulyi viszonyait leird egyenletek linearitasa miatt barmely haromten-
gely( fesziiltségi allapot harom egytengely( fesziiltségi allapotra bonthato.

2. Mivel az anyag izotrop az igy nyert harom egytengely( fesziiltségi allapotra kiilon-kiilon
alkalmazhato a (3.20) anyagegyenlet.



3. Kis alakvaltozasok esetén linedrisak az alakvaltozési allapottal kapcsolatos egyenletek.
Ez azt jelenti, hogy a harom egytengelyd fesziiltségi allapothoz tartozé alakvaltozési
tenzorok Osszege a tényleges alakvaltozasi tenzor.

6.4.2. Altalanos Hooke tSrvény: levezetés a szuperpozicié elv felhasznalasaval.
Tegyiik fel, hogy haromtengelyt a fesziiltségi allapot és az (x,y, 2) KR egybeesik a f6tengelyek
KR-ével: 0, = 01, 0y = 092, 0, = 0,. A haromtengely( fesziiltségi dllapot egytengely fesziiltségi

O3
+ “+
X yx Y

6.18. abra.

allapotokra torténd felbontasat a 6.18. abra szemlélteti. Jellje a harom egytengelyt fesziiltségi
allapothoz tartozo fesziiltségi és alakvaltozasi tenzorokat rendre Ty, Ty és T3, illetve A1, Ao és
As. Nyilvanvalé az abra alapjan, hogy a harom fesziiltségi tenzornak

o, 0 0 00 0 00 0
T,=| 0 00|, Ty=[00, 0| & Ty3=|00 0
0 00 00 0 00 o

a matrixa. Az egytengelyi fesziiltségi allapotra vonatkozo (3.20) anyagegyenlet értelemszert
felhasznalasaval kapjuk az Ay, Ao és Ag alakvaltozasi tenzorok méatrixait:

1 v 1 v
Al_ﬁ[ll_l—’——yaxg] s AQ—%[IQ_EUZ/E}

=3¢ [Ts 17 E
A szuperpozicit elv alapjan képezziik most a fenti harom egyenlet 6sszegét. Kapjuk, hogy
1
A, +A,+A; = °C [11 +Ty+T3— H—V(U:c +Uy+az)E:| )
A T Tr
azaz, hogy
1 v
A=—|T- T/E 6.30
= 20[— 1—0—1/1_]’ (6.30)

vagy kirészletezve — ennek sorén a tényleges értéktdl fliggetlentl kiirjuk az alakvaltozasi tenzor
maéatrixanak valamennyi elemét —, hogy

1 1
Ex 5Vzy 37zz

1 ; . s 0 0 , 10 0
Ly gy v |===0]0 o, 0 |- 7,00 1 0
2G 0 0 o, L+v "1 0 1

1 1
5Yzz 372y €z

Kiolvashato az utobbi képletbdl (a jobboldal szerint v,y = vy, = V.2 = 0 ), hogy az e,, e,, e,
vektorok nemcsak a fesziiltségi allapotnak, hanem az alakvaltozasi allapotnak is f6irdnyai.

A (3.20) és (4.17) anyagegyenleteket kisérleti titon kaptuk meg. A matrix alaka (6.30) anyag-
egyenlet a hazokisérlet eredményére tdmaszkodo elméleti megfontolasok eredménye. Visszaadja
azonban a vékonyfali cs6 csavarasaval kapcsolatos (4.17) anyagegyenletet is, hiszen annal a fel-
adatnal zérus értékd volt a fesziiltségi tenzor els skalarinvariansa.



A maétrix alakban felirt (6.29) anyagegyenlet a mas kisérleti eredmények tantsaga szerint,
tenzorialis alaku egyenletként is fennall homogén izotrép testre kis alakvaltozasok esetén. A
szakirodalomban ez az egyenlet az alakvaltozési tenzorra felirt altalanos Hooke torvény néven
ismert:

v
1+v

1
A=t [T

Tenzorialis egyenletként alakjat tekintve valtozatlanul, azaz a lokalis KR-t6] fliggetleniil, fenn-
all az alakvaltozasi tenzorra vonatkozo altalanos Hooke torvény. Masként fogalmazva (a) teljesiil
az a természetes kovetelmény, hogy a (6.31a) anyagegyenlet, amely a homogén izotrop szilard
test terhelésre adott lokalis valaszat irja le kis alakvaltozasok mellett, KR fiiggetlen egyenlet (b)
és ennek folyomanyaként a lokalis KR-t kifeszit6 egymasra meréleges e, e,, e, egységvektorok
nem kell, hogy egybeessenek a firanyokkal. Az utobbi esetben toméren felirva

TIE] : (6.31a)

1 1 VT
Ex 5Vxy 37Vzz Oy — _1+11j Ty Taz
1 1 1 vTy
Mz Sy Wz | = BYe Tyz Oy — 11 Tyz , Tt = o, +0y+0, (6.31b)
1 1 VT,
5Y2x 372y €z Tzx Tzy 0z~ 11,
A

a torvény matrix alakja. Kiolvashat6 az utébbi egyenletbél, hogy

1 3v 1 |[1+v Jv
Ar= = — — | = — — T
1=etey b= gn e toyto) -y I] 2G [1+u 1+y} !
Tr
azaz, hogy
1 1-2v 14+v
A= ——T, h T = 2G Ar. 6.32
1= 56 T3, Lo vagy hogy Tr T, M (6.32)
A fenti képletek az invaridnsok kozott fennallo Osszefiiggések. A
14+v
K=2G—— 6.33
3(1—2v) (6:33)
térfogati rugalmassdgi tényezd bevezetésével az invariansok kozotti (6.33); Osszefiiggés az
1
Ar=—=T
1= gt

alakba irhato at. (K elnevezése onnan szarmazik, hogy a (2.54) képlet szerint A; az ey fajlagos
térfogatvaltozas.)
Kiindulva az alakvéltozasi tenzorra vonatkozo (6.31a) altalanos Hooke térvénybdl a

v 14+v
T = 2GA /I =2GA 2 AT
G T G 1, G
N—_— ——
Tr

atalakitéssal kapjuk az altalanos Hooke torvényt a fesziiltségi tenzorra:

T =2G [A +1 _VzVAIE] . (6.34a)
A vonatkozd méatrix egyenlet
Oz Toy Taz £p — AL ey $Va
Tye Oy Ty | =2G %’ny Ey — 1V_A¥,, %’sz , Ar =€, +¢ey+e. (6.34b)
Tiw Tay Oz 3Vea vy e — AL

T

alakn.



Legyen n és m az n-m = 0, toviabba az |n| = |m| = 1 feltételeket kielégits egyébként
tetszbleges iranyvektor. Felhasznélva a (2.43), (2.44) és a (2.83a,b) Osszefiiggéseket, valamint
az alakvaltozasi tenzorra vonatkozo (6.31a) Hooke torvényt az av, alakvéltozasi vektor €., Ymn
elemeire az

1 v
en:n-A-n:%[n-T-n—1+VT1n-E-n],
on n
1
Wmn:2m-A-n:E[m-T-n—1+VT1m-E-n}
Tmn n
vagyis az
1 14 Tmn
En = %[O'n— 1—|—I/TI] s Ymn = ? (635)

képleteket kapjuk.

Hasonlé gondolatmenettel hasznélva fel a (2.83a,b) és a (2.43), (2.44) Osszefiiggéseket, va-
lamint a fesziiltségi tenzorra vonatkozd (6.34a) Hooke torvényt a p,, fesziltségvektor oy, Tmn
elemeire pedig

v

an:n'T'n:2G[n-A-n+1_2VAIn'E'n],
En n
v
T = 2G[@- A n+ o Tym - £ n]
'Ymn/2 n
vagyis

On=2G[en + ——T1],  Tomn=2G12 (6.36)
n n 1- 92 1], mn 9 .

az eredmény.

6.4.3. Egyesitett Mohr-féle fesziiltségi és alakvaltozasi kérdiagram. A (6.29) ssze-
fiiggés alapjan, felhasznalva a (2.58), (6.31a), (6.35); és (6.12) képleteket, irhatjuk, hogy

G, = 2G% =2G(ap —epn) =2G(A-n—eyn) = (2GA — 2Ge, E) -n =

v v
= [(T—1+VT1E>—<07L—1+—VT1>E] =p, —OpN =Ty, .

A kapott képlet szerint T, a -,, alakvaltozasi mértékkel aranyos. Visszaidézve, hogy v, = |v,,|
és hogy 7, = |T,| a fenti egyenletbdl a

2G%" =T (6.37a)

osszefiiggeés kovetkezik. Tarsitsuk ezt az Osszefiiggést a (6.35)1 egyenlet alapjan irhato

1%

2Ge, = 0y —
En On 1—|—I/

T (6.37D)

Osszefiiggéssel.

A (6.37) képletek tantusaga szerint a Mohr-féle fesziiltségi kordiagram Mohr-féle alakvaltoza-
si kordiagramkeént is szolgalhat, ha (a) eltoljuk az origot az abcissza tengelyen a Trv/(1 + v)
értékkel (pozitiv iranyba, ha Tjv/(1 4+ v) > 0, ellenkezd esetben negativ irdnyba); (b) az
O. = [T1v/(1 4+ v),0] kezdGpontu 1j abcisszatengelyen a o, helyett 2Ge,-et mériink; (c) az
O. kezd6pontu ordinatatengelyen a 7, helyett az alakvaltozasi Mohr kor +, /2-jének 2G-szeresét
meérjiik (vagyis mindkét 4j tengelyen a 2G-vel skalazunk). Az egyesitett fesziiltségi és alakvdlto-
zdsi Mohr-féle kordiagramot a 6.19. abra szemlélteti. Az uj KR-t kék szin kiilonbozteti meg a
régitol.



Ty QGY—H

A
>F|ea
©)
il
=]
O(S OS e \ 2G8n
1 lTJ I 1
) c c c
3 o, 2 1 n
vT
6.19. abra.
A (6.37a) atrendezésével kapott
Tn Tn
— = — 6.38
2G ~ 2 (6.382)
képlethez a (6.36); egyenlet alapjan irhato
On v
on A .38b
G 1w (6.38b)

egyenletet érdemes tarsitani. Megismételve a 6.19. abrara vezet§ gondolatmenetet az a ko-
vetkeztetés adodik a (6.38) képletekbdl, hogy a Mohr-féle alakvaltozasi kordiagram Mohr-féle
fesziiltségi kordiagramként is hasznalhato, ha (a) eltoljuk az origot az abcissza tengelyen az
Arv/(1—2v) értékkel (negativ iranyba, ha A;v/(1—2v) > 0, ellenkez6 esetben pozitiv iranyba);
(b) az O, = [-Arv/(1 — 2v),0] kezdSpontu 1) abcisszatengelyen a e, helyett o, /2G-t mériink;
(c) az O, kezdGpontu ordinatatengelyen a -+, /2 helyett a fesziiltségi Mohr kor 7,,-jének 1/2G-
szeresét mérjiik (vagyis mindkét aj tengelyen 1/2G-vel skalazunk). Az egyesitett alakvdltozdsi
és fesziiltségi Mohr-féle kordiagramot a 6.20. &bra szemlélteti. Az 1) KR-t most is kék szin
kiilonbozteti meg a régitdl.

Tn Yn

2G 2

A
=
IR
Il
o o S| O
c € y 2G
! Iy! I I
83 VA] € 82 81 gn
1-2v n
On

6.20. abra.



6.5. Energetikai allapot

6.5.1. Rugalmas test fajlagos alakvaltozasi energiadja. A 2.4.2. pontban ramutattunk,
hogy héhatésok hidnyaban a rugalmas test egy pontja elemi kornyezetének energetikai allapotéat
az u fajlagos alakvéltozasi energia hatérozza meg. A test energetikai allapotéat pedig, visszauta-
lunk itt a 2.6. szakaszban mondottakra, az u(r) skalarfiiggvény, azaz a fajlagos alakvaltozasi
energia mez$ hatarozza meg. Néhany speciélis esetben: (a) hazott vagy nyomott rad (3.25)
osszefiigges, (b) vékonyfala korgytirtkeresztmetszet csavart rad (4.32) Osszefiiggés, tisztaztuk
az u fajlagos alakvaltozasi energia szdmitasanak modjat. A képletek szerint az u az A alakval-
tozasi tenzor, illetve a T fesziiltségi tenzor elemeinek fliggvénye. Varhato tehat, hogy altalanos
esetben is az A és T ismeretében szamithato az u. A kérdés az, hogy hogyan.

Tegyiik fel, hogy a 6.1. &bran vazolt és a vizsgalat targyat képezd homogén, lineédrisan
rugalmas B testet, a q strtségi térfogat ER, valamint a feliiletén megoszlo6 p ER terheli és
elhanyagolhatok a héhatasok. Feltessziik tovabbéa, hogy a terhel§ erérendszer stirtiségvektorai a
zérus értékbdl kiindulva lassan végbemend folyamatként (kvazistatikus terhelésként) gy érik el
végleges értékiiket, hogy valtozasuk a terhelési folyamat sorédn egyetlen monoton névekvs ska-
laris paraméterrel leirhaté (egyparaméteres a terhelés). Mivel a test linearisan rugalmas ez azt
eredményezi, hogy kétszer akkora terhelés esetén kétszer akkorak az egyes pontok elmozdulasai,
kétszer akkorak az alakvéltozasok (az alakvaltozési tenzor elemei), és kétszer akkorak a fesziilt-
ségek (a fesziiltségi tenzor elemet).

Jelolje 7 a terhelési paramétert. Feltessziik, hogy a 7 = 0 érték a terhelési folyamat kez-
detének (a terheletlen &allapotnak), a 7 = 1 érték pedig a terhelési folyamat végének (a teljes
terhelésnek) felel meg: 0 < 7 < 1. Ez azt jelenti, hogy

qr =79, Pr=7pP,
u =71, Pnr = TPy,
a jellemz8 mennyiségek értéke, ahol a 7 index nélkiil irt értékek a terhelési folyamat végéhez
tartoznak.
Tekintsiik a tovabbiakban a B test V' résztartoményat. Mivel ez teljes egészében a test
belsejében fekszik, térfogatat a q striiségi ER, A feliletét pedig a p,, = T - n stirtiségi ER
terheli. Més szavakkal ez a két ER a V résztartomany kiils6 ER-e.

A (2.95) Osszefliggés szerint a V' résztartoméanyban felhalmozodott U rugalmas energiara
nézve fennall az

(6.39)

U= / udV = Wg (6.40)
|4

egyenlet. Szavakban: a felhalmozddott rugalmas energia megegyezik a kiragadott résztartomé-
nyon miikodds kiils6 ER munkéjaval. Nyilvanvald, hogy a terhelési folyamat soran a 7 paraméter
d7T megvaltozdsihoz az elmozduldsmezs du = udr megvaltozasa tartozik, és ekozben

dWK:/qT-dudV-i-/Pm'dudA
\% A

a V résztartomanyon az aktuélis 7-hoz tartozé idépontban miksods g, és p,, , kiilsé ER munkaja.
A (6.39) képletek felhasznalasaval kapjuk innen, hogy

dWg = </q-udV—|—/pn-udA>Td7'
\%4 A

hiszen a 7 paraméter fiiggetlen a helytsl (vagyis a térfogati és feliileti integraloktol). A V
résztartomanyon miikods teljes kiils6 ER munkajat a dWy elemi munka 7 = 0 és 7 = 1 hatarok
kozott vett T szerinti integralja adja. A p,, fesziiltségvektor képletét és az

=1
1
/ Tdr = =
7=0 2

U:WKzl/q'udV—F}/u-T'ndA. (6.41)
2J)v 2.Ja

integralt felhasznélva kapjuk, hogy




A képlet jobboldalan allo feliileti integral térfogati integralla alakithato at, ha felhasznaljuk
a (6.3) alatti Gauss-Osztrogradszkij tételt:

/u-T-ndA:/ (u-T)-Vdv.
A \%

A szorzatderivalas szabalyanak alkalmazasaval és a (2.7) Osszefiiggés figyelembevételével tovabb
alakithat6 a térfogati integral integrandusza:

(u-T) -V =
| | ! 5, 3, 0 |
:u-T-V+u'T~V:u-T'<%ex+8—yey+&ez>+u-T'V:
0 0 0 !
_ou T'ex—l——u'T-ey—l——u'T'eZ—l—u-T-V:
ox 8y —— 0z N———
P ~~  p, T p
Uz uy u,

1
=Uy-p,tu-p,tu-p,+u-T V.

A kapott eredménnyel, kihasznalva a (6.5) egyenstlyi egyenletet és a (6.40) energia egyenletet,
kapjuk, hogy

1
WK:_/[H“V+qyu+ufpf+%-%+uprM/Z
\%4

2 N—_— ——
=0

1

:—/ (ux-px—l—uy-py—l—uz-pz) dV:/udV:U.
2 v 1%

Innen
1
UZE( mpx+uypy+u2pz) (642)

a fajlagos alakvaltozasi energia szamitasanak formulaja.

Az egyszertibb irasmod kedvéért bevezetjiik két masodrendi tenzor Gn. energia tipusu szorza-
tat (kettss skaléris szorzatat). Tekintsiik az elmozdulasmezd derivalt tenzoranak és a fesziiltségi
tenzornak diadikus alakjait az (z,y, z) KR-ben:

U=u,o0e;+uyoe,+u,oe,,

T=p,oe;+p,0e,+p,oe,.

A két tenzor energia tipusiu szorzatat az

U--T=u-p,+uy -p,+u,-p, (6.43)

kifejezés értelmezi. (A képlet baloldala jelolésbeli megallapodas, a jobboldala pedig az értelme-
zés.) Vegyik észre, hogy (a) az energia tipusu szorzat skalar, (b) az értelmezés barmely két
méasodrend( tenzorra érvényes hiszen az Osszetartozo képvektorok skalarszorzatainak osszege all
a jobboldalon (c) az értelmezésbdl adodik, hogy a fenti szorzas kommutativ miivelet:

U.-T=T-U. (6.44)

Néhany a szorzattal kapcsolatos és a késGbbiekben felhasznalasra keriil§ Osszefliggést az alabbiak
ismertetnek:

1. Szamitsuk ki az U alakvaltozési tenzor és az E egységtenzor energia tipust szorzatat:

U--E=(uoe,+uoe,+u,oe;) -(e,oe,+e,0e,+e,o0e,)=

=Uug- €, +Uy- eyt U;-e; = U + Uy +u,, =Us.



A kapott eredmény szerint valamely tenzor és az egységtenzor energia tipusu szorzata a
tenzor els§ skalarinvariansa. Kovetkezdleg fennallnak az

A -E=4A;,, T -E=T,

E..E—3 (6.45a)

Osszefiiggések.

2. Képezziik a késobbiek kedvéért a (2.28), (2.29) és (2.30) osszefiiggések figyelembevételével
a szimmetrikus T fesziiltségi tenzor és a ferdeszimmetrikus v forgastenzor energia tipusiu
szorzatat. Ha kihasznéljuk a szimmetriat és a ferdeszimmetriat, akkor kapjuk, hogy

T'l,b = (pxoer—i_pyoey—i_pzoez)" (Ilpxoem"i"l:byoey"i"l:bzoez) =
=Py T:b:c + Py - 'l:by +p, - 'l:bz = Tﬂcy(¢ym + ¢xy) + Tyz(wyz + T;Z)zy) + Tzw(¢zw + ¢xz) =0.
(6.45b)
Szavakban: zérus értékid a szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzorok energia tipust

szorzata.

Az energia tipust szorzat (6.43) alatti értelmezését felhasznéalva a (6.42) Osszefliggésbdl
1 1 1
—_T..U=-T--(A —-T..A
u=5T - -U=5T -(A+y)=3

a fajlagos belss energia szamitasanak képlete. A képlet felirasa soran kihasznaltuk, hogy a (2.15)
felbontasi tétel szerint U = A + 1 tovabba, hogy fennall a (6.45b) Gsszefiiggés.
A (6.45Db) Osszefiiggésre vezet gondolatmenet alapjan nem nehéz belatni, hogy

1 1
2 (6.46)
= B (O':ch + Oyey + 0282 + TayVay + TyzVyz + sz’yzm) .

A fajlagos alakvaltozasi energia az altalanos Hooke torvény felhasznéalasaval kifejezhets vagy
csak a 0y, Oy, 04, Try, Ty» €8 T,y fesziiltségekkel, vagy csak az €, €y, €2, Yoy, Vyz €5 V2o fajlagos
alakvaltozasokkal. A (6.35) képletek helyettesitésével kapjuk, hogy

_1
4G

u

v v v
[ax (ax 11 T]) + oy (ax “11o T]) + o4 (O’x 11 T]) + ZT:?y + 2Ty2z + 27'2296

Rendezés utan a T skalarinvarians (6.31b)q alatti értékét is helyettesitve

1 2
=1 a:%, + UZ + aﬁ - (ax +oy+ O'Z) + 2 (T:?y + Ty2z + 7'221,) (6.47)

u

v
1+v
az eredmény. Az u fajlagos alakvaltozasi energia alakvaltozasok fiiggvényében torténd elGallitasat
gyakorlatra hagyjuk.

6.5.2. Fajlagos torzitasi-, és térfogatvaltozasi energia. A

A T
D:A—?IE és S:T—?IE (6.48)

osszefiiggések az A alakvaltozési-, és a T fesziiltségtenzor deviatorait (devidtortenzorait) értel-
mezik. A (6.45a) képletek alapjan

A
Dj=D--E=A--E-"-'E..E=0. (6.49a)
N—— 3 ~Y——
Ap 3
Ugyanigy adédik, hogy
Sr=0. (6.49b)

A (6.49) képletek szerint zérus a deviatortenzorok elsd skalaris invariansa.



A D alakvaltozési és az S fesziiltségi deviator, illetve a vonatkoz6 Ay és 17 invaridnsok
ismeretében devidtoros és gombi részre bonthaté fel az alakvaltozasi és fesziiltségi tenzor:

1 1
A=D+ AE & T=S+;TE. (6.50)
S—— N——"
Ay T,

A gombi jelz6 arra utal, hogy az A, és T, gémbi tenzorok gémboét gémbre képeznek le
torzitdsmentesen. Ez egyben azt is jelenti, hogy (a) az alakvaltozasi tenzor deviatoros része
csak a tiszta torzuldst irja le hiszen zérus az els6 invariansa, azaz nem tartozik hozza fajlagos
térfogatvaltozas, (b) az alakvéltozasi tenzor gémbi része pedig a tiszta térfogatvaltozast adja,
hiszen nem tartozik hozza torzulas.

Irjuk fel a fesziiltségi tenzorra vonatkozo (6.34a) Hooke torvényt a (6.50) felbontés alapjan a
deviatorokkal. Ha még az invariansok kozotti (6.32)9 Osszefliggést is kihasznéljuk, akkor kapjuk,

hogy

TI A[ 14 1+V AI

S —Eﬂ[D Sy ) Aﬂ:zpz 21

T3 Gl D+ 5Bt A GD+26G— =

~——— ———
T A Tr/3

azaz, hogy

[ S=2GD ] (6.51)

Az utobbi egyenlet a deviatorokkal kapcsolatos Hooke torvény.
A fajlagos alakvaltozasi energia is felirhato a devidtorokkal. Kihasznalva a (6.45a) és (6.49)
osszefiiggéseket a (6.46) és (6.50) képletek egybevetése soran az

u:l<S+EE>~<D+%E>:

2 3
1 T;S1 ArDy TrA; 1 TrA;
—-S..D E.- - E=-S8--D
2 + 6 + 6 + 18 2 + 6
=0 =0

eredmény adodik. Az utobbi képlet alapjan két részre bonthaté a fajlagos alakvaltozasi energia:

U =ur +uy ,
| TyA, (6.52)
==

Az up-vel jelolt rész az an. fajlagos torzitdsi energia. Az elnevezés arra utal, hogy ez a
képletrész a deviator tenzorokbol adodik, ahol is D a tiszta torzulast irja le, mig S a (6.49)
Hooke torvény szerint a T fesziiltségi tenzor D-hez tartozé része.

Az uy-vel jelolt rész az an. fajlagos térfogatvdltozdsi energia. Az elnevezésnek az a magya-
razata, hogy ez az energia az Osszetartozé Ty és A, gombi részekbdl szarmazik. Itt A, a tiszta
térfogatvaltozast irja le.

A deviatorokkal kapcsolatos (6.49) Hooke torvény és az invariansok kozott fennallo (6.32);
Osszefliggéssel

1
uT:§S--D, uy

1 1 1-2v_,
ur=ggS % w=paT

a fajlagos alakvaltozasi energia két része. Az utobbi képletek lehetdséget adnak arra, hogy az
up-t és uy energiarészeket a fesziiltségi tenzor elemeivel fejezziik ki. Az atalakitasok soran
felhasznaljuk, hogy:

(6.53)

(a) Az u-t ado (6.46) képlet és az up-t ado (6.53); Osszefiiggés egybevetése alapjan azonnal
felirhato az ur az S tenzor elemeivel: o, helyére s,-et, T, helyére s,,,-et; &, helyére s,,-
et, Ymn helyére 2s,,,-et kell irnunk a (6.46) képlet jobboldalan, ahol m,n = z,y, z; m #
n. Az eredmény:

1
ur = el [8926 + 33 + Sz +2 (Siy + 332 + Szm)] . (6.54a)



(b) A (6.48)9 értelmezés alapjan

20, —0y—0;

Sz Szy Szz 3 ) Tzy Tz

— — Oy—0x—0z

S= |5y Sy Sy:| = Tyw R I Tyz (6.54b)
Szx Szy Sz Toa Tay W

az S tenzor matrixa.
(c) A lenti képlet baloldalan elvégzett négyzetre emelés és rendezés szerint fennall a

(204 — 0y — 02)2 + (20y — 04 — 0.)? + (20, — 0, — 0,)* =
= [(0z —0y)? + (0y — 02)* + (0, — 02)%]  (6.54c)
Osszefliggés.
Helyettesitsiik mostméar a (6.54b)-bél s, és Sy, értékeit a o, és 7y, fesziiltségekkel kifejezve
az up-t ado (6.54a) képletbe, majd vegyiik figyelembe a (6.54c) atalakitast. Az eredmény az up
fajlagos torzitasi energia a fesziiltségekkel:

1
up = e [(ax — O’y)2 + (oy — az)2 + (0, — Ugc)2 +6 (Tﬁy + Tﬁz + fo)] . (6.55)

A (6.53)2 képletbdl Tt skalarinvarians (6.31b)y alatti értékének helyettesitése utan
1 1-2v
T 12G 1+v
a fajlagos térfogatvaltozasi energia fesziiltségekkel kifejezett értéke.

uy (02 + 0y + 0.)? (6.56)

6.5.3. Fajlagos alakvaltozasi energia rudak egyszeri igénybevételeire. Az altalanos
érvényd (6.47) képlet alapjan szamithato ezekben az esetekben a fajlagos alakvaltozési energia.

Huzas (nyomas): N = allando. Figyelembe véve a fesziiltségi tenzor matrixat ado (3.12)
osszefliggeést, a o,-t ado (3.15) Osszefiiggeést, valamint az anyagallandok kozott fennallo
(4.27) egyenletet kapjuk, hogy

1 s 1lo2 1 N?
"= 0. = — — == — —— .

4G(1+v) * 2 E 2 A%FE
Hajlitas: M, = My, = allando, a keresztmetszet x és y stulyponti tengelyei a fétengelyek,
egytengelyt fesziiltségi allapot, o, az egyetlen nem zérus fesziiltség. Erteke az (5.15)

képlettel szamithato. Mivel egytengelyt a fesziiltségi allapot hasznélhato az el6zd képlet
els6 része. Kovetkezésképp

(6.57)

1o2 1M, ,
umuw=— — = —
2 E 21I2FE
Csavaras: Kor és korgytrikeresztmetszetd rudat tekintiink HKR-ben. A csavarényoma-

ték M.. A nem zérus Tg, fesziiltség (4.45) alatti értékével a HKR-ben érvényes (6.69)
egyenletbdl

(6.58)

C1Th, 1 M2,
“T2¢ Te2na

(6.59)

6.6. A rugalmassagtan alapegyenlet-rendszere

A homogén izotrop szilard test kis alakvéltozas melletti mechanikai dllapotanak leirdsara szol-
galo és a 2.6. szakaszban Osszegezésszerten felsorolt u = u(r) elmozdulasmezd (3 skalaris isme-
retlen), A = A(r) alakvaltozasi tenzormezd (6 skalaris ismeretlen a szimmetria miatt), T' = T'(r)
fesziiltségi tenzormezd (6 skalaris ismeretlen a szimmetria miatt), valamint az v = u(r) fajla-
gos alakvéltozasi energia (1 skalaris ismeretlen), mint a hely fiiggvénye Osszesen 3+6-+6+1=16
ismeretlent jelent.

Az els6 15 ismeretlen meghatarozéaséara szolgalo teljes egyenletrendszer (a) mezGegyenletekbdl,
és (b) a csatlakozo peremfeltételekbsl épiil fel.



Az abran vazolt B jelii szilard test A hatarfeliilete az A, és Ay jeld részekre bontott. A két

részt a g gorbe valasztja el egyméastol.
A keresett u elmozdulasmezs, A és T alakvéltozasi és

fesziiltségi tenzorok kozott a szilard test minden egyes pont-

B jaban fennallnak, mint mez&egyenletek
— a (2.16) egyenlet szerinti
1
Au Azi (uoV+Vou) (6.60a)
tenzorialis alakt kinematikai egyenlet (Gsszesen 6
skalaris egyenlet);
— a (6.34a) képlettel adott
. At T =2G [A + 7 AIE} (6.60b)
1-2v
tenzorialis anyagegyenlet (6sszesen 6 skalaris egyen-
0] y let);
< — a (6.5) képlet szerinti
T -V+q=0 (6.60c)
6.21. abra. vektorialis alaki egyenstlyi egyenlet (Gsszesen 3 ska-

laris egyenlet).

Ez Gsszesen 15 egyenlet a 15 ismeretlent jelentd u elmozdulasmezdre, A alakvaltozasi ten-
zormezdre és T fesziiltségi tenzormezdre.

Tegyiik fel, hogy A, jeld peremrészen az elmozdulédsmezd az eldirt, és u jeloli az elirt elmoz-
dulast. Feltessziik tovabbéa, hogy az A; jeld peremrészen feliilleten megoszld terhelés miikodik.
Ennek stirtségvektorat p jeloli. Nyilvanvald, hogy a megoldasként ad6dé u elmozduldsmezs meg
kell, hogy egyezzen A,-n az ott elsirt elmozdulasmezével. Ugyanigy adodik, hogy csak akkor
lehetséges lokalis egyensuly az A, peremfeliileten, ha a p,, fesziiltségvektor megegyezik ugyanitt
az elsirt peremterheléssel. Kovetkezdleg a (6.60) mezGegyenleteket ki kell egésziteni az

u=u az A,n,
p,=T -n=p az A-n (6.61)
alaku peremfeltételekkel. Szokas az els6 peremfeltételt elmozdulési, a mésodikat pedig fesziiltségi
peremfeltételnek nevezni.

A (6.60) mezGegyenletek és (6.61) peremfeltételek altal meghatarozott peremértékfeladat
megoldasanak ismeretében a (6.46) szerinti

u:% (pr -z tp,-ay+p, - a.) (6.62)
képletbdl adodik 16-ik ismeretlenként a fajlagos alakvaltozasi energia.

A (6.60) mezGegyenletek és a (6.61) peremfeltételek a rugalmasségtan alap-egyenletrendszerét
képezik. Ezek megoldésa specidlis és a mérnoki gyakorlatban fontos esetekben részint analiti-
kusan, részint numerikus modszerekkel kereshetd meg. Az utébbiak koziil érdemes ehelyiitt is
megemliteni a végeselem modszert és a peremelem modszert.

6.7. Mintafeladatok
6.1. Irja fel HKR-ben az egyensilyi egyenleteket!
A (2.104) és a (2.99) képletek helyettesitésével az

0 10 0
T'V+‘l—(PROGR+P¢Oew+onez)'<@9R+§a—wew+&ez)+‘1—0

egyenlet kivetkezik a (6.5) egyenstlyi egyenletbsl. Elvégezve a kijelolt derivalasokat, a skalaris szorzast és
kihasznalva ekdzben az eg, e, egységvektorok derivalasaval kapcsolatos (2.98a,b) Gsszefliggéseket kapjuk,



hogy
0 10 0
Opr  pr  19P,  Op.
OR R R 0p 0z
Az eg, e, és e, egységvektorokkal térténs tovabbi skalaris szorzas utan, tekintettel a pg, p, és p,

fesziiltségvektorok (2.103a,b,c) alatti értelmezésére, a

+q=0. (6.63)

Jor  or—0,  10TR, OT:r
- -0
R T R T Rop 9. I
OTor  TeR + TRy 100, 07,
e =0 6.64
OR R T Rop or (6.64)
OT.r  T:R 1071,  Oo,
- =0
R TR TRop 9. Y4

alakban ad6dnak a skalaris egyensiilyi egyenletek.

6.2. Milyen térfogati terhelés esetén elégiti ki az egyenstlyi egyenleteket a fesziiltségi tenzor, ha

T 2y 0
T= |22y o2 0 (6.65)
0 0 a2+q?
a matrixa az (z,y, z) KR-ben.

A (6.11) egyensulyi egyenletek felhasznalasaval kapjuk, hogy

= 2 - Ty T gy

WET o Ty e Y

o =- 2 T 7

6.3. Az abran vazolt téglalapkeresztmetszeti
— a téglalap szélessége egységnyi, magassaga b, a
rid hossza pedig [ — prizmatikus radban J 1

3f 43 b
e =0 %Z%(%ﬁﬁ+ﬂ’ b

3f12 < 422> X z
= 1 y | <

=5 7

(6.66a)

a normalfesziiltségek, és

A

Tey = Toxz = 0 » Tyz = 2 b_2
(6.66b)
a nyiréfesziiltségek értéke, ahol az f feladatpara- 6.22. abra.
méter. A radon nem miikédik térfogati terhelés.
Ellenérizze, hogy teljesiilnek-e az egyensulyi egyenletek? Mekkora a rad felss, also és oldallapjain
miik6ds terhelés? Mi az el6z6 kérdésre adott valasz fényében az f feladatparaméter jelentése?
Ha behelyettesitjiik a

_§L§(1_fw2> P /)2

Doy doy, _ 3f (1_4(_yz> do. _ 12fyz
Ox ’ dy 2b 32 ) 7 0z b3
és
OTxy _ 0Ty _ 0Ty _ 0Tz _ 0 0Ty _ _ﬁ ( B 4_y2) OT.y _ 12fyz
Ay 0z Ox Ox ’ 0z 2b 327 Oy b3

derivaltakat a (6.11) skalaris egyensilyi egyenletekbe, akkor azonnal adodik, hogy az els§ egyenlet iden-
tikusan teljesiil, a méasodik és harmadik egyenlet pedig ugyancsak teljesiil:

. . 42 42
Oye 0oy | OTye gy 3 (1—i> 31 <1 Y >+0_0,

Ox Oy 0z 2b 302/ 2 302
OT2p 072y 00, B 12fyz  12fyz B
Oz + 8y W—l—qz—()—l— b3 _—b3 +0=0.



Az x és —x normalisu oldallapokon p, = 0 és —p, = 0 a fesziiltségvektor. Kovetkezésképp terhelten
a két oldallap. Az aluls6 lapon

b b b 3fz
_py|—b/2 = _O'y|—b/2ey_7'yz|—b/2ez =~ %57 (—5 - 6 + g) ey+ﬁ (1— l)ez =0,

tehat ugyancsak zérus a fesziiltségvektor. Kovetkezésképp az alulso lap is terheletlen. A feliilsg lapon
pedig, 6sszhangban az

20 \ 2 3 2b

szamitéssal konstans megoszl6 terhelés muikodik.

3f (b b b 3f2
Pylvsz = oyloj2€y + Tyzlo/2€s = S (— —st —) e, ——— (1-1)e, = fe,

6.4. A vizsgalat targyat képzd test adott P pontjaban

8 0 0
1 2 1
T=70 25 0 [MPa| és n=§ew+\/7_ey+§ez
0 0 =35

a fesziiltségi tenzor matrixa és egy a tekintett pontra illeszkedd feliiletelem normaélis egységvektora. Ha-
tarozza meg a teljes fesziiltségi Mohr kor segitségével szerkesztéssel, valamint szamitassal a feliiletelemen
ébred§ o, és 7, normal-, illetve nyiréfesziiltséget.

Vegyiik észre, hogy az x, y és z tengelyek fesziiltségi fGtengelyek és, hogy o, = o1 = 85 MPa,
oy = 03 = 25 MPa és 0, = 02 = —35 MPa a vonatkoz6 féfesziiltségek. Ezek birtokdban azonnal
megszerkesztheté a Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram:

Ty

-30 -20 -10 10 20 30 40 50 60 70 &0
"

/0\4 >3\ 50

v

N

]

~—_
]

S ~ v

30

L K Ty

EESIIS vievis N

—! e ‘ 10(5

O3 0,0 o, 0, Oy (o ’
6.23. abra.

Acosa=n, =0.5,cosf=ny = \/5/2 és cosy = n, = 0.5 trigonometrikus egyenleteknek o« = v = 7/3
és B = 7/4 a szamunkra érdekes megoldasa. Az «, B és v szOgek ismeretében, kovetve a 6.12. abra
sémajat az alabbi lépésekkel megrajzoljuk az o = n/3 = &ll. és v = ©/3 = all. koriveket: a [o7,0]
és [o3, 0] pontokban huzott fliggslegesekkel «, illetve v szoget bezard egyeneseket szerkesztiink. Ezek
(01,03), (01,02), valamint (o3,071), (03, 02) f6korokkel valo metszésein haladnak &t az Os, valamint O
kézépponti o = w/3 = all. és v = w/3 = all. korivek. Az utobbiak metszéspontja kiadja az N = [0, 7]
pontot. (Az 4bra az ellenérzés kedvéért az Oy kozéppontu 3 = 7/4 = all. koriv szerkesztését is feltiinteti.
Ez is athalad az N ponton.) Leolvashato az dbrarol, hogy o, =~ 25.0 MPa és 7, =~ 42.5 MPa.
Ami a szamitast illeti a

85 252 35
R
fesziiltségvektor ismeretében

8 256x2 35
"_Z+T_Z_25MPa

Oop=n-p



a normalfesziiltség, és

2
852 25¢/2 35\ 2
Tw=/p — 12 = (_> +<_f> +(_> — 252 = 42.46 MPa

2 2 2

a nyirofesziiltség. A kétféleképpen is meghatarozott értékek jo egyezést mutatnak.

6.5. Ismertes a vizsgalat targyat képz6 test valamely P pont-
jaban a fesziiltségi tenzor matrixa az (z,y, z) KR-ben.

48 0 -60 X
T= 0 100 O [MPal] .
-60 0 —16 ¢

Hatarozza meg Mohr-féle fesziiltségi kordiagram segitségével a £6- -60

fesziiltségeket és a fesziiltségi fGiranyokat. - /@
A megoldas soran a 6.2.4. szakaszban kozolt sémat kovetjik.

Nyilvanvalo, hogy az y irany f6irdny. Az 7, p,q irdnyoknak most

rendre az y, z, x iranyok felelnek meg. A 6.24. abra jobboldali felss * -16
része a pozitiv y tengely fel6l nézve szemlélteti az elemi kockan
ébreds fesziiltségeket. Leolvashaté az elemi kockarol, hogy 7, =
60 MPa. A kordiagramot szerkesztve elsé 1épésben megrajzoljuk

T
-6 -48 -40 -32 -24 -16 -8 "8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104
80

|+ ——

72

64

48

~
[\
&)
[~

16

G3 (0] Ol O2 Oy 03 o,
Y[84,0]

6.24. abra.

az e, és e, normalisok X[48,60] és Z[—16,60] képeit. Az X, Z pontokat Osszekotd vizszintes felezs
merGlegese kimetszi a o, tengelybdl az X, Z pontokon athaladé f6kor kézéppontjat (mint késébb kideriil
az Op pontot). Az O, X pontok kozotti tavolsaggal, mint R sugarral megrajzolt O; kozéppontt kor
és a o, tengely két metszéspontja megadja a hidnyzo (a jelen esetben a oy és o3) f6fesziiltségeket. A
harom f6fesziiltség birtokdban megszerkeszthets a masik két, azaz a (o1, 02) és (01, 03) f6kor. Az 1 jeld
fétengely és az x tengely altal bezart ¢ = 1, sz0g a [09,0] és az X [48,60] pontok altal meghatarozott
korivhez tartozo keriileti sz6g. A vonatkozo 2¢ nagysagu kézépponti szog a szinezéssel kiemelt derékszogt
haromszogben jelenik meg. A f6tengelyek jobbsodrati KR-ének megszerkesztésekor a 7,, = —60 MPa

fesziiltség iranyaba mértiik fel a ¢ = 1, szdget az elemi kockat szemléltets abrarészleten.

Bar valamennyi érték leolvashaté a kordiagramrol, a keresett mennyiségek a megszerkesztett kordi-

agram alapjan, a (6.27a,b,c) képletek értelemszert alkalmazéasaval, szamithatok is. Az

2 2
R—\/<U 2U> +T,3x—\/< ; ) + 602 = 68 MPa




sugar birtokaban
z x 48 - 16 z x 48 - 16
gy =210 JQFU +R= 1 68=84MPa, o3=221% R—
a két hidnyzo féfesziiltség. A o1 normalfesziiltség ismeretében

o1 —o0; 84—-48

5 5 — 68 = —52 MPa

tan i, = 50 0.6, azaz 1, = = arctan0.6 = 0.54042 radian = 30.964° .
Tn
Kovetkezésképp
t 0.6 1 1
sing = ——? __ _ —0.514496 65 cosp = = 0.857493.

\/1+tan290_\/1+0.36 \/1—|—tan2<p_\/1+0.36
Ezekkel az eredményekkel azonnal adédnak a keresett f6tengelyek iranyvektorai:
e; =cospe, —sinpe, =0.857493 e, — 0.514496 e,
e3 =sinpe, +cospe, =0.514496 e, + 0.857493 e, .

6.6. Ismertes a vizsgalat targyat képzé test valamely P

u Y pontjaban az alakvaltozasi tenzor méatrixa az (x,y, z) KR-ben.
By=-4.0x10 | Ly 88 —120 0
] %:12_0 x1* A=| -120 —40 0 |x107*.
0 0 —2.4
€y

Hatarozza meg Mohr-féle alakvaltozasi kordiagram segitségével
> - + a fényulasokat és az alakvaltozasi f6iranyokat.
l h‘f_m 0x10_4 A megoldés soran értelemszertien kévetjiik a 6.2.4. szakasz-
2 T ban k6zolt sémat, illetve a 6.5. Mintafeladat gondolatmenetét.
Nyilvanvalo, hogy a z irany f6irany. A r,p, q iranyoknak tehéat
most rendre az z,z,y iranyok felelnek meg. FEls6 lépésként

ex £x=8.8x10"

[ »

Yo 108

5 x 10

-112 -96 -80 -6‘4 -4§ -32 -16 16 32 48 64 80 96 112 128 144 160
144

T [ ]

= X[88,120] 128

Y([-40,120] — ;
A 1

112

96

A ]
)

64

K I/

Wi 16

€, x10°

O <

€ 3 %109 O1 €4%105 O O, € %109

6.25. abra.

mindig megrajzoljuk az alakvaltozasi allapotot szemléltets elemi triédert az ismert {Girany fel6l nézve, oly
modon, hogy a p irdny vizszintes legyen. A 6.25. abra jobboldali felss része a pozitiv z tengely, vagyis az
ismert f6irany fel6l nézve szemlélteti az elemi triéderen az o, és oy, alakvaltozési vektorokat. Leolvas-
hat6 az elemi triéderrél, hogy v, /2 = 12.0 x 10~* MPa. Az alakvaltozasi kordiagramot szerkesztve elsé
lépésben megrajzoljuk az o, és o, alakvaltozasi vektorokhoz tartozé X|[88,120] és Z[—40, 12] pontokat
(Figyelem: az &bran a tényleges értékek 10° hatvannyal valo szorzatai szerepelnek!). Az XY pontokat



0sszekots vizszintes felez6 merdlegese kimetszi a €, tengelybdl az X, Y pontokon athaladéd f6kor kozép-
pontjat, (késébb latni fogjuk, hogy ez az Os pont). Az Oz, X pontok kozotti tavolsaggal, mint R sugarral
megrajzolt O kozéppontu kor és az e, tengely két metszéspontja megadja a hidnyzo (a jelen esetben a
g1 és e3) fonyulasokat. A harom fényulas birtokdban megszerkeszthets a masik két, azaz az (1,e2) és
(€9,€3) f6kor és az is vilagossa valik, miért hasznaltuk az O jelolést. Az 1 jeld f6tengely és az x tengely
altal bezart ¢ = 1, s20g az [e1,0] és az X[88,120] pontok altal meghatarozott korivhez tartozo keriileti
szog. A fétengelyek jobbsodrati KR-ének megszerkesztésekor a v,,/2 = —12.0x szdgtorzulas iranyaban
meértiik fel a ¢ = 1, szoget az elemi triédert szemléltets abrarészleten. Ennek az az oka, hogy a v,, az
abran a novekvé fajlagos nytlas iranydba mutat (ugyanigy, mint ahogy a 7 a névekvs o irany4dba mutat).

Ugyan valamennyi érték leolvashaté a kordiagramrol, de a keresett mennyiségek a megszerkesztett
kordiagram alapjan szamithatok is. Az

sugar birtokdban

g1 =

2

2 z 88 — 40
€. te¢ —i—R:(

Yyz

€3 =

(=R

ey

+ 136) x 107 =16.0 x 1074,

Ey+éx

o

88 + 40
2

88 — 40

2
) +1202=13.6 x 1074

— 136) x107° = —-11.2x 107*

a keresett két fényulas. A e fényulas ismeretében a szinezéssel kiemelt derékszogi haromszogbdl

2(e1 —e,) 160 —88

tan = 1.2,
Plx T 60
Kovetkezésképp
. tan ¢ 1.2
sin p =

V1ttanZe VI+1.44

azaz

=0.768221 és cosy =

Y1z = ¢ = arctan 1.2 = 0.876 058 radian = 50.1944° .

1

=0.640184 .

V1+tanZy VI+1.44

Ezekkel az eredményekkel azonnal megkapjuk a keresett f6tengelyek iranyvektorait:
e; =cospe, —sinpe, = 0.640184e, —0.768221 ¢,
ez =sinpe, +cospe, = 0.768221 e, + 0.640 184 e, .

-200
-50

-100 -50

50 100

2G—

50 100 150 200 250 300 350
200 250 300 350 400 450 500

Y=[50,200]/

\ ]

\Z*=[350,200}

/

[
\
\

/

A

o.|_}

f Os O,
(==
O3 VT

0, oy
X=[250,0]
6.26. abra.

6.26. abrardl leolvashato, hogy

o1 = 450 MPa,

o5 = 250 MPa,

6.7. Ismertes a fesziiltségi ten-
zor diadikus elGallitasa:

T =250e,0e,+
+ (50e, — 200e,) o e,+
+ (—200e, + 350e;) o e, MPa

Irja fel a fesziiltségi tenzor matri-

250 ! )
x4t, majd szerkessze meg az egye-
200 sitett Mohr-féle fesziiltségi és alak-
valtozasi kordiagramot, ha G =
150 80 x 103 MPa és v = 0.3.
A fesziiltségi tenzor
100
250 0 0
50 T=1]0 50 —200| MPa
2Gg, 0 —200 350
o, matrixarél leolvasott adatokkal,
kovetve a 6.5. Mintapélda 1épéseit,
kénnyen megszerkesztheté a Mohr-
féle fesziiltségi kordiagram. Ezért a
szerkesztés lépéseit nem részletez-
zik. A kordiagramot szemléltets
o3 = —50 MPa.



Az 1 jeli f6tengely z tengellyel bezart szoge:

— 0, 450 — 350 .
o1, = arctan > 7% — arctan —— 22 — arctan 0.5 = 0.463 648 radian = 26. 565° .
|7yz] 200
A f6tengelyek KR-ét a megszokott modon az ismert {Girany felol néz-
ve szemlélteti a 6.27. abra. »
A 6.4.3. szakasz szerint a megrajzolt Mohr-féle fesziiltségi kordi- ‘
agram Mohr-féle alakvaltozési kordiagramként is szolgal, ha eltoljuk o 350 B
az origbt az abcissza tengelyen a 900 =200
T 250 + 50 + 350) x 0.3 - 3
v _ (2504 504350) x 03 _ 5, \pp,,
1+v 1+0.3 | -200 ¥

értékkel pozitiv irdnyba, mivel Trv/(1 + v) > 0. Az O, origoju 4j ¢ =0 >

KR kék szini az abran. A vizszintes tengelyen o, helyett 2Ge,, a

fiiggsleges tengelyen pedig 7, helyett ~, /2 2G-szerese olvashato le.

Eszerint y .

QGEi =0, — —— TI , i = 1, 273 , 6.27. abra.
1+v
azaz
2Ge; = 300 MPa 2Ge; = 100 MPa 2Ge1 = —200 MPa .
6.8. Az abran vazolt b = 24 mm vastag ,

négyzetalaki aluminiumlemez felss lapjara (G =

0.26 x 10°MPa, v = 1/3) acéltiivel négyzetet kar- 400
IIII

coltunk, oly modon, hogy az ABCD négyzet at- —

l6inak 200 mm a hossza. Az atlok egybeesnek a 400mm ‘
—

fels¢ lap szimmetriatengelyeivel. A lemez oldal- !R
lapjain a lemez sikjaval parhuzamos egyenletesen ‘v“- y
megoszlé ER mikodik. Az y tengellyel parhuza- < W\.
mos x normélist oldalélen o, = 78 MPa, az x Gy
tengellyel parhuzamos y normalisi oldalélen pe- G
dig oy, = 130 MPa a megoszlo ER stirtisége. (A
negativ x és y normaélisu oldaléleken az ER-ek
ellentettjei hatnak.) A fels§ és alsé palastok ter- 6.28. 4bra.
heletlenek. Hatarozza meg, hogy mennyi (a) az
lac, lpp atlok hosszvaltozasa, (b) az 4 oldalél hosszvaltozésa, (c) a lemez b vastagsaganak megvaltozasa
és (d) a lemez V térfogatanak megvaltozasa a terhelés hatéséra.

A terhelés modjabol adodik, hogy homogén a lemez fesziiltségi allapota és, hogy

W 0 0
T=1] 0 130 0 | MPa
0 0 O

a fesziiltségi tenzor matrixa. Mivel a fesziiltségi és alakvaltozasi tenzorok fGiranyai megegyeznek és az
x, y és z tengelyek a fesziiltségi tenzor f6tengelyei kovetkezik, hogy vzy = V4. = 722 = 0. A fénytlasok
pedig a (6.35) Hooke torvény alapjan szamithatok:

1 v 1 1
p=oefon— T = (78— = x 208 = 5.0 x 1074
=96 1 T 0.52><105( 1" ) 8
1 v 1 1
= [0y - ——T] =~ (130— 2 x208) = 1.5x 1077 .
= aglov -1 1 0.52><105( 1" ) 8 (6.67)
1 v 1

Szzﬁ[%_HuT’] = 052 x 105

A fényulasok birtokaban
ey =écpt+ey+e,=50x10"*+1.5x 107 — 1.0 x 10~% = 0.001

<0.0 - i X 208> =—-1.0x10"3

a fajlagos térfogatvaltozas. Az eap = eapz€s + eapyey = %iez + @ey iranyvektorral pedig

(5.0 x 107"+ 1.5 x 107%) = 0.001

N =

2 2
€AB =€Ap-A-eap = €4p.Ex + eapyEy =

az AB iranyu fajlagos nyilas. A kapott értékekkel



Aac =lacer =200 x 5.0 x 107* = 0.1mm ,
App = Ilppe, =200 x 1.5 x 1072 = 0.3mm
és
M =lapeap = /1002 + 1002 x 0.001 = 0.141 421mm
a hosszvaltozasok,

Ay =be, =24 x —1.0 x 1072 = —0.024mm
a vastagsag megvaltozasa és
Av = Vep =400 x 400 x 24 x 0.001 = 3.84 x 10°mm?

a térfogatvaltozas.

Gyakorlatok
6.1. Igazolja, hogy zérus térfogati terhelés estén egyensulyi a
2, ,2 2 2, .2 2
o, =2GA g;—l—z - x , o0 =2GA s i , O'Z:—2GA1,
r(r4+2z) r2(r+2)? r(r+2z) r2(r+2)? r3
xy(z + 2r)

Ty = Tyx = —2GA Toy = Tog = —ZGA;—3 , Tys =Tay = —ZGA%

r3(r+2)2
fesziiltségmezS. A képletekben A allando és r = /a2 + y? + 22.
6.2. A vizsgalat targyat képzo test adott P pontjaban

80 0 0
1 1 2
Tp=( 0 20 0 [MPa| és n:§ez+§ey+\/7_ez
0 0 —40

a fesziiltségi tenzor matrixa és egy a tekintett pontra illeszkedd feliiletelem normalis egységvektora. Ha-
tarozza meg a Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram segitségével szerkesztéssel, majd ezt kovetSen szé-
mitéassal a o, és 7, fesziiltségek értékét.

6.3. Ismertes a vizsgélat targyat képzo test valamely P pontjaban a fesziiltségi tenzor matrixa és egy a
tekintett pontra illeszkedd feliiletelem normalis egységvektora:

58.4 0.0 —28.8 NG)
Tp = 0.0 —40.0 0.0 | [MPa] é& n=0.7,e,+0.1,e,+ 5 e
—28.8 0.0 41.6

Hatarozza meg (a) a Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram segitségével szerkesztéssel a f6fesziiltségeket
és a fGiranyokat, illetve a o, és 7, fesziiltségeket és (b) az utobbi két értéket, ellendrzés céljabol, szamitsa
is ki. (Erdemes az n vektort a fétengelyek KR-ébe transzformalni az N pont szerkesztése el6tt. )

6.4. Hatarozza meg az alabbi, az (z,y, z) KR-ben matrixaikkal adott fesziiltségi tenzorok esetén: (a)
a Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram megszerkesztése alapjan a f6fesziiltségeket, (b) a fétengelyek
KR-ét a f6iranyok elemi kockan torténd bejelolésével, és (¢) a fSiranyok iranyvektorait.

—40 0 0 (70 40 0
T= 0 0 —30 | [MPa], T=1|40 10 0 | [MPa],
| 0 —30 32 | 0 0 50
[ 44 0 60 [ -8 0 —48
T=| 0 —12 0 | [MPa], T= 0 112 0 | [MPa].
| 60 0 —20 | —48 0 32

6.5. A vizsgalat targyat képzo test adott P pontjaban

100 00 0.0
5 1 1
Ap=| 00 40 00 | x107% & n:§ex+§ey+§ez
0.0 0.0 —2.0

az alakvaltozasi tenzor métrixa és egy a tekintett ponthoz kotott irdnyvektor. Hatarozza meg a Mohr-
féle teljes alakvaltozasi kordiagram segitségével szerkesztéssel és ezt kovetSen szamitassal az e, és 7y, /2
alakvaltozasok értékét.

6.6. Hatarozza meg az alabbi, az (z,y, z) KR-ben matrixaikkal adott alakvaltozasi tenzorok esetén: (a)
a Mohr-féle teljes alakvéltozasi kordiagram megszerkesztése alapjan a fényulasokat, (b) a f6tengelyek



KR-ét a f6iranyok elemi tiéderen toérténd bejelolésével, (c) az ismeretlen fSiranyok iranyvektorait, és (b)
a féfesziiltségeket az altalanos Hooke torvény felhasznalasaval, ha E = 2 x 10° MPa és v = 0.25.

[ —12.0 —30.0 0.0 [ 32.0 0.0 20.0
A= —-300 200 00 |x10°, A=]| 00 —-36.0 00 | x107°,
| 0.0 0.0 60.0 | 20.0 0.0 2.0
[ 56 0.0 6.0 [ —20.0 0.0 —48.0
A=1]00 00 00 |x1073, A= 0.0 —98.0 0.0 | x107*.
| 6.0 0.0 —0.8 | —48.0 0.0 200

6.7. Szerkessze meg az egyesitett Mohr-féle fesziiltségi és alakvaltozasi kordiagramot a 6.4. Gyakorlat
fesziiltségtenzorai esetén, ha G = 0.8 x 10% és v = 1/3. Szamitsa ki a kordiagram felhasznaldsaval a
fényulasokat és ezek ismeretében a fajlagos térfogatvaltozast.

6.8. Szerkessze meg az egyesitett Mohr-féle alakvaltozasi és fesziiltségi kordiagramot a 6.6. Gyakorlat
alakvaltozasi tenzorai esetén. Szamitsa ki a kordiagram felhasznalasaval a f6fesziiltségeket.

6.9. Szerkessze meg az egyesitett Mohr-féle alakvaltozési és fesziiltségi kordiagramot a 6.6. Gyakorlat
alakvaltozasi tenzorai esetén. Szamitsa ki a kordiagram felhasznélasaval a f6fesziiltségeket.

6, =80 MPa
pttfitHttt o
- > 6.10. Nyomastarté edény oldalara terheletlen allapot-
g = — ban acélttivel 40 x 40 mm? nagysaga négyzetet karcol-
E| =— — o,=40 MPa tunk. Miutan a nyomaés elérte a tartos tizemi értéket az
il > = abran vazolt kéttengelyd fesziiltségi allapot alakult ki a
y = négyzetben. Szamitsa ki az AB és BC oldalélek, vala-
A llulul B mint az AC 4tlo hosszvaltozasat, ha G = 0.8 x 10° MPa
és v = 1/3 (vagyis acélbol késziilt a tartaly).
45mm
6.29. abra.
6.11. Mutassa meg, hogy HKR-ben
1 1
U= 5 T --A= 5 (O'RER + 0p€p + 0262 + TRYYRe + T2V + TzR'YzR) . (668)
a fajlagos alakvaltozasi energia.
6.12. Igazolja, hogy HKR-ben
N PR S + o+ 2+2(2+2+2)_ (6.69)
U = e Orpt+0,t0; 110 OR T Op T 0z TRe T Tpz T TR :
a fajlagos alakvaltozasi energia a fesziiltség-koordinatakkal kifejezve.
6.13.* Mutassa meg, hogy az alakvaltozasi tenzor ismeretében a
u:i_a2+a2+a2+ v (5 +e +5)2+l(72 + 272 +2T2)_ (6.70)
4G x Y z 1—2u x Yy z 2 xy yz zZx :

modon szamithato a fajlagos alakvaltozasi energia.

6.14." Igazolja az el6z6 képlet felhasznalésaval, hogy csak akkor pozitiv a fajlagos alakvéltozési energia,
ha teljesiilnek a G > 0 és 0 < v < 0.5 egyenlGtlenségek. Miben &ll a két egyenlGtlenség jelentGsége?
6.15.* Mutassa meg, hogy homogén izotrop testek esetén a G/ F hanyados eleget tesz az 1/3 < G/E < 1/2
egyenl6tlenségnek.

6.16.* Igazolja, kiindulva a fajlagos alakvaltozési energia (6.70) alatti képletébdl, hogy a

_ Ou _ Ou

" e, T /2

derivaltak — m,n = x,y, z, m # n — az altalanos Hooke torvény skalaregyenleteit adjak vissza. Mi lehet
ennek az eredménynek a jelentGsége?

On és





