5. FEJEZET

A szilardsagtan alapkisérletei II1.
Tiszta hajlitas

5.1. Egyenes prizmatikus rad tiszta egyenes hajlitasa

5.1.1. Bevezets megjegyzések. Tiszta hajlitdsrol beszéliink, ha a rad egy adott szakasza
csak hajlitasra van igénybe véve. Masként fogalmazva, ha az adott szakaszon beliil a rad minden
egyes keresztmetszetének egyetlen, a keresztmetszet sikjaban fekvs hajlitonyomaték az igénybe-
vétele. A jelen 5.1. szakasz célja tiszta egyenes hajlitdsnak® kitett prizmatikus rid alakvaltozasi
és fesziiltségi allapotanak a tisztazésa. A kezdetben feltételezziik, hogy a radnak van szimmet-
riasikja, amely egybeesik a KR yz sikjaval. Magéat a KR-t a megszokott modon vesziink fel, azaz
a vizszintes z tengely a rdd hossztengelye, az y tengely pedig felfelé mutat. A tiszta hajlitas
feladataval Osszefiiggésben sz6 esik a keresztmetszetek masodrendd nyomatékairol is.

5.1.2. Tiszta egyenes hajlitasra igénybevett rud szilardsagtani allapota. Az 5.1.
abra egy téglalapkeresztmetszeti rudat, a rid terhelését, valamint a rad Ty nyiréers és My, nyo-
matéki dbrajat szemlélteti. Leolvashato az igénybevételi abréakrol, hogy a riad két tamasz kozotti
szakaszanak tiszta hajlitas az igénybevétele. Tegylik fel, hogy a rad A és B keresztmetszetei
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LAz egyenes jelzG jelentését az (5.16) képletet kovetd masodik bekezdésben — v.6.: 130. o. — tisztazzuk.
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5.2. abra.

elegendd tavolsagra vannak a tamaszoktol ahhoz, hogy ne legyen hatéssal a két tamasz — Ossz-
hangban a Saint Venant elvvel — az AB radszakasz szilardsagtani allapotéra.

A tovabbiakban az AB rudszakasz a vizsgalatok targya.

A vizsgélatok megkonnyitése érdekében az xy, xz és yz koordinatasikokkal parhuzamos sik-
sorok segitségével elemi kockakra bontjuk fel gondolatban az AB rudszakaszt. Az 5.2. abra a
radszakasz jobboldalara nézve szemlélteti a tényleges viszonyokat érzékeltetd erés nagyitasban a
felosztast mind az alakvaltozas el6tti, mind pedig az alakvaltozas utéani allapotra nézve.

Az alakvaltozasi viszonyokat illetGen az alabbiakat figyelhetjiik meg:

1. A terhelés el6tt z tengellyel parhuzamos anyagi vonalak (egyenesek) korivekké gorbiilnek.
A terhelés el6tt azonos y koordinataju anyagi vonalaknak azonos a gorbiileti sugara
az alakvaltozas utan. A fels6 anyagi vonalak megnyulnak, az aluls6 anyagi vonalak
megrovidiilnek, az alakvaltozés el6tt y = 0 koordindtaji anyagi vonalak hossza azonban
valtozatlan marad.

2. A terhelés el6tt x tengellyel parhuzamos anyagi vonalak (egyenesek) is korivekké gorbiil-
nek. Figyeljiik meg — baloldali abrarészlet —, hogy a terhelés el6tt azonos y koordinataja
anyagi vonalaknak is azonos a gorbiileti sugara az alakvaltozas utan. A fels§ anyagi vo-
nalak megrovidiilnek, az aluls6 anyagi vonalak megnytlnak, az alakvaltozas el6tt y = 0
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koordinatajui anyagi vonalak hossza pedig valtozatlan marad. Az y tengellyel parhuza-
mos anyagi vonalak egyenesek maradnak az alakvaltozas soran, de elfordulnak. Az x és
y tengelyekkel parhuzamos anyagi vonalak altal alkotott hélo ortogonéalis marad.
3. Az zxy sikkal parhuzamos sikok olyan sikok maradnak, melyeknek az O ponton atmend
és az ¢ tengellyel parhuzamos egyenes a kozos tartoegyenese. Az abra a véglapok és
a P pont esetén feltiinteti ezeket az élben latszo sikokat. Jol latszik az abran, hogy a
keresztmetszetek ugy fordulnak el az x irdny koriil, hogy a korivekké gorbiilt z iranya
szalakra minden pontban mer6legesek maradnak.
4. Az eredetileg kockakbol felépiils halobol, 6sszhangban a fentebb mondottakkal, Gj orto-
gonéalis héilo jon létre.
Az alakvaltozasi viszonyok tekintetében abbol a koriilménybdl, hogy a halo ortogonalis marad
azonnal kovetkezik, hogy zérus értéktiek a szogtorzulésok:

Yy = Vez = VTyz = 0. (51)

Ami a fajlagos nyulésokat illeti a mérési megfigyelések szerint a z tengelyre merdleges (kereszt-
irdnyt), e, = €, = ¢, fajlagos nyulasok és a z tengellyel parhuzamos (hossziranyu) e, fajlagos
nyulas kozott az elsg alapkisérlet kapcsan mar szerepls — v.6.: (3.6) — Gsszefiiggés 4ll fenn:

Ep = Eg = €y = —VE, (5.2)

A fentiek szerint, ellentétben az els6 alapkisérlet soran vizsgalt huzas (nyomaés) esetével, nem
homogén az alakvaltozasi dllapot, hanem fligg a helytdl az alakvaltozasi tenzor, hiszen pl. pozitiv
y esetén pozitiv az €., negativ y esetén pedig negatlv az ¢,.

Tovabbi megfigyelés, hogy az adott y koordinataju a terhelés eltt a z-vel parhuzamos hossz-
irdnyd szal minden egyes pontjaban azonos az e, fajlagos nyulas. A viszonyok tisztazéasa érde-
kében szamitsuk ki ezt az értéket. Az alakvaltozas utan, amint az jol leolvashato az abrarol,
(p+y) P, az y = 0 koordinataju hosszirdnya szal mérete, ahol p az y = 0 szal gorbiileti sugara
az alakvaltozas elGtti méret pedig

[l = p(I)l (5.3)
hiszen nincs hosszvéltozas, ha az y = 0. Kovetkezésképp

_ ety ®i=l (p+y) P —pP
4 l pq)l I

ahonnan

Yy
SQ/V Ey = ; . (54)

y
A Az (5.1), (5.2) és (5.4) képletek alapjan
ey ! e, 0 0

0 e 0|, (5.5a)

/z Ep =€y = —VE, = —1/; , £, = p (5.5b)
z az alakvaltozasi tenzor matrixa. A teljesség kedvéért diadi-
kus alakban is felirjuk az alakvéltozasi tenzort:

5.3. &bra. A=¢e,0e,+ee 0e,+c.e,0e, . (5.5¢)

Mivel valamennyi szégtorzulas zérus a rid minden egyes

pontjaban parhuzamosak az alakvaltozasi tenzor f6tengelyei

a valasztott KR x, y és z koordinata tengelyeivel. Vegyiik azt is észre, hogy a fajlagos nyulasok

az y koordinata linearis fiiggvényei. Ebbdl a fiiggvénykapcsolatbol kivetkezik, hogy y = 0 esetén,
azaz az un. semleges rétegben, zérus az alakvaltozasi tenzor.

Az alakvaltozési tenzort azzal a feltevéssel szemlélteti fentiek alapjan az 5.3. abra az elemi
triéderen, hogy pozitiv az y koordinéta, azaz pozitiv az €, is.
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Nyilvanvald, hogy a fajlagos nytlasok képleteiben szerepld p gorbiileti sugar az My, nyomaték
fliggvénye, hiszen a nagyobb nyomaték jobban meggorbiti az AB ridszakaszt. A fiiggvénykap-
csolat jellegét a fesziiltségek ismeretében tisztazzuk majd.

Ami a fesziiltségek szamitasat illeti abbol kell kiindulni, hogy a (3.18) egyenlet szerint fennall

a

A:1+V

T —ve.E

Osszefliggés, ahonnan

vE
A E.
1—|—1/7+ 1+V€zi

Az utoébbi egyenletbdl, az (5.5a,b) képletek helyettesitésével, a

T
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vagy ami ugyanaz, a
[0 0 0 ] 00 0
T=|00 0 |=|020 0 (5.6)
| 0 0 o, | 00 E%
eredmény kovetkezik. Skalar alakban irva
0, =FEe,=BY (5.7a)
p
és
Op =0y = Toy = Taz = Tyz = 0 (5.7b)
a fesziiltségek értéke. Diddokkal irva
T=p,0e,=o0,e,0e, (5.8)
[ 2

a fesziiltségi tenzor. Nyilvanvalo fentiek alapjan, hogy a rad barmely pontjaban a fesziiltségi
tenzor egy féiranyharmasét adjak az x, y és z koordinata-tengelyekkel parhuzamos egyenesek.
Maga a fesziiltségi allapot egytengelyti.

A tetsz6leges P pont keresztmetszetét igénybevételével egytitt az 5.4.(a) abra, a o,(x,y) =
0 (y) linearis fesziiltség eloszlast pedig az 5.4.(b) abra szemlélteti. Az abra feltiinteti emellett a
P pont fesziiltségi allapotat szemléltets elemi kockat, valamint a Mohr-féle részleges fesziiltségi
kordiagramot is.
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5.4. abra.

Osszhangban a fentiekkel a rad barmely pozitiv, azaz e, norméalist keresztmetszetén

p,=0.e, = E%ez (5.9)
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a fesziiltségvektor. A keresztmetszet azon egyenesét, ahol
zérus értékd a fesziiltségvektor (ez a o,(x,y) felilet és a
keresztmetszet sikjanak metszésvonala) semleges tengelynek,
vagy zérusvonalnak nevezzilk. A jelen esetben ez az x ten-
gellyel esik egybe.

Az 5.5. dbra a rid egy A keresztmetszetén megoszlo p,
bels6 erérendszert és a zérusvonalat axonometrikus képen
szemlélteti.

Mivel a keresztmetszeten megoszlo p, bels erérendszer

keresztmetszet S sulypontjaba redukalt [Fg, Mg| redukalt
vektorkettGse egyetlen My, e, erSpéarral kell, hogy legyen
5.5. abra. egyenértékd fenn kell allnia az 5.5. abra alapjan irhato
Fsz/ pZdAZO, MS:/ RXpZdA:thex (5.10)
A A

egyenleteknek. Az (5.9) képlet helyettesitésével az (5.10); egyenletben allo integrélra, az ereddre,
valéban a kivant

E
FS:/pZdA:/ ydAe, =0 (5.11)
A pPJA

Sz
eredmény adodik, hiszen a megjelolt képletrész a keresztmetszet x silyponti tengelyére vett S,
statikai nyomatéka és az azonosan zérus. Az Fg eredd zérus volta a magyarazata annak, hogy a
keresztmetszetek geometriai kozéppontjait (stlypontjait) 6sszekotd kozépvonal (a silyponti szal)
nem valtoztatja meg a hosszat a hajlitds soran.
Az (5.9) képlet és a helyvektort ado R = ze, + ye, Osszefiiggés helyettesitésével az (5.10)2
egyenletben all6 integral, az ered§ nyomaték, az alabbiak szerint alakithatd tovabb:

E E
MS:/Rxpsz:/ (xey +yey) x ye, dA = — /deAem—/a;ydAey] (5.12)
A pJa P A A
—_—
I I;L'y

A fenti egyenletben megjeldlt els§ képletrész az A keresztmetszet x sulyponti tengelyre szamitott
(vett) mdsodrendid nyomatékat értelmezi:

I, = / y?dA>0. (5.13a)
A

Mivel az integrandusz mindig pozitiv az = tengelyre szamitott mésodrendd nyomaték is csak
pozitiv mennyiség lehet. Az (5.12) egyenlet masodik megjelolt képletrésze az A keresztmetszet
x — y sulyponti tengelypdrra szamitott (vett) mdsodrendid nyomatékdt — méas elnevezés szerint a
vegyes mdsodrendd nyomatékot — értelmezi:

Iggy:/xydA. (5.13b)
A

Ez a mennyiség pozitiv, nulla és negativ egyarént lehet. Vegyiik észre, hogy a fentiekben defini-
alt méasodrendt nyomatékok csak a keresztmetszet geometriai jellemz6itsl — annak alakjatol és
méreteitsl — fliggenek. A jelen esetben, amint azt az 5.4. Mintafeladatban is megmutatjuk majd
—lasd a 145. o. —, zérus a vegyes masodrend( nyomaték, mivel az y tengely szimmetriatengely.
Ennek figyelembevételével vetve egybe az (5.10)9 és az (5.12) képleteket kapjuk, hogy

1_th

p LE’

(5.14)

Az utobbi egyenlet a keresett kapcsolat a k gorbiilet, a p gorbiileti sugar és az My, hajlitobnyoma-
ték kozott. A kapott eredmény (5.4) és (5.7a) képletekbe torténd helyettesitésével az ¢, fajlagos
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nyulas és a o, normalfesziiltség az My, hajlitobnyomatékkal fejezhetd ki:

_ th

:th
TEY

I, 7

€, o (5.15)

A most felirt osszefiiggéseknek az a jelentdsége, hogy numerikus Gsszefliggéseket adnak a rudat
terhel6 My, hajlitbnyomaték, a rid anyagéra jellemzé E rugalmassagi modulus, a rad kereszt-
metszetének geometriai adataitol fliggs I, a p gorbiileti sugér, az e, fajlagos nyulas, valamint a
o, fesziiltség kozott.

Bar nem mutatjuk meg formalisan, de az eddigi gondolatmenet és a vonatkozé képletek akkor
is érvényesek maradnak, ha negativ az M}, hajlitobnyomaték.

Tovabbmenve a kapott képletek a prizmatikus rudakra nézve akkor is igazak maradnak, ha

— ha a rid nem téglalap keresztmetszet,

— zérus értékd a vegyes masodrendd nyomaték, azaz fennall az I, = 0 egyenlet (pl. az y
vagy x tengely szimmetriatengely)

- Mg = Mj,e, arad igénybevétele (tiszta hajlitas esete forog fenn).

A késGbbiekben igazoljuk, hogy nem szimmetrikus keresztmetszetek esetén is mindig talal-
hato olyan sulyponthoz kotott egymasra kolcsénosen meréleges x, y tengelypar melyre nézve
I, = 0. Ezeket a tengelyeket tehetetlenségi fotengelyeknek fogjuk nevezni.

Az 5.6. abra olyan keresztmetszeteket szemléltet, melyekre nézve f6tengelyek az x, y suly-
ponti tengelyek.
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o 4:1]X>—X o M
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\.

— —

5.6. abra.

A keresztmetszeten megoszlo belss erérendszer keresztmetszet S silypontjara szamitott

Mg = Mye, + Myye, + Me, (5.16)

Mps

nyomatékénak a keresztmetszet sikjaba es6 és a fenti képletben kiilon is megjelolt My g része a
hajlitonyomaték-vektor.

Egyenes hajlitdasrol beszéliink akkor, ha a hajlitonyomaték vektor parhuzamos a keresztmet-
szet egyik sulyponti tehetetlenségi f6tengelyével.

Ha nem parhuzamos a hajlitonyomaték vektor a keresztmetszet valamelyik silyponti tehe-
tetlenségi fétengelyével, akkor a hajlitast ferde hajlitdsnak nevezziik.

Nyilvanvalé az eddigiek alapjan, hogy tiszta hajlitas esetén érvényesek és hasznalhatok
az (5.4), (5.5a,b), (5.6), (5.7a,b) (5.14) és (5.15) képletek, feltéve hogy a hajlitonyomaték Mg =
Mye, alaki, az x tengely tehetetlenségi fGtengely a rid pedig prizmatikus.

Az (5.15)9 képlet szerint pozitiv My, esetén a felsd szélss szalban ébred a legnagyobb pozitiv
normalfesziiltség (huzofesziiltség) és az alsod széls szalban kapjuk a legnagyobb abszolat értékd
negativ normalfesziiltséget (a legnagyobb nyomofesziiltséget). Negativ Mp, esetén a viszonyok
forditottak, a fels6 szélsG szalban negativ, az als6 széls6 szalban pedig pozitiv o, ébred.
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Ha megszorozzuk a gorbiiletet ado (5.14) képletet a rad [ hosszaval és figyelembe vessziik
az (5.3) Osszefliggést, akkor az AB rudszakasz véglapjainak (szélsd keresztmetszeteinek) egymaés-
hoz viszonyitott

I Myl

¢ =-= 1
'= " TLE (5.17)

szogelfordulasat kapjuk.

A tiszta hajlitasra igénybe vett AB rudszakasz alakvaltozési energiajat a (3.25) alapjan felirt
1 o?
T 2FE
fajlagos alakvaltozési energia rudszakasz V térfogatan vett integralja adja, ha helyettesitjiik a
0.t ado (5.15)y Osszefiiggést:

1 o2 1 [ M?
= dv = = ZdAdz == | == 2dAdz .
U= fuav=g | [ 5 ada=g [ [ sare

Az I, (5.13a) alatti értelmezését is helyettesitve

1 (M
T 1
¢ Q/lIwE dz (5.18)

u

az eredmény. Tovabb egyszertisodik a fenti képlet, ha figyelembe vessziik, hogy allandd az My,
hajlitonyomaték:
1A
=3B
A fenti Osszefiiggés egyuttal, 6sszhangban a (2.96) és (5.17) képletekkel, az AB rudszakaszra
miik6ds My, hajlitonyomaték W munkaja a hajlitbnyomaték hataséra bekdvetkezs @; szogel-
fordulas soran:

(5.19)

1
U - WK - iMhr(Pl .
5.1.3. Ellenérzés, méretezés. Az aldbbiak a tiszta hajlitasra igénybevett rad fesziiltség-
cstcsra torténd ellenGrzésének és méretezésének kérdéseit tekintik at. A opmax fesziiltséget a

Omax = Max |o,| (5.20)

modon értelmezziik az A keresztmetszeten. Ha az anyag egyforman viselkedik hiizasra és nyo-

mésra, akkor azt fogjuk megkdvetelni, hogy ez az érték eldirt korlat alatt maradjon. Ha az anyag

nem viselkedik egyformén a huzésra és nyomaésra, akkor a huzofesziiltségek és a nyomofesziilt-

ségek maximumai kilon-kiilon elsirt korlatok alatt kell, hogy legyenek. A jelen esetben ez a
kovetelmény az ugynevezett fesziiltségesiicsra torténd ellendrzés illetve méretezés alapja.

Ha egyforma a széls6 szalak tavolsdga az x tengely-

t6l a hizott illetve nyomott oldalakon, — ezt az esetet

3% az b.7. abra az 5.6. abran is megrajzolt = tengelyre
Y szimmetrikus 1 szelvénnyel szemlélteti —, akkor
~~— A 0— B ‘th‘e_ (Mo M| (5.21)
e max — Ix -1 Kx 5 .
A{]JX ¢
S x Oy ahol
A I
K,=>"= (5.22)
e e
L v az x tengelyre vonatkozd kereszimetszeti tényezd.

Ha nem egyforma a széls§ szalak tavolsaga az x
tengelyt6l a hizott illetve nyomott oldalakon, — ezt
5.7, abra. az esetet az 5.8. abra az 5.6. abran is megrajzolt T
szelvénnyel szemlélteti —, akkor két keresztmetszeti té-
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v (@ v v @ v

4 i 4
My “ \J o, My “ Y o,
S A < i
e, e,
A A
5.8. abra.

nyezt érdemes bevezetni. Jelolje, 6sszhangban az dbraval, ey és ey a szélsé szélak x tengelytdl
meért tavolsagat. Az (5.22) képlet alapjan a két keresztmetszeti tényezst a
: Iy
valamint a Ky =—=
e1 €1

képletek értelmezik. A fenti adatokkal a

K; = Kyin = min (K7, K3) . (5.23)

képlet értelmezi K,-et.
Tegytik fel egyelSre, hogy egyformdn viselkedik az anyag a hizdsra és nyomdsra.
Felhasznalva a keresztmetszeti tényezs6 fogalmat — ha azonos a szélsé szalak x tengelytsl mért
tavolsaga, akkor az (5.22), ha nem azonos, akkor pedig az (5.23) képlettel kell dolgozni — irhatjuk,

hogy

Omax = |Mh$| .
Ky
Kovetkezdleg ellendrzés esetén — hivatkozva ehelyiitt a 3.2.7. szakaszra a ojep fesziiltség és az n
el6irt biztonsagi tényezd fogalmét illetGen — a

(5.24)

M o;
Omax — |Kf;x| < Omeg = J;H (5.25)
relacionak kell fennéllnia.
Legyen
M
Ky, = [Mia] (5.26)
Omeg

a sziikséges keresztmetszeti tényezd.
Kovetkezsleg méretezés esetén az (5.25) és az (5.26) Osszefliggések egybevetése also korlatot
ad a keresztmetszeti tényezére:

(5.27)

Erdemes hangstlyozni, hogy ez a sziikséges (minimalis) keresztmetszeti tényezs csak akkor ha-
tarozza meg egyértelmiien a keresztmetszet alakjat, ha a valasztott alak csak egy geometriai
paraméter (méret) fiiggvénye (pl. korkeresztmetszet). Ha a valasztott alak tobb geometriai pa-
raméter (méret) fiiggvénye, akkor tovabbi szempontok is figyelembe vehetSk a keresztmetszet
méreteinek megvélasztasa soran.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy nem viselkedik egyformdn az anyag a hizdsra és nyomdsra.

Legyen 0meg hizas €5 Omeg nyomas rendre a hizo-, illetve nyomofesziiltségre vonatkozo megen-
gedett fesziiltség. Megjegyezziik, hogy a rideg anyagok — ilyen pl. az Ontottvas, vagypedig a
beton — nyomésra lényegesen nagyobb fesziiltséget képesek marado karosodas nélkiil elviselni.
Ebbdl adodoéan ezen anyagok esetén fennall a omeg hizas < Omeg nyomas relacio.

Legyen tovdbba omax hizas €5 Omaxnyomas rendre a maximalis huzo-, illetve nyomofesziiltség.
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Ha azonos a széls6 szalak = tengelytdél mért tavolsaga, akkor megegyezik egymaéssal ez a két
érték, azaz fennall a omax hizés = Tmaxnyomas = Omax relacio.

Ha nem azonos a két széls6 szal x tengelytSl mért tavolsidga, akkor a nyomaték elGjelét is
figyelembe véve — ez donti ugyanis el melyik a hizott és melyik a nyomott oldal — kell szamitani
& Omaxhizas €5 Omaxnyomas feszililtségek értékeét. Igy példaul ha pozitiv az My, azaz az 5.8.(a)
abran vazolt esetben

Mhm th . th Mhm
Omax htizas — €1 = €s Omax nyomas — €2 = . (5283)
I, Ky 1, Ky

Ezzel szemben az 5.8.(b) abran vazolt esetben

M M M, M
Omax nyomas — ’ I:x’ €1 = ‘ I(};x‘ €s Omax huzas — ‘ IZI‘ €2 = ’ }—;;M . (528b)

A fentiek alapjan ellendrzés esetén egyidejtileg kell teljestilnie a

Omax hiizds < Omeg htizas és a Omax nyomas < Omeg nyomas - (528C)
relacidknak.
Legyen
| M| | M}, |
Koz hozas = €5 K, nyomas — (529)
Omeg hiizas Omeg nyomas

a maximalis huzo, illetve nyomofesziiltséghez tartozo sziikséges keresztmetszeti tényezd. Nyilvan-
valo az eddigiek alapjan, hogy méretezés esetén a fenti két keresztmetszeti tényezs birtokaban
lehet csak helyesen megvalasztani a keresztmetszet alakjat és méreteit.

Az ellendrzés és méretezés megismert Osszefiiggései akkor is alkalmazhatok, ha valtozik a
hajlitonyomaték a rud hossza mentén, de elhanyagolhat6 a hajlitényomatékkal tarsulé nyirderd,
pontosabban a nyiréerd okozta nyirofesziiltségek hatésa. Amint azt az Gsszetett igénybevételek
kapcsan latni fogjuk akkor hanyagolhatok el a nyirofesziiltségek, ha sokkal nagyobb a rid hossza
mint a keresztmetszet maximalis mérete. Ilyenkor az ellenérzést, illetve a méretezést arra a
keresztmetszetre kell elvégezni, ahol a legnagyobb a hajlitonyomaték abszolat értéke. Ezt a
keresztmetszetet veszélyes keresztmetszetnek szokas nevezni.

5.2. Sikidomok (keresztmetszetek) masodrendii nyomatékai

5.2.1. Bevezets megjegyzések. Az 5.1.2. alsza-
kasz (5.13a,b) képletei olyan mennyiségeket, méasod-
rendd nyomatékokat értelmeztek, melyek csak a tekin-
tett rudkeresztmetszet geometridjanak fiiggvényei és
mint ilyenek fiiggetlenek a rad anyagatol illetve terhe-
1ésétdl. A jelen 5.2. szakaszban tovabbi méasodrendi
nyomatékokat értelmeziink és részletesen is megvizs-
galjuk ezek tulajdonsagait.

5.2.2. Masodrendii nyomatékok értelmezése.
Az 5.9. abra a tetszéleges alaktl A sikidomot szemlélte-
ti. Az zy koordinata-rendszer kezdépontjat (origojat)
O jeldli. Ez a pont a sik egy tetszéleges végesben fek-
v§ pontja, azaz nem sziikséges feltétel, hogy az origd 59 abra.
a sikidom egy bels6é pontja legyen. A dA feliiletelem
kozéppontjanak R = xe, + ye, a helyvektora.

Az A sikidom z tengelyre szamitott I, illetve az y tengelyre szamitott I, masodrendd nyo-
matékat, megismételve I, tekintetében az (5.13a) képletet, az

Ix:/deA>0 ésaz I :/xQdA>O (5.30a)
A A
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integralok értelmezik. A vegyes masodrendii nyomatéknak pedig, megismételve az (5.13b) kép-
letet, az

Iwy:/xydA (5.30b)
A

integral az értelmezése.
Ertelmezésiikbs] kovetkezGen a tengelyre szamitott I, és I, masodrendd nyomatékok pozitiv
mennyiségek. Az I, vegyes masodrendd nyomaték pozitiv, zérus és negativ egyarant lehet.
Szokas a fenti masodrendd nyomatékok mellett poldris mdsodrendd nyomatékrél beszélni.
Ezt a mennyiséget az

@:Jo:/iﬁdAz/(ﬁ+y%dA (5.31)
A A

integral értelmezi. Az indexben 4ll6 p a polaris sz6 elsé bettje. Szokas helyette a vonatkoztatési
pontot azonosité betit, a jelen esetben ez O, is hasznalni. Az is kiolvashato a fenti képletbdl,
tekintettel az (5.30a); 2 képletekre, hogy az O pontra szamitott polaris masodrendd nyomaték
az O ponton athalad6 z és y tengelyekre szamitott masodrendd nyomatékok Osszege:

I=1Io=1I,+1, (5.32)

Hatérozzuk meg példaként, a késébbi alkalmazasokat is szem elGtt tartva téglalap alakd, illet-
ve kor és korgytird keresztmetszet esetén a masodrendd nyomatékokat, valamint a keresztmetszeti
tényezdket.

Az 5.10. abran vazolt téglalapalaki keresztmetszet
esetén az (5.30a); képlet és az abra alapjan irhato,

y hogy
3 dy b/2 31b/2
: i Ix:/deA:/ Vady = o’ ,
i A —b/2 =~ 3 —b/2
dA v dA
b L azaz, hogy
S ab®
I, = . )
s =15 (5.33a)
v Ertelemszerd bettcserékkel kapjuk innen, hogy
a a3b
~ > I,=—. 5.33b
5.10. 4bra. A fenti két képlet és a polaris masodrendd nyomaték
(5.32) alatti felbontéasa alapjan
ab
Iy=Is=1I+1,= 5 [a*+07] . (5.34)

Végezetiil az (5.22) és (5.33a,b) képletek felhasznalasaval szamithatok az x és y tengelyekre
vonatkoz6 K, és K, keresztmetszeti tényezdk:

L ab? I, a

Ky=—=—, =4 = 5.35
b/2 6 Y a/2 6 (5:35)

Korkeresztmetszet esetén nyilvanval6é szimmetria okok miatt I, = I,. Visszaidézve, hogy a
polaris méasodrendd nyomatékot erre a keresztmetszetre a (4.48) képlet adja, tovabba felhasznél-
va, a polaris masodrendii nyomaték és a tengelyre szamitott I, és I,,. nyomatékok kozotti (5.32)
Osszefiiggést irhatjuk, hogy

d4
Q+@zﬂfﬂ@:%:§;
azaz, hogy
I d*n
L=I=L=——. :
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Ismét felhasznalva az (5.22) képletet kapjuk a vonatkozo keresztmetszeti tényezsket:

K,=K,= -2 ===, (5.37)

Korgyird alakd keresztmetszet esetén az I)-t ado (4.49) Osszefiiggés, az I, felbontasat ado
(5.32) képlet, valamint a szimmetriat titkr6z6 I, = I, egyenlet figyelembe vételével irhatjuk,

hogy

(D* - d¥)n
Im—i—Iy:QIgj:QIy:Ip:T.
Kovetkezdleg
D*—dY I D*—dY

Mivel az x és y silyponti tengelyek mindharom esetben szimmetriatengelyek zérus értéki a
vegyes méasodrendd nyomaték:

I.,=0.
5.2.3. A koordinatarendszer eltolasanak hatasa. Steiner tétele. Az 5.11. abran va-

zolt A sikidom (keresztmetszet) esetén két egymassal parhuzamos tengelypar altal alkotott KR~
ekben tekintjiik a masodrendd nyomatékokat. Els6ként a B kezdSponti gorogbetiis £én KR-ben

Y
—
T = )
p
X
gy -

A
Q

/'% I .
. / ]

DO

5.11. abra.

tekintjiik a4t a viszonyokat. Felhasznalva a masodrendi nyomatékok (5.30a,b) alatti értelmezését
az

Q:/ﬁm, g:/ﬁm, (5.39a)
A A
valamint a
Ty = / endA (5.30b)
A

képleteket kapjuk, ahol I és I, a § és 1 tengelyekre szamitott masodrendd nyomaték, I¢, pedig
a & és 1 tengelyparra szamitott méasodrendd nyomaték. A tovabbi atalakitasok célja az I¢, I,
és I¢p, valamint az O kezdSpontt xy KR-ben szamitott I, I, és I, méasodrendd nyomatékok
kozotti kapcesolat tisztazasa.

Ennek érdekében helyettesitsiik az abrarol leolvashato

§=¢po+x, n=mnBo +Y
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geometriai Osszefliggéseket az (5.39a,b) képletekbe. Az elss esetben elemi atalakitasokkal kapjuk,

hogy
Ig = / (77BO + y)2 dA = / y2 dA + 27730/ ydA+ 77%0/ dA . (5.40&)
A A A A
Iy Sz A
A masodik és harmadik esetben ugyanilyen modon kell eljarni:
I, = / (épo +z)* dA = / 2?dA + 2530/ rdA +§?go/ dA (5.40D)
A A A A
I Sy A
Iey = /A (€Bo + ) (Mo +y) dA =
— [ oyda+guo [ yda+ o [ wda+nonso [ aa. (5.400)
A A A A
Izy Sz Sy A

A fenti képletek megjeldlt részei rendre a sikidom x és y tengelyekre, valamint az x-y tengelypérra
szémitott I, I, és I, masodrendi nyomatékait, a sikidom x és y tengelyekre szamitott S, és
S, statikai nyomatékait, illetve a sikidom A teriiletét adjék. Kovetkezdleg irhato, hogy

Ie = I + 210 Se + Nho4
Iy = I+ 28poSy + £BoA (5.41)
I{n = Iacy =+ §B0Sx + 77B0Sy + éBO NBO A.

Ez az eredmény Steiner tétel néven ismeretes.? A tételt szavakban a kovetkezd modon fogalmaz-
hatjuk meg: Ha ismeretesek egy sikidom adott pontjahoz kotott (a jelen esetben az O ponthoz
kotott) xy KR-ben az I, I, és I, mésodrendd nyomatékok, illetve az S, és S, statikai
nyomatékok, akkor integralas nélkiil szamithatok a
sikidom egy masik pontjahoz kotott (a jelen esetben
az B ponthoz k6tott) £n KR-ben, ha egyébként rendre
parhuzamosak a &, n és z, y koordinatatengelyek.
Tovabb egyszertisédnek a Steiner tételt alkotd
(5.41) képletek, ha egybeesik az O origé a sikidom (ke-
resztmetszet) S geometriai kézéppontjaval (salypont-
javal). Ez esetben ugyanis zérus értékiiek a sikidom

S=0 T ] x és y tengelyekre szadmitott statikai nyomatékai:
XSB— ~SBS S =S =0
x Yy .

Ha emellett azt is figyelembe vessziik, hogy ez esetben

§BS = —TsB és NBS = —YSB

a Steiner tétel az

Ig :Ix—l-y%BA,
Iy=1I,+a55A, (5.42)
Iﬁn = Ixy +zspysp A

5.12. abra.

alakot oOlti.

Kiolvashato az (5.42); képletbsl, hogy adott stulyponti tengelyre (mondjuk az x tengelyre)
szamitott masodrendd nyomaték ismeretében ugy szamithato egy vele parhuzamos (mondjuk

2Jakob Steiner (1796-1863). Svajci sziiletésti német geométer, a Berlini Tudoméanyos Tarsasag tagja. Hei-
delbergben tanul. 1835-t6l élete végéig a berlini egyetem professzora. Szakteriilete a projektiv geometria és az
izoperimetrikus geometriai problémék volt.
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az & tengelyre) szamitott méasodrendd nyomaték hogy hozzaadjuk az adott sulyponti tengelyre
vonatkozé masodrendid nyomatékhoz a sikidom teriiletének és a két tengely kozotti tavolsag
négyzetének szorzatat.

Az is kovetkezik az utobbi mondatbol, hogy az egymassal parhuzamos tengelyekre szami-
tott masodrendii nyomatékok koziil a sulyponti tengelyre szamitott mésodrendd nyomaték a

legkisebb.
Megjegyezziik, hogy az
I —1I I, -1
I, = e Iy}, I:[ ¢ f’i}, 5.43a
- [ —lye I - —lIpe Iy ( )
valamint az
2 _ 2 _
Ig,=A| Ysp ysprss | _ 4| s 5357733 , (5.43b)
TSBYSB g nBs §BS $Bs
maétrix jelolések bevezetésével az
le =gy Iy Iy 0 —~YSBTSB
= +A B , 5.44a
[_Inf I ] [—Iyx 1y —TsBYSB  Tip (5442)

vagy ami ugyanaz az

Ip=1;+1sp (5.44b)

alakban irhatok fel a Steiner tétel (5.42) alatti skalaregyenletei. Megmutatjuk majd az 5.3.2.
szakaszban — lasd az (5.56) képletre vezets gondolatmenetet —, hogy az Ig méatrix az A kereszt-
metszet S silypontjahoz tartozé Ig tehetetlenségi tenzor méatrixa az xy KR-ben.

Ugyanilyen médon adodik majd az is, hogy az Iz matrix az A keresztmetszet B pontjahoz
tartozo Ip tehetetlenségi tenzor méatrixa a B kezd&pontu £n KR-ben.

5.3. Prizmatikus rad tiszta ferde hajlitasa. Tehetetlenségi tenzor

5.3.1. Altalanositas. A tovabbiakban azt a kérdést vizsgaljuk meg hogyan valtoznak a vi-
szonyok, ha az Mg hajlitonyomaték vektor nem esik a keresztmetszet stulyponti tehetetlenségi
fétengelyére, azaz ferde hajlitas esete all fenn. Legyen az eddigieknek megfelelGen a z tengely a
rad silyponti hossztengelye, tovabbé vegyiik az 5.13. abran szemléltetett médon az xyz, vala-
mint a {nz KR-t. A vonatkozo egységvektorokat eg és ey, illetve e, és e, jeloli. Az n irdny

5.13. abra.
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essék egybe a { irdnnyal, azaz n = eg.
A gondolatmenet azon alapul, hogy a prizmatikus rid tiszta ferde hajlitdsa esetén is fenn-
allnak az alabbi, az egyenes hajlitas kapcsan rogzitett megfigyelések:
1. Van olyan &nz KR — az 5.13. abra szemlélteti ezt a KR-t —, amelyben
E¢ 0 0 n
A=]0 ¢ 0 , és E¢ =€y = —VE; = —V—, €, =
&nz 0 0 e P

U (5.45)

az alakvaltozési tenzor matrixa, illetve annak elemei. Megjegyezziik, hogy az utébbi
képletekben p az alakvaltozast szenvedett silypontvonal gorbiileti sugara a zn sikban.
2. Ervényes az egyszert Hook torvény, azaz

o, = Ee, = B .
P

Nyilvanvalo, hogy az 1 = 0 egyenes, azaz a £ tengely a semleges tengely.
Leolvashat6 az 5.13. abrarol, hogy az R = {e¢ + ne, helyvektor a dA feliiletelemhez mutat.
Az is nyilvanvalo, hogy
n xR =nx ({eg +ney) = ec x (Eeg +ney) = ne. .
Az utoébbi két sorkozi képlet egybevetése alapjan
E E
p,=0.e,=—ne,=—nxR (5.46)
p p

a fesziiltségvektor értéke.

Mivel tiszta hajlitdsrol van szé zérus kell legyen a keresztmetszeten megoszlo p, bels erd-
rendszer Fg eredGje. Ez az eredmény egyszert szamitéassal adodik, ha felhasznaljuk p, (5.46)
alatti elgallitasat és figyelembe vessziik, hogy zérus értékd az A keresztmetszet S = O stilypontra
vett Sp statikai nyomatéka:

E E
Fsz/psz:/andA:nx/RdA:O. (5.47)
A AP p A

So=0

A keresztmetszeten megoszld p, bels6 erérendszer keresztmetszet sulypontjara vett Mg nyo-
matékat adod

Mg — / R x p, dA (5.48)
A

képlet is hasonlo gondolatmenettel, azaz a p, fesziiltségvektor az (5.46) alatti képletének, vala-
mint az R felbontésénak helyettesitésével alakithatd tovabb:

E E

Mg = / (Ceg +ney) x —ne, dA=— [/ n*dA e — / nEdA en] (5.49a)
A p p A A
—— —
Ie Ing
azaz
E
MS = ; [Ifeg - Ingen] . (549b)

A fenti képletben allo

I = / n?dA, Ly = / nEdA integralok, valamint az I, = / £2dA (5.50)
A A A
integral rendre az A keresztmetszet £ tengelyre, né tengelypéarra, valamint az n tengelyre szami-
tott masodrendii nyomatékait adjak. Az (5.49b) képlet részét alkoto
Ig = In = Igeg — Inge77 (5.51)

vektor a & tengelyhez, illetve az e¢ iranyhoz (vagy ami ugyanez az n tengelyhez, illetve az n
iranyhoz) tartozo tehetetlenségi vektor.
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Mivel altalaban I,¢ # 0 az kovetkezik az (5.49b) képletbdl, hogy az Mg nyomatékvektor
dltaldban nem pdrhuzamos a § semleges tengellyel. Masként fogalmazva, ha az I, # 0, akkor
valoban ferde hajlitas &all fenn.

Tovabb alakithato céljainknak megfelelgen az Mg (5.48) alatti képlete, ha p, értékét az (5.46)
jobboldalanak utolsd része alapjan helyettesitjik és azt is figyelembe vessziik az (5.49b) és
az (5.51) egybevetése alapjan, hogy az %-nak I, az egyiitthatoja:

E

E
MS—/Rx(an)dA—In (5.52)
P JA p

Az utobbi képlet alapjan
I, = / Rx(nxR)dA (5.53)
A
a tehetetlenségi vektor értéke.

5.3.2. Az A keresztmetszet tehetetlenségi tenzorai. Az (5.53) Osszefliggés szerint ho-
mogén linedris fliggvénye az I, tehetetlenségi vektor az n vektornak. Visszaidézve a mésodrendi
tenzorok geometriai értelmezésével kapcsolatos és az 1.3. szakaszban részletezett ismereteket azt
mondhatjuk, hogy az (5.53) Osszefliggés az I,-re képezi le az n vektort. Kihasznalva, hogy a
kifejtési tétel szerint a x (b x ¢) = (a-c)b — (a-b)c, ahol most a és c-nek R, b-nek pedig n
felel meg, az (5.53) alatti Osszefiiggésbdl a

I, - / (R-R)n— R(R-n)] d4 (5.54)
A

eredmény kovetkezik. A tovabbi atalakitasok célja az n vektor kiemelése. Vegyiik figyelembe,
hogy n = E - n — itt E az egységtenzor — és hogy R(R-n) = RoR - n. Az utébbi képletek
kihasznélasaval kapjuk, hogy

In:/[(R-R)E—RoR] dA-n=1Ig n. (5.55)
A

n'g

Ig

A fenti egyenlet megjelolt része az A keresztmetszet Ig sulyponti tehetetlenségi tenzordt értelmezi:

IS:/A[(R-R)E—ROR] dA (5.56)

Erdemes megjegyezni, hogy az (5.56) képlet a stlyponti tehetetlenségi tenzor koordinatarend-
szertdl fliggetlen alakja. Az (5.56) képlet alatti értelmezése szerint szimmetrikus a sulyponti
tehetetlenségi tenzor, hiszen mind az E egységtenzor, mind pedig az R o R diadikus szorzat
szimmetrikus tenzorok.

Az zy koordinatarendszerben R = ze, + ye,, mig E = e, o e, + e, o e,. Kovetkezbleg

Is = / (2% +y°) (ex 0 €g + ey 0 €y) — (wey + ye,) o (ze; +yey)] dA =
A
N / [(y%ex — zyey) o ey + (—ayes +a%ey) oey] dA =
A

:[/ yszex—/ydiey]oex+[—/:J:ydAex+/y2dAey]oey,
AH,—/ A%/_/ A L/_/

I Iye Ly Io
azaz
Is = (I,e; — Iypey) oey+ (—Ipye, + Iyey) oey, (5.57a)
I, I,
vagyis

Is=1,0e,+1,0e,, (5.57b)
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ahol az I, és I, tehetetlenségi vektorok rendre az egymastol linearisan fiiggetlen e, és e, egy-
ségvektorok képei az Is tenzorhoz tartozo leképezésben. Az I, és I, tehetetlenségi vektorok
ismeretében

I -1
lszlsz[l I }z[ ’ ’”y} (5.58)
(e.0) T “lye Ay
a sulyponti tehetetlenségi tenzor matrixa az ry KR-ben. Mivel a tenzor szimmetrikus az xy
KR-ben felirt matrixa is szimmetrikus.
Visszaidézve, hogy a stlyponti {n koordinatarendszerben R = £e¢ + ne, a helyvektor és
E = e; o e¢ + €, 0 e, az egységtenzor, majd szoszerint megismételve az el6z6 bekezdés lépéseit

— felhasznalva ekozben az (5.50) alatti képleteket — azt kapjuk, hogy

Is = (Ilcec — Icey) oec+ (—Iepee + Ipey) o ey (5.59a)
————

Ig I'r]

a tehetetlenségi tenzor a silyponti {7 KR-ben, ahol I és I, a vonatkozo tehetetlenségi vektorok
(az e¢ és e, egységvektorokhoz tartozo képvektorok). Kovetkezdleg

Is=Tcoe+1,0e,, (5.59b)
a tenzor diadikus alakja és
I -1
ISZISZ[I )I}z[ ¢ f"] (5.60)
(&) R ~Ie Iy

az Ig tenzor métrixa a silyponti £én KR-ben.
Vegyiik észre, hogy az (5.55) képlet szerint

I,=1s5-e, n=zxy é I,=Ig-e, v=E&n (5.61)
Kovetkezéleg
I, = e, - Is-e, n=xzy é I, =e, -Is-e v=E&n (5.62a)
(xy)  Em Em) (En) En  (zy) (=y) (zy)
tovabba

Ijm=—epn - Is - e, mmn=zy é I,=—e, Is-e, . pr=E&n| (562b)
(I’y) (577]) (6777) (6777) (5,77) (a:,y) (‘Tvy) (I,y)

Az utébbi eredmény szavakban a kovetkezSképp fogalmazhato meg: Ha ismeretes az Ig tehetet-
lenségi tenzor és az [e,, e, {e¢, e,} egységvektorok |a £n] {az vy} KR-ben, akkor [az (5.62a,b)]
{az (5.62a,b)>} képletekkel szamithatok a tehetetlenségi tenzor matrixanak |1, I, és Ipy| {I¢, I,
és I¢y} elemei [az zy| {a £} KR-ben.

Megjegyezziik, hogy ez az eredmény a tenzorok transzforméciojaval kapcsolatos (1.83) kép-
letek értelemszeri, azaz sikbeli viszonyokra vonatkoz6 alkalmazasaval is felirhaté: a W helyére
I s-t kell gondolni, el kell hagyni a z és ¢ indexeket, illetve figyelembe kell, venni a nem diagonalis
elemekre vonatkozo elGjelbeni eltérést.

Megjegyezziik végezetill, visszaidézve az 5.11. &bra jeldléseit és az (5.56) alatti definiciot,
hogy az

Ts = [ (0-p)E=pop] d (5.69)

Osszefiiggés értelmezi az A keresztmetszet tetszéleges B pontjahoz tartozé Ip tehetetlenségi
tenzort.
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5.3.3. Az Ig tenzor f6tengelyproblémaja.
Az 5.14. &bran vazolt A keresztmetszet (sikidom) suly-

pontjahoz két KR-t az nm = zy, valamint az nm = %é
KR-eket kotjiik. A masodik zy KR az els6 zy KR
oramutatd jarasaval ellentétes irdnyba torténd 90°-os €.
elforgatasaval kaphaté meg. Kovetkezdleg

/a:ydA——/%gjdA.
A A

Ez az eredmény azt fejezi ki, hogy az nm = xy KR 90°-0s
elforgatasaval az I, vegyes masodrendi nyomaték ab-
szolut értéke valtozatlan marad, de az elGjele megvaltozik.
Mivel a KR forgatasa kozben csak folytonosan valtozhat
az I, értéke adodik a kovetkeztetés, hogy barmely A
keresztmetszetnek (sikidomnak) van legalabb két olyan
egymasra kolcsonosen merdleges sulyponti nm tengelye, 5.14. abra.
hogy az altaluk meghatarozott KR-ben

Iym =0.
Az ilyen tengelyeket silyponti tehetetlenségi fétengelyeknek, a vonatkozé iranyokat féirdnyoknak,
a f6tengelyek altal kifeszitett KR-t a fotengelyek KR-ének, a tengelyek egységvektorait pedig az
Is tehetetlenségi tenzor sajdtvektorainak nevezziik. A fGtengelyeket az n = 1 és m = 2 inde-
xek azonositjak. A fétengelyekre szamitott mésodrendii nyomatékokat rendre I és I jeloli. A
szamozast ugy valasztjuk meg, hogy teljesiiljon az

I > 1

M
<

egyenlGtlenség. Mivel zérus az I15 vegyes masodrendi nyomaték, parhuzamosak a f6iranyokhoz
tartozo tehetetlenségi vektorok a f6irdnyokkal, azaz fennéll a

Ii = IS e = Iiei 1= 1, 2 (564)

egyenlet.
Legyen az egyel6re ismeretlen

n = nze,; + nye, n| = /nZ+n2 =1 (5.65)

vektor a keresett fSirdany iranyvektora. A hozza tartozo ugyancsak ismeretlen f6masodrendi
nyomatékot I, jeloli. Nyilvanvalo az (5.64) osszefiiggések alapjan, hogy az n vektor és az I,
mésodrendd nyomaték eleget kell, hogy tegyen az

Ig-n=1I,n,

vagy ami ugyanaz az
(Is—I,E)- n=0 (5.66)

egyenletnek. Matrixos alakra térve at a
Iy —Iy | I 10 ng | |0
S TR Y "o 1 ny | | 0]’

[k )= 8] .

homogén linearis egyenletrendszert kapjuk az n, és n, szamitasara. Trivialistol kiilonb6z6 meg-
oldas csak akkor létezik, ha elttinik az (5.66) egyenletrendszer determinansa:

illetve a

_Ixy Iy -1 N—— %/—%
Iy Iy

ahol
Ii=IL+1, & Ijp=ILI,-1I (5.68b)
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az I'g tenzor tgynevezett elsg és masodik skalarinvaridnsa. Az (5.68a) karakterisztikus egyenlet

I+ 1 I, +I,\? I+ 1 I, —I,\?

gyokei valos szamok, mivel pozitiv a gyokjel alatt allo kifejezés (a masodfoku egyenlet diszkrimi-
nansa).

Nem nehéz belatni az 5.15. abra, az abrarél leolvas-
hato n- R = I, R? — [? = h? Osszefiiggések és az (5.56)
képlet alapjén, hogy

In—n-IS-n—n-/A[(R-R)n—R(R-n)] dA =

:/A[R%2—(R'n)2] dA:/ [R* - %] dA =

A

= / h2dA>0. (5.70)
A

A kapott eredmény szerint

(a) I, valoban az n tengelyre szamitott masodrendd
nyomaték,
(b) és mint ilyen szigortian pozitiv.

5.15. abra.

Kovetkezéleg az I 2 gyckok nemcsak valosak, hanem po-
zitiv mennyiségek is.
Az I gyok ismeretében az (5.68a) egyenletrendszer és az [n| = 1 feltétel figyelembevételével
adddodan vagy az
N1 (Iy — I1) — Ipyny1 =0, nil + nZl =1 (5.71a)
egyenletek, vagypedig a

—na1ley + (Iy — [i)ng =0, n?zl + ”21 =1 (5.71b)

egyenletek megoldéasa — (5.71a); és (5.71b); nem fiiggetlen egymastol — adja az 1 jeld f6irany ng
iranyvektoranak n;1 és ny1 koordinatait. Ha mar ismert az ny a 2 jeld fSirany ny iranyvektora
az
ny =€, X np (572)

képletbdl szamithato. Vegyiik észre, hogy az nj, ns és e, harmas jobbsodratt vektorhirmast
alkot.

A szédmitésok soran az I» gyok is hasznalhaté. Mindossze annyi a valtozas, hogy Io-t kell irni
I helyére az (5.71a,b) egyenletekben. A n; iranyvektor meghatarozéasa pedig az ny = ny X e,
képlet jobboldalan allé vektorszorzat kiszdmitasat igényli.

Mivel zérus a vegyes masodrendd nyomaték a f6tehetetlenségi tengelyek altal kifeszitett KR-
ben, ugyanitt diagonalis a tehetetlenségi tenzor matrixa:

Isz[IO1 ?2] : (5.73)

5.3.4. Az 1 jeld fStengely és az x tengely Aal-
tal bezart sz6g szamitasa. Az 5.16 abra a f6tengelyek
KR-ét szemlélteti. Az abra és az (5.71a,b); képletek egy-
bevetése szerint

sinae ny1 I — I Iy

tea = = = =
& cosa Mgl Iy I, — I

(5.74)

az egyes fGtengely = tengellyel bezart o szogének a tan-
gense. Vegyiik észre, hogy a fenti képlet csak akkor hasz-
nalhato, ha méar ismerjiik a f6tehetetlenségi nyomatéko-
516. 4bra. kat. Ez a szdg, amint az kideriil majd a tovabbiakbdl,
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a f6tehetetlenségi nyomatékok ismerete nélkiil is meghatérozhaté. Leolvashaté ui. az 5.16 abra-
r6l, hogy az ryz KR-ben

n; =cosae, +sinaey, ny = —sinae, + cosaey (5.75)
a két fotengely (5.65)2 normalasi feltételt is kielégits iranyvektora. Ha felhasznaljuk az (5.62b),

képletet — ebben a gorogbetiis KR-nek a f6tengelyek KR-e felel meg: p az elsd, v pedig a mésodik
f6tengelyt jelenti — akkor irhatjuk, hogy

I, —Ixy] [—sina} _

Iio=—mny - Ig - no :—[Cosa sin «v ] [
Iy I cos «

(xy) (zy) (zy)
= (I, — Iy)sina cosa + (0082 o — sin® a) I, =0,

hiszen eltiinik a f6tengelyek KR-ében a vegyes masodrendd nyomaték. Innen adédik a jol ismert

sina cosa = sin2a/2 és cos® a — sin? @ = cos 2« trigonometrikus egyenletek felhasznalasaval,
hogy
21,
tg20 = —— 5.76
gloa=—7—o (5.76)
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5.4. Mintafeladatok

5.1. Az 5.17. abran vazolt téglalapkeresztmetszeti acélrudat az Mp, nyomaték terheli. (a) Hataroz-
za meg az Mp,, értékét, ha a maximaélis normalfesziiltség eléri a o = 240 MPa folyashatart. (b) Szamitsa
ki a fesziiltségi és alakvéltozasi tenzorok matrixait a K keresztmetszet P pontjaban, ha Mp, = 3.84 kNm
(Facel ~ 200GPa, v ~ 1/3). (c) Mekkora ez esetben a K keresztmetszet fels6 oldalélének Aa méretval-
tozasa.

.P Y . K ]L[B\'
M, =1,
hx '
h=60mm ‘ 7 N 2
‘ S X /
_ |2a=40mm 14 B
5.17. abra.

A szamitasokhoz sziikség lesz a téglalap keresztmetszet x tengelyre szamitott I,, masodrendii nyoma-
tékara. Az (5.33a) képlet szerint

afb3 ~ 40mm x (60 mm)*
12 12

I, = =7.2x10°mm*.

Mivel a radnak tiszta hajlitas az igénybevétele az (5.21) képlet alapjan irhatjuk, hogy

|MB.L|9
I, 2

ZUFI;E
b

Omax = OF = ahonnan |Mp,| =
és végiil
2 x 240MPa x 7.2 x 10° mm?*

=5.76 x 10 Nmm = 5.76 kNm .
60 mm

MBac =

A (b) kérdésben terhelésként megadott nyomaték ennek a nyomatéknak a két harmada. A P pont

a fels6 oldalélen van, ahol maximalis a normaélfesziiltség. Kovetkezik tehéat, hogy ennek értéke a op =

240 MPa folyashatar két harmada: o, (P) = 160 MPa. Mivel érvényes az egyszertd Hook térvény az (5.7a),

(5.2) és (5.1) képletek szerint
o, 160 Mpa

8
—4 —4 4
EZ:E—WZSX:lO Ew:Ey:_VEZ:—gxlo es ’meZ’szZsz:()

Ezekkel az eredményekkel

00 0 -2.666 0 0
Tp,=|0 0 0 | MPa é Ap= 0 —2.666 0 | x107*
0 0 160 0 0o 8

a fesziiltségi és alakvaltozasi tenzor matrixa. Az 5.18. abra a K keresztmetszetet és annak igénybevételét,
az y tengely menti fesziiltségeloszlast, valamint a P pontbeli fesziiltségi adllapotot szemlélteti.

¥ 160 MPa v
30mm i
X
o
o
30 mm z
0,(P)=160 MPa
40 mm g

5.18. abra.



5. A szilardsagtan alapkisérletei II1. 145

Mivel 4lland6 a keresztiranyt fajlagos nyulas a K keresztmetszet fels§ oldaléle mentén a Aa méretvaltozas,
értelemszertien alkalmazva a (3.21) képletet, az alabbiak szerint szamithato:

2
Aa =¢epa=— (2 + 3) x 107 x 40mm = —1.066 7 x 10~ 2 mm.

5.2. Az 5.19. Aabra tiszta hajlitasnak kitett aluminium rad
keresztmetszetét szemlélteti (Ea = 70 GPa, v, ~ 0.3). Hatéroz-
za meg, felhasznalva az abra adatait, (a) az alakvaltozasi tenzor
méatrixat a keresztmetszet P pontjaban, és (b) ugyanitt a normal-
fesziiltség értékét.

Az (5.4) és (5.2) képletek alapjan

yp 4.5mm 5
(P)=e. = = =12 1073,
e:(P) = P 3.5 x 10° mm 857 < 10
p:35 m Eg = Ey = —Vg€, =
519. abra. =—0.3x1.2857 x 1072 = —3.8571 x 1074
és
Yy = Yyz = Vzzx =0.
Kovetkezésképp
e 0 0 —3.8571 0 0
Ap=|0 ¢ 0 |= 0 -3.8571 0 x 107*
0 0 e, 0 0 12.857

az alakvaltozasi tenzor méatrixa. Ami pedig a (b) kérdést illeti az (5.7a) egyszerd Hook toérvénybdl

0.(P) = Ege. = 70.0 x 10> MPa x 1.2857 x 1073 ~ 90 MPa

a keresett normalfesziiltség.
5.3. Az 5.20. abran vazolt félkorkeresztmetszetd rudnak tiszta

Uing hajlitas az igénybevétele. A keresztmetszet P pontjaban ep =
1.0361 x 1073 a nytulasmérs bélyeggel mért fajlagos nytlas a z
iranyban. Mekkora a rad gorbiileti sugara? (ngs = 4r/3m)

A P pont

4 4
yP:T_nBS:r_lzgmm—w = 5.1803 mm
3r 3m

helykoordinatajaval, kihasznalva az (5.4) képletet, kapjuk a
_yp 5.180 3 mm

cp  1.0361 x 10-3 = o000 mm

gorbiileti sugarat.
5.4. Mutassa meg, hogy zérus az A Kkeresztmetszet x — y silyponti tengelyparra szamitott masod-

rendd nyomatéka, ha szimmetria tengely az y tengely.

Az 5.21. abran vazolt A keresztmetszetnek az y tengely a szim-
metriatengelye. A szimmetria miatt maga a keresztmetszet olyan
szimmetrikusan elhelyezkedd dA és dA’ feliiletelemekre bonthato
— egy ilyen feliiletelempart az dbra is feltiintet —, amelyeknek azo-
nos az y koordinataja, de az x koordinatajuk elGjele kiilonbo6z6:
2’ = —x. Ha tehat paronként osszegeziink

X zydA+z'ydA =0.
Ez egyben azt is jelenti, hogy

[Ty:/xydA:O.
A

A fenti eredmény szerint valéban zérus az A keresztmetszet x — y
stulyponti tengelyparra vett vett masodrendi nyomatéka, ha szim-
5.21. 4bra. metria tengely az y tengely.
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5.5. Hatarozza meg az 5.22. abran véazolt derékszogli haromszog esetén az oldalélek altal alkotott
zy KR-ben az I, I, és I, méasodrendii nyomatékokat.

Felhasznalva az abra jeloléseit a definiciot ado (5.30a); kép-
let alapjan irhato, hogy

b z=a—ay/b
A 0 0
b ’ b 3 47b ab3
= =Y ay=a|L -2 || =2 (577
A /an[by“?, )|, "1z BT
v
@) . X Ugyanilyen modon kapjuk az (5.30b) képlet alapjan, hogy
ﬁ x dx b z=a—ay/b
> Izy:/xydA:/ Yy / rdr| dy =
A 0 0
2

b 2 3 47| 212
:/ lay{lfg] dy:a2 y7,2l+y72 :ab )
5.22. abra. 0 2 b 2 3b 4b% |1, 12

(5.77b)

~ A

Nyilvanvalo az I-et ado képlet alapjan, hogy I, = a®b/12.

5.6. Hatarozza meg az a alapi és m magassagu altalanos haromszog masodrendd nyomatékit az
alapjara (azaz a £ tengelyre), valamint az alappal parhuzamos S stlyponti tengelyre (azaz az x tengelyre).

y y

dA4

n
/O/
e

e

5.23. abra.

Vegyiik észre, hogy a ¢ tengelyen nyugvé alappal szemkozti csiics az alappal parhuzamos és a csticson
athalado6 egyenesen torténd eltolasa nem valtoztatja meg a £ tengelyre szamitott mésodrendi nyomatékot.
Ez azt eredményezi, hogy azonos az altalanos haromszog, és a t6le jobbra fekvs derékszogl haromszog &
tengelyre szamitott masodrendd nyomatéka. Kovetkezdleg alkalmazhato az (5.77a) Gsszefiiggés, amivel

am3

Ie=—. 5.78
£= T3 (5.78)
A silyponti x tengelyre szamitott masodrendd nyomaték ezek utan az dbra adataival és az (5.42); Steiner
tétel felhasznélasaval adodik:

am3 m2 am am3

T 92 36 (5.79)
5.7. Tegyiik fel, hogy aluminiumbol késziilt az 5.3. Mintafeladat félkorszelvénye. Hatarozza meg
ez esetben (a) P és B pontokban a o, normélfesziiltség értékét, valamint (b) a hajlitonyomaték értékét
(Eal =170 GPa).
Figyelembe véve, hogy érvényes az egyszeri Hook torvény az (5.7a) képlet szerint

II:If_yg'BA:

0, = Egep = 70.0 x 103MPa x 1.0361 x 1072 ~ 72.5 MPa

a normalfesziiltség a P pontban. Mivel

4r 4 x 9mm
MBS = z— = ———— = 3.8197mm,
3 3



5. A szilardsagtan alapkisérletei II1. 147

az S pont 1 koordinataja és homogén linearis fiiggvénye a o, normaélfesziiltség az y koordinatanak a

o.(P) _ yp L NBS 3.8197mm
— P bol (B)=-1B5, (p)y= 2o
o (B) ey ranvparbol on(B) === Rou(P) = —oager

A hajlitényomaték szamitasahoz sziikség lesz a félkorkeresztmetszet © tengelyre vett I, méasodrendi
nyomatékara. A keresztmetszet

x 72.5 MPa ~ —53.5 MPa.

1 1
A= 3 r’n = 3 (9mm)?7 = 127.23 mm?
teriiletének, illetve £ tengelyre szamitott
ld*7m (18 mm)*nm 4
=S P 95765
£T 2764 128 e

méasodrendd nyomatékanak ismeretében az (5.42); Steiner tételbdl
I, = It — yip A =2576.5mm®* — (3.8197mm)? x 127.23 mm?* = 720.2mm*.
A fenti adatokkal illetve a gorbiileti sugar szamitott értékével az (5.14) képletbol

_I,E  720.2mm* x 70.0 x 10°MPa

My,
4 P) 5000mm*

~ 10.0Nm.

a keresett hajlitébnyomaték.

5.8. Hatarozza meg az 5.24. abran vazolt négyzet atloi altal kifeszitett £ KR-ben a négyzet stlyponti
tehetetlenségi tenzoranak méatrixéat.

Tekintettel a téglalap masodrenddi nyomatékaival kap-

. e - e. csolatos (5.33a,b) képletekre, valamint arra a koriilményre,
2/2 771 ' 1 < /s hogy mind az z, mind pedig az y tengely szimmetriatengely
ey 12/2 — utalunk ehelyiitt az 5.4. Mintafeladatra is — azt kapjuk,
12/2 Iy 12/2 hogy
‘ L. — 1 [ at 0 ]
0= al2/2 ) 1200 a
a > a sulyponti tehetetlenségi tenzor matrixa az xy KR-ben.
©x Leolvashat6 az is az abrarol, hogy
V2
v e = 7(% +ey)
- a > és
2
en = 7(_9:8 tey).
5.24. abra. A fentiek birtokdban mar alkalmazhatok az (5.62a)y és

az (5.62b)y képletek. A szamitasok soran méatrix jelolésekre
érdemes attérni a szdmitasok megkonnyitése érdekében. Igy
az

V2 1Ta* 01V2[1 a*
Ie = ec - Is - e =95Tls§5:7[1 1]2{0 a4}2{ :|::Iac (5.80a)
(5)77) (w»y) (m’y) (z,y)

- onals 2140

—_

ol

Iy = ey - Is - e, =e;Ige, =
&n)  (@y) @Y (zy)
és az

121 0 a

\/i 1 a4 0
IgnZE£-Is~en:§gIS§:7[1 1]{ 4}
En  (@y) @Y () T2 12 0 a

eredményeket kapjuk. Kovetkezdleg
1 [a* 0
Iy = [ 4 ] = Ig .
en 12010 a1 o

Ugyanez az eredmény mas modon is megkaphaté. Mivel szimmetriatengely a £ és n tengely I¢, = 0.
Mivel az S pont koriili 90°-os elforgatds dnmagéba viszi at a négyzetet I = I,,. Végezetiil vegyiik észre,
hogy a négyzet négy olyan egybevagd egyenlGszaru derékszogi haromszogre bonthatéd fel, melyek egyik
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oldala a £ és az ezzel egyenld masik oldala pedig az n tengelyen nyugszik. Kovetkezdleg alkalmazhato
az (5.77a) Osszefiiggés:
av2 (Lﬂ)g 4
2 2
Ie=4—>r——=—
12 12

5.9. Az 5.25. &bra a zartszelvényd AB acélrudat szemlélteti (Facqr = 200 GPa). A radnak 6 mm a
falvastagsaga. Legyen o = 120 MPa a megengedett fesziiltség. Ellenérizze a rudat és szamitsa ki a
deformalodott kézépvonal gorbiileti sugarat.

1.6m
J
A b 6 mm
A)‘

A

-
= (s
100 mm Z
60 mm
y
v
5.25. abra.

Szépen szemlélteti az 5.26. abra hogy a rud keresztmetszete az A1 és Ay jeld téglalapok kiilonbsége.
Jelolje rendre I,y és I,o az Ay és As jeli téglalapok z tengelyre szamitott méasodrenddi nyomatékat.
Az (5.33a) képlet értelemszer felhasznalasaval adodik, hogy

60 x 1003 48 883
12 12

a rad keresztmetszetének x tengelyre szamitott masodrendi nyomatéka.

In =1y — Ipo = =2.2741 x 10° mm*

y y i}
A, A,
X = 100 mm X 88mm ~
S l & i g
48 mm
60 m _ o E—
5.26. abra.

Mivel a rid anyaga huzasra és nyoméasra egyforman viselkedik az (5.21) képlet felhasznélaséval a

| M| 4.1 x 10°Nmm
Umax = e =
I, 2.2741 x 105mm*

x 50mm ~ 90 MPa < opeg = 120 MPa

eredményt kapjuk. A rad tehat megfelel.
Az (5.14) képlet alapjan
_ LE 22741 x 10°mm* x 200 x 10°MPa
- My 4.1 x 105Nmm
a kozépvonal gorbiileti sugara.
5.10. Az 5.27. abran vazolt T szelvényd rad aluminiumbol késziilt (Ey = 70 GPa). A radnak tiszta

hajlitas az igénybevétele. Hatarozza meg a szelvényben ébredd legnagyobb hazo-, és nyomofesziiltséget,
(b) a rad gorbiileti sugarat, valamint (c) a radban felhalmozodott rugalmas energiat.

~ 1.109 x 10°m
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120 ‘,y 30 mm
mm
« . r \
f A X B 5kNm
L~ -
gt 2 e
90imm | = z
enlSUmm ~ 1.8 m
5.27. abra.

Els6 1épésben meghatarozzuk a keresztmetszet S
salypontjanak ng koordinatajat valamint az x suly-
ponti tengelyre szdmitott I, méasodrendd nyomaté-
kot. A szamitasok soran, célszertiségi okokbol két
részre, ezeket rendre A; és As jeldli, bontjuk fel a
keresztmetszetet. A hosszegység mm. Az 5.28.(a)

abra és a
) A; mm? 7); M n; A; mm?3
1 3600 105 378000
n,=105mm 2 2700 45 121500
A=Y Ay = 6300 | Se = 3 A 1 = 499500
7% tablazat adataival (S¢ az A keresztmetszet £ tengely-

re vett statikai nyomatéka) irhato, hogy
- Sg - ZAl i - 499500

=2 _ - — 79.286 mm .
"STAT S A4, T 6300 i

UNIe @ Az A, és A, jeli részek sulypontjainak
4 Yss, =M — ns = 105 — 79.286 = 25.714mm
L r Sl és
\ | £ 1
= Sioe Yss, =12 — Ns = 45 — 79.286 = —34.286 mm
y ; T l X koordinataival — 5.28.(b) abra — alkalmazhatova valik
5% - o az Aj jeld rész esetén az SS7 pontok kozott, az As
SQ ? jelt rész esetén pedig az S.S3 pontok kozott az (5.42),
A J Steiner tétel:
2
K L= [Ifi + (yss,)* Ai| =
120 x 303 9
5.98. abra. =—1 + (25.714)" x 3600+
30 x 903
+—0—+ (—34.286)° x 2700 =

=7.6468 x 10° mm* .
Mivel negativ a hajlitonyomaték a nyomofesziiltség a P pontot tartalmazo felsg oldalélen, a hizofe-
sziiltség a K pontot tartalmazoé alsé oldalélen maximaélis. Az

e1 = yss, + 15 = 25.714 + 15 = 40.714 mm
e2 = nNg = 79.286 mm
értékekkel és az (5.28b) képletekkel kapjuk, hogy

| M | 5 x 10® Nmm
max nyomas — = = x 40.714 ~ 27 MP
Omax ny 7Pl = 1 = 5068 % 106 mmd m a
és ]
My, 5 x 10° N
Omax hizas = |0k | = (Mys| 5 X TN 79.286 mm ~ 52 MPa.

I, T 7.646 8 x 106 mm?
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Az (5.14), valamint az (5.19) képletek alapjan

_ LEg _ 7.6468 x 10°mm* x 70 x 10° MPa
- My, 5 x 106 Nmm

~ —107m
a gorbiileti sugér és

2 5 % 106 Nmm)® x 1.8 x 10°
_ 1Mt 1 mm)” x M 42,034 Nm
91,E,  27.6468 x 106 mm? x 70 x 10° MPa

U

az alakvaltozasi energia.

5.11. Szamitsa ki az 5.9. Mintafeladatban vizsgalt rad B keresztmetszetében a stulypontvonal (a
rad) p.p = ¢ szogelfordulasat és ugyanitt sulypont (a rad) fliggsleges vp elmozdulasat.
Az 5.29. abra a szokott bettliket hasznélva jelleghe-
lyesen szemlélteti az AB rad nyomatéki abrajat, illetve
a korivvé gorbiilt kozépvonalat. Mivel mer6leges szaru-
ak a p,p = ¢p és P, sz0gek és mivel nem valtozik meg u AM_L
a rad kozépvonaldnak hossza irhato, hogy “hx s Mg
Yo =B =P = L
p
ahonnan, tekintettel a gorbiiletet ado (5.14) Osszefiig- L/2
gésre és az My, = M, p egyenlGségre, kapjuk hogy
M,gL
ILE l y p
Ez a képlet elGjelhelyesen adja a keresett szogelfordulast. A —
Helyettesitve a feladat adatait L ?,,

- 4.1 x 10 Nmm x 1.6 x 10° mm _
©2.2741 x 105 mm? x 200 x 103 MPa Vi
= 1.4423 x 10~ %rad = 0.82638°

az eredmény. Ez a szogelfordulas igen kicsiny, ellen-
tétben az abraval, amelyen a viszonyok érzékeltetésére
véges szogelfordulést tiintettiink fel. A kapott érték azt
a mindennapi tapasztalatot tikrozi, hogy a valds szer-
kezeteken altalaban kicsinyek a terhelésbdl adodo szog- @L
elfordulasok és elmozdulasok. pcos P,
A vp elmozdulas ugyancsak az abra alapjan irhaté
fel:

hlk

A

YB = (5.81)

¥B

&

vg = —p(1 —cosPp). & _
Mivel kicsi a ¢, 5 = pp = D, sz0g elegendd a
15, 1, 6 5.29. abra.
cosle—ix —|—ﬂx +O(w)
sorfejtés els6 két tagjat megdrizni.

Ha elvégezziik a p gorbiileti sugér és a op = @, p = @, forgas tekintetében is a sziikséges helyettesi-

téseket, akkor a
1 1 M,pL?
05 —p [1<12¢g)] = S Mes (5.82)

2 IE
képletet kapjuk. A feladat adataival
1 4.1 x 10 Nmm x (1.6 x 10° mm)”

- = — 11
UB = T99 9741 x 106 mm? x 200 x 10° MPa 539 mm

a keresett elmozdulas.
A tovabbiak az (5.81) és (5.81) képletek lehetséges interpretacioit adjak.

(a) Visszaidézve, hogy a jelen esetben
_1MZpL
2 I,FE
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a teljes rugalmas energia, azt kapjuk, hogy

U ML
B = oM. | LE

Ez a képlet a (3.24) és (4.52) Osszefiiggések egy analogonja.
(b) Irjuk at az (5.81) és (5.82) képleteket az

1
LBep =Myl & IEvp=—;M,pL?

alakba. Ha most az AB rudon miik6dé fiktiv terhelésnek tekintjiikk az My, nyomatéki dbrat —
lasd az 5.29. abra felsG részét —, akkor a pp szogelfordulas I, E-szerese ebbdl a fiktiv terhelésbdl
adodo nyirderd a rid végén, a B keresztmetszetben, hiszen a nyiréers az M, gL fiktiv eredével
egyezik meg.

(¢) Ugyanigy kapjuk, hogy a vp elmozdulas I,F-szerese a fiktiv terhelésnek vett Mp, nyomatéki
abrabol adodé hajlitonyomaték a B keresztmetszetben.

5.12. Adott valamely A keresztmetszet sulyponthoz kotott tehetetlenségi tenzoranak matrixa a
salyponti zy KR-ben:

IS:

5321 —A475 .
475 7601 | ©

Szamitsa ki a fGtehetetlenségi nyomatékokat, a féirdnyok iranyvektorait majd irja fel a tehetetlenségi
tenzor matrixat a féiranyok koordinatarendszerében.
Az

Iy = I, + I, = 5321 + 7601 = 12922 cm® és  I;; = LI, — I2, = 5321 x 7601 — 475° = 40219296.0 cm®
invariansok és az (5.68a) képlet alapjan felirhato
I2 — I I, + Iy = I? — 129221, + 40219296 = 0

karakterisztikus egyenlet

12922 + /120222 — 4 x 40219296 7696 4
1.2 = ~ 522 M

2
gyokei adjak a keresett fGtehetetlenségi nyomatékokat. Ezek birtokdban az (5.71a); képlet alapjan kapott
N1 (Iz — In) — Ipgynyr = —2375n41 + 4750, =0

egyenletbdl az
Nyl = 5Ng1
eredmény kovetkezik, amivel az (5.71a)9-b6l
ey gy =ng (1+25) =1
azaz

Nye1 = és Ny1 = 5”11 =

ﬂ‘
D
@‘ <
D

Végeredményben

n; (es + Bey)

1
/26

az els6 f6irany iranyvektora. Ennek ismeretében az (5.72) képletbdl

n, =e, XNy = (5ey —ey)

1
V26
a masodik féirdny irdanyvektora. A fétengelyek 1 = £, 2 = i koordinatarendszerében

; [11 0 } [7696 0 } -
7S p— =
o 0 I 0 5226

a tehetetlenségi tenzor matrixa.
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5.4. Gyakorlatok

nyww
16 mm P T
s T x
| nﬂbgii’g’
B
p
5.30. abra.

Gyakorlatok

5.1. Az 5.30. abran vazolt és korivvé hajlitott félkorke-
resztmetszetd sargaréz ridnak 3m a gorbiileti sugara. A
gorbiileti kbzéppont, amint az abra is mutatja, a rud ten-
Hatarozza meg a legna-
gyobb huzd és nyomd fesziiltséget, valamint a vizszintes
atmér6 hosszvaltozasat, ha FE.,, = 110 MPa és v = 0.25.

gelyvonala alatt helyezkedik el.

(nps = 4r/3m)

5.2. Az 5.31. abran véazolt aluminium rudakat két erd terheli. Az abra feltiinteti a BC' szakasz egy K
keresztmetszetét is. Hatarozza meg opax értékét a BC szakaszon beliil és irja fel a fesziiltségi tenzor
matrixat az O pontban. Mekkora a BC' szakasz gorbiileti sugara és a C' keresztmetszet szogelfordulasa?

(Eal =70 GPa.)
80KN | ¥ () 80 KN 50N
vA B C Dy
z
Fa
0.4m| 1.6 m J04m
200 mm
(|
4
20 mm ]
_ ‘ 20 mm
160 mm S X
Y n 0
20 mm £
1 S
160 mm

5.31. &bra.

Y @ 50kN
/A B c__»ny,
=
0.6m | 12m J‘ 0.6m _
< > - >
3x60 mm
Y Y
60 mm
i S X
120 mm n
y 0 5
| 60mm






