4. FEJEZET

A szilardsagtan alapkisérletei II.
Kor- és korgytrt keresztmetszetti rudak csavarasa

4.1. Vékonyfalu korgytir( keresztmetszetd rid csavarasa

4.1.1. A kisérlet leirasa és eredményei. Tekintsiik a 4.1. dbran véazolt [ hossziisigi és b
falvastagsagu vékonyfala csovet. A cs6 kiilss és belss palastjanak rendre R,+b/2 illetve R, —b/2
a sugara, az R, sugari belsG hengerfeliilet pedig a cs§ tgynevezett kozépfeliilete.

Amint azt az dbra is szemlélteti a cs6 z = 0 koordinataju keresztmetszetét a —M.e,, a z =1
koordinataju keresztmetszetét pedig az M e, csavaronyomaték terheli. Az M, csavarényomaték
nagysagat ugy valasztjuk meg, hogy a cs§ alakvaltozasa linearisan rugalmas. Bar az dbra nem
tlintet fel tdmaszokat, a c¢s6 z = 0 keresztmetszete, feltevés szerint, helyben marad.

I=r

\J

4.1. abra.

A cs6 kozépfeliiletén gondolatban egységnyi oldaléld négyzetes halot készitiink, oly modon, hogy a
halot egyrészrél a z tengelyre merdGleges sikok metszik ki az R, sugart hengerfeliiletbdl, masrészt
pedig a hengerfeliilet z tengellyel parhuzamos alkot6i adjak. Az dbra nem tiinteti fel a teljes
hélot, csupén egy kis részét szemlélteti. A P sarokponti négyzetet folytonos és szaggatott
vonallal rajzoltuk meg.

Megjegyezziik, hogy a probatest geometriai viszonyai miatt HKR alkalmazéasa kivinatos mind
a kisérleti megfigyelések rogzitése, mind pedig a fesziiltségek egyensulyi kévetelmények alapjan
torténd szamitasa soran.

A megfigyelések alapjan a terhelések hatésa az alabbiakban 6sszegezhetd:

1. Az egyes keresztmetszetek merev lapként fordulnak el a z tengely koriil és az elforduléas
soran megmaradnak a sajat sikjukban. Kovetkezésképp nem valtozik sem a cs6 vastag-
saga, sem a kozépfeliillet R, sugara, sem pedig a cs§ hossza a deformécié soran. Ez azt
jelenti, hogy

’

=1, b=b 6 R,=R,.

Bar az abran nincs megrajzolva a csé kiils6 és bels6 atmérdje, ezeket a mennyiségeket itt
és a tovabbiakban rendre D és d jeloli. Nyilvanvald, hogy ezek az értékek is valtozatlanok
maradnak, azaz

D=D és d=d .
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2. Az egyes keresztmetszetek @ szogelfordulasa egyenesen ardnyos a keresztmetszet z koor-
dinatajaval:
=19z, (4.1)
ahol a ¥ alland6 az u.n. fajlagos elcsavarodasi szog.

Mivel alapfeltevés, hogy kicsik az elmozdulésok és alakvaltozéasok, kicsinek vehetjiik az egyes kereszt-
metszetek z tengely koriili elfordulasat is. Ez esetben a P pont mozgésat ado P és P’ kézotti PR, iv
jo kozelitéssel a P ponthoz tartozé rpp elmozdulasvektor hossza. Bar az erds nagyitéssal rajzolt 4.2.
abra nem tiinteti fel magat az u =rpp elmozduldsvektort nyilvanval6é az 4brardl, hogy az e, irdnyt
vektornak vehets. A (4.1) képletet is figyelembevéve

u= PR, e, =1vze, x Roegr =1Vze; xR, (4.2)
~— SN——
e, Xer R,

az elmozdulasvektor az R, sugaru kor pontjaiban.
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4.2. abra.

Vékonyfali cs§ esetén eltekinthetiink a fajlagos nytlasok és a fajlagos szogvaltozasok valamint
a normal és nyirofesziiltségek cs6 vastagsaga menti megvaltozésatol. Ez azt jelenti, hogy ezek a
mennyiségek fliggetlennek vehetSk az R sugartol.

Visszaidézve a 2.2. Mintapélda (2.101) képletét

1 1
€R §’YR¢ 2’YRZ
1 1
A= [ ap &, «, } = VR Eo ez (4.3)
1 1
i 2szR 2724,0 €z i

az alakvaltozasi tenzor métrixa HKR-ben. Az alabbiakban meghatarozzuk a kisérleti megfigye-
lések alapjan az alakvaltozési tenzor matrixaban allo fajlagos nyulasokat és szogtorzulasokat.

Lattuk, hogy nem valtozik az egyes keresztmetszetek tavolsidga az alakvaltozéas soran. Mivel
a keresztmetszetek merev lapként fordulnak el e, iranyban sincs hosszvaltozas. Kévetkezdleg:

€, =€,=0. (4.4)

Nem valtozik a cs6 falvastagsiaga sem. Ez azt jelenti, hogy
ER = 0. (4.5)
A 4.2. abra érzékelhetGen szemlélteti, hogy a P pontban az R és ¢ anyagi vonalak (a sugar és
a PB iv, vagy ami ugyanaz az eg és e, egységvektorok) kézotti m/2 nagysagu szog valtozatlan,
azaz derékszog marad az R és ¢ anyagi vonalak deformalt helyzetében is, hiszen a P* pontban
derékszog a sugar és a P’ B'iv altal bezart szog. Ugyanerrdl az abrarol allapithaté meg az is, hogy
az R és z anyagi vonalak (a sugér és a PC egyenesszakasz) kozotti /2 nagysagu szog a deformalt
helyzetben derékszog marad, hiszen az utobbi szog a P* pontbeli sugar és a kozépfeliileten fekve
P'C’ csavarvonalszakasz altal bezart szog. Kovetkezésképp zérus értékick a vonatkozo fajlagos

szogvaltozasok:

YRy = YRz = 0. (4.6)



Az egyetlen nem zérus fajlagos szogvaltozas a z és p anyagi vonalak (a PB és PC ivek) kozotti /2
sz0g csokkenése y radiannal. A 4.1. abra és a (4.1) dsszefiiggés szerint PP = yxz=R,® = R0z,
kovetkezésképp

Yoz = X = Roﬁ- (4.7)
A (4.4)-(4.7) fajlagos nyulasokkal és szogvaltozasokkal az alakvaltozasi tenzor matrixat ado (4.3)
képletbdl az

0 0 0
0 0 L

A= . 579% ) Yoz =7 =X = Rt (4.8)
0 5"}/2@ 0

eredmény kovetkezik. Eszerint az alakvéltozasi tenzor méatrix métrixa allandoé.
A fesziiltségek meghatarozasa soran a fesziiltségi tenzor

OR TRy TRz
T= Pr £<p P, ] = | TpR O¢p Topz (4.9)
TzR Tzp Oz

matrixaban allé og, o, és 0, normélfesziiltségeket, valamint a 7,r = TRy, T:R = TRz €8 T2y = Ty
nyirofesziiltségeket keressiik. Mivel allandé az alakvaltozasi tenzor méatrixa, allandonak kell len-
nie a fesziiltségi tenzor matrixédnak is. A keresett op, oy, ..., 7y, fesziiltségkoordinatak megha-
tarozéasa soran vegyiik figyelembe, hogy a cs6 kiils6 palastjan ébredd p, = pp fesziiltségvektor
meg kell, hogy egyezzen az ott mikodd feliileti terhelés f siirtiségvektoraval, ami azonban zérus
hiszen terheletlen a cs6 palastja. Kovetkezésképp

T-eR:pRzaReR+7’¢Re¢—|—7ﬁzRez:0. (4.10)

Ha még azt is figyelembe vessziik, hogy a fentiek szerint allandénak veheték a og, T,r és
T, g fesziiltségkoordinatak, akkor a (4.10) egyenletbdl a

orp =0, Tor = 0, T>r=20 (4.11)

eredményt kapjuk. Tovabbi Gsszefiiggések adddnak abbdl a feltételbdl, hogy a vékonyfald cs6 bér-
mely pozitiv keresztmetszetére igaz, hogy a p. = 7,.e,+0.e; fesziiltségek — itt is emlékeztetiink
arra a lentiekben kihasznalas ra keriils kortilményre, hogy a 7., és o, allando — egyenértékiiek a
keresztmetszet igénybevételeivel, azaz N = 0 és M, # 0. Az egyenértékiiséggel kapcsolatos elsd,
vagyis a (2.89) osszefiiggésbdl

N:ez-FS:/ez-psz:/ez'(Tcpzesp—i-azez) dA:/asz:JZA:O,
A A A
ahonnan
0. =0 (4.12)

a z irdnyd normaélfesziiltség. Ami a belsd erérendszer nyomatékat illeti vegytiik figyelembe, hogy
vékonyfalt cs§ esetén jo kozelitéssel fennéllnak az

R~R,, dA=bds=>bR,dy

Osszefiiggések. Ha ezeket is felhasznaljuk, akkor az egyenértékiiséggel kapcsolatos masodik, azaz
a (2.90) osszefiiggésbdl az

2
M,=e, -Mg = ez-/ Rxp,dA = ez-/ R,7y.ep X e,dA = R,7,.bR, dy = Ry7,. 2bR,,
A A ~—— 0 T
€z k

eredmény koévetkezik, ahonnan azonnal megkapjuk a keresett 7. nyiréfesziiltséget:

M

TL,DZ = m, Ak = 27TbRO . (413)




I=r

4.3. abra.

A o, normalfesziiltség szamitasahoz a z tengelyen dtmend és n normalist sik segitségével ketté-
vagjuk gondolatban a vékonyfalu csovet és az igy kapott egyik féles6 — ezt a 4.3. abra szemlélteti —
egyensulyabol indulunk ki. A keresett normélfesziiltséget az n iranyban felirt vetiileti egyenletbdl
szamitjuk. A szamitis soran az aldbbiakat vegyiik figyelembe:

1. A félest feliiletének atmetszéssel kapott m normélisu téglalapjain p, = o,n + 7,.€, a
fesziiltségvektor és o, = 0,. Megjegyezziik, hogy az abra csak a vetiileti egyenletben
szerepet jatszo o, = o, fesziiltségkoordinita megoszlasat tiinteti fel.

2. A félcs6 palastja terheletlen.

3. A z =0 és z =1 véglapokon ébred§ és az azonos R és ¢ koordinataju pontokhoz tartozo
T, nyiréfesziiltségek vektoridlis 0sszege — az dbra egy ilyen pontpart tiintet fel — zérus.

A fentiek alapjan felirt

Z F, = 2lbo, + [ A .pz,xlasict?rheles e,f.(edOJenek } " [ A .Tgez n}ylfofeszult”s.egek ered@jének —0
n irdnyu Osszetevdje n irdnyu Osszetevéje
=0 =0
vetiileti egyenletbdl
o, =0. (4.14)
A (4.11), (4.12), (4.13) és (4.14) képletek felhasznélasaval
0 0 O
M,
T=10 0 7u |; TW:T:R:Z (4.15)
0 7 O oLk

a fesziiltségi tenzor matrixa. Az utobbi képlet alapjan azt a fesziiltségi allapotot, amikor csak
egy nyirofesziiltség és dualis parja kilonbozik zérustél tiszta nyirdsnak nevezzik.

4.1.2. Csavarddiagramm. Hooke torvény nyirofesziiltségekre. A hiazokisérlet kap-
csan megrajzolt N = N (\) diagramnak a vékonyfalu cs6 csavardsa kapcsan az M, = M. (®;)
diagram a parja — 4.4. abra. Az M.(®;) fiiggvény alakja egyrészt a vékonyfali csé anyagatol,
maéasrészt a cs§ geometriai méreteitdl fiigg. A vékonyfalu cs6 anyagéra jellemz6 diagramhoz agy
jutunk — hasonlbéan a hiizokisérlet esetéhez — hogy, fajlagos, azaz a vékonyfala csé méreteitdl fiig-
getlen mennyiségeket mériink fel az egyes koordinatatengelyekre. Ez azt jelenti, hogy a vizszintes
tengely mentén a

P
’Y:’Ygoz:X:RoT:Roﬂ
fajlagos szogvaltozast, a fiiggbleges tengely mentén pedig a
M.

T =Ty, =

RoAk



4.4. abra. 4.5. abra.

nyirofesziiltséget abrazoljuk. A vékonyfali csé anyagéra jellemz6 7 = 7(v) gorbét csavarddi-
agramnak nevezziikk — 4.5. abra. A csavarddiagram jellemz6 tulajdonsigai ugyanazok, mint
amelyekkel a 3.4., 3.5. és 3.6. szakitodiagramok kapcsan a 3.2.2. szakaszban megismerkedtiink
Ezeket ehelyiitt nem ismételjiik meg. Az idealis testek csa-
var6diagramjai a 3.7. dbran vazolt szakitodiagramok alap-
jan rajzolhatok meg. A 4.6. &bra a kés6bbiek kedvéért
F a linearisan rugalmas-idealisan képlékeny test csavarédiag-

ramjat mutatja. A diagramon 7p a folyashatar és yp a

folyashatarhoz tartozo fajlagos szogvaltozas. A lineérisan
Y. v rugalmas viselkedés tartoméanyaban fennéll a

Yr T =Gy (4.16)

egyenlet, ahol G a lineéris szakasz meredeksége vagy mas

elnevezéssel nyirdsi rugalmassdagi modulus. Ez a mennyi-

ség anyagjellemz6. Kiolvashaté a képletbdl az is, hogy a

4.6. abra. G fesziiltségdimenzioju mennyiség. Késébb formalisan iga-

zolni fogjuk, hogy a méréssel kapott G, valamint az (3.19)

képletbdl az E és v-vel kifejezett G ugyanaz a mennyiség. A (4.16) egyenletet a csisztatofeszilt-

ségekkel kapcsolatos egyszerd Hook torvénynek nevezziikk. Az elnevezés arra utal, hogy a fenti

egyenlet mindig fennall a lineéris viselkedés tartoméanyaban fiiggetleniil attol, hogy milyen igény-

bevétel vagy terhelés hozza létre a tiszta nyirast. A (4.16) képlet felhasznéalasaval vetve egybe az
alakvaltozasi és fesziiltségi tenzor matrixait ado (4.8) és (4.14) Osszefiiggéseket irhatjuk, hogy

0 0 0 0 0 0
1
1

0 0 ez | =— 0 0 7,

1 2G 10 7, 0
0 5% O =

vagy
1

ami a csusztatofesziiltségekkel kapcsolatos Hook torvény tenzorilis alakja.

4.1.3. A fesziiltségi allapot szemléltetése. Részleges Mohr-féle kérdiagram. Tegyiik fel,
hogy ismeretesek a fesziiltségi tenzor fGiranyai. A 4.7. abra baloldala a f6tengelyek KR-ében és a harmadik
f6irany fel6l nézve szemlélteti az elemi kockan a fesziiltségi allapotot. Ezen az dbrarészleten jelenik meg
elészor a gondolatmenet kifejtésében késSbb szerepet kapé © = n és y = —m tengelypar is.

Legyenek az 1 és 2 jeli f6tengelyek altal kifeszitett {Gsikban fekvs n és m iranyok merélegesek egymas-
ra. Azt is feltételezziik, hogy a pozitiv m féltengely az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyban forgathato
be a pozitiv n féltengelybe, azaz m x n = e3; |m| = |n| = 1. A 4.7. abra kozépss részlete az n és m egye-
neseket, a vonatkoz6 m és n egységvektorokat, a féiranyokat adé e; = nj és es = ny egységvektorokat,
tovabbé az e; és n kozotti ¢ szoget szemlélteti.



4.7. abra.

Tekintsiik az n normalisa lapon ébreds p, = op,n + T,,,m fesziiltségvektort — 4.7. abra jobboldali
abrarészlet. A tovabbiakban arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy mi a o, és Ty, fesziiltségkoordinatak
altal meghatarozott pontok mértani helye a o, T, sikon. Nyilvanvalo, hogy mind o, mind pedig 7

az n és m iranyokat meghatérozo6 ¢ szog mint paraméter fiiggvénye.

A szamitasokat a fétengelyek KR-ében végezziik. Amint azt méar lattuk — lasd a fesziiltségi tenzor

(2.88) alatti eléallitasat — ebben a KR-ben

g1 0 0
T=] 0 o2 O
0 0 g3
a fesziiltségi tenzor matrixa.
A Kkozépss abrarészlet alapjan
n=cosye; +sinyes és m=sinpe; —cospes .
Kovetkezésképp _
oo 0 0 cos 01 COS
p,=In=1 0 o2 0 sinp | = | o2singp
0 0 o3 0 | 0
a fesziiltségvektor matrixa, amivel
o1co8p |
on=n"p =[cosp sing 0] | opsing | =o1cos’p +oasin’p
0
a keresett normalfesziiltség és
01 COS @
Tmn:mTBn: [ sing —cosg 0 ]| o2sing | = (01 —02)cosy sing
0
a keresett nyirofesziiltség. A trigonometriabol jol ismert
1 2 1—cos2 1
cos? p = y , sin? p = # és singcosp = §sin2<p

képletek helyettesitésével a (4.18a,b) képletekbdl némi rendezéssel a

o1 + 09 o1 — 02
Op — 5 = cos 2y,
01— 02 .
Tmn = ——=—— Sin 2p

2

(4.18a)

(4.18b)

(4.19)

(4.20a)

(4.20b)

egyenleteket kapjuk. Ez a két egyenlet kor paraméteres egyenlete! a o, T, sikon. A kor kozepe a o,
tengelyen van, a kor kézéppontjanak (o1 + o2) /2 az abcisszéja, a kor sugara pedig R = (01 — 02) /2. Az

Hsmeretes, hogy az © —u = R cos 2¢; y = Rsin 2p egyenletkettds olyan kér paraméteres egyenlete, amelynek
kozéppontja az x tengelyen van, u a kozéppont abcisszaja és R a kor sugara. A kor kozepébdl a koron levs x
abcisszaju és y ordinataju pontba rajzolt sugar 2¢p szoget zar be a pozitiv = tengellyel. A szbget 6ramutato

jarasaval ellentétesen kell felmérni.



adott n normaélishoz tartoz6 No,,, Tm,] korpontot pedig tigy kapjuk meg, hogy olyan sugarat rajzolunk
a kor kozepébdl kiindulva, amely 2¢ szdget zar be az abcissza tengellyel.
Kikiiszobolhet6 a ¢ paraméter, ha a jobb és baloldalak négyzetre emelése utan sszeadjuk a két

egyenletet:
o1+ 02 2 o1 — 02 2
(Un Lo ) 42— ( > ) (4.21)

Az igy kapott egyenlet ugyancsak kor egyenlete.

T
mn

4.8. abra.

A fentiek alapjan megszerkeszthets a kor, ha ismeretesek a o1 és oo f6fesziiltségek. Fls§ 1épésben meg-
rajzoljuk az Ni[o1,0] és Na[oa,0] pontokat. Méasodik lépésben megszerkesztjiikk az N1 és Ny pontokat
OsszekOts egyenesszakasz felezési pontjat. Ez lesz a kor kézéppontja. Mivel mind az N7, mind pedig az
Nj rajta van a koron mostméar megrajzolhaté maga a kor is. Az Nloy,, Tynn] korpont pedig az abcissza-
tengellyel 2¢ szdget alkotd korsugar berajzolasaval adodik.

Egy tovabbi lehetGséget kapunk az N szerkesztésére, ha az N; ponton keresztiil az e; f6irannyal az
Ny ponton keresztiil pedig az ey f6irannyal hiizunk parhuzamos egyenest — szaggatott vonalak — majd
Qn-el jelolve metszésiiket, a @, ponton at az n normaélissal parhuzamosan egy tovabbi egyenest htuzunk.
Mivel ez az egyenes ¢ szoget zar be az abcisszatengellyel a keriileti és kézépponti szogek tétele értelmében
az N pontban metszi a kort. A @, pontot normalisok polusanak szokas nevezni.

A bemutatott szerkesztés csak akkor alkalmazhatd, ha ismeretesek a o1 és oo féfesziiltségek. A szer-
kesztés szabélyainak altalanositdsa kedvéért azt a kérdést vizsgaljuk a tovabbiakban, hogy miként kell
eljarni, ha nem ismerjiik el6re a oy és oo f6fesziiltségek értékét. A felvetett kérdés megoldasaban 1épésrol
lépésre haladunk elére.

4.9. abra.

Tegyiik fel elgszorre, hogy n = e, és m = —e,,. Ez esetben o, = 0, és (4.20b) szerint Ty, = —7Tyy > 0, a
vonatkozo6 kérpontot pedig az X|[o,, —7,,] pont adja — a viszonyokat a 4.9. abra baloldali része, és a 4.10.
abra szemlélteti. Az X pontba mutatoé korsugar nyilvanvaloan 2¢ szdget zar be az abcisszatengellyel.



Tegytik fel méasodszorra, hogy n = e, és m = e,. Ez esetben 0, = 0y, Tmn = Ty a vonatkozo
korpontot pedig az Yoy, 74y] pont adja — ezeket a viszonyokat a 4.9. abra jobboldali része és a 4.10.
abra szemlélteti. Mivel ekkor az n irdny ¢ + m/2 nagysagu szoget zar be az ey {8irannyal az Y pontba
mutato kérsugar 2+ 7 szoget zar be az abcisszatengellyel. Kévetkezésképp az X és Y pontok ugyanazon
a koratméron fekszenek. Ez egyben azt is jelenti, hogy azonnal megszerkeszthets a kor, ha ismerjiik az
X és 'Y pontok helyét a o, és Ty sikon. A 4.10. abra szemlélteti az X és Y pontokat valamint magat
a megrajzolt kort is. Az &bra baloldalan ismét lathato a fesziiltségi allapotot szemléltetd, és a 4.7. abra

baloldali részén mar korabban dbrazolt, de a tovabbi magyarazat kedvéért az éramutatéd jarasaval egyezd

7 C ol

S

4.10. abra.

iranyban elforgatott elemi kocka. A forgatas ugy tortént, hogy a vizszintes tengely legyen az x tengely.
Figyeljiik azt is meg, hogy az elforgatott elemi kocka mellett halvanyan megrajzoltuk az zyz KR-beli elemi
kockat is, amelyen halvinyan feltiintettiik az ismertnek tekintett o, o, és 7, fesziiltségkoordinatékat.
Mivel az els6 esetben az m irany ellentétes az y irdnnyal és 7,5, pozitiv volt 7., negativ a feladat viszonyai
kozott. Az ugyanezen abrarészleten berajzolt n' irdny ¢ szoget zar be az x és a ¢ + 1 szoget az 1 jeld
fétengellyel. Az n’ iranyra merdleges m’ irany lefelé és kissé jobbra mutat. Kovetkezdleg az N'[o7,, 7).,
kérponthoz tartozé kérsugar 2 (¢ + 1) nagysagu szoget alkot a o, tengellyel.

Mivel az XY egyenesszakasz koratmérs az X ponton keresztiil az x tengellyel, az Y ponton keresztiil
pedig az y tengellyel parhuzamosan szaggatott vonallal megrajzolt egyenesek, Thalész tétele értelmében
a koron metszik egymast. Jelolje @, a két egyenes metszéspontjat. Vegyiik észre, hogy a Q,X N’ és az
AX N’ szogek ugyanazon az iven nyugvo keriileti és kozépponti szogek. Kovetkezsleg a @, N egyenes
parhuzamos az n’ egyenessel. Ez megforditva azt jelenti, hogy a @, pont segitségével barmilyen n’

feliileti normalis és a hozza tartozo m’ esetén megszerkeszthets az N'[o),, 7/,.,] korpont, oly modon, hogy

n)» ‘'nm
parhuzamost htizunk a Q,, korponton keresztiil az n’ egyenessel.és meghatarozzuk a parhuzamos és a kor
djabb metszéspontjat. Utobbi tulajdonsaga miatt a @, pont most is a normalisok po6lusa nevet viseli.

A @Q,, pont szerepével kapcsolatos gondolatmenet alapjan nyilvanvalo, hogy

— a @,N; egyenes f6irannyal parhuzamos egyenes, a jelen esetben az 1 jelid fSirdnnyal,
— a @, N> egyenes f6irannyal parhuzamos egyenes, a jelen esetben az 2 jelid fSirdnnyal,
- a @, N1X sz0g a vizszintes és f6irdny, a jelen esetben az 1 jeld f6irany, kozotti szog.

Az ABX derékszogii haromszog segitségével kiszamithato a kor sugara

2
Op — Oy
R_\/(72 ) +Tz2y7

O + 0y
2
a két féfesziiltség. Az is leolvashato az abrardl, hogy

amivel az dbra alapjan
Ox + 0y

-R
2

o1 = + R és 09 =

2 |Twy|

tg2p =
Ox — Oy



Az bemutatott gondolatmenet alapjan minden olyan esetben meghatarozhatok a féfesziiltségek és a £6-
iranyok, ha ismeretes a fesziiltségi tenzor egy f6iranya.

A szerkesztésben megjelené mértani helyet, azaz a oy, Ty, pontparok altal alkotott kort, a szerkesztés
lehetGségét felismerd és els6ként leir6 Mohr utén részleges Mohr kornek szokas nevezni.

4.1.4. A szerkesztés lépéseinek Osszegezése. Az alabbiak tOomdren és minden szobajo-
hets esetre alkalmazhato sablont adnak a szerkesztésre. A sablon a 4.1.3. szakasz gondolatme-
netének lényegén alapul; azon, hogy ismeretes egy f6fesziiltség — mindegy, hogy melyik —, azon,
hogy a kor atmérdjét az elemi kocka mas két lapjan ébredd fesziiltségvektor o, és 7y, koordina-
tai hatarozzak meg, fiiggetleniil attol milyen betiivel jeloltiik eredetileg ezen lapok normélisait,
tovabba azon, hogy a @, pont és a fGiranyok szerkesztése is fiiggetlen a két lap normélisanak
jelolésére felhasznalt betijelektsl.

Legyen a vizsgalt test egy adott pontjaban ismeretes a fesziiltségéallapot. Tételezziik fel, hogy
az ezen a ponton atmend p, q és r koordinatatengelyek kartéziuszi KR-t alkotnak (a fentiekkel
Osszhangban a p, q,r, valéjaban az x,y, z, vagy az y, z, x, vagypedig a z, z,y koordinitatengelye-
ket jelenti). Legyen ismert ugyanebben a pontban a fesziiltségi allapot: p, = o€, (vagyis az r
irany foirany), o, > 0, Tpg = Tgp > 0 és o4 < 0.

q n

TIIIII
m
o, g |(op +0y )/2
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4.11. abra.

A szerkesztés lépéseit az alabbiak Gsszegezik:

1. Megrajzoljuk az ismert r fGirany felsl nézve az elemi kockat. Ugyeljiink ekézben arra,
hogy az r-t kovetd elsd koordinatairany, azaz a p vizszintes, a ¢ pedig fliggsleges iranyba
mutasson az dbrédnkon, gy ahogyan azt a 4.11. abra baloldali része szemlélteti.

2. Meghatarozzuk o, és T, fesziltségkoordinatakat a p és ¢ normalisu oldallapokon. Ezt
az segiti, hogy berajzoljuk a p normélisi oldallapon az n = p és m = —q, a ¢ normélisi
lapon pedig az n = ¢ és m = p koordinatairanyokat. Igy azonnal megallapithato a
baloldali abrarészlet elemi kockajanak felhasznalasaval, hogy a oy, Ty sik Ploy, —7gp] és
Qlog, Tpg] Pontjai hatarozzak meg a kor atmérsjét.

3. Bejeloljiik a Ploy, —7gp) és Q[og, Tpe) pontokat a oy, Ty koordinatasikon, majd megraj-
zoljuk a PQ koratmérst. A PQ egyenesszakasz és a o, tengely metszése adja a kor
kozepét. A kor és a o, tengely metszéspontjai pedig kiadjék a keresett féfesziiltségeket.
Mivel a féfesziiltségek nagysag szerint rendezettek — o1 > g9 > 03 — és a ¢, = 0 normal-
fesziiltség féfesziiltség a szerkesztés a jelen esetben az 1 és 3 jeld féfesziiltségeket adja
ki.

4. A P ponton keresztiil a p normalissal, a () ponton pedig a ¢ normalissal htizunk parhu-
zamost. A két egyenes a kor (),, pontjidban metszi egymast. A @, N1 és @), N3 egyenesek
megadjak az 1 és 3 jeld f6iranyokat. Ezeket az elemi kocka feliilnézeti képén is érdemes
berajzolni.



5. Kiszamitjuk az abra alapjin az R, o1, o3 és ¢ értékeket. FEz a szamitas az abrardl

leolvashato
2
o, — O
R= \/(7;) 5 q> + 72, (4.22)
Ul:Up;_O-q—’_R’ Uzzap—;aq—R (4.23)
és
2
tg 20 = 217l (4.24)
Op — Ogq

képletek segitségével végezhetd el.
6. Ha adott egy feliiletelem n’' normaélisa és a hozzatartozo m' irdny, akkor az N'[o],, 7] ..]
pontot a @,, ponton at az n’-vel parhuzamosan htzott egyenes és a kor metszése adja.
Megjegyezziik, hogy a zsufoltsag elkeriilése érdekében nem tiinteti fel az utolso 1épést a 4.11.
abra. Visszautalunk ehelyett a 4.10. abrara és megjegyezziik, hogy a fesziiltségi tenzor segitségé-
vel pontosabban hatarozhato meg a o/, és 7/ szamitassal, mint szerkesztéssel. A szerkesztést és
a szerkesztésen alapulo (4.22), (4.23) és (4.24) képleteket elsGsorban a féfesziiltségek és fGiranyok

meghatarozasara érdemes hasznalni.

4.1.5. A szerkesztés két alkalmazasa. Osszefiiggés a rugalmassagi allandok kdzott.
Két egyszert példa esetén mutatjuk be a szerkesztés alkalmazasat. A 4.12. &bra nyomaésra
igénybevett zomdk rudat szemléltet. A kozépss abrarészlet a negativ x tengely fel6l nézve mu-
tatja az elemi kockan a fesziiltségi allapotot, valamint a szerkesztéshez sziikséges segédvonalakat.
A 4.12. és a 4.11. abra egybevetése alapjan a z és y koordinatatengelyek felelnek meg a p és ¢

Y pai
m
(o) L~
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4.12. abra.

koordinatatengelyeknek. Mivel p, = 0 és p, = o.e, (0. < 0) az Y[0,0] és Z[o.,0] pontok
meghatarozzak a kor atmérgjét. KovetkezSleg R = |o,| /2 a kor sugara. A @, pontot a Z
ponton &t a z tengellyel illetve az Y ponton &t az Y tengellyel huzott parhuzamosok metszése
adja. A jelen esetben egybeesik a @), pont az Y ponttal. Az n normalisu lapon ébreds o, és
Tmn fesziiltségeket a @), ponton keresztiil az n-el hizott parhuzamos és a kér N metszéspontja
adja. Mivel a ZNQ@Q,, és az ANQ),, haromszogek egyarant derékszogi haromszogek leolvashato
az abrarol, hogy
Op = 0, cos? © és Tmn = 0, COS © sin @ .

Az abréan feltliintetett n normalisu feliiletelemen bejeldltiik a o, és T, fesziiltségkoordinatakat.

Megjegyezziik a fentiek kiegészitéseként, hogy a 3.3. Mintapélda kozolt megoldésa valojaban
a részleges Mohr kor alkalmazésa hiizott rad esetén.

A mésodik példa célja a f6fesziiltségek és a f6iranyok meghatarozéasa a vékonyfali rid csava-
rasi feladata esetén. A feladat megoldasa érdekében megrajzolt 4.13. abra mindent szemléltet:
a csavart vékonyfali csovet, a szerkesztés alapjaul szolgal6 elemi kockdt valamint magat a szer-
kesztést is. A cs6 kozépfelilletén megrajzolt és egyméssal parhuzamos folytonos és szagatott
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4.13. abra.

vonalak annak a —x normélist négyzetnek a kontirjat adjak, amelyben a szerkesztést alapjat ado
elemi kocka metszi a kozépfeliiletet. Az elemi kocka homloklapja fesziiltségmentes, a z normalist
lapon p, = 7y.€y; 7y < 0, az y normélist lapon pedig p, = 7. e, a fesziiltségvektor. Mivel
az elemi kocka z és y normaélisu lapjain is zérus a o, normalfesziiltség a Mohr kor atmérgjét
ado Z[0,—7y.]; =71y > 0 és Y0, 7,,] pontpar a 7, tengelyen van és az origo a kor kozepe.
Kévetkezbleg |7,;| a kor sugara. Az x = R irdny nyilvanvaloan fSirany, a o, = op = 0 fesziiltség
pedig f6fesziiltség: A korrdl leolvasott adatokat is felhasznalva

o1 = |Ty:| = |70z o9 =0, =0r =0 és 03 = —|Tyz| = — |72 (4.25)

a harom nagysag szerint rendezett féfesziiltség értéke. Maga a (), pont ugyanigy szerkeszthetd
mint az el6zd feladatban. A jelen esetben azonban a Z ponttal esik egybe. A o, tengellyel —45°
szoget bezard Q,IN1 és 45° szbdget bezard @, N3 egyenes az 1 jeld és 3 jeld fSirdnyokat adja.
A vékonyfali cs6 dbrajan bejeloltiik a fétengelyek KR-ét kifeszité n; ny = —e, = egr és n3
egységvektorokat.

A kapott eredmények szerint a csak két féfesziiltség kiilonbozik zérustdl. Ez azt jelenti
hogy kéttengelyti a vékonyfalt cs6 fesziiltségi allapota. Erdemes arra is felfigyelni, hogy pozitiv
csavaronyomaték esetén a kozépfeliilet egy adott pontjardl indulva ki az 1 jeld fGiranyok 45°-
os menetemelkedésti jobbmenetd csavarvonal érintéi, maga a csavarvonal pedig megnytlik. A
2 jeld féirdnyok ugyancsak 45°-0s menetemelkedésti de balmenetd csavarvonal érintéi, maga a
csavarvonal pedig megrovidiil.

A rideg, torékeny anyagu csdvek az anyag sajatossagail miatt az 1 jeld f6iranyra merdGleges
feliileten tornek a csavardkisérlet soran. A lagy, jol alakithato fémek ezzel szemben a z tengelyre
merdGleges keresztmetszeti sikokban tornek el, vagyis elnyirédnak.



4.14. abra.

A 4.14. abra a vékonyfalu csében kialakuld kéttengelyt fesziiltségi allapotot szemlélteti a f6-
tengelyek, azaz az e1, e = epr és ez egységvektorok altal kifeszitett lokalis KR-ben. Az is
leolvashat6 az abrarol, hogy ez a fesziiltségi allapot valojaban két egytengelyt fesziltségi allapot
szuperpozicidja. Kovetkezésképp

T=T,+T;
a fesziiltségi tenzor métrixa, ahol
op 0 0 00 0 0 O
T=] 0 0 O , T, = O 00 és =(0 0 O
0 0 o3 0 00 0 0 o3
Az egytengelyt fesziiltségi allapottal kapcsolatos (3.18) Hooke torvény alapjan, tekintettel az

g1 = 01/F és e3 = 03/ F Osszefiiggésekre is

1 1
A1 = ;VTl—%O'lE és A3: ;VTg—%O'gE
a vonatkozo alakvaltozasi tenzorok. Az utébbi két egyenlet Osszegét képezve az
1+v v
A+ Az = —(Tl —I-Tg) — —(0’1 +0’3)E,
T E N—— Ea,_/
T =0
vagy ami ugyanaz az
14+v
A= T 4.26
: (1.26)

eredmény adodik. Ez a pusztan logikai aton kapott egyenlet a csavarassal kapcsolatos anyag-
egyenlet tenzorialis alakja és mint ilyen fiiggetlen kell, hogy legyen a vélasztott KR-t6l. Ugyan-
akkor pedig meg kell egyeznie a kisérleti eredmények alapjan felirt (4.17) anyagegyenlettel. A
(4.17) és (4.26) egyenletek egybevetése szerint csak akkor lehetséges egyezés, ha

E=2G(1+v) . (4.27)

Masként fogalmazva a huzokisérlet és a vékonyfalti cs§ csavarasi kisérlete kapcsan bevezetett
harom anyagjellemz6 az E, v és a G kozil barmelyik kifejezhet a masik kettével. A mondottak
egyben azt is jelentik, hogy homogén izotrop test esetén kettd a fiiggetlen anyagallandok szama a
line4risan rugalmas viselkedés tartomanyaban. Megjegyezziik, hogy a csavardkisérlet eredményei
szerint a mérési pontossig megszabta hiban beliili a G-re vonatkoz6é mérési eredmények egyezése
a huzokisérlet mérési eredményeként kapott E és v-vel szamitott G-vel.

4.1.6. A csavart vékonyfala cs6 alakvaltozasi energiaja. Tegyiik fel, hogy a 4.1. abran
vazolt cs6rél van szo, amelyre @; a jobboldali végkeresztmetszet szogelfordulasa a helytallonak
vett baloldali végkeresztmetszethez képest. A cs6ben felhalmozo6do alakvaltozési energia, amint
erre a 2.4.2. szakaszban ramutattunk, megegyezik a kiils§ er6k munkajaval. Mivel a baloldali
véglap nem fordul el a kiils§ er6rendszert alkoté M, csavaronyomatékok koziil csak a jobboldali



véglapon mtikodd végez munkat. Ez a munka a 3.2.6. szakasz gondolatmenetének figyelembevé-
telével a (3.23) képlet baloldalanak mintéjara az

1
U=Wg =M% (4.28)

alakban irhato fel — Ni-nek M., mig A\1-nek @; felel meg. A 4.1. abra alapjan, tekintettel a (4.7),
(4.16) és (4.13); képletekre
l U 7o, Ml M.l
@l = —X = —— = 5 = —,
R, R, G R:ALG I,G
a véglap szogelfordulasa, ahol az I, a vékony korgylrd un. polaris mésodrendd nyomatéka.
Megjegyezziik, hogy az utébbi mennyiséggel a

M. M.

I, = R?A, (4.29)

— — ¢ 4.30
Tz Ry AL Ip o ( )
alakot 6lti a nyirofesziiltség szamitasanak (4.13) alatti formulaja.
A véglap @, szogelfordulasédnak helyettesitésével
1 1 M2l 1 M2l
U=Wg==-MP=-——— = -—5 4.31
K=oWe M ™o ReAG ™ 21,6 (4.31)

a teljes alakvaltozasi energia. Az alakvéltozasi energiastiriiség szamitasdhoz tovabb alakitjuk a
fenti képletet. Eszerint
1 M2 1 M, Me
T 2RZAG T 2RoAy R ARG LK
—— —— T

Tz Ypr=Tez/G

ahol a V' a vékonyfali cs6 térfogata. Kovetkezésképp

v 1

a fajlagos alakvaltozési energia értéke. Vegyiik észre, hogy ez a képlet a tiszta nyirds soran
felhalmozodott alakvaltozasi energiastiriiséget adja fliggetleniil attol, hogy mi hozza létre a tiszta
nyirast.

U

4.2. Kor- és korgytirid keresztmetszetii rudak csavarasa

4.2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot. Szamos olyan mérnoki alkalmazas van, amely-
ben csavarasra igénybevett kor-, vagy korgytirt keresztmetszetd rudak kapnak vagy mozgés-
kozvetits, vagypedig teljesitménykozvetits szerepet. Az el6z8 szakaszban sikeriilt tisztazni a
nyiréfesziiltségekkel kapcsolatos Hook torvényt és ezzel Osszefiiggésben a vékonyfali korgytrd
keresztmetszet( rud mechanikai allapotat. Mivel a gondolatmenet alapvets feltevése volt a rud
vékonyfalu volta, a kapott megoldéasok is csak akkor alkalmazhatok, ha teljesiil ez a feltevés.

A jelen 4.2. szakasz célja, hogy altaldnosabb viszonyok kozott vizsgalja a csavarasi feladatot.
A rad vagy tomor, vagy korgytrid keresztmetszeti. Az utébbi esetben azonban nincs korlatozo
feltevés a rud falvastagsagara nézve.

A gondolatmenet kifejtése soran a tOomor korkeresztmetszetti prizmatikus rudat tekintiink
majd. Latni fogjuk azonban, hogy ez a feltevés nem lényegi, és az eredményiil kapott Osszefiig-
gések értelemszertien vonatkoznak korgytirt keresztmetszett prizmatikus rudakra is.

A viszonyokat a 4.15. abra szemlélteti. Bar az dbra nem tiintet fel tAmaszokat feltételezziik
— ugyandgy, mint azt a vékonyfald cs6 esetén tettiik — , hogy az [ hosszasagu és d atmérdji rud
z = 0 keresztmetszete helyben marad. A rudat terhel§ M, csavarényomaték értékét pedig az
korlatozza, hogy csak rugalmas alakvaltozast engediink meg. Az abra a megfigyelések ismertetése
és értelmezése érdekében feltiinteti a rad R sugart bels§ feliiletét is. Alkalmazkodva a rud
geometridjadhoz a HKR-t részesitjiik elénybe, adott esetben azonban az zyz kartéziuszi KR-ben
is irunk fel egyenleteket.
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4.15. abra.

A rud elmozduléasallapotat illeté megfigyeléseink, a lényeget tekintve, megegyeznek a vékonyfalu
cs6 csavaréasi feladata kapcsan végzett megfigyeléseinkkel. Ezek szerint

1. Az egyes keresztmetszetek merev lapként fordulnak el a z tengely koriil és megmaradnak
sajat sikjukban az elfordulés soran.

2. A keresztmetszetek @ szogelfordulasa egyenesen aranyos a keresztmetszet z koordinéta-
javal. Ez azt jelenti, hogy most is fennall vékonyfalii cs6 csavarasa kapcsén mar felirt
(4.1) egyenlet: Kovetkezsleg @ = 1z , ahol 9 a fajlagos elcsavarodasi szog.

Az elmozdulasmez6 meghatéarozasa fentiek alapjan a (4.2) képletre vezeté gondolatmenet
megismétlését igényli. Csak annyi a kiilonbség, hogy a tomor rid R sugari belsé hengerfeliilete
veszi a4t a vékonyfalu cs§ R, sugart kozépfeliletének szerepét. Vegyiik észre, hogy most valtozo
az R sugéar, mig a vékonyfalii cs§ esetén allando volt az R-nek megfelel6 R,. Mivel kicsik az
elmozdulasok és alakvaltozasok a P pont mozgésit ado PP’ kozétti

PR =VzR = xz (4.33)

iv j6 kozelitéssel a P ponthoz tartozé rppr elmozduldsvektor hossza. Ha visszaidézzik a 4.2.
abrat, de az el6z6eknek megfelelGen R-et gondolunk R, helyébe, akkor nyilvanvald az abrardl,
hogy e, irdnyt vektornak vehetd az u = rp pr elmozdulasvektor. A most is érvényes (4.1) képletet
figyelembevéve

u=>%®Re, =1VzR e, =1vze,x Regr=1ze; xR (4.34)
e.Xer R

a tomor cs6 elmozdulasmezeje. A (4.34) egyenlet jelentSségét az adja, hogy segitségével deriva-
lasokkal allithato el6 az U derivalt tenzor. A (2.14) és (2.99) képletek felhasznalasaval

0 10 0
U=uoV = (JzRe,)o <ﬁe3 + E%ew + %ez>

v HKR-ben

A tovabbi lépések soran vegyiik figyelembe, hogy az e, a ¢ polarszog fiiggvénye. A (2.98a)
képletek szerint

de,

d(p = —€epR.

Az utobbi Gsszefliggés kihasznalasaval

U=uoV = [ﬁzRe@%} oepr + [ﬂzRe@%%] oe,+ [75‘21%%(%] oe,

———
Vze, —vzRer JYRe,

azaz
U =1vze,0er+ (—Vzer)oe, +VRe,0e,
S—~— —— N——"

upr Uy u:



a derivalt tenzor. A kapott eredmény alapjan

0 —vz
U=|ug|u, |u [=]|9: 0 WR (4.35)
0 0
a derivalt tenzor méatrixa, a (2.36) valamint a (4.3) képletek alapjan pedig
_ ) ) -
€R 3YRy SVRz 0 O 0
2 2
1 T 1 1 IR
A=;U+U)=[ap a, a.]= SR Eo 3z 0 0 | (4306)
1 1 0 IR 0
i §7zR 5’723@ €z ] 7

az alakvaltozasi tenzor matrixa. Ez az eredmény azt jelenti, hogy

5R:5@:5227@R:7R¢:72R:’7Rz:07

mig az alakvaltozasi tenzor egyediili nem zérus eleme a v,. = 7., fajlagos szogvaltozas az R
lineéris fliggvénye

Yoz =7 = R . (4.37)

Késébb latni fogjuk, hogy a ¢ fajlagos elcsavarodési szoget egyértelmiien meghatarozza az M.,
csavaronyomaték értéke. Diadikus alakban

1 1
A:awoew—l—azoez:EﬁReRoe@+§z9Re@oez

az alakvaltozasi tenzor. 4.16. abra baloldala az Ryz HKR-ben megrajzolt elemi triéderen
szemlélteti az alakvaltozash tenzort. R

%vq,z

4.16. abra.

4.2.2. Fesziiltségi és energetikai allapot. Mivel a (4.36) alakvaltozasi tenzor tiszta nyi-
rashoz tartozo alakvéltozasi allapot ir le a fesziiltségi tenzor méatrixa a (4.17) Hook torvénybdl
szamithato

OR TRy TRz 0 O 0
T=[py b, £.]=|7n 0 7 |=2GA=|0 0 GUR (4.38)
T:R Tzp Oz 0 GvYR 0

Kiolvashato6 a fenti egyenletbdl, hogy
OR=0p,=0,=TyR=TRpy = TR =TRr: = 0.

A fesziiltségi tenzor egyediili nem zérus eleme a 7. = 7, nyirofesziiltség az R linearis fiiggvénye

To.=T7=GRY. (4.39)

A 4.16. abra jobboldala az Rpz HKR-ben megrajzolt elemi kockan szemlélteti a fesziiltségi
tenzort. A 4.17.(a) abra a tomor rud egy keresztmetszetében a stulyponthoz kotott £n KR-ben



\ X Txs

4.17. abra.

(a & tengely egybeesik az R tengellyel, kovetkezbleg az n irdny a & tengely minden pontjaban
parhuzamos a ¢ irdnnyal) szemlélteti a £ tengely keresztmetszetre es6 pontjaiban ébredd 7¢, = 7,
fesziiltségeket. Az (a) abrarészlet, a késébbiek kedvéért, feltiinteti a dA feliiletelemen ébredd

p.dA =T1,.e,dA = GRie,dA (4.40)
N——

elemi er6t. Mivel a p, = 7,.e, fesziiltségeloszlas egyenértékid kell, hogy legyen a keresztmetszet

M. csavaroigénybevételével a nyiréfesziiltségek ugyanolyan moédon — most az éramutatd jarasaval

ellentétesen — forgatjak a keresztmetszetet a sulyponton atmend z tengely koriil, mint az M,

csavaronyomaték. A 4.17.(b) abrarészlet ugyancsak tomor keresztmetszetre, de nem magan a

keresztmetszeten, hanem kiilon megrajzolt KR-ekben, szemlélteti a nyirdfesziiltségek eloszlasat

az x és y tengelyek mentén. A 4.17.(c) abra korgytrtalaka keresztmetszetre teszi ugyanexzt.
Mivel a rid barmely keresztmetszetében a keresztmetszeten ébredd

p, =T, =Ty.e, = GRUe,

nyirofesziiltségek egyenértékiiek a keresztmetszet M. csavardigénybevételével

(a) zérus kell, hogy legyen az Fg fesziiltségi eredd,
(b) a fesziiltségi eredd eréparra nézve pedig fenn kell allnia az Mg = M e, egyenletnek.

Az (a) esetben a (2.89) és a (4.40) Osszefiiggések ¢s a A 4.17.(a) abra alapjan irhato, hogy

Fs= / p,dA = / GRY e, dA = Gie, x / RerpdA = Gve, x / RdA = GYe, x Sg.
A A ~~ A A
e, XeRr
Ss
Itt Sg a keresztmetszet sajat stlypontjara vett statikai nyomatéka, ez pedig nyilvanvaléan zérus,
azaz Sg = 0. KovetkezSleg valoban zérus az Fg fesziiltségi eredd.

Az (b) esetben a (2.90) és a (4.40) Osszefliggések valamint a 4.17.(a) &bra alapjan

Mg = / R x p,dA = / Rep x GRYe,dA = GV / R’ep x e,dA = e,GY / R*dA = M_.e, .
A A A —— A

€z

(4.41)
Tekintettel az utobbi képletre a

I,= / R2dA (4.42)
A

osszefiiggeés értelmezi kor-, illetve korgytri alaka keresztmetszetre az I, poldris mdsodrendid nyo-
matékot. A polaris masodrendi nyomaték értelmezésének felhasznélaséval a (4.41) egyenletbol



az

M,
I,G
eredmény kovetkezik. Az utobbi Gsszefiiggés szerint a 9 fajlagos elcsavarodési szog egyenesen
aranyos az M, csavaronyomatékkal, és forditottan aranyos az I, polaris masodrendd nyomatékkal,

valamint a G nyirési rugalmassigi modulussal. A fajlagos elcsavarodasi szog fenti képletével a
(4.37) egyenletbdl

M. = GVI,, vagy ami ugyanaz a o = (4.43)

LG
a fajlagos szogtorzulas, a (4.39) egyenletbdl pedig

Yoz R (4.44)

M.

I—pR (4.45)

Toz = G7<p2 =

a nyirofesziiltség értéke. Ha az M, csavaronyomatékot elGjelhelyesen helyettesitjiik, akkor a
fenti képletek elGjelhelyes eredményt adnak az Rz HKR-ben a v, szogtorzuldsra és a 7.
nyirofesziiltségre nézve. Az is kiolvashato a (4.45) Osszefliggésbdl, hogy a 7, nyirofesziiltség
abszolutértéke a keresztmetszet keriiletén éri el a

|Mc| D | M|
= = — = 4.46
Tma |T4P2|max Ip 9 Kp ( )
maximumot, ahol
I
K,= - (4.47)

SN

dA

4.18. abra.

Legyen d a korkeresztmetszetd rad atmér6je. Legyenek tovabba d és D a korgytirikeresztmet-
szetl rad belss és kiils6 atmérsi. Szimmetriaokokbdél dA = 2RwdR a feliiletelem. Korkereszt-
metszetd radra a (4.42) és a (4.47) képletek, valamint a 4.18.(a) abra alapjan

dj2 R41/?
I :/deA:%/ R3dR =2n [—} ,
A 0 4 1y
azaz
d*r . A3
Ip = 5 es Kp = E (448)

a poléris masodrendd nyomaték, valamint a polaris keresztmetszeti tényez6. Ugyanilyen gondo-
latmenettel kapjuk a 4.18.(b) abra alapjan, hogy

D/2 D/2
I, =2r / R3dR = 2n [R—4] : ,
d/2 d/2
ahonnan
I, = 7(1)4 _ d4) T és K,= 7(1)4 _ d4) il (4.49)
r 32 16D '

a poléaris masodrend(i nyomaték illetve a poléris keresztmetszeti tényezo.



A (4.33) osszefiiggésbdl z = l-re megkapjuk a rad jobboldali véglapjanak a rad baloldali
véglapjahoz viszonyitott szogelfordulasét:

& =l
Innen, a fajlagos szogelfordulas (4.33)2 alatti értékének helyettesitésével
M.l
& — 4.50
=16 (4:50)

a két véglap egymashoz viszonyitott relativ elfordulasa.

Az | hosszusagu rudszakaszban felhalmozodott alakvaltozasi energia kétféleképpen is szamit-
hato. Vehetjiik egyrészrél a ridszakaszra hatoé kiils§ er6k munkajat, hiszen az a rugalmas alakval-
tozas tartomanyiaban mindig megegyezik a felhalmozodott alakvaltozési energidval. Mésrészrol
szamithatjuk a fajlagos alakvaltozasi energia rudszakasz térfogatara vonatkozo integraljat.

Az els6 esetben a vékonyfala csé alakvaltozasi energiajaval kapcsolatos és a (4.31) képletre
vezet$ gondolatmenettel azonnal irhatjuk, hogy

1 1 M2l
= =M. ¢ = -—% .
U=Wk=3Mh=3577

(4.51)

A masodik esetre nézve a fejezet végén bemutatott 4.4. Mintapélda mutatja be a fentivel
azonos eredményre vezets szamitast.
Erdemes azt is megfigyelni, hogy fennall a

ou M.l
oM. LG
egyenlet Ez az Osszefiiggés a huizott, illetve nyomott rudakkal kapcsolatos (3.25) képlet analo-

gonja. Az Osszefliggés szerint a rud véglapjanak @; szogelfordulasa az alakvaltozasi energia rud
véglapjan miikodd nyomaték szerinti parcialis derivaltja.

b, . (4.52)

4.2.3. Ellendrzés, méretezés. A jelen szakasz csavarasra igénybevett kor és korgytiriike-
resztmetszetd rudak ellenérzésével illetve méretezésével foglalkozik. Jeldlje a tonkremenetelt
okozo és pozitiv elGjeliinek tekintett nyirofesziiltséget Tien. Ez a mennyiség a rad anyagéatol fiig-
gben vagy a T folyashatarral, vagypedig a 7p nyiroszilardsaggal vehets egyenlének. Az elss
valasztas szivos anyagok (lagy fémek, alacsony széntartalmi acélok) esetén célszerd a jelentds
maradd alakvaltozasok elkeriilése érdekében. Rideg anyagok esetén altaldban nem el6zi meg
jelentGs alakvéltozas a torést. Itt tehat a masodik valasztéas a szokésos.

A megengedett nyirofesziiltséget a

Tiell
n

(4.53)

Tmeg =

Osszefiiggés értelmezi, ahol az n a 3.2.7. szakaszbo6l mér ismert elGirt biztonsagi tényezd.

Ellendrzés esetén a keresztmetszeten fellépd nyirofesziiltség (4.46) képlettel értelmezett ma-
ximumat szamitjuk ki elészor és ezt hasonlitjuk Ossze a megengedett nyirofesziiltséggel. Megfelel
a csavarasra igénybevett kor-, vagy korgytriikeresztmetszet rad, ha fennall a

M, Tiell
Tmax = ’K;‘ < Tmeg = J; (454)

egyenlGtlenség. Méretezés esetén adott az M. csavarényomaték, valamint a rid anyaga és els6
lépésben keressiik azt a minimalisan sziikséges K, ;. keresztmetszeti tényezdt, amelyhez elsirt n
biztonsagi tényezd tartozik. A keresztmetszeti tényezd K, s, also korlatja a (4.54) egyenlGtlen-
ségbdl kovetkezik:

M,
K,>K,s. = Ml (4.55)

Tmeg

A K, als6 korlat ismeretében — esetleg mas szempontokat is figyelembe véve — megvalasztha-
to(k) a keresztmetszet atmérdje, illetve atmeérsi.



4.3. Valtozo keresztmetszeti rad

4.3.1. Szakaszonként alland6é kereszt-
metszet. A 4.19. abra a szakaszonként allan-
do keresztmetszetti AD rudat, a rud terheléseit

) B ¢ M
— ezek z tengely irdnyi nyomatékok, amelyek ) — N2
aruad B és C keresztmetszetein illetve a rad D > >
véglapjan miikodnek —, valamint a rad KsD, I I, 1,
KsD és K1 D jelii részeit, tovabba a felsorolt < g B
radrészeken miikods kiilss és belsd ercket, vé- L= B@
giil pedig a csavarényomatéki dbrat szemlélte- M, K, D M,

ti. Feltételezziik, hogy az 1, 2 és 3 jeld rud-
szakaszokon beliil mindeniitt allandéak a priz- o = =
matikus kor-; és korgytirtikeresztmetszetd ru- ) . g

dak csavarasi feladataval kapcsolatos képletek-
ben szerepls és a ridra jellemzé mennyiségek,

tovabba a csavaronyomaték értéke is, azaz Ip;, G -

Gi, l; és M. Leolvashato az abrarél — mivel M

az Mc, < 0 — az is, hogy ol KJ MBZ M(Jz D MDZ
Mcl = MBz + MCz + MD27 Mc Md M

McZ = MCZ + MD27 Mc3 = MDz .

Ha eltekintiink a hirtelen keresztmetszetvalto-
zasok fesziiltségi és alakvaltozasi allapotra gya-
korolt hatasatol, ez ugyanis csak lokalis zava- 4.19. 4bra.

rast okoz, akkor az Osszes eddigi eredményt,

azaz a (4.45), (4.50) és (4.51) képleteket egyarant érvényesnek tekinthetjiik az egyes szakaszokon
beliil. Kovetkezsleg

My
wzr — T
Ip;

R (4.56)

a nyirofesziiltség képlete az i-ik szakaszra nézve (1 = 1,2,3). A rad D keresztmetszetének el-
fordulasa az A keresztmetszethez képest pedig ugy kaphatoé meg, hogy Osszegezziik az egyes
radszakaszok jobboldali végének a tekintett ridszakasz kezdetéhez viszonyitott @; szdgelfordu-
lasait:

> M;l;

Ppp=D =9 P d3 = .
DA I 1+ P2+ @3 Z-:lfm‘Gi

(4.57)

A radban felhalmozddott teljes alakvaltozasi energia ugyanilyen médon az egyes rudszakaszokban
felhalmozodott alakvaltozési energia Osszegeként adodik:

3
1~ M2
= =2y 4t 4.
U=U+U;+Us 22.:1 T..G; (4.58)
Mivel
OM,; ,
=1; =1,2
8MDZ ) 1 ) 73

a (4.58) képletbdl a (4.52) egyenlet altalanositasat jelentd

U S Myl OM,; O~ Ml
= Z = dps= P
=1

a]\4Dz B i1 IpZGZ 8]\4Dz Iszz

Osszefliggés kovetkezik.



A szakaszonként allando keresztmetszeti rid esetén azon alapul az ellenérzés illetve mérete-
zés, hogy minden egyes radszakaszra nézve fenn kell allnia a

M .
Tmax i — ‘KCZ‘ < Tmegi (4.59)
pi

relacionak, ahol 7.y ; @ megengedett nyirofesziiltség a rud i-ik szakaszéan.
4.3.2. Folytonosan valtozé keresztmet-
A o szet. Ha folytonosan de csak igen kismértékben
- valtozik a kor-, illetve korgytrd keresztmetszet
B teriilete — a 4.20. &bra ezt az esetet szemlélteti
—, akkor jo kozelitéssel fennall, hogy

/J’L’— M.=M _ Me(2) (4.60)

i B c Tz Ip ( Z)

a nyirofesziiltség, a tobbi fesziiltségkoordinata
pedig elhanyagolhatéan kicsiny. A rud véglapja-
nak szogelfordulasat a dz hosszisaga elemi rad-
szakasz két véglapja d @ relativ szogelfordulasa-
nak integralja adja. Maga a d@® relativ szog-

A

M, M (z)=élland6

z elfordulas a (4.50) képlettel szamithato, ha az
o M. helyére M.(z)-t — magan az abran allando
4.20. &bra. az M.(z) —, | helyére dz-t és az I,G szorzat he-
lyére
pedig I,,(2)G(z)-t irunk. Kovetkezésképp:
l
o :/ _Melz) g, (4.61)
o Ip(2)G(2)
do

Hasonl6o megfontolassal kapjuk (4.51)-bol, hogy

RO O
=3 ), teem ¢ (462)

a radban felhalmozott alakvaltozasi energia. Ami pedig a fenti képletek érvényességét illeti

érdemes ismételten hangsilyozni, hogy azok csak akkor alkalmazhatok ha igen kismértékben
valtozik az A keresztmetszet a z fliggvényében.

4.4. Statikailag hatarozatlan feladatok

Csavarésra igénybevett kor-, és korgytriikeresztmetszetii rudak esetén tgy vessziik, hogy a nyoma-
tékvektorok a rid tengelyvonala mentén mikodnek, azaz egy egyenstlyi egyenlet all rendelkezésre az
ismeretlen tamasztonyomaték(ok) meghatarozasara. Ha a rad valamelyik végét befogjuk, akkor csak egy
ismeretlen tamasztonyomatékkal kell szamolnunk, azaz a feladat statikailag hatarozott. Ha azonban a
rad mindkét vége befogott akkor két tamasztonyomatékot kell meghatérozni. Ez egyben azt is jelenti,
hogy statikailag hatarozatlan a feladat, hiszen egy egyensilyi egyenlet all rendelkezésre a két ismeretlen
meghatarozasara. Kovetkezésképp tovabbi egyenletre van sziikség a feladat hatarozotta tételéhez. Ezt a
potlolagos egyenletet abbol a feltételbdl kapjuk, hogy a masodik tdmasz révén valdjaban meggatoljuk,
hogy a rud befogott végei egymashoz képest elforduljanak.

Mindez jol kévethetSen jelenik meg a 4.21. abran vazolt AD rad esetén. A rud két vége befogott. A
terhelést a tengelyvonal B pontjaban miikodé Mp, < 0 nyomaték jelenti. Az abra feltiinteti

— a tamaszairdl levett rudat és a red haté Mp, terhelést, tovabba az ismeretlen My,, Mp, té-
masztoényomatékokat,
— arad AK,, K1Ks és KoD részeit — Ky és Ko az AB, illetve BD szakaszokon beliil talalhato
rudkeresztmetszetek —, valamint a rajtuk miikods kiilss és belsd ercket, és végiil
— az M.(z) csavaronyomatéki abrat.
Mivel a riad egyenstlyban van fenn kell allnia a

MAz + MBz + MCZ =0 (463)



A B D A K B K, D
A zZ — A o~
e = o KE 6 =
I, ‘ My, 1, M, ‘ My, Mp,
4K K, K, K, D
— I:I AA + [ ¢\>><\f\ \\’>—|— @I:'
MAZ M] cl MB c2 M? MDZ
M
i "
MC,?
MBZ zZ
y
MAZ Md
4.21. abra.

nyomatéki egyenletnek. A riad D keresztmetszetének zérus az A keresztmetszethez viszonyitott szogel-
fordulasa. Visszaidézve a (4.57) képletet irhatjuk tehat, hogy

Ppa IpG = ¢ IpG = Mqli + Mol =0,

ahol az AK; illetve K3D jeld rudszakaszok egyensulya alapjan My = —My, és M. = Mp,. Kévetke-
zésképp
l
Mp, = Z—IMAZ : (4.64)
2
Az utobbi formula (4.63)-ba torténd helyettesitésével M a,-t, majd az M 4,-re vonatkozo eredményt (4.64)-
be irva Mp,-t kapjuk

lg ll

M, = — Mg, Mp, = — Mg, .
A ll"’lQ B D ll"’lQ B

(4.65)
Ezzel megoldottuk a feladatot.

4.5. Vékonyfala, zart szelvényi prizmatikus rudak szabad csavarasa

A vizsgélat targyat képezs rud allando
keresztmetszet, zart szelvényii és vékonyfa-
la. A 4.22. abra példaként szemlélteti egy
ilyen téglalapkeresztmetszeti rud egyik, ter-

helt végét. A rud szemléltetett vége pereme- P
zett. Nyilvanvalé az &brarol, hogy a pere-
men kifejtett F, —F er6par csavarasra veszi F x

igénybe a rudat. A vonatkozd csavaronyo- /
matékot M. jeloli.

A csavart rad hossztengelye, 6sszhang-
ban az eddigiekkel, egybeesik a KR z tenge-
lyével. A ruad keresztmetszetei pedig az xy
koordinatasikkal parhuzamos sikokban fek-

”/

zIn
szenek. F /

/

Ha nem kor-, vagy korgytrd keresztmet- v =
szet rudat csavarunk, akkor a megfigyelések

szerint a rud keresztmetszeteit alkot6 anyagi

pontok a rud palastjanak alkotéi iranyaban, /

azaz a z irdnyban is elmozdulnak. Ez azt ~—

jelenti hogy nem marad sikfeliilet a terhelés

hatasara alakvaltozott keresztmetszet. Egy 4.92. abra.

adott keresztmetszet pontjainak z iranyt el-
mozdulaséat a keresztmetszet 6blosddésének vagy vetemedésének nevezzik.




Mivel az erépart alkot6 erék a a rad peremének sikjaban miikédnek nincs gétolva a rad keresztmet-
szeteinek z iranyu elmozdulasa. Ezzel Osszefiiggésben szabad csavardsrél beszéliink ha nincs meggatolva
a keresztmetszetek pontjainak a rid hossztengelye menti elmozdulédsa. Ha, ezzel szemben valamilyen
modon, pl. a tdmaszok révén, meg van gatolva a rid keresztmetszeteinek z irdnyt mozgasa, akkor gdtolt
csavardsrol beszéliink. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a feladat szabad csavarasi feladat.

4.23. abra.

A 4.23. abra baloldali része egy vékonyfalu prizmatikus rad keresztmetszetét szemlélteti. A rad-
szelvény ugy épiil fel, hogy a szelvény kozépvonalara, ezt vékony vonallal rajzoltuk meg, mer&legesen
mindkét irdnyban felmérjiik a b vastagsag felét. Maga a vastagsag a szelvény Lj kozépvonala mentén
mért s ivkoordinata fiiggvénye: b = b(s). A keresztmetszet kozépvonalanak minden egyes pontjaban
értelmezhets egy jobbsodratia £n¢ (£s¢) lokalis KR. A & tengely a kozépvonal érintGje, melynek pozitiv
iranya egybeesik az s ivkoordinata pozitiv irAnyéaval; az utébbi irdnyban haladva a koézépvonalon balkéz
feldl esik a kozépvonal altal hatéarolt sikbeli tartomény. Az n tengely a kézépvonal kiilsé normaélisa, a ¢
tengely pedig parhuzamos a z tengellyel. A kdzépvonal pontjainak R, = R,(s) a helyvektora. Legyen n
a kozépvonal kiils6 normalis egységvektora. Nyilvanval6 az eddigiek alapjan, hogy

e =n e, = M és e =e€g Xe
3 ) n ds ¢ 3 n -
Az alabbiakban megkiséreljiik tisztéazni a rad fesziiltségi allapotat. Ehhez a kérdéshez kapcsolodoan az
alabbi feltevésekkel éliink:

1. A b(s) falvastagsag csak lassan és kis mértékben valtozik az s fliggvényében.

2. Mivel szabad csavarasi feladatrol van sz csak nyirdfesziiltség ébred a keresztmetszeten. Kovet-
kezésképp p, = 7.

3. A kialakulo fesziiltségallapot fliggetlen a z koordinatatol.

4. A nyiréfesziiltségnek nincs & irdanya OsszetevGje és allando a falvastagsag mentén. Ezért mindig
megadhat6 a

T, = Tp2(8)en(s) (4.66)

alakban.

Az utobbi feltevés azon alapul, hogy csak érintGiranyu fesziiltség ébredhet a keresztmetszet peremén,
tovabbéa, hogy kicsi és csak mérsékelten valtozik b(s) falvastagsag.

A 4.23. abra jobboldali része egy a cs6bdl kimetszett hasabot szemléltet. A hasab két z tengellyel
parhuzamos és az abran halvanysziirke szinben megrajzolt hatarfeliiletét gy kapjuk meg, hogy a baloldali
abrarészlet ny és no jelii egyenesszakaszain athalado — a két egyenesszakasz mindegyike mer6leges a csé ko-
zépvonalara — és a z tengellyel parhuzamos sikokat vesziink metsz&siknak. A hasab z tengelyre merdGleges
hatarfeliiletei a csé két egyméastol dz tavolsagra fekvs keresztmetszetének részei. A hasabot szemléltets
abra, 6sszhangban a nyirofesziiltségek dualitasaval, feltiinteti a hasabon miik6dé fesziiltségeket is. Mivel
a hasab egyensilyban van zérus a z iranyd erGk Osszege:

_blTZﬁle + bQTzngdZ = 0 .
Ebbdl az egyenletbdl, figyelembe azt a koriilményt, hogy az nq és ny barhol lehet a kézépvonalon, a

Tn2(s) b(s) = alland6 = Q (4.67)



Osszefiiggés kovetkezik. A cs6 b(s) falvastagsagénak és a falvastagsag menti 7, (s) nyirofesziiltségnek @
szorzatat nyiréfolyamnak szokas nevezni. A (4.67) képlet szerint allandé a @ nyiréfolyam a vékonyfala,
zart keresztmetszetd cs6 szabad csavarasi feladata esetén.

A nyiréfolyam allandosagabol kovetkezik az a természetes kovetelmény, hogy zérus értéki a kereszt-
metszeten ébredd belss erdrendszer, azaz a 7, nyirofesziiltségek eredéje Valoban, a (3.13), (4.66) és (4.67)
képletek alapjan egyszerd atalakitasokkal adodik, hogy

P P,
FS:/pZdA:/TZ dA :7{ en(s)Tnz(s)b(s)dSZQ]{ ey(s)ds =Q dR, =QR, f=0.
A A Lk —_—— Ly ~—— Py Py
b(s) ds Q dRo
A nyirofesziiltség és a csavaronyomaték k6zotti kapcsolatot abbol a feltételbdl kapjuk meg, hogy megegye-

zik a 7, nyirofesziiltségeloszlas nyomatéka az S pontra a terhelésbél adodd M e, csavarényomatékkal. A
szamitasok soran vegyiik figyelembe az aldbbiakat:

1. A 7, b(s) elemi ereds mindig a keresztmetszet kézépvonalan mikodik.

2. Mivel az R,(s) és dR, vektorok vektorialis szorzata merdleges a két vektorra, a szorzat ér-
téke pedig a két vektor altal kifeszitett parallelogramma teriilete fennall az R,(s) X e;(s)ds =
R,(s) x dR, = 2dA,e. sszefliggés, ahol dA, a R,(s) és dR, = e,(s)ds vektorok altal kifeszitett
halvanysziirke haromszog teriilete.

A (3.13), (4.66) és (4.67) osszefliggések, valamint a fentiek alapjan irhato, hogy

Mg = e, = /AR x p,dA = /ARO(S) X 7, b(s)ds = A R, (s) X €,(5)72(s)b(s)ds =

Q

= Q/ 2dAce. =|27,.(s)b(s) A, | € ,
Ao

ahol az A, a keresztmetszet kozépvonala altal hatarolt teriilet. Az utobbi képlet bekeretezett részeinek
egyenlsége alapjan

M,
T=(s) = 2b(s)A,

(4.68)

a nyirofesziiltség értéke. Vegylik észre, hogy a vékonyfala csé csavarasi feladata kapesan levezetett (4.13);
Osszefliggés a fenti képlet specialis esete. Valoban elemi 1épésekkel, a (4.13)2 képlet helyettesitésével azt
kapjuk a (4.13); Osszefiiggésbdl, hogy

oM. M. M. M,
"= R Ay, R,2mbR, 20Rim  2bA,
~—
A,

Legyen [ a vizsgalat targyat képezs csé hossza. Jelolje tovabba &, a cs§ végkeresztmetszetének a csd
kezdeti keresztmetszetéhez viszonyitott elfordulasat az M, csavaréonyomaték hatasara.
Tekintettel a (4.32) és (4.68) Osszefiiggésekre
2
1T 1 M2

S - (4.69)

YT9G T 24Gh(s) A2

a fajlagos alakvaltozési energia értéke. A cs6ben felhalmozodo teljes alakvéltozasi energia a fajlagos
alakvaltozasi energia integralja a cs6 térfogatan:

1 M? 1 M? 1 1 M2
U:/udV:—/ich:——c/—dA /dzz—ic
2 4Gb2(s) A2~~~ 24GA?2 b2 ~~ 2
14 14 (S) 0 4 Ads o JA (S) b(s)ds l a 4Ai2;
! fgk b(_éS

Az

4A2

(4.70)




jelolés bevezetésével ugyanolyan alakban irhaté fel a teljes alakvaltozési energia mint a kor-, és korgyti-
riikeresztmetszetd rid esetén:

1 M2l
2 1.G

(4.71)

A képletben &all6 I. az I, polaris méasodrendd nyomaték analogonja a vékonyfald, zart szelvényd csé
szabad csavarasi feladata esetén. Az M, csavaronyomaték altal végzett munka most is a (4.28) képletbdl
szamithato. A (4.28) és (4.71) felhasznélasaval irhato

1M2 1
= — ¢ = _MCQS =
27,6~ g e =Wk
egyenletbdl rendre
Mcl , _ gpl . Mc
9 = TG és 9= I T IG (4.72)

a végkeresztmetszetek egymashoz viszonyitott relativ szogelfordulasa és a fajlagos elcsavarodasi szog. A
(4.68) és (4.70) Osszefiiggéseket Bredt féle képleteknek nevezi a szakirodalom.

4.6. Mintafeladatok

4.1. A vékonyfalu rud csavarasi feladatéval kapesolatos (4.8) képlet szerint 4llando az alakvaltozasi
tenzor matrixa HKR-ben. Kovetkezik-e a matrix alland6 voltabol a tenzor allandosaga is?
A valasz nem, hiszen az alakvaltozési tenzor

1 1
A:aRoeR—l—ag,oeg,—l—azer:§xezoe¢+§xe¢oez

diadikus elallitasaban e, a ¢ polarszogtél fiigg, azaz nem allando.
4.2. Hatarozza meg szamitassal a vékonyfalu cs6ben ébredd fesziiltségi allapot {Giranyait!
A (4.15); és (4.30) képletek szerint

OR Tch TRz 0 0 0
c
T = [ Pr P, P, } =|Tor 0Op Tp: | =10 0 7, |; Ton = Tap = I_RO
Tz:R Tzp Oz 0 Tz 0 p

a fesziiltségi tenzor matrixa a vékonyfali cs6 esetén alkalmazott Rpz HKR-ben. A tovabbiakban ko-
vethetSk az 1.4. Mintafeladat 1épései feltéve, hogy a W helyére T-t, a A helyére pedig o,-t gondolunk.
Megjegyezziik, hogy az R irany nyilvanvaléan f6irany, hiszen 7,r = 7.r = 0. A (2.59) alapjan irhato

—0On 0 0
Ps(A) = = det (T-0.E) = — 0 “On Tz | = on(on — Tsaz)(an + Tcpz) =0
0 Tep —On
egyenletbsl
01 = Tez oy =0r =0 és 03 = — Ty

a harom nagysag szerint rendezett féfesziiltség, ha M. > 0. Az n; = nrier + ns1€, + n.1e, meghaté-
rozasahoz az

—0q 0 0 NR1 —Tpz 0 0 NR1 0
0 —01 Ty Ny1 = 0 —Toz Tez N1 =10 ,
0 Tz —O01 N1 0 Toz Tz N1 0

vagy ami ugyanaz az

TpzT R1 :0, Tz (nzl —ng,l) =0 és Tz (ng,l —nzl) =0
egyenletrendszert kell megoldani. Mivel 7,, # 0 és a masodik két egyenlet nem fiiggetlen egy az n;| =1
normalasi feltételnek is eleget tevé megoldas az

V2 V2

- L ep+e)
5 Ny = 5 azaz az nj = 5 e, +e;

alakban irhat6 fel. Megjegyezziik, hogy az nr; = 0 eredmény azonnal kovetkezik abbdl is, hogy az R
irdny a 2 jeld f6irany, és igy

nr1 =0, neg =

n; = e€r,



kovetkezésképp a masik két fGiranyt ado n; és n3 egységvektoroknak nem lehet R irdnyu OsszetevGje. A
3 jeli foiranyt az

2
n3:n1><n2:7(e¢+ez)><eR:7(e¢—ez)

egységvektor adja. Ezek az eredmények megegyeznek a 4.1.5. szakasz — a részleteket illetGen lasd a 4.13.
abrat — masodik feladataval kapcsolatos eredményekkel.
Ha M. < 0, akkor

01 = —Tpz, oo =0r =0 és 03 = Typ: ,

a f6fesziiltségek, tovabba

n =— (e, —e.), mathbfns = eg és ns = (e, +e;) .

)
ol%

a f6iranyokat ado egységvektorok.
4.3. Adott a fesziiltségi tenzor matrixa az xyz KR-ben:

85 0 2
T=|0 -10 0 {N/mmﬂ
25 0 —35

Hatarozza meg a részleges Mohr féle kordiagram segitségével a T fesziiltségi tenzorhoz tartozo f6fesziilt-
ségeket és fGiranyokat.

85 A
o5 E Xlo_t,]=X[85,25]
T 25 25
o
- 35 P n
IROTE %
-25
m Zo -t |=X]-35,-25] v
D
0,=-35 0,.=85 @ 5
o=00
4.24. abra.
Vegyiik észre, hogy az y irany f6irany, a o, = —10 fesziiltség pedig f6fesziiltség. Szdszerint kdvethetsk

tehat a megoldés 4.1.4. pontban ismertetett lépései. Magat a megoldést csak vazlatosan mutatjuk be,
mivel a 4.24. dbra énmagaért beszél.

A pgr KR-nek most a zzxy KR felel meg. Leolvashato a fesziiltségallapotot szemléltetd elemi kocka
y tengely fel6l vett nézeti képérsl, hogy a koratmérst a Zlon, Tmn| = Z[0s, —Tzz] = Z[—35,—25] és
X[on, Tmn] = X[0ow,T22] = X[85,25] pontok hatarozzak meg. A ZX szakasz és a vizszintes tengely
metszése a kor kozepét adja: o4 = 25 N/ mm®. Ennek ismeretében az ABX derékszogi haromszogre
felirt Pythagoras tételbsl R = 65 N/mm” a kor sugara, amivel oy = 90 N/mm” és o5 = —40 N/mm” a
hianyz6 féfesziiltségek. (o2 = oy = —10; 01 > 02 > 03).

Az abra feltiinteti a Q,, pontot, valamint az 1 jeld f6tengely és a z tengely szogét — az 1 jeli f6tengelytosl
o6ramutato jarasaval ellentétesen haladunk a z tengelyig.

Az is leolvashat6 az abrardl, hogy az 1 jeli f6iranynak

n; =e; =sinye; +cosye,
az egységvektora, ahol a @), DN; derékszogi haromszog adataival
1 1 tg 5

és sin 1/} = =

tgy =5, cosyY = = .
& Vi+tg2y V26 1+tg2y V26




Kovetkezdleg
1

V26
a fétengelyek KR-ének egységvektorai.

4.4. Igazolja a fajlagos alakvaltozasi energia rud térfogatan vett integralasaval a csavart kor-, illetve
korgytirtd keresztmetszetd rad alakvéltozasi energidjaval kapcsolatos (4.51) képlet helyességét.

Tiszta nyiras esetén a (4.32) képlet adja az alakvaltozasi energiastiriiség értékét. A (4.16) Hooke
torvény, valamint a nyirofesziiltséget a csavaronyomaték fiiggvényében ado (4.45) dsszefiiggések helyette-
sitésével

n, —e = (5e,+e.), mathbfn, =e; =e, és ng =e3=mn; Xxng = — (—e, + be;)

g~
D

1 1, 1 M2,
U= QTN = 5g e T og 12

a fajlagos alakvaltozasi energia. A teljes alakvaltozasi energiat add integral atalakitasat az alabbiak

részletezik:
1 1 9 M2l
U—/udV /ZGP > 2GIQ/RdA/

Az atalakitasok soran figyelembe vettiik, hogy a G, az M. és az I, mmdegylke allando. A kapott eredmény
valoban megegyezik a (4.51) képlettel.

4.5. Az &bran vazolt baloldalon befogott 1.2 m hosszu korgytirtikeresztmetszet ruadnak d = 40 mm
a bels és D = 60mm a kiils§ atmérdje. (a) Mekkora lehet a rudat csavarasra terhel§ Mp, nyomaték
maximuma, ha a nyirofesziiltség nem haladhatja meg a |7,.[ . = 72MPa érteket? (b) Mekkora a
nyirofesziiltség minimuma, ha az el6z8 érték annak maximuma? (c¢) Mekkora a véglap szogelfordulésa,
ha a rad lagyacélbdl késziilt, amelyre G = 80 GPa?

J
A B
/
M
X 40 mm A 60 mm / Ba
z

) ' \

AN
B 1.2m N

4.25. abra.

(a) Visszaidézve a (4.45) és (4.49) képleteket irhatjuk, hogy

21, |TSOZ| :

M, = max 473

ahol

(D* —dYm (60" — 40%)m
32 B 32

(4.73) képletbe torténd helyettesitésével

= 1.021 x 10® mm*.

I, =

Az utobbi érték, valamint |7,.|

oL, 7o 2 x 1.021 x 10 mm* x 72 N /mm?>
M, = el lmax _ 2% X 107 X TN/ o0 106 N |
D 60 mm

(b) A 7. nyirofesziiltség az R = d/2 sugarnal, ez a bels6 palast sugara, minimalis. Mivel a nyiréfe-
sziiltség homogén linearis fliggvénye a sugarnak kapjuk, hogy

7| _d | _ 40mm
Tozlmin = D Tozlmax = 60 mm

x 72N/mm” = 48 N/mm? .
(c) A veéglap szogelfordulasa a (4.50) képletbe torténd helyettesitéssel adodik:

Ml 2.4504 x 10°Nmm x 1.2 x 10° mm
I,G' 1.021 x 105 mm* x 80 x 103 N/mm>
Ezzel megoldottuk a feladatot.

o = = 0.036 radian .




4.6. A 4.26. abran vazolt és baloldali végén befogott tengely acélbol késziilt (Gacer = 80 GPa). A
tengely befogott végébe 46 mm atmérdji lyukat fartak. A lyuknak 0.6 m a mélysége. Hatarozza meg
a D keresztmetszet szogfelfordulasat, ha a tengelyt az dbran feltiintetett csavarényomatékok terhelik.
Feltételezziik, hogy minden egyes tengelyszakasz tiszta csavarasra van igénybevéve.

60 mm

M\ |

46 mm

y
A

7

N

0.6 m

0.6 m

Y
Y
A

K, D
2400 Nm

M

B e

M A
2760 Nm

B

360 Nm

4.26. 4bra.
és hogy d4
3T

dsm (30 mm)?
32

I =
p3 32

Az AB, BC és CD keresztmetszet-
parok kozotti szakaszok rendre az 1, 2
és 3 jelt szakaszok. Ezek mindegyike al-
land6 keresztmetszett, és amint az len-
tebb kideriil ezeken a szakaszokon be-
lil alland6 a csavaronyomaték (csava-
roigénybevétel) értéke.

A 4.26. abra az axonometrikus &b-
rarészlet utan rendre szemlélteti a ten-
gely elolnézeti képét, a KsD és KoD
tengelyszakaszokat valamint a rajuk ha-
t0 kiils6 és bels6 ercket (csavaronyoma-
tékokat). Mivel nines kiilss terhelés az
AC szakaszon beliil, azonnal kdvetkezik
a K3D és Ko D tengelyszakaszok egyen-
salyabol, hogy

Mo = Mgy = 2760 NM
és
M3 =360 NM.
A kapott értékekkel megrajzolt M.(z)
fiiggvény (a csavaronyomatéki abra) a
teljes abra legaljan lathato.

A tovabbiakban sziikség lesz az 1,
2 és 3 jeld szakaszok keresztmetszetei-
nek polaris méasodrendii nyomatékaira.
A (4.48), (4.49) képletek és az abra ada-
tainak felhasznalasaval kapjuk, hogy
(D‘l1 — d‘ll) T

32 B
((60 mm)* — (46 mm)*)
32 B
=8.328 x 10° mm* |

Iy =

4
_dom

7 (60 mm)*r
P32

32
1.272 x 10° mm?* |

T 70522 mm* .

A tengely véglapjanak szogelfordulasat az AB, BC és CD tengelyszakaszok B, C és D keresztmet-
szeteinek a kezdd A, B és C keresztmetszetekhez viszonyitott szogelfordulasainak dsszege adja. A (4.57)

képlet felhasznalasaval irhatjuk, hogy

3

Ml
Ppa=B =01+ P+ P=) =
i=1 pre

2760 x 10°Nmm 600 mm

2760 x 103Nmm 400 mm

" 8.328 x 10° mm? 80 x 10°N,/mm”
360 x 103Nmm 400 mm
79522 mm* 80 x 103N/mm”

1.272 x 106 mm? 80 x 103N /mm”

=2.486 x 10724+ 1.085 x 1072 +2.264 x 10 x 1072 = 0.05835.



4.7. A 4.27. abra két merevnek tekintett fogaskerekek révén egymashoz kapcsolodd acéltengelyt
(Gacel = 80 GPa) szemléltet. Hatarozza meg (a) az A keresztmetszet szogelfordulasat a rud hossztengelye
koriil, valamint (b) a maximalis nyirofesziiltséget a tengelyekben feltéve, hogy csak a csavaras hatasat
vessziik figyelembe.

1200 mm

1200 mm

1200mm

240 mm

480 mm

I}{Z 240 mm

1200mm

480 mm

1600 Nm \(

4.27. abra.

Az abra kiilon-kiilon is feltlinteti a két tengelyt, valamint a rajuk hato kiils6 és bels6 ercket, tovabba
a C és H fogaskerekek kozépkoreit. A tamasztoerSk és tdamasztonyomatékok megrajzolasa soran azt
tételeztiik fel, hogy a B, F tamaszok gorgss tamaszként viselkednek (nem gatoljak az elfordulast és a
z irdnyt mozgast), a D tamasz csukloként viselkedik (meggatolja a D pont elmozdulasat, de ugyanott
a forgast nem), mig a J tdmasz befogas, amely minden mozgast meggatol. Mivel a kittizott feladat
megoldasa szemszogébdl csak az Xo1 = — X129 bels6 er6knek lesz szerepe a tobbi ismeretlen tamasztoerd
és tamasztonyomaték meghatarozasaval ehelyiitt nem foglalkozunk.



Az 1 jelii rud tengelyére szamitott nyomatékok egyensulyat az
m, = 1600 Nm — 80 mm Xo; =0

egyenlet fejezi ki, ahonnan
Xo1 = 20kN .
Mivel X192 = — X971 = —20kN a 2 jelii rad tengelyére szamitott nyomatékok egyenstlyabol
my = M,; —240mm20kN =0,
vagyis
M,y = 4800 Nm .

A kapott eredmények szerint, ez leolvashaté a 4.28. csavaronyomatéki abrakrol is, az 1 jeld rad AC
szakaszan M. = —1600 Nm, a 2 jeld rad HJ szakaszan pedig M. = 4800 Nm a csavarényomaték értéke.

| 480mm | 560mm | 640mm 1200mm N
M,
) 4800 Nm
E H J|
MC
A ‘B c D, z
1600 Nm
4.28. abra.

A tovabbiakban sziikség lesz az egyes tengelyek polaris masodrendii nyomatékaira. A (4.48) alatti
képlet felhasznélasaval
Dir  (54mm)*r D3 (72mm)*r

Iy = =5 = = =8.3479 x 10°mm* ,  I,p = 5 = =2.6383 x 10°mm* .

Tekintettel a (4.50) Osszefiiggésre a H jeld fogaskerék ¢ szogelfordulasanak, vagy ami ugyanaz a 2 jeld
rad H keresztmetszete J keresztmetszethez viszonyitott szégelforduléasanak

Malpy 4800 Nm x 1200 mm
I2G 2.6383 x 106 mm* x 80 x 103N /mm>
=—2.729 x 1072 rad = —1.564°

az értéke. Mivel a két fogaskerék kozépkorén azonos ivek tartoznak a fogaskerekek szogelfordulasaihoz
fennéll a

Oy =Py =—Pjg = —

ngTH:_@CTC; azaz a @c:—QHT—H:—:;@H
rc

egyenlet. Az A keresztmetszet C' keresztmetszethez viszonyitott szogelfordulasat ugyantgy szamitjuk,

mint a H jeld fogaskerék szogelfordulésat:
Meilac —1600 Nm x 1680 mm
Pac =—Pca = — =- 3
I G 8.3479 x 105 mm* x 80 x 103N/mm

Az A keresztmetszet teljes szogelfordulasat a

Q4= DPac+ Pc = Pac — 3Py = 2.306° 4 3 x 1.564° = 6.998°

=4.025 x 1072 rad = 2.306°

Osszeg adja.
Felhasznalva a (4.46) Osszefliggést az alabbiak szerint szamithatjuk a maximaélis nyirofesziiltséget az
1 és 2 jeld rudakban:

| M| Dy 1600 Nm N
maxl — 5 2 =ol
Tmaxl = T T 9 T 83479 x 105 mm? =T
| Mo & - 4800 Nm x 36 mm = 65.5 N

Tmax2 = T2 T 2.6383 x 106 mm? mm?



4.8. A 4.29. dbran vazolt tengely 1 jeld AB szakasza acélbol (Gacer = 80 MPa), 2 jeld BD szakasza
peidg bronzbol (Gpron; = 40 MPa) késziilt. A tengelyt az Mp, = 1200 Nm nyomaték terheli. Hatarozza
meg a csavarasbol ad6do nyirofesziiltség maximumat mind az (a) AB, mind pedig a (b) BD szakaszon
beliil, ha nem vessziik figyelembe a keresztmetszetvaltozas hatasat a fesziiltségképre.

v ) 60 mm @44 mm
A y B M, I D
X —
/ \\j; - \
7 L
_ 720 mmn | 580 mm
y
D A K, B K, D
A B z — -
= = == ===
J
/ i A[BZ 12 M4z M, Bz MDZ
A K, K, K, K, D
_ o~ - o~ _
:I:':‘I\/ :§>+<;‘:F%EF©> —|—<‘7 ">
MAZ cl cl M, Bz M c2 MCZ MDZ
M(2)
_MAZ ‘/M;‘J
] MBZ z
MCZ MDZ
/, 1,
4.29. abra.

Az rud axonometrikus képe alatti abrarészlet — pozitivnak véve az ismeretlen mennyiségeket — fel-
tlnteti

— arad el6lnézeti képét,

— a tamaszairél levett rudat annak Mp, terhelésével, valamint a radon miikods egyel6re ismeretlen
M4, Mp, tamasztényomatékokat,

— arud AKq, K1 Ky és KoD jeld részeit — Ky és Ko az AB, illetve BD szakaszokon beliil talalhato
rudkeresztmetszetek —, tovabba a rajtuk haté kiils6 és bels6 erdket, és végiil

— az M.(z) csavaronyomatéki abra vazlatat.

Erdemes ehelyiitt felhivni a figyelmet arra a koriilményre, hogy az elGjelek tekintetében a végeredmény
figyelembevételével jelleghelyesen rajzoltuk meg a csavaronyomatéki abrat. Ez a koriilmény azonban nem
jatszik szerepet a szadmitasokban.

Mivel a rad egyenstlyban van fenn kell allnia a

MAz +MBz +MCZ =0

az egyensulyi egyenletnek. Az A és D keresztmetszet befogott volta miatt pedig zérus az egyméashoz vi-
szonyitott szdgelfordulasuk. Irhatjuk tehat a (4.57) képlet alapjan, valamint az AK;, Ko D rudszalkaszok
egyensilyabol kovetkez6 M.y = —Ma,, M., = —Mp, képletek figyelembevételével, hogy

Mali Mgl Ma.li  Mp.l

Dup = + = =0.
AD I G L Gs InGi I Gs
Az utobbi két egyenletbdl egyszerd szamitasokkal kapjuk a
I,1Gilo I Goly

MAz = MBz és MDz = -

_ Mg,
IpiGila+ Ipa Go g I Gilo+ I Go Iy P

eredményeket. Vegyiik észre, hogy allando keresztmetszet homgén ridra a fenti képletek a (4.65) alatti
megoldasokra egyszertisédnek.



Az My = —My, és M.y = Mp, nyomatékok szamitédsahoz sziikség van az 1 és 2 jeld rudszakaszok
keresztmetszeteinek masodrendd nyomatékaira. A (4.48) képlet alapjan kapjuk, hogy

_ Dix (60 mm)*

Dir  (44mm)’
Iy = -

T 3 T
= = 1212310t 6 Ly = 2 = o = 3679 7x 107 mm*

A masodrendii nyomatékokkal, valamint a feladat tobbi adataival

I Gily = 1.2723 x 10°mm? x 8 x 10* MPa x 580 mm = 5.903 5 x 10"*Nmm? ,
Iy Goly = 3.6797 x 10° mm* x 4 x 10 MPa x 720 mm = 1.0598 x 10**Nmm?
Iy Gilo + Iy Goly = 5.9035 x 10" + 1.059 8 x 10" Nmm® = 6.963 3 x 10**Nmm?

azZaz
Iy Gila 5.9035
M, = =My = — P .= 1200 Nm = —1017.4 Nm,
4 LT TGl + I Galy P* T 60633 o o
Lo Gal 1.
Mp, =M. = — p2Gala _ L0598 900 Nm = —182.6 Nm .

InGily+ Ly Goly P77 6.9633
A tamasztonyomatékok birtokaban a (4.46) képlet segitségével szamithatjuk a nyirofesziiltségek maximu-
mait:
M| D1 1017.4 x 103Nmm
Tmaxl =TT T 12723 x 106 mm?
|M.2| Do 182.6 x 103Nmm
Tmax2 = T T2 T 36797 x 105 mm?

x 30 mm ~ 24 MPa,,

X 2mm ~ 11 MPa .

4.9. A 4.30. abra vékonyfalu zart szelvényt hizott acélrudat szemléltet (Gacer = 80 GPa). A rudat
csavaronyomaték terheli. (a) Szamitsa ki a négy fal mindegyikében a nyirofesziiltséget! (b) Hatarozza
meg az I, masodrendd nyomaték értékét, majd ennek ismeretében a B Kkeresztmetszet A keresztmetszet-
hez viszonyitott @4p szogelfordulasat, illetve (¢) a csavarényomaték munkajat (a radban felhalmozodo
alakvaltozasi energiat)!

0% 1.6m ¢ Y H

A

104 mm

D 60mm

4.30. abra.

Az abra baloldala kiilon is feltlinteti a rad keresztmetszetét. Leolvashatd errdl az abrarészletrsl —
lasd a szaggatott vonallal hatarolt és halvanysziirkén kiemelt téglalapot —, hogy

A, =6 x 10°> mm?

a keresztmetszet kozépvonala altal hatarolt tertilet. Mivel allandé a rud falvastagsaga kovetkezik, hogy
ugyanaz a keresztmetszet kozépvonala mentén, azaz mind a négy oldalfalban, a nyirofesziiltség. A (4.68)
képlet és az abra adatai alapjan kapjuk, hogy

M. 3kNM

()4, 2x4mm x 6 x 10% mm? N

Tnz (S) = 2

a nyirofesziiltség értéke.



Az I, masodrendd nyomaték, ismét felhasznalva az abra adatait, a (4.70) képlet segitségével szamit-
hato:

4A2 4 x (6 x 103 mm?)”
IC: o — T ( mm) :1,8X106mm4'
f ﬁ Tmm < [2 x 100 mm + 2 X 60mm]
Ly b(S)

Az I, birtokdban a (4.72) képlet szerint
Ml 3KNM x 1.6m
.G 1.8 x 105mm?* x 80 x 103N /mm”

a B keresztmetszet szogelfordulasa.
A (4.71) és a (4.72) képletekkel

ML b 3INM x 3.333 x 10~ rad = 50000.0 Nm
TG 2tART ' - '

az M, csavarényomaték munkaja (a radban felhalmozodott alakvaltozasi energia).

=3.333 x 1072 rad

Pap =

Gyakorlatok

4.1. Adott a fesziiltségi tenzor méatrixa az ryz KR-ben:
90 80 O
T=1|8 -3 0 [N/mmﬂ
0 0 O
Hatarozza meg a részleges Mohr féle kordiagram segitségével a T fesziiltségi tenzorhoz tartozo f6fesziilt-
ségeket és fGiranyokat. (A megoldés soran a 4.3. Mintafeladat gondolatmenetét kovesse.)

4.2. Hatarozza meg az 1.8. Gyakorlatban adott fesziiltségi tenzor esetén — v.6.: 22. 0. — a részleges Mohr-
féle kordiagram segitségével a fesziiltségi tenzorhoz tartozo féfesziiltségeket és féiranyokat! (A megoldas
soran most is a 4.3. Mintafeladat gondolatmenetét kovesse.)

4.3. Irja 5l csavart kor- és korgytirt keresztmetszetd prizmatikus rad esetén az elmozdulasmezdt, az
alakvaltozasi tenzort és a fesziiltségi tenzort az zyz kartéziuszi KR-ben — a (4.34) képletbdl érdemes
kiindulni.

4.4. A 4.31. abran vazolt vékonyfalu csévet az M, = 1256 Nm csavaronyomaték terheli. Az abra
feltiinteti a cs6 egy K keresztmetszetét is. [Az (a),...,(e) kérdések megvalaszolasakor a 4.1. szakasz

J

X_\\ ) \ZR x
mo ) NS

1.6 mn

4.31. abra.

képleteit alkalmazzal] (a) Szamitsa ki a K keresztmetszet D pontjaban a 7. fesziiltség értékét (m ~
3.14)! (b) Irja fel a Tp fesziiltségi tenzor matrixat az xyz kartéziuszi és az Rpz henger KR-ben és
szemléltesse a D pont fesziiltségi allapotat az elemi kockan! (c¢) Szamitsa ki a D pontbeli alakvaltozasi
tenzor matrixat mindkét KR-ben, ha a c¢s6 bronzbol készilt (Gpron, = 40 GPa)! (d) Szamitsa ki az
A keresztmetszet szogelfordulasat a befogott B keresztmetszethez viszonyitva! (e) Mekkora a csében
felhalmozodott alakvaltozasi energia?

4.5. Oldja meg az el6z6 feladatot vastag falinak tekintve a csévet. Hany szazaléka az el6z6 feladat
(a) kérdésének megvalaszolasa soran kapott 7, fesziiltség abszolut értéke a pontos megoldasbol adodo
Tmax-nak?

4.6. Mekkora legyen a 4.31 abran véazolt cs6 belsé atmérGje valtozatlan kiils§ a&tmérd mellett, ha 22.25
kNm a csavaronyomaték értéke és mmee = 50 MPa?



4.7. A 4.32. abra korgytrikeresztmetszetd rud esetén szemlélteti a rid egy keresztmetszetében az
M. csavaronyomaték hatésara kialakulo fesziiltségeloszlast az y tengely mentén y > 0 esetén, ha a rud
vékonyfali és a vonatkozo (4.13) kozelits, illetve ha a pontos (4.43) megoldast hasznaljuk.

4.32. abra.

(a) Mutassa meg felhasznalva az dbra adatait, hogy a pontos megoldasbol szamitott Tiax és a kozelits
megoldasbol szamitott |7,.| = 7 eleget tesz a

1+ b
Tmax 2R0

T o 1 b 2
" <2RO)

osszefliggésnek! (b) Igazolja, kihasznalva a fenti Osszefliggést, hogy a b/2R, < 0.112 relacié fennallasa
esetén kisebb mint 5% a pontos megoldashoz viszonyitott hiba!

4.8. Jeldlje a csavart kérgytriikeresztmetszeti rad kiils§ atmérsjét Ry, bels6 atmérgjét pedig Rp. Hata-
rozza meg az el6z6 feladatbol vett Tax /7 hanyados értékét az R,/ Ry, = 1.0, 0.95, 0.9, 0.85, 0.8, 0.75, és
0.5 viszonyszamokra.

4.9. Mekkora az atmérdje a 6.4m hosszu csavart acélrudnak, ha a véglapja egy teljes fordulatot végez
és a maximalis nyirofesziiltség nem haladhatja meg a 125.6 MPa értéket (Gace1 = 80 MPa; m = 3.14).

4.10. Melegviz kut farasakor a furofej a 900 m mélységet érte el. Ujrainditaskor azt figyelték meg, hogy a
200 mm kiils atmérGjd acél farocss egy teljes fordulatot végez miel6tt a furéfej tjra munkahoz kezdene.
Mekkora a farocsében a csavarasbol adodo nyirofesziiltség maximuma? (Gacer = 80 MPa.)

4.11. A 4.33. abran vazolt rud AB szakaszan 36 MPa, BC szakaszan pedig 90 MPa a megengedett
nyirofesziiltség. Az AB szakasznak 92 mm a BC szakasznak pedig 70 mm az atmérGje. Mekkora lehet
a rudat terhel¢ M¢, csavaronyomaték maximuma, ha nem vessziik figyelembe a keresztmetszetvaltozas
fesziiltséggyiijtd hatésat?

J

A B o

| M,

b'e \\ [9_:@%2
J \
V4
P 09 m | 0.45m
4.33. abra.

4.12. A 4.33. abran vazolt rad AB szakasza bronzbol (Guron, = 40 GPa), BC' szakasza pedig acélbol
(Gacel = 80 MPa) késziilt. A megengedett nyirofesziiltség értéke ugyanakkora mindkét szakaszon, mint az
el6z6 feladatban. A rudat az Mo, = 6 kNm csavaronyomaték terheli. Hatarozza meg (a) az AB és BC
szakaszok atmérdgit, majd (b) a C keresztmetszet szogelfordulasat, és végiil (¢) a riadban felhalmozodott
alakvaltozasi energiat.



4.13. Az AB tengely valamely miszer mért jellel aranyos elfordulasat kozvetiti egy fogaskerekekbdl és
tengelyekbdl allo és alkalmas attételt biztositod jelatalakité révén, amely négy merevnek tekintett fogas-
kerékbdl és 5 mm atmérdji tengelyekbdl all. Két fogaskeréknek r, a masik két fogaskeréknek pedig kr
a sugara. Mekkora az A keresztmetszet szogelfordulasa, ha a jelfogad6 oldal megakad, azaz nem tud
elfordulni a J keresztmetszet. (G = 80 GPa, k = 2.)

50 mm

4.34. abra.

4.14. A 4.35. abran vazolt tengelyszeri alkatrész AC szakasza bronzboél (Gpronz = 39 GPa), CD szakasza
pedig aluminiumbol késziilt (G, = 26 GPa). Az AB szakaszban 44 mm atmérgji furat van. Hatarozza
meg az abra adataival (a) a maximalis nyirofesziiltséget, (b) a véglap szogelfordulasat és (c) az alakval-
tozasi energiat!

¢ 44 mm

760 mm

300 mm

4.35. abra.



4.15. A 4.36. 4abran vazolt és egyméshoz merevnek vett fogaskerekekkel kapcsolodo két acéltengely
(Gacel = 80 GPa) azonos atmérdji kell, hogy legyen. Tovabbi kévetelmény, hogy a nyirtfesziiltség ma-
ximumanak ki kell elégitenie a Thax < 64 MPa relaciot és hogy a H keresztmetszet rud tengelye koriili
szogelfordulasa nem nagyobb, mint 1.5°. Hatarozza meg a tengelyek k6z0s atmérGjét, ha csak a csavaras

hatésat vessziik figyelembe!

680mm

4.36. abra.

4.16. Mutassa meg, hogy a 4.37. abran vazolt kipos tengely

esetén
7 M.L

127 G R}

a B keresztmetszet A keresztmetszethez viszonyitott szogelfor-
dulésa. (Az igazolas a (4.61) képlet értelemszert alkalmazasan
alapul.)

Pap =

4.17. A 4.38. abran vazolt kapalakt héj vékony (b/Rp < 0.1).
Mutassa meg, hogy ez esetben

_ M. LRy+ Rp

4rG b R%R%
a B keresztmetszet A keresztmetszethez viszonyitott szogelfor-
dulésa.

Pap

4.18. Igazolja, hogy a 4.38. abran vazolt kipalakt héj esetén

_ M. L inH(%)Q
67G Ry — Rp b3 1+(%—j>2

DA

a B keresztmetszet A keresztmetszethez viszonyitott szogelfor-
dulasa, ha vastag a héj.

4.38. abra.

4.19. Oldja meg a 4.8. Mintafeladatot, ha a rud teljes egészében (a) acélbdl illetve (b) bronzbdl késziilt.
Mi a valtozas lényege a befogés helyén ébreds tamasztonyomatékok (csavaronyomatékok) tekintetében?



4.20. Tételezze fel, hogy 4.14. Gyakorlatban vizsgalt és a 4.35. abran vazolt tengelyszerd alkatrész D
keresztmetszete is befogott. Mekkora a maximalis nyirofesziiltség, ha az alkatrészt a D keresztmetszeteben
miik6ds és az abran is feltiintetett 2400 Nm nyomaték terheli.

4.21. A 4.39. abra heterogén anyagu tengelyt szemléltet. En-
nek, ha 0 < R < D;/2 akkor Gy és 11, ha D1/2 < R < D5/2
y D2 D akkor pedig G5 és v az anyagjellemz6i. A két kiilonboz6 anyag

1 kozos feliiletén, azaz a D1 /2 sugara hengeren azonos a ¢ irdnyd

elmozdulés. Mutassa meg, hogy
X L M
\ 8 =—%R ha 0<R<Dy/2

) el

~ ' TwF%R ha D;/2 < R < Dy/2
A I B

i

Iy

ahol I, és I,y rendre a Dy atmérdjd kor illetve a Dy bels6-, és
D- kiils6 atmérgji korgytrd polaris masodrenddi nyomatéka,

4.39. dbra. &s . M.
T TG+ 12Gs

a fajlagos szogelfordulas, amellyel

1,,G;
M, =9G;I,; = —2—" M., i=1,2.

P I1Gy + 1 Ga
(Abbol a koriilménybdl érdemes kiindulni, hogy a heterogén tengely elmozdulasmezeje tgyantugy szamit-
hat6o mint homogén esetben, azaz érvényesek a (4.34), (4.36) és (4.37) Osszefiiggések.)

4.22. Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatban vizsgalt tengely esetén

M,L 1 ML

Pap=—F5—""5, U= ———"———

IplGl + ngGz 2 IplGl + ngGg
a B keresztmetszet A keresztmetszethez viszonyitott szogelfordulasa és a tengelyben felhalmozodo rugal-
mas energia.

4.23. Altalanositsa a 4.21. és 4.22. Gyakorlatok eredményeit harom, vagy tobb kiilonbozs rétegbsl
felépiils tengely esetére.

4.24. A 4.40. abran vazolt alkatrész az aluminiumbol késziilt D1 = D] = 52 mm atmérdji tomor ten-
gelybol, valamint a DY = 60 mm bels6-, illetve D4 = 80 mm kiils6 4tmérjt bronz cs6bdl all. Az alkatrész
baloldala befogott, jobboldalat pedig egy b vastagsagi merev tarcsa zarja le — a tarcsa vastagsiaganak
nem lesz szerepe a szamitasokban —, amely mereven csatlakozik a tengelyhez és a cs6hoz (egyiitt fordul
el ezekkel). Az alkatrésznek L = 800 mm a hossza, G, = G1 = 26 GPa, Gpron, = G2 = 40 GPa. Mekkora
M, nyomaték terhelheti az alkatrészt, ha 60 MPa az aluminium és 84 MPa a bronz esetén megengedett
nyirofesziiltség? Mekkora az igy meghatéarozott nyomaték munkaja? (Vegyiik észre, hogy értelemszertien
alkalmazhatok a 4.21. és 4.22. Gyakorlatok eredményei a megoldas soran.)

ro DD

=2

T
‘,;:Z

! Y \\\1/ MC

A ’ B

-
-

4.40. abra.



4 mm C y H
\ i
il 1] 6 mm
4.25. Valaszolja meg a 4.8. mintafeladat valamennyi kérdését, ¥
ha a keresztmetszet C'D és CH oldallapjainak 4 mm, a kereszt- 100 mm
metszet DJ és HJ jeld oldallapjainak pedig 6 mm a vastagsaga . 6 mm
— ezt a keresztmetszetet a 4.41. abra szemlélteti. A,
Y
D A J
60mm
4.41. abra.

4.26. A 4.42. &bra egy 1.4m hosszu vékonyfaliit aluminium rad keresztmetszetét mutatja. Mekkora a
radban ébredd nyirofesziiltség, ha 20 Nm csavaronyomaték terheli a rudat. Szamitsa ki tovabba (a) a
rud csavaromerevségét, (b) a rud egyik végének a masikhoz viszonyitott szogelfordulasat, valamint (c) a
rudban tarolt alakvaltozasi energiat. (Ga = 26 GPa.)

12 mm 24 mm

2mm 2 mm 24 mm
60 mm 60 mm

60mm | 60 mm

4.42. abra. 4.43. abra.
4.27. A 4.43. abra egy 1.8 m hosszu vékonyfala acélrad keresztmetszetét mutatja. Mekkora csavaro-
nyomaték terhelheti a rudat, ha nem haladhartja meg a radban ébredd nyiréfesziiltség a 4 MPa értéket.
Szamitsa ki (a) a rad csavaromerevségét, valamint (b) a rad egyik végének a méasikhoz viszonyitott
szogelfordulasat a legnagyobb megengedhets nyomaték esetén. (Gacer = 80 GPa.)

4 mm B 2 mm

A

84 mm

84 mm

4.44. abra.

4.28. A 4.44. abra egy 1.8 m hossza vékonyfali aluminium rid keresztmetszetét mutatja. Mekkora a
nyirofesziiltség, az A és B pontokban, ha 80 Nm csavaronyomaték terheli a rudat. Szamitsa ki tovabba
(a) a rad csavaromerevségét, (b) a rad egyik végének a méasikhoz viszonyitott szogelfordulasat, valamint
(c) a radban tarolt alakvaltozasi energiat. (G, = 26 GPa, a koriveknek az O pont a kézéppontja.)








