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1. FEJEZET

A tenzorszamitas elemei

1.1. Bevezet6 megjegyzések

1.1.1. Koznapi tapasztalat, hogy a természet jelenségei fiiggetlenek a megfigyel6tsl. Varhato
tehat, hogy a jelenségeket leird egyenletek, kovetkezbleg az egyenletekben szereplé mennyiségek
maguk is, figgetlenek a megfigyels altal valasztott koordinata-rendszertsl (tovabbiakban KR).
Masként fogalmazva az egyenletek és a benniik szereplé mennyiségek valtozatlanok, idegen széval
inwvaridnsok, maradnak a KR megvaltoztatésa sorin.

A KR megviltoztatasan tagabb értelemben a KR eltolasat és elforgatésat, sziikebb értelem-
ben elforgatasat értjik.

1.1.2. Azokat a mennyiségeket, amelyeket a klasszikus fizika torvényeit alkotod egyenletek
tartalmaznak és amelyek, a fentiek szerint véve, invaridns mennyiségek, altalaban tenzoroknak
nevezziik. Matematikai terminologiaval élve

— a skalarokat nulladrendt,
— a vektorokat elsérendd

tenzoroknak fogjuk nevezni és megkiilonboztetiink

— masodrendd,
— harmadrendd, illetve
— magasabbrendi tenzorokat.

A maésodrendii tenzorokkal kapcsolatos kérdések bevezetd jellegli ismertetése a jelen fejezet
f6 feladata.

Amint az késébb ki fog deriilni, mechanikai néz6pontbol véve azt mondhatjuk mindig (méa-
sodrendii) tenzorra van sziikség, ha valamilyen vektormennyiség (elsérendd tenzor) nemcsak a
helykoordinatak fiiggvénye, hanem egy adott pontban fiigg az ottani iranyoktél is. Ez okbol,
hacsak nem nevezziik meg kiilon a rendiiséget, a tenzor szén masodrendii tenzort fogunk érteni.

1.2. Fiiggvények

1.2.1. Ami az alkalmazott jeloléseket illeti az alabbiakat emeljiik ki:

A skalar mennyiségeket latin vagy gorog kurziv (délt) betd jeloli. Ez kis- és nagybetd egy-
arant lehet. Igy példaul p jeloli a stirtiséget. A rugalmas testben terhelés soran felhalmozodott
rugalmas energiat (més néven alakvéltozasi energiat) pedig a nagy U-val jeloljiik.

A vektorokat allo félkovér kis vagy nagybeti, a mésodrendi tenzorokat pedig félkovér kurziv
nagybet jeloli. Ezzel 6sszhangban az elmozdulésvektor jele példaul u, az un. fesziiltségi tenzor
jele pedig T'.

A harmad- és magasabbrendii tenzorokat félkovér sans serif tipusa bettivel szedjiik: pl. C.

A skalarszorzasnak -, a vektorialis szorzasnak x, a kés6bb bevezetésre keriilé diadikus szor-
zésnak pedig o a miveleti jele.

A métrixokat illetGen abban &llapodunk meg, hogy a matrix bettijele egyszer aldhuzott fél-
kovér allo bett. Ha sziikséges, erre tobbnyire a méatrix értelmezésekor van igény, akkor megadjuk
a matrix méretét is. A

T=T

(3%3)

méatrix példaul a fesziiltségi tenzor 3 x 3 méretd méatrixa valamilyen KR-ben.
A matrixok kozott értelmezett szorzésra nem hasznalunk kiilon mtveleti jelet.
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1.1. abra.

Ami a KR-eket illeti, kartéziuszi KR-t fogunk alkalmazni — itt a koordinatakat rendre x,y
és z, a vonatkoz6 egységvektorokat pedig e;,e, és e, jeloli — vagy pedig hengerKR-t — itt R a
sugar, ¢ a polarszog, és z a harmadik koordinéta, a vonatkozd egységvektorokat pedig rendre
er,e, ¢s e, jeloli — ezek a koordinatavonalak érint6i. Fennallnak az e = e, X e,, e, = e, X eg
valamint az e, = eg X e, Osszefiiggések, azaz a hengerKR, akarcsak a kartéziuszi KR, ortogonalis
és jobbsodrata. Az emlitett két KR-t az 1.1. &dbra szemlélteti.

Ha valamely méatrixot egy adott KR-hez kototten tekintiink, akkor sziikség lehet arra, hogy
ez a jelolésbdl is kittinjon. Igy példaul

T= T

(R.p,2)
a fesziiltségi tenzor méatrixa a polarkoordinata-rendszer egy adott pontjaban.

Megjegyezziik, hogy 3 x 3 matrixok esetén a méatrixok elemeinek indexelésére vagy szamokat,
illetve gyakorta — kiilondsen akkor, ha a métrix oszlopai hdromméretd vektoroknak tekinthetSk
az xyz illetve az Rpz KR-ben — bettiket alkalmazunk oly médon, hogy az 1, 2 és 3 szamoknak
rendre x, y és z vagy R, ¢ és z felel meg. Igy példaul a W métrix elemeit vagy a megszokott
moédon a

wi wiz Wi
W= | wa w2 wa |, (1.1a)
w31 w32 W33

vagypedig a

Wyy Wgy Wgz WRR WRy WRz
W= | wy wy wy,. |, ilvea W= | wer Weyp We: (1.1b)
Wyy Wzy Wrz WzR Wzp Wy

modon is irhatjuk.

1.2.2. Ami a fliggvények osztalyozasat illeti beszélhetiink skalar-skalar fiiggvényekrél, skalar-
vektor fiiggvényekrdl illetve vektor-vektor fiiggvényekrsl.

Skaldr-skaldr figgvényre példaként vehets az y = f (x) egyvaltozos fiiggvény, ez gorbe egyen-
lete; a z = f(x,y) kétvaltozos fliggvény, ez feliilet egyenlete; illetve a ¥ = ¥(x, y, z) haromvaltozos
fliggvény, ami mondjuk egy test h6mérsékletmezejét adja meg.

Az y = ma figgvényt homogén linedris fiigguénynek nevezziik, hiszen nyilvanvaléan linearis
és mivel x = O-ra y = 0 azért homogén is.



Az y = f (x) egyvaltozos fiiggvényt dltaldban akkor nevezziik homogén linedris figguénynek,
ha fennéll az

fA1@1 + Aawa) = A1 f(21) + Ao f (z2) (1.2)
egyenlet. Az

y(Az1 + Aoxo) = m(Azr + Aoxo) = Ai(mar) + Aa(ma) = My(xr) + Aoy(x2)

atalakitasbol azonnal kovetkezik, hogy az y = ma fliggvény az utébbi kritérium szerint is homo-
gén linearis. Az (1.2) egyenlettel adott definicionak az az elénye, amint azt a késSbbiekben latni
fogjuk, hogy kdnnyen altalanosithato.

A skaldr-vektor figgvény példaul az f(r) modon jelolhets, ahol r = ze, + ye, + ze, a
helyvektor. Skalar-vektor fliggvénynek tekinthetjik pl. a helyvektor adott iranya vetiiletének
szamitasat. Az 1.2. abra jeloléseivel

X
d=f(r)=a-r=a'r=[a a a. ||y |; |a=1, (1.3)
V4

ahol a az irdnyvektor. A maétrix betiijele mellett jobbra
fenn all6 T a matrix transzponaltjat jeloli.

A fenti példa jol illusztralja, hogy az xyz KR-ben bér-
mely vektor, igy az a vagy mondjuk a v vektor is megad-
hato az z,y illetve a z iranyta egységvektorok segitségével
felirt Gsszetevéivel:

a=aze;+aye,+a.e;, V = vze; +vyey +use, (1.4)
1.2. abra. illetve a vektor koordinatéaival képzett oszlopmétrix segit-
ségével:
gT:[ax ay az], XT:[vx Uy vz]. (1.5)
Innen az a illetve v vektorok ismeretében
a, = a-e, ay =a-ey a,=a-e, (1.6a)
Vp = V- €y Uy =V -ey V, =V -e, 1.6b)

az ey, €, és e,-re vonatkoztatott (iranyt) koordinatak. Kittinik az (1.3) egyenletbdl, hogy a
vektorok kozotti skalarszorzas az ryz KR-ben

— vagy a tengelyiranyt Osszetevék kozotti miveletekkel
— vagy a vonatkozé méatrixok kozotti miiveletekkel, nevezetesen azok szorzasaval

végezhet el. Ez a tulajdonsaga a skalérszorzasnak més vektorok, illetve tenzorok koézotti értelme-
zett miveletekre is érvényben marad, ami azt jelenti, hogy ezek a miiveletek is elvégezhetsk vagy
a vektorok illetve tenzorok osszetevdivel, vagypedig a hozzajuk rendelt matrixok segitségével. A
tenzor Osszetevéire lasd pl. az (1.28) képletet.

Vektor-vektor fiigguényrdl beszéliink ha az f fliges valtozo — ezt a mennyiséget fizikai problé-
maéak esetén tobbnyire a mennyiség fizikai jelentésére utal6d beti jeloli — vektormennyiség, ugyan-
dgy mint a fiiggetlen valtozo.

Példaként emlithetjiik az origéban miikods F erd térpontokra vett nyomatékat:

e; e e,
Mp(r)=F xr=| F, F, F,|=Fyz—F.ye,+ (F.ox— Fy2)e,+ (Fpy — Fyx)e, (1.7)
r oy oz



Vegyiik észre, hogy a fenti szorzat matrixok segitségével is fel-

irhato:
0 —-F, F, x Fyz—F.y
Mp = F, 0 —F, y | = | Fox— Fyz
—-F, F, 0 z F,y— Fyx

(1.8)
Az utobbi matrixszorzat elsd szorzotényezGje egy ferdeszimmet-
rikus 3 X 3 mdtriz, melyben az zy, rz és yr indexd elemek a
vektorszorzat elsd szorzétényezbjének koordinatai, mig a yz, zx
és xy indexi elemek ezek ellentettjei. A méasodik szorzotényezs
a vektorszorzat masodik szorzétényez§jébdl képzett oszlopmat-

rix.
1.3. abra.
Legyen
0 Yay Ve
E = wyx 0 wyz (1~9)
#&x #&y 0

ferdeszimmetrikus matrix, azaz ¢z = — Vyz, Yoz = — V2p 6 ¥y, = —1,,. Legyen tovabba

Ar' =[ Az Ay Az ] (1.10)

a helyvektor megvaltozasa. Nyilvanvalo az (1.7) és (1.8) képletek alapjan, hogy a

¥ Ar (1.11)
matrixszorzatnak a
¢ x Ar (1.12)
vektorszorzat felel meg, ahol
Y =i, +pyey+ e, s p =1y, @Oy =1, illetve ¢, =1y, . (1.13)

A mondottak szerint barmely ferdeszimmetrikus matrix és egy oszlopmétrix szorzatanak vek-
toridlis szorzas feleltethet§ meg, és persze megforditva is, amint azt az (1.7) és (1.8) képletek
kapcsan részletesen lattuk.

1.2.3. Fentebb ramutattunk arra, hogy az xyz KR-ben barmely vektor megadhat6 az e, e, és e,
egységvektorok segitségével. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy barmely vektor, mondjuk a v vektor,
megadhaté harom nem komplanaris vektor felhasznédlaséaval. Az a;, as és az un. bdzisvektorokra nézve
— a béazis szd, mint jelzd arra utal, hogy e harom vektor segitségével, barmely mas vektor elgallithatd —
kikotjiik, hogy

(a1 X 82) cag = [a1 ag ag] = Qo 7§ O, (114)

azaz nem komplanarisok. Az aj, as és a3 vektorokhoz tartozo un. reciprok bdzisvektorokat a

31 = a2 X a3 s 32 = as X & és 33 = A X & (115)
ao [ (€2
képletek értelmezik. Egyszerd szamitassal ellenérizhets, hogy
a;-a4; =0;,  ahol %:{é ﬁ:i;; ij=1,2,3 . (1.16)
A fentiek alapjan a v vektor valoban megadhato a
v = via; + vsas + v3as (1.17)

alakban, ahol

* *
V1 =V-a, V2 =V -a es V3 =V -as (118)



a v vektor aj, as és ag bazisvektorokra vonatkoztatott koordinatai. Ugyanilyen médon lathato be, hogy
a v vektor a

vV = ;131 + 1*}22*12 + 1*}32*13 (119)
alakban is megadhato, ahol
U1 =V -ai, Vg =V - as és V3 =V -as (1.20)

* * , X . L . e i
a v vektor vi, vy és v reciprok bazisvektorokra vonatkoztatott koordinatai.

1.3. A masodrendi tenzor fogalmanak geometriai bevezetése

1.3.1. A maésodrendid tenzor fogalmanak bevezetéseként megvizsgaljuk a homogén linedris
vektor-vektor fligguvények tulajdonsigait. Visszaidézve az egyvaltozos homogén linearis fligg-
vényeket értelmezd (1.2) egyenlet szerkezetét azt mondjuk, hogy homogén linearis a

w = f(v) (1.21)
vektor-vektor fiiggvény, ha teljesiil az
f (vper +vyey +v.€;) = v.f(e;) + vyf(ey) +v.f(e,) (1.22)

egyenlet. Geometriailag a fenti egyenlet olyan fiiggvénynek tekinthets, amely a tetszéleges O,
pontbdl felmért v vektorok haromméretii terét leképezi az ugyancsak tetszéleges O, pontbol
felmért w vektorok harommeéretd terére — 1.4. dbra. A v vektorokat targyvektoroknak, a w
vektorokat képvektoroknak nevezziik. Roviden az mondhaté, hogy a w a v képe.

Azt mondjuk, hogy nem elfajuld a leképezés, ha a v vektorok teljes hAromméreti terét a w
vektorok teljes haromméretd terére képezziik le.

Z
w
O,
W
x y y
1.4. abra.
Jeldlje az e, e, és e, vektorok képét rendre
w, = f(ey), wy = f(ey) és w, =f(e.), (1.23)
ahol
Wy = Wgg€p + Wyz€y + Wyy€y,
Wy, = Wyy€y + Wyyey + w.ye,, (1.24)
W, = Wg€zr + Wy€y + Wy €.
Nyilvanvalé az (1.22) alapjan, hogy
w=f(v) =v,w, +v,wy + 0, W, = wy(ey - v) + wy(e, - v) +w.(e, V), (1.25)
—— —— ——
Vz Uy Vz

azaz a leképezést egyértelmien meghatarozza az e;, e, és e, vektorok w,, w, és w, képe, vagyis
kilenc skaldrmennyiség.



1.3.2. Tovabbi tartalom adhato a (1.25) képlet jobboldalanak ha értelmezziik két vektor
diddikus szorzatdt. Jelolje az a és b vektorok diddikus szorzatat, mas néven diddot

aob.

A szorzat a rajta végzett miveletek kapcsan kap mélyebb értelmet. Ha a diddikus szorzatot
jobbrol, vagy balrél szorozzuk skalarisan a v vektorral, akkor a lenti értelmezés szerinti vektorok
az eredmény:

(aob)-v=a (b-v), (1.26a)

v-(aob)=(v-a) b, (1.26b)
ahonnan azonnal latszik, hogy altalaban

(aob)-v#v-(aob) .

Ha a diddikus szorzatot jobbrél, vagy balrél szorozzuk vektoridlisan a v vektorral, akkor a lenti
értelmezés szerint az eredmény tovabbra is diad:

(aob)xv=ao (bxv), (1.27a)

vx(aob)=(vxa)ob (1.27b)
és az is latszik, hogy

(aob)xv#vx(aob) .
Az (1.26a) képlet alapjan a

we(eg V) =(wyoep) v, wyle,-v)=(wyoey) v é wye,-v)=(w,o0e,) Vv
osszefiiggések irhatok fel, amelyekkel (1.25)-bdl a
w=f(v)=(wyoe, +wWyoe,+w,0e;) v

eredmény kovetkezik. Az utobbi képletben allo

W =w,o0e, +wyoe,+w,oe, (1.28)

diddosszeget masodrendd tenzornak nevezziik. A W tenzor segitségével a leképezést ado f(v)
homogén linearis fiiggvény a

w=Ff(v)=W. v (1.29)

alakban irhato fel. Ez az elGéllitas ugyanolyan jellegdi mint az egyvaltozos homogén linearis
fiiggvények y = ma alakja (y-nak w, m-nek W, x-nek v felel meg).

Mivel maga a leképezés KR fiiggetlen, a W' tenzor, ugyanigy mint valamely vektor, KR fiig-
getlen mennyiség. Az (1.28) diaddsszeg azonban mar KR-hez kotott, az xyz KR-ben adja meg az
invaridns W tenzort. Mas szavakkal a diadok szorzotényezdi, a targyvektorok (egységvektorok)
és a hozzajuk tartozé képvektorok méar egy adott KR-ben lettek véve.

A W tenzor ismeretében a

w, =W - e,, wy, =W e, w,=W-e, (1.30)

szorzatok adjak az e, e, és e, egységvektorokhoz tartozo6 és a tenzort az ryz KR-ben meghata-
10z6 W, W, és w, képvektorokat. A w,, w, és w, képvektorok wg,, wys, etc. w,, koordinatai
pedig a vektorok koordinatainak szamitasara szolgalo (1.6a,b) és az (1.24) képletek alapjan a

Winp = €m - W - ey, m,n=2x,y,z (1.31)

Osszefliggésekkel hatarozhatok meg.
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1.5. 4bra.

A test pontjaihoz kotott vektorokat és tenzorokat a test pontjaihoz kotott, un. lokdlis KR-
ekben allitjuk els, hiszen azok a tekintett pont valamilyen fizikai allapotat adjak meg kvantitative.
Az zyz KR-ben a minden pontban azonos lokalis KR bazisvektorai (egységvektorai) megegyeznek
a koordinétatengelyek egységvektoraival. Az Ryz KR-ben azonban pontrél pontra valtoznak a
lokalis KR-ek illetve a bézisvektorok. Ez annak a kévetkezménye, hogy ez a KR gorbevonala.
Az 1.5. dbra mindkét esetet szemlélteti.

1.3.3. A leképezés soran az a;, as, as, [ajazas] = ag # 0 vektorharmas is vehet§ bazisnak. Ha
ismerjiik az a;, as és ag vektorok

wi = f(a1), wo = f(ag) és ws = f(a3) (1.32)

képeit, akkor a leképzsfiiggvény homogén lineéris voltat valamint az (1.18) képletet kihasznalva kapjuk,
hogy

w = f(v) = f(via; + 1222 + vzaz) = VIW1 + VaWa + V3W3 = Wl(gl -v) + Wg(gz V) + W3(53 V).
~—— ~—— ——

U1 V2 v3

A diddokkal kapcsolatos (1.26a) miiveleti szabaly alapjan kiemelhetjiik innen a v vektort

* * *
w=f(v)=(wioa +wyoay+wsoaz|- v,

w

ahol a

W:W10;1—|—W2032+W3033 (133)

egylitthato ismét a W tenzort adja.

1.4. Specialis tenzorok

1.4.1. A W tenzor transzponaltjat kapjuk, ha felcseréljiik (1.28)-ban a diaddikus szorzatok
szorzotényezdinek sorrendjét:

WT:exowx—keyowy—kezowz. (1.34)




Vegyiik észre, hogy

v-Wl=v. (e;ow, +te,ow,+e,ow,)=(v-e,)w,+(Vv-e,)w,+ (v e)w, =
~—— ——— ~———
Vzx Uy Vz
:Wgc(ex'v)+wy(ey'V)+Wz(ez'v):(onem+wyoey+wzoez)'V:W'Va
—— —— —_——
Uz Uy Vz

vagy tomoren
v- Wl =W .v, (1.35)
ahonnan
v-Wlh u=u-Ww.v (1.36)

bérmilyen legyen is az u és v vektor.
A W tenzor szimmetrikus, ha

w=wT, (1.37)

Ha a W tenzor szimmetrikus, akkor (1.35) és (1.36) alapjan
v-W=W.v illetve v-W-u=u-W-v (1.38)

bérmilyen legyen is az u és v.
A W tenzor ferdeszimmetrikus, ha

w=-wT, (1.39)

Ha a W tenzor ferdeszimmetrikus, akkor (1.35) és (1.36) alapjan
—~Vv-W=W-.v illetve —v-W-u=u-W-v (1.40)

bérmilyen legyen is az u és v.
A W tenzor

pozitiv definit u-W-u>0
pozitiv szemidefinit ha barmelv 1 — 14 u-W-u>0
negativ szemidefinit y u-Ww.-u<o
negativ definit u-W.u<0

Az FE egységtenzor onmagéra képezi le a v vektorok terét. A

V= vze; +vye, +v.e; =eze, - v)+eyle,v)t+ele, V)=
—— ~— —
Vzx Vy Vz

=(eyoe, +ey,o0e,+e,0e;) Vv

E

atalakités alapjan azonnal kapjuk, hogy

E:ET:exoex+eyoey+ezoez (1.41)

ahonnan az is latszik, hogy szimmetrikus az FE egységtenzor.

A

W=_-(W+wT) +%(W—WT) (1.42)

N | —



atalakitas alapjan adodik a kovetkeztetés, hogy barmely W tenzor felbonthatd egy szimmetrikus
W, és egy ferdeszimmetrikus W ., tenzor Osszegére:

W =W, +We., (1.43)

ahol

W, = % (W+wWT)  lletve W, == (W-WT) . (1.44)

N =

Ez az eredmény az additiv felbontdsi tétel néven ismeretes.

1.4.2. Vizsgaljuk meg milyen a W tenzor ferdeszimmetrikus részéhez tartozo leképezés.
A ferdeszimmetrikus részt ado (1.44)q, tovabba az (1.34) képlet felhasznalasaval — kihasznalva
egyuttal a diddokon végzett skaléaris szorzas miiveleti szabalyait és a kétszeres vektorszorzatokkal
kapcsolatos kifejtési tételt — irhato, hogy

1
Wasz’vz§(W—WT)'V:
1 1
:§(wxoex+wyoey+wzoez)-V—i(exowx—i—eyowy—kezowz)-V:
1 1
= §[Wx (er V) —eg (W V)| + §[Wy (ey-v) —ey(wy-v)| + §[Wz (e:-v)—e,(w, V)| =
—(WzXez)Xv —(WyXxey)Xv —(WwzXxez)xXv
1
:—i[wxxex—i—wyxey—i—wzxez]xv (1.45)
Wqa

vagy, elhagyva a kozbiils§ atalakitis lépéseit

Wiss V=Wg XV (1.46)

ahol, 6sszhangban a fentiekkel

wa:—i[wm X ey + Wy Xe, +w, Xe,] . (1.47)

A w, vektor a W tenzor un. vektorinvaridnsa. Mivel az (1.45) baloldalan allo leképezés KR
fliggetlen, a jobboldal w, vektora is KR filiggetlen kell, hogy legyen. Maga az invarians sz6 erre
a koriilményre utal.

Vegyiik észre, hogy az (1.47) képlet konnyen megjegyezhetd, hiszen csak annyit kell tenni a
memorizalaskor, hogy a W tenzort megado (1.28) képletben a diadikus szorzas o miveleti jelét
a vektorialis szorzas x mitveleti jelére cseréljiik, majd megszorozzuk az eredményt —1/2-el.

Az (1.24) képvektorokat felhasznalva

Wy X € = W€y — Wyg€y Wy X €y = Wyy€, — Wyy€y és W, X €, = Wy,€; — Wy,€y,
amelyekkel
Wq = Wez€sz + Way€y + Wez€s , (1.48a)
ahol
1 1 , 1
Way = 5 (Wy: — Wzy) ,  Way = ) (Wez — Wgz) €8 Wqy = ) (Wey — wye) - (1.48b)

Ha a W tenzor szimmetrikus, akkor az (1.46) és (1.45) els6 sora alapjan — figyelembevéve a
W = W7 szimmetriafeltételt — irhato, hogy

waxv:%(W—WT)-v:O.



Mivel ez az egyenlet barmely v-re fennéll, kovetkezik, hogy w, = 0, azaz, hogy szimmetrikus
tenzorok esetén az ryz KR e;, e, és e, egységvektoraihoz rendelt w,, w, és w, képvektorok
koordinatai eleget tesznek a

Way = Wyg Wyz = Way és Wy = Wy - (1.49)

feltételeknek.
Ha a W tenzor ferdeszimmetrikus, akkor a wy,,-t ado (1.31) és az (1.40)2 képletek szerint,
az utébbiban rendre e,, és e,-t gondolunk u és v helyére, kapjuk, hogy

en - W-e,=—e, - W-ep, m#n, mmn==z,y,z

e, W-e,=—-e, W-e, m=2x,y,z

azaz, hogy ferdeszimmetrikus tenzorok esetén az xyz KR e,, e, és e, egységvektoraihoz rendelt
W, Wy és W, képvektorok koordinatai eleget tesznek a

Wyy = —Wyg , Wyy = —Wzy €s Wyy = —Wgz, (1 50)
tovabba a Wep = Wyy = W, =0

feltételeknek.

1.5. Tenzorok és matrixok

1.5.1. A v vektor w képvektorédhoz, valamint az egységvektorok w, w, és w, képvektoraihoz
rendelt v, w, w,, w, és w,_ oszlopvektorok (oszlopmaétrixok) segitségével matrix jelolésekkel is
felirhato a leképezéssel kapcsolatos (1.25) képlet:

w = f(V) =W, U, + W, Uy + W, v, .

Kirészletezve
Wy Wgy Wzy Wy Wyy Wgy Wrz Vg
Wy | = | Wyz |Vt | Wyy |Vy+ | Wyz |V = | Wyz Wyy Wy, Uy
Wy Wy Wy Wez Wey Wzy Wyy Ve
N —
w w, w, w, w v
Ebben az egyenletben
Wry Wgy Wgz
W == Em ﬂy Ez == wyx wyy wyz (151)
(3x3) Wop Wsy Wi

a W tenzor matrixa az ryz KR-ben és az is kiolvashato6 a fenti képletekbdl, hogy a v leképezésével
kapcsolatos (1.29) egyenletnek a

w =W v (1.52)

Osszefiiggés felel meg.

Figyeljiik meg, hogy a W tenzor xyz KR-beni W maétrixdnak oszlopait rendre az e, e, és
e, vektorokhoz tartozé w,, w, és w, képvektorok métrixai, azaz a w,, w, és w_ oszlopvektorok
alkotjak.

Megjegyezziik, hogy a képvektorok matrixokkal torténd felirdsa soran a vonatkoz6 maétrixok
méreteit a tovabbiakban csak akkor irjuk ki, ha ezt valamilyen okbdél hangsulyozni kivanjuk.

Y



1.5.2. A W tenzort ad6 diadosszeg — lasd a W-t ado (1.28) képlet jobboldalat— minden

egyes tagja kiilon kiilon tenzor, az alabbi leképezésekkel:

a Wy o e, tenzor az e;, e, és e, vektorokhoz rendre a w,, zérus, zérus vektorokat,

a wy o e, tenzor az e, e, és e, vektorokhoz rendre a zérus, w,, zérus vektorokat,

a W, oe, tenzor az e;, e, és e, vektorokhoz rendre a zérus, zérus, w, vektorokat
rendeli.

Visszaidézve, hogy a W tenzor (1.51) szerinti matrixaban az els6 oszlop az e,-hez, a méasodik
oszlop az e,-hoz, a harmadik oszlop az e.-hez rendelt képvektor métrixa azt kapjuk, hogy

— a W, o e, diddnak, mint tenzornak

Wye 0 0 i Wy
wye 00 | = we [[100]=w, e ;
| wzz 0 0 | | W | (3x1) (1x3)
— a wy o e, diddnak, mint tenzornak
[0 Way 0O i i Wy i
0 wyy 0| =] wy |[010]=w, e ;
| 0 Wy 0 i | W zy i (3x1) (1x3)
— a W, oe, diddnak, mint tenzornak pedig
0 0 wy, Wy
00 wye |=|w:|[001]=w, e

a matrixa, ahol e,, e, és e, az egységvektorok oszlopmatrixai.

Y
A

T=aob=ao(be, +bye,+be,)=ab, oe, + ab, oe, + ab, oe,
\t,./ NI \t,./
x ty z

didd mint tenzor matrixara hasonlé gondolatmenettel a

T=| ¢t Ey t, = | aby ﬂby ab, =
azby azby azb, Qg

= | ayby ayb, ayb. | =|ay, |[b. b, b.]= a b’
azb, ayby, ab, a (3x1) (1x3)

eredmény kovetkezik.

A fenti képletek szerint két vektor diddikus szorzatdnak mdtriza az elsd vektor oszlopmdtri-
xdnak €s a mdsodik vektor oszlopmdtriza transzpondltjinak szorzata. Ezt a szorzatot is diadikus
szorzatnak nevezziik.

1.5.3. A W tenzor transzponaltjanak matrixa a transzponéalt tenzort értelmezé (1.34) képlet
és az el6zGek szerint adodik:

T T T Wry Wyr Wiy T
gx E;{j + gy ﬂy + gz Ez = wxy wyy wa = w )
(3x1) (1x3)  (3x1) (1x3)  (3x1) (1x3) Wz Wy, Wy

azaz a tenzor transzponaltjanak matrixa megegyezik a tenzor métrixdnak transzponaltjaval.
Nyilvanval6, hogy az E egységtenzornak az E egységmétrix a matrixa:

1 0 0
E=ve¢, e + e e +e e =[010]. (1.53)
(3x1) (1x3)  (3x1) (1x3)  (3x1) (1x3) 0 0 1



A szimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos (1.49) osszefiiggés szerint a szimmetrikus tenzorok
métrixa is szimmetrikus:
wW=w". (1.54)
A ferdeszimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos (1.50) sszefiiggés szerint a ferdeszimmetrikus
tenzorok matrixa is ferdeszimmetrikus:

W=-W". (1.55)
Az (1.43) és (1.44) egyenletekkel adott felbontési tételnek a
W=W,+W,. (1.56)
egyenlet, ahol
1 1
W= (WH+wWTh) s W, = 3 (W-w7) | (1.57)

a matrix alakja.

1.6. Szimmetrikus tenzorok sajatértékfeladata

1.6.1. Legyen a W tenzor szimmetrikus. Keressiik azokat az n irdnyokat — ezeket fdirdnyok-
nak nevezziik majd — amelyekre nézve fennall, hogy az iranyt kijel6ls
n = nze; + nyey, + n.e;; ni + nz + ng =1 (1.58)
egységvektor és a hozzatartozd w,, képvektor egyméssal parhuzamos — az 1.6. abra ezt az esetet
szemlélteti. Ha parhuzamos a w,, és n akkor fennall a
w, =W .n=An (1.59)
Osszefiiggés, ahol a A, hasonléan az n;, n, é n.-hez, egye-

l16re ismeretlen paraméter. Mivel az E egységtenzor minden
vektort onmagéra képez le a fenti egyenlet atirhaté a

W -n-AE -n=0,

vagy ami ugyanaz a

(W-XE) - n=0 (1.60)

alakba. A W és E tenzorok, valamint az n vektor métrixait
felhasznalva innen a

Wrr — A wxy Wz Ny

] Wyz  Wyy — A Wy, ny | =0 (1.61)
1.6. abra. Wy Wy Wey — A Nz
W-AE n

homogén linearis egyenletrendszer kovetkezik.
Legyen P3(\) = —det (W—AE). Ez a fiiggvény \ kobos polinomja, a karakterisztikus poli-
nom. Trivalistol kiilonb6z6 megoldas csak akkor 1étezik, ha a fenti egyenletrendszer determinénsa
elttinik, azaz ha

Wry — A w:cy Wy
Ps(\) = — Wyg Wyy — A Wy =\ - W[/\2 +WitA—=Wirr=0. (1.62)
Wey wzy Wzz — A

A determinansokkal kapcsolatos kifejtési tétel felhasznalasaval és némi kézi szdmolassal — ezt
nem részletezziik — belathato, hogy itt

Wi = Wy + Wyy + w2z, (1.63a)
Wi = Wyy Wgy Wgy Wgz Wyy Wyz (1 63b)
Wyz  Wyy Wyye Wzz Wzy Wzy




és
Wyy Wy Wz
W[[[ = | Wyzr Wyy Wyz . (1.63C)
Wy Wzy Wzz
A Wy, Wir és Wi egyiitthatokat a W tenzor elsé, méasodik és harmadik skalarinvaridnsainak
nevezziik. Az elnevezést az indokolja, hogy a W szimmetrikus tenzorral kapcsolatos és az (1.60)
egyenlettel definidlt sajdtértékfeladat megoldasa a tenzorhoz tartozéd leképezés egy geometriai
sajatossagat tiikrozi és mint ilyen KR fliggetlen. Kovetkezsleg a megoldéas elsd 1épésében kiad6do
(1.62) karakterisztikus egyenlet gyokei is KR fliggetlenek kell, hogy legyenek. Ez viszont csak

akkor lehetséges, ha a karakterisztikus egyenlet (karakterisztikus polinom) Wy, Wi és Wirg
egyiitthatoi fliggetlenek a KR valasztasatol.

1.6.2. Legyen A\ és A2 az (1.62) karakterisztikus egyenlet két kiillonboz6 gyoke, azaz a sajatértékfeladat
két kiilonb6z6 sajdtértéke. Jelolje ny és ny a vonatkozo egységvektorokat. Ekkor

(W—/\lE) 1y = 0 és (W_)\QE) Ny = 0. (164)

Innen, els6 esetben az ns-vel, masodik esetben pedig az nj-el torténd skalaris szorzassal azonnal adodik,
hogy
nQ-W-nl :)\1112'111 és n; 'W'IIQ :/\in ‘No . (165)

A szimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos (1.38)2 képlet szerint

n2~W~n1:n1-W-n2.

Az utobbi egyenlet figyelembevételével képezve az (1.65)-6t alkoto egyenletek kiilonbségét a

(M —X2)n; -ny =0, azaz az n;-ny =0

eredmény kovetkezik vagyis a kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozo f6iranyok merdélegesek egymaésra.
Tegyiik fel, hogy komplex szam a \; sajatérték. Ekkor a vonatkozo f6iranyt ado

W . I‘llz)\l 5] (166)
egyenlet jobboldala komplex, a baloldal pedig a W valds volta miatt csak akkor lehet komplex, ha az n;
is komplex. Kovetkezésképp az n; felirhato az

n; = NiRe + M1 Im
alakban. Nyilvanvalo az is, hogy a Ao = A; # A\; — a feliilvonas a komplex konjugaltat jeloli — ugyancsak
sajatérték, a vonatkozo féirany pedig az (1.66) egyenlet konjugéalasaval irhatod
W'I_llzXl'I_ll, azaz a W'I_llz/\g'ﬁl
képlet szerint
Ny =M; = NjRe — tN1Im -
Mivel A1 # A fenn kell allnia az n; - ng = 0 egyenletnek. Ugyanakkor az n; és no-t adé fenti képletek
felhasznalaséaval
n; Ny = (N Re + M11m) - (M1 Re — N1 1m) = N1 Re " Ny Re + N Ditm = [0g]” £ 0,

azaz nem zérus az nj - ny skalarszorzat. Az a feltevés tehéat, hogy a A; komplex ellentmondésra vezet.
Kovetkezésképp valosak a A\, (k= 1,2, 3) sajatértekek .

1.6.3. Az alabbiakban a {Siranyok szamitasat tekintjiik at, ha ismertek a P3(\) karakterisztikus po-
linom gyokei. A gyokok nagysagat tekintve harom jellegzetes esetet kiilonboztethetiink meg: a gyokok
kiilonboznek egyméastol (minden gydk egyszeres multiplicitast), van két egybeess gyok (egy gyok kétsze-
res, egy gyok egyszeres multiplicitast), mindharom gyok egybeesik (egy haromszoros multiplicitasa gyok
van). Az 1.7. abra ezekre az esetekre kiilon-kiilon szemlélteti a karakterisztikus polinomot. Az egyes
eseteket az alabbiakban vessziik sorra.



() (b) (c)

1.7. abra.

. Legyenek kiilonboz6ek a P3(\) = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei: A; > Ag > A3 . Jelolje Ay,
az Ng, Ny és n,-t ado (1.61) linearis egyenletrendszer

Wee — A wzy Wy 2
W-)AE = Wy Wyy — A Wy,
Wz wzy Wz — A

egylitthatomatrixa nm-ik (m,n = x,y, z) eleméhez tartozo elGjeles aldetermindnst. A determi-
nansok kifejtési tételével ellendrizhet6 — magat az ellenérzést az 1.6. Gyakorlatra hagyjuk — ,

hogy

BN 4 gt (WaB) = AweO) £ Ay () £ A (). (L67)

Py(\) =
3 ax |y, dX N

Mivel a harom gyok kiilonboz6, ezért egyszeres, vagyis adott Ay esetén legalabb az egyike a
Ay (Ak) determinansoknak, mondjuk a A,.(\g), kiilonbozik zérustél. Ha ugyanis nem igy
lenne, eltiinne a P;;(/\k) derivalt, kovetkezdleg nem lenne egyszeres a A\, gyok — példaként lasd
az 1.7.(b) abra Ay = A2 kettds gyokeét, ahol vizszintes az érintd.
Ha mondjuk a A,,(\;) kiilonbozik zérustol, akkor az (1.61) lineéris egyenletrendszer elss
két egyenlete, n, és n,-t ismeretlennek, n.-t pedig paraméternek véve, fiiggetlen egymastol a
megoldas pedig
k o sz(/\k)k k o Ayz(/\;g)k

Ny = ———=N,, Ny = ————N, 1.68
AZZ(A]C) Y Azz()\k) ( )

alaki. Az n.-t az utobbi megoldas (1.58)2 normaélasi feltételbe torténd helyettesitésével kapjuk
meg:
7/sz _ Azz ()\k);
D
Az 7%2 (1.68)-ba torténd visszahelyettesitése szerint egységes formula érvényes mindharom isme-
retlenre:

D? = A2 (Ak) + AL (Ak) + A2 (M)

k - Amz(/\k)
My = ————
D
Vegylik észre, hogy ez a megoldas a harmadik egyenletet is kielégiti, hiszen a behelyettesités
szerint

m=xz,y,2 . (1.69)

1 Ps(A
5 [wzmsz(/\k) + wzyAyz(/\k) + (wzz - /\k) Azm(/\k)] = 3(Dk) = 07
ahol a szdgletes zarojelben 4ll6 kifejezés — det (W—AE)[, , ha az utolso sor szerint végezziik el
a determinans kifejtését.
A fentebb mondottaknak megfelelGen eljarva minden egyes A\, (k = 1,2, 3) gyokhoz megha-

tarozhato olyan

k k k
ng = Ng€y + Nyey + N e,; [ng| =1
iranyvektor, hogy
WE = w . ng = /\knk . (170)
Az ny, vektorok elGjelét szabadon lehet megvalasztani. Kovetkezésképp mindig lehetséges olyan

valasztas, hogy az ni, ny és ng vektorokhoz tartozé irdnyok jobbsodrattu kartéziuszi KR-t alkos-
sanak. Ez a KR a fdtengelyek KR-e, a vonatkozo6 koordinatasikok pedig az un. fdsikok.



Az ni, ny és n3 egységvektorok altal kifeszitett kartéziuszi KR-ben — azaz a f6tengelyek
KR-ében — felhasznalva a képvektorokat ado (1.70) képletet

W:W1 on; +W201’12+W30l’13:)\11’11 on1+)\2ngon2+/\3n3on3 (171)

a tenzor diadikus alakja. Visszaidézve, hogy adott KR-ben az egységvektorokhoz tartozo kép-
vektorok alkotjak a tenzor matrixanak oszlopait irhatjuk, hogy

A0 0
W = W, w, ws = /\121 /\222 )\323 = 0 Ao 0 , (1 .72)
(3x3) 0 0 Mg

ahonnan jol latszik, hogy diagonalis a tenzor matrixa.

2. Legyen A1 = Ao # A3. Az el6z6ekben attekintett gondolatmenet és eredmények valtozatlanul
érvényesek maradnak az ns-ra nézve, azaz

n;-n3 =20 és ny,-nz=0. (1.73)
Ami a kettds gyokot illeti
Py(A\)=0;  k=1,2
és, amint az az (1.67) jobboldalanak felhasznalasaval és némi szamolassal ellendrizhets, fennall,
hogy

1 7"
§P3 ()\k) = (wm—/\k)—I—(wyy—/\k)—i—(wu _/\k); k=1,2

ahol a jobboldalon all6 6sszeg legalabb egy 6sszeadanddja, mondjuk az elsG, nem zérus, ellenkezd
esetben ugyanis harom lenne a \; gy6k multiplicitasa.

Az 71Lx, 71Ly és 71Lz ismeretlenek meghatéarozasara két egyenlet, az (1.61) linearis egyenletrendszer
els6 egyenlete, valamint az (1.58)2 normaélasi feltétel hasznalhato fel. Az igy kapott megoldéssal
identikusan teljesiil az (1.61) linearis egyenletrendszer masodik és harmadik egyenlete — ez annak
a kovetkezménye, hogy P;(A1) =0 és P3(A\;) = 0.1

Az ny vektort ugy érdemes megvalasztani, hogy teljesiiljon az n; - ny = 0 ortogonalitasi
feltétel. Kettds gyok esetén tehéat csak az ng f6irany egyértelmtien meghatarozott, a mésik kettd
elvben szabadon felvehet§ az ns-ra merdleges sikban, célszerd azonban betartani az emlitett
ortogonalitasi feltételt. A W tenzor diadikus elGallitasat annak figyelembevételével kapjuk, hogy
most Ay = Aa:

W =X (njon; +nyony) + Agngong =

=XM(mion; +nyony +nzong) + (A3 — A\;)nz ong

E

azaz

W = /\1E+()\3—/\1)n30n3 (174)

Az utobbi egyenlet szépen mutatja, hogy egyediil ng igazi tenzorjellemzs. Figyelemmel arra,
hogy a féiranyokat kijel6ls ny, no és ng elGjele megvaltoztathatd, mindig biztosithatjuk, hogy az
ni, ny és ng vektorokhoz tartozé irdnyok jobbsodrati kartéziuszi KR-t alkossanak.

3. Haromszoros gyok esetén A\; = Ay = A3 és

W =\E, (1.75)

kovetkezGleg barmely irany f6irany. Az ilyen tenzort izotrép vagy gombi tenzornak nevezzik. Az
utobbi elnevezést az indokolja, hogy a vonatkozo geometriai leképezés gombot rendel gombhoz.
Az is nyilvanvald, hogy az ny, ny és ng vektorokat mindig megvalaszthatjuk oly modon, hogy a
hozzajuk tartozé iranyok jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak.

IKétszeres gyok esetén 1 az (W—AE)L\k egylitthatomaéatrix rangja, azaz Amy = 0; m,n = x,y, z . Kovetke-

zésképp valoban identikusan teljesiilnek az ;Lz—re vonatkozo

1 1

1 1
Ng = — [wxyny + wzznz]

Wez — A1
megoldés masodik és harmadik egyenletbe torténd visszahelyettesitésével kapott

1 1 ) 1 1
Aznyg —Ayzn, =0 és —Agyny + Ayyn. =0

egyenletek.



1.6.4. A szimmetrikus tenzorok sajatértékfeladataval kapcsolatos eredményeket illetGen Gssze-
gezésszeriien az alabbiakat emeljiik ki. A sajatértékfeladatnak legalabb harom megoldasa van
a féiranyokra nézve. Ha csak harom a megoldasok széama, akkor ezek az irdnyok kolcsonosen
merdlegesek egymésra. Ha azonban tébb mint hdrom a megoldésok széma, akkor végtelen sok
megoldas van, de mindig kivalaszthato ezek koziil hdrom egymésra kolcsondsen merdleges meg-
oldas. A X\, (k = 1,2,3) sajatértékeket nagysag szerint rendezettnek tekintjik, vagyis gy
valasztjuk meg az indexiiket, hogy fennélljon a

A1 > Ay > A3

relacié. A vonatkozo ni, ny és ng irdnyvektorokat pedig ugy érdemes megvélasztani, hogy azok
jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak. Ez a vilasztas mindig lehetséges.

1.7. Tenzorok transzformacidja

1.7.1. Legyen zyz és &nC két, ugyanazon ponthoz ko-
tott de egymastoél kiilonb6zd kartéziuszi KR — 1.8, Aabra.
A vonatkozo egységvektorokat (bazisvektorokat) a szokésos
modon jeloljiik:

€, ey, e, illetve e, e, ec .

Mindkét KR egységvektorai megadhatok a masik KR-ben is,
erre jelolésben, ha az sziikséges az egyértelmtiség miatt, a X

e , € , e, illetve a e , e, , e
(577774) (ﬁ,?],c) (577774) (I,yvz) (w7yvz) (x,y,z)
moédon, azaz a KR-t azonosité betttharmasnak a valtozot 1.8. abra.

ado betl alatti kiszedésével utalunk. Ez a megfogalmazas
altalanos érvényt, azaz méas vektorok, illetve tenzorok esetén is hasonléan irjuk ki, ha sziikséges,
hogy melyik KR-ben tekintjiik az adott mennyiséget, vektort vagy tenzort.

A tetsz6leges v vektor mind az xyz mind pedig a én¢ KR-ben megadhato:

V=€, +vyey +use;, vV = wges +vpe, +ucec. (1.76)
(z,9,2) (&n:0)
Ha ismerjiik a vektort az egyik KR-ben, és ismerjiik ugyanebben a KR-ben a mésik KR egy-
ségvektorait, akkor a vektor mésik KR-ben vett koordinatéit a vonatkozd egységvektorral valo
skalaris szorzéssal kapjuk:

Un = V - €n , vy = V- oey .
(z,y,2) €m0 (£,m,0) (&,1n,€) (2,y,2) (z,y,2) (177)

m=x,y,z u=&n,¢

Kirészletezve a v, szdmitadsival kapcsolatos képleteket frhatjuk, hogy

Vg
’uu:eu'v:vxeu-ex—kvyeu-ey—kvzeu-ez:[eu-ex €, €y e“-ez] Uy
Uz

n=&,1,¢

Ez a harom egyenlet egy egyenletbe tomorithetd:

Ve € -€r €€y € ey Vg

Up = €n-€x €, -€; €,-€; Vy s

U¢ €€y €c-€ €-e; Vy
A —

v K v

(&m0 (2,y,2)



vagy ami ugyanaz

v =K v , (1.78)
(577776) (x7y7z)
ahol
€ e € e eg-e; cos(§, ) cos(§,y) cos(, 2)
K=|e,-e, e,-e, e,-e, | = | cos(n,z) cos(n,y) cos(n,z) | . (1.79a)
e -e; ec e ec-e; cos(¢,z) cos(C,y) cos(C, 2)
A késobbiek kedvéért kiirjuk a K matrix transzponéltjat is:
€, € €,-€, e;-e; cos(z,&) cos(x,n) cos(z,()
K'=| e, -e e,-e e, e | = | cos(y,&) cos(y,n) cos(y,() (1.79Db)
e.-e e,-e, e, e cos(z,&) cos(z,m) cos(z,()

Vegyiik észre, hogy a K maétrix oszlopait az e, e, és e, egységvektorok {n¢ KR-ben vett koordi-
néatai, sorait pedig az e¢, e, és e; egységvektorok xyz KR-ben vett koordinatai alkotjak. Innen
kovetkezik a K matrix alabbi két tulajdonséiga:

1. Az egy-egy sorban illetve egy-egy oszlopban &ll6 elemek négyzetisszege 1, hiszen ez az
osszeg egy-egy egységvektor abszolutértéke — a mésodik oszlop esetén példaul e, a vo-
natkoz6 egységvektor.

2. Zérus az Osszege a kiilonboz6 indext sorban illetve oszlopban azonos helyen allé elemek
szorzatanak, hiszen ez az Osszeg valdjaban két egymasra merdleges egységvektor skalar-
szorzata — a méasodik és harmadik sor igy képzett szorzata példaul e, - e..

A két idézett tulajdonsag kihasznalasaval nem nehéz belatni, hogy
KK'=K'K=E
azaz, hogy
K' =K. (1.80)
Az olyan matrixokat, melyekre nézve a métrix transzponaltja és inverze megegyezik ortogond-

lis mdtrizoknak nevezziik. A fentiek szerint ortogonalis az (1.78) transzformaci6 K méatrixa.
Kovetkezéleg az

v =K' v (1.81)
(z,y,2) &mn<)

egyenlet az emlitett transzforméacié megforditésa.

1.7.2. A masodrendi W tenzorral kapcsolatosan azt a kérdést vizsgaljuk,

(a) hogyan szamithato a tenzor W maétrixa a zyz KR-ben, ha ismerjiik a tenzor W mét-

(x7y7'z) (67777()
rixat az én¢ KR-ben, illetve megforditva,

(b) hogyan szamithat6 W | ha ismert W .
(&n:0) (z,y,2)
Vegyiik észre, hogy az (1.31) képlet a W tenzor méatrixédnak elemeit adja (R-ben. Ennek a
képletnek a
Wy =¢€,-W-e,, wv=&1,C (1.82)
egyenlet a parja a £én¢ KR-ben. Az emlitett két Gsszefiiggés felhasznalasaval azonnal megkapjuk
a matrixok elemeivel kapcsolatos transzformacios képleteket:

Wmp = €5 - W - e, , Wy = €, - W - e, .
(@yz)  (En¢) &m0 (€m0 EmC)  (myz) @82 (zy2) (1.83)
m7n:x7y7'z M7V:£7777C




Tovabbi és a teljes matrixokkal kapcsolatos szabalyhoz tgy juthatunk, ha felirjuk a v vektor w
képét megadd egyenletet mindkét KR-ben:

E — w X s E — w X .
(z,9,2) (z,4,2) (z,y,2) &mn,C) (&m0 (&n,¢) (184)

Az (1.81) és (1.78) els6 és masodik egyenletbe torténd helyettesitésével a

w=WK" v és w=WK v
(xy,2) (z.9,2) (€m:0) EmnQ) (EmC)  (z,y,2)

képleteket kapjuk. Ha az els6 egyenletet K-val a masodikat K”-vel szorozzuk, és figyelembe
vessziik a vektorokkal kapcsolatos (1.78) és (1.81) transzforméacios szabalyokat, akkor a

w =K w =KW K" v w =K' w =K' W K v
&mn¢) (z,y,2) (2,y,2) €m,¢) (x,y,2) &m,0) EnQ)  (zy,2)
w w
(&m,¢) (z,y,2)

eredményre jutunk, ahonnan azonnal kiolvashatok — az els§ egyenletet (1.84),-vel, a masodikat
(1.84)1-¢€l kell egybevetni — a W tenzor matrixaival kapcsolatos

W =K W K7 ¢és W =K' W K (1.86)
(&m,0) (x,y,2) (x,y,2) (€m,0) '

transzforméciés szabalyok.

1.8. Mintafeladatok

1.1. Vizsgalja meg elfajulé esetben a leképezést add tenzor jellegét.

Nem elfajul6 esetben a w,, w, é w, képvektorok nem fekhetnek egy sikban kovetkezéleg a tenzor
harom diddikus szorzat segitségével adhatdé meg. Elfajuld esetben a harom képvektor vagy egy sikban
fekszik, vagy egy egyenesre esik, vagy mindegyik zérusvektor.

Ha a harom képvektor egysikii, akkor mondjuk a harmadik képvektor elgallithato az els§ és masodik
képvektor egy linearis kombinaciéjaként, azaz

W, = AWy + AyW,y,
ahol A, és A\, alkalmasan valasztott skalar. Az utobbi eldallitas (1.28)-be torténd helyettesitésével
W =w, o (e, + Aze;) +wyo(e, +Ae,)

a tenzor alakja, ami azt jelenti, hogy a tenzor két diad Osszegeként adhaté meg.

Ha a harom képvektor egy egyenesre esik, akkor mondjuk a méasodik és harmadik képvektor mindig

felirhat6 a

Wy = Ay Wg, W, = AW,
alakban, amivel (1.28)-bdl

W =w,o (e, + Aye; + Aey)
a tenzor, azaz egy diad alkotja a tenzort.

1.2. Tegyiik fel, hogy a merev test egy rogzitett és az xyz KR O origojaval egybees6 pontja koriil
forog. Tegyiik fel tovabba, hogy kicsi a merev test elfordulasa és jeldlje ¢ = e, + pye, + ., a
forgasvektort. Ismeretes, hogy kicsiny |@|-re u = ¢ X r a merev test r helyvektorral azonositott pontjanak
elmozdulésa. Homogén linearis-e ez a vektor-vektor fiiggvény?

Legyen r = A\irj 4+ Aars, ahol A1 és Ao tetszbleges skalér és ry illetve ro egymaéstol kiilonb6z6 vektorok.
A vektorialis szorzas jol ismert tulajdonsagai alapjan

u= f(r) = f(Ar1 + Aar2) = X (Air; + Aara) =
= (prrl))\l + ((pXI‘Q)/\Q = f(rl))\l + f(rQ))\Q = Aup + Aquq,

azaz a fliggvény homogén linearis.

Vegyiik észre azt is, hogy a fenti vektor-vektor fiiggvény elfajuld. Geometriailag ez abbol kévetkezik,
hogy a vektorialis szorzas u eredménye (a képvektorok halmaza) benne van az O,, origon atmend és a ¢
vektorra meréleges sikban.



Jelolje ¥ az u = ¢ X r homogén lineéris fiiggvényhez tartoz6 mésodrendi tenzort. Nyilvanvalo, hogy

¥=v,0e;,+¢,0e,+1,0e,,
ahol
P, =@ X ey, P, =@ xXey illetve P, =pXxXe,.

Ha a v, ¥, és 1, képvektorok komplanarisok, és a (p-re merdleges sikban fekszenek, akkor

=pXepstpXe, toxep. =pxp=0
azaz
1/11801 + wy@y + ":bz@z = 0 )
ahonnan ¢, # 0 esetén a képvektorok komplanaritasat kifejezo
Pz ¥
17bz = _17b£E_ - y_y
Pz Pz

képlet kovetkezik. Fzt az eredményt felhasznalva a W tenzor, az elfajuld tenzorokra jellemzs moédon, két
diad segitségével irhato fel:

W_q/;zo<ex—ﬁez) +, 0 (ey—&ez> .
® ¥

z

1.3. Hatarozzuk meg a helyvektorokat az y tengely ko-
rill ¢ = ¢, szoggel elforgatod

Q=aoce,+boe,+coe,
tenzort.
Az 1.9. abrarol leolvashato, hogy
a=-e;Ccosp —e,siny,
b=e,, c=e;sinp+e,cosp.

Ennek alapjan

Q = (e;cosp —e,sinp)oe,+
+ey0e,+ (eysinp+e,cosp)oe,

a tenzor diddikus alakja. A tenzor matrixanak felirasakor
azt kell figyelembe venni, hogy annak oszlopait az a, b és 1.9. abra.
c képvektorok alkotjak:

cose 0 sing

Q= a b |lc | = 0 1 0
—singp 0 cosyp

A tetszéleges r = e, + ye, + ze, vektort a tenzor az

cosp 0 sing x TCosp + zsing
32922 0 1 0 y | = Y )
—singp 0 cosyp z —xsinp + zcosp

vagyis az
R =(zcosp+ zsing) e; + ye, + (—xsing + zcosp) e,
vektorba forgatja. A tenzor szimmetrikus és ferdeszimmetrikus része:

cosp 0 O 0 0 singp
Q.= 0 1 0 ., Q= 0 0 o0

—SZz —asz

0 0 cose —sing 0 0



Kis szogekre cos ¢ =~ 1 és sin p ~ ¢. Ezeknek a képleteknek felhasznalasaval linearizalhatok kis szogekkel
torténd forgatéasra a fenti tenzorok:

1 0 ¢ 1 00 0 0 ¢
Q= 0 10}, Q=E=]010|, Q_ =¥= 0 0 O
- 0 1 0 0 1 - 0 0

Az utébbi képletekkel kis szoggel torténd forgatasra
R = Q'r:(Qsz+Qasz)'r:E'r+!p'r:r+((pey) Xr

a képvektor, ahol azt is kihasznaltuk, hogy a tenzor ferdeszimmetrikus részéhez tartozo leképezés az (1.45)
képlet szerint a vektorinvarianssal — ez most e, = ¢ e, — val6 szorzassal képezhets. Az eredményt
altaldnositva azt mondhatjuk, hogy a

P = Pz + Pyey + p.ey; |‘P| <1

vektor altal leirt forgatas, amely az r radiuszvektorokat az

P
e= ol = /02 + o) + 2
|| Y
tengely koriil a ¢ = || kis szoggel forditja el a
R=Q r=(Q,,+Q,.) r=E-r+¥.-r=r+pxr (1.87)
képlettel szamithato, ahol

1 —pr Py 1 00 0 —p. @y
Q=1 v. 1 —ps|=1010|+]| ¢ 0 -, | =E+¥. (1.88)
—Py  Pa 1 0 0 1 —Yy Pz 0
Kiolvashato az (1.87) képletbdl, hogy a radiuszvektor végpontjanak
u=¥ -r=pxr (1.89)

az elmozdulasvektora a forgatasbol, hiszen az eltte allo tag maga a radiuszvektor igy a mozgast csak az
utana 4llo, azaz a fenti tag adhatja meg. A képletben 4ll6 ¥ tenzor a forgato tenzor kis forgasra.
1.4. Hatarozza meg a

8 0 25
W=| 0 -10 O
25 0 =35

maéatrixaval adott W tenzor sajatértékeit és {Giranyait.
Vegyiik észre, hogy az y irdny fSirany hiszen wyy = wy. = 0. A vonatkozo6 sajatértéket jeldlje A,. Ez

nyilvanvaloan a masodik oszlop diagonalis eleme: A\, = —10. A
Weyy — A Wy Wy
Ps(A) = —det( W—IAE) = — |  Wya  Wyy— A Wy, =
Wza wzy Wz — /\

=N = WINHWiA=Wirr= A=) A =)A= X)) =0

karakterisztikus egyenletb6l — mivel nem ismerjiik a karakterisztikus értékek sorrendjét azokat egyszertien
Aas b és A jeloli — helyettesitések utan a

85 — A 0 25
Ps(\) = 0 —10— A 0 = A3 — 40\ — 4100\ — 36000 = 0
25 0 —35— )\

eredmény kovetkezik, azaz
Wir=Xa+ X+ A =40, Wi = —4100, Wirr = AadpAe = 36000,
ahol a f6tengelyek KR-ét véve alapul és a késGbbiek kedvéért kiirtuk képletszertien is a Wy és Wiy

skalarinvariansokat. Ha A # X, akkor atoszthatjuk a Ps;(A\) = 0 karakterisztikus egyenletet a A — A,
gyoktényezével:

P

A?’_(AA) = A=) A= A) =A% = (N 4+ A)A + Ao =0,
ahol W

MNEde =W — Ao =50 &5 Mphe = AI” = —3600.



Kovetkezésképp a

1%
A2—(W1—AQ)A+% =A% — 50\ —3600=0
egyenlet megoldésa megadja a két hianyzo sajatértéket: A\, = 90, A\, = —40. Nagyséag szerint rendezve

A1 =X =90, A2 = A, = —10, A3 = A= —40

és mostmar az is nyilvanvalo, hogy e, = n,. Az n; meghatarozasahoz az

Wey — A1 Wy Wz Nzl 85 — A1 0 25 Mgl 0
Wy Wyy — A1 Wy Nyl | = 0 —10 — N 0 nyg1 | =10
Wy Wy Wyy — A1 N1 25 0 —35— )\ N1 0

azaz a

—5Ng1 + 25m,1 =0,
—100n,; =0,

25n,1 — 125m,1 =0
egyenletrendszert kell megoldani. Mivel A, = —5x (—100) # 0 valaszthato az elss két egyenlet ahonnan,
amint az varhato is — ortogonalitds — , ny1 = 0 és

Nzl = 9Nzl -

Ennek az egyenletnek egy megoldasat a mar normalt

n; = \/%_6(5% +e;)

vektor adja. Az ng3 a sajatvektorok ortogonalitdasat és azt figyelembevéve szamithatd hogy az ni, ns és
n3 jobbsodratt bazis:

1 1
Nz =1n; X Ny = \/—2_6(5% +e;) xe, = \/—2_6(—ez + 5e,) .

Nem nehéz ellendrizni, hogy ezekkel a megoldasokkal valoban teljesiil az (1.59) egyenlet.

Gyakorlatok

1.1. Hatarozza meg azon tenzorok matrixait, melyek az xy, xz és yz sikokra tiikrozik az r radiuszvektort.
1.2. Hatarozza meg azon tenzorok matrixait, melyek az xy sik minden r helyvektorahoz annak

(a) az origora vonatkozo szimmetria pontjat,

(b) az x tengelyre vonatkozo szimmetria pontjat, illetve

(¢) 30°-al az 6ramutaté jarasaval egyezd irdnyba valo elforgatottjat
rendeli.
1.3. Legyen n; |n| = 1 az origdn 4tmend S sik normalisa. Mutassa meg, hogy az r radiuszvektor S sikba
es6 r| OsszetevGje az r| = W - r leképezéssel szamithato, ahol

1—ngn, —ngny —NgNy
W = —nyny 1 —nyn, —nyn,
—NyNy —n.ny 1—mn.n,

1.4. Legyen n; |n| = 1 az origon atmend S sik normalisa. Mutassa meg, hogy az r radiuszvektor S sikra
vonatkozé R tiikorképe az R = W - r leképezéssel szamithatd, ahol

1—2n,n, —2nzny —2n;n,
W = —2nyNy 1-2nyn, —2nyn.
—2n,Ny —2n.n, 1—2n.n,

1.5. Hatérozzuk meg a helyvektorok végpontjanak elmozdulasat leir6 @ tenzort a z tengely koriili ¢
szoggel torténd forgataskor. Altalanositsa az eredményt az 1.3. Mintafeladat ¢ vektora altal leirt kis
forgas esetére.

1.6. Mutassa meg a karakterisztikus polinom Wy, Wiy és Wiy egyiitthatoit adé (1.63a,b,c) képletek
helyességét.

1.7. Mutassa meg, hogy

d
- det W—AE)| = Au:(Mx) +Ayy( M) + Asz(Ag) .
Ak



1.8. Igazolja az el6z6 eredmény felhasznalasaval, hogy

2

d
T2 det (W—AE)| = 2[(wea — Ak) + (wyy — Ak) + (wez — Ai)] -
Ak

1.9. Hatéarozza meg a matrixaval adott P pontbeli T'p fesziiltségi tenzor sajatértékeit és fsiranyait. Irja
fel a tenzor matrixat a fétengelyek KR-ben.

4 60 0
Tp=1]60 —20 0 | [MPa
0 0 —12

(Vegye figyelembe, hogy a z irdny ismert fSirany.)
1.10. Hatarozza meg a matrixaval adott W' tenzor sajatértékeit és fgiranyait. Irja fel a tenzor matrixat
a fétengelyek KR-ében.

3 1
W=([120
1 2

[l NI

(Vegye figyelembe, hogy \; = 4 sajatérték.)
1.11. A &n¢ KR-t az zyz KR z tengely koril ¢, szoggel pozitiv iranyba torténd elforgatasaval kapjuk,
azaz z = (, és az elforgatas utani x és y tengelyek alkotjak a & és n tengelyeket. Irja fel az
e , €, , e

(zy,2) (z9,2) (2,9,2)
egységvektorokat és a két KR kozotti transzformacio K illetve K7 matrixait ha ¢, = 30°. Legyen v
egy az origén athaladé anyagi pont sebessége, és legyen adott a T fesziiltségi tenzor métrixa az xyz KR
origdjaban:

300 400 0
v = 3e, — 3V3e, [m/s|, T, =| 400 —300 O | [MPa].
(2.5,2) 0 0 200

Hatarozza meg a sebességvektort és a fesziiltségi tenzor matrixat a £n¢ KR-ben.





