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1. GYAKORLAT

TENSORSZAMITAS ELEMEI, ISMETLES

1.1. Tenzorokrdl réviden

Tenzor fogalma: Homogén linedris vektor-vektor fiiggvény, illetve az édltala leirt leképzés.
Skalar fiiggvények esetén mit is jelent a homogén, ill. a linearis?

y = f(z) homogén ha y(0)=f(0)=0
y=f(z) linedris ha y(\z) = f (\x) = Af (z)

melyet példaul az y = ax egyvaltozés skalar fliggvény teljesit.
Tekintiik a homogén linedris vektor-vektor fiiggvényhez tartozé I’ tenzort.

N — — —  hom.lin.
VUV =VUg€ytvyeytv,e, —

— — —
=Wz €yt wWyeytw,e,
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Wy = t.L.LU.L + twyvy + thvz
Wy = TyaVg + TyyVy + L2y,
Wy = trpVp + tzyvy + 1.0,

z z
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X X
1.1. dbra. A T éltal végzett leképzés
Tenzor tobbféle felirasi maédja:

o vektorok segitségével:

—

— — —
ty =ty €+t yzey+tzw€z
- 7 - 7’
t 4 és t . hasonléan
— — — —
W=vpts+tv,t,+v, 1,
e madtrizdval
7] =
A tenzor métrixdnak ismeretében a
— —
w=T- v
szorzatnak a lenti matrixszorzat felel meg:
Wy | = |tye Ty tyz| - |Vy
wZ tZZ tZy tZZ /UZ
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melybdl
Wy = tpaUsp + tacyvy + 1220,

A matrix felirdsa a kartéziuszi KR egységvektoraihoz tartozé képvektorok ismeretét igényli.

N
diddok segitségével, amelynek két vektoron értelmezett szorzasi miivelet @ o b = D. Ez a
miivelet a diddon értelmezett tovabbi miiveletek révén kap gyakorlati értelmet:

(m?).?:a’(?.?)

?.(m?):?(?m

A diddikus szorzatnak a

Ay Gyby axby azb;
[Q] = |ay| - [bx by bz] = |aybs ayb, ayb,
QA a,by azby azb,

matrixszorzat az analogonja.

A tenzor altal 1étesitett leképzés a kovetkezo formédban is felirhato:

— -
(&

W= Tagt Lyvy+ byve= to(Ca- V)4 Ly(Cy-V)+ t2(€s-T)=

— — — — — —
T=1 e €,

1.2. Feladatok

1.1

frja fel annak a leképzésnek a matrixat, amely egy helyvektorhoz

e az (zy) sikra vald titkorképét rendeli:

Megoldas:
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1.2. abra. Tikrozés az xy feliiletre

- —
v =T

Tekintsiik a harom egymasra merdéleges bazisvektort, és hatarozzuk meg ezek képét:

— —
v w
€y — € " L Lo . . , .
- 4 2 melybdl a leképzést megvaldsito tenzor konnyedén felirhatd:
S 'y
€, — —€,

1 0 0

=101 0
0 0 -1

(?xO?l.)-7+(7y0?y>~7+(?z0?2)-7=<?x0?x+7y0?y+7Z0?z



e az (zz) sikra vald titkorképét rendeli: hasonléan beldthatd, mint az elézé esetben

1 0 O
T=10 -1 0
0 0 1
e az (yt) sikra valé titkorképét rendeli:
-1 0 0
T=10 1 0
0 01

1.2

— — L ’ ’” ’ 1 —> s 1e
Legyen n', || = 1 az origén dtmend S stk normdlisa. Mutassa meg, hogy az 7 radiuszvektor
’ e . e — — 7 7 ’ ’. ’
S sikba esé 17| Osszetevéje az 1| =T - 1 leképzéssel szamithatd, ahol

1—ngn, —ngny —NgMNy
2: —Ty Ny 1—nyn, —nyn,
—N,Ny —T Ty 1—n,n,
Megoldas:
- — — — = =
=T, +71., T.=(7T-7m)7n
.’ — z. ’
mely alapjan 7 | felirhato
— — — =\ = — e e — — =\ — — =\ —
Fi=7T—(7FT-m)n="-7T-Mom)=1L-T—-(Mom) - T=IL-nom) T
melybol
Ny 1—ngn, —ngny —NgN,
— =
zz(l—non):£— Ny [nw Ny nz]z —NyNg 1 —mnyn, —nyn,

N, —NyNy —NNy 1—n.n,



2. GYAKORLAT

INDEXES JELOLESMOD ALKALMAZASA 1.

2.1. Indexek jelentése

Adja meg az alabbiakban felsorolt kifejezések részletesen kiirt alakjat. Ha valamelyik kifejezés-

ben hibas az indexhasznalat, akkor magyarazza el réviden, hogy miért.
(a.) A; = B; (c.) kr =b, +¢crra”
(b) fz = dz + hz-jaj (d) ar = dl

Megoldas:

(a.)
A1:Bl A2:B2 A3233

(b.)

fi =di + hira' + hi2a® + hiza®
f2 = da + hora' + hoga® + hoga®
f3 = d3 + h31a1 + h32a2 + h33a3

(c.) A kifejezés hibds, mert ugyanaz az index alsé indexpoziciéban csak egyszer szere-
pelhet és igy a
Crra”

tag a jobboladalon rossz!

(d.) A kifejezés hibds, mert nem &ll fenn az indexegyensily. (Az indexegyensiily elve azt mondja
ki, hogy a jobb és baloldalon minden Gsszeadandéban a szabad indexek szama, betijele
és indexpozicidja azonos kell, hogy legyen.) Most egy a szabadindexek szdma, azonos az
indexpozicié, de a betiijel kiillonb6zd!

2.2. Allitas igazolasa

Mutassa meg, hogy a

—

Ngr =10
egyenletnek csak trividlis megolddsa van \*-ra. Ha
o =a (v o7, y°)

megfordithato, azaz 1étezik az ‘ ‘
yz _ yz (SCI, 1’2, 1,3)

inverz leképzés. (Illetve lassuk be, hogy a gj vektorok linedrisan fiiggetlenek!)



ot

Megoldas:

Mivel - - - -
7=yt =ylis + 970 + s
és ennek alapjan
o= Oyt— 0= 0y

=70y =77+ 77+ 5
Ibe = Gk " T Gkt T gpk 2 T Gk '3

a kovarians bazisvektorok alakja kovetkezik, hogy

oy' 1 Oyl o Oyl g
a0 T a2t Tt =0
dy? 1 dy? 2 dy? 3
L I T B .
ox! + 0x? + ox3 0
3 3 3
LA I

Ozt 0z2 + o3

a megoldando egyenletrendszer. Ennek determindnsa

1
Jyz= 0
e =g va

Szavakban: az ER homogenitdsa miatt és a determindns zérustdl kiilénb6z6 volta miatt csak a
trividlis megoldds 1étezik azaz
M=X=)=0

A gr vektorok pedig linedrisan fiiggetlenek!

2.3. Allitas igazolasa

Igazoljuk, hogy ortogondlis gérbevonali koordindtarendszerben

gkt =0 k#£1
gkt # 0 k=1 (nincs &sszegzés!)

Megoldas:

A gorbevonali koordindtarendszert akkor nevezziik ortogonalisnak, ha kolecsonosen merélegesek
egymésra az =¥ koordindtavonalak. Mivel a g bézisvektorok az x* koordinatavonalak érintéi, a
g1, 92, 93 bézisvektoroknak egymasra merdlegesnek kell lenniok. A metrikus tenzor (2.9), alatti
értelmezése alapjan irhaté, hogy

g =gr- 9 =0 ha k#1
és
gk = Gk - g # 0.

Mivel |gr| # 0, a fenti feltételek teljesiilése elégséges a gorbevonali KR ortogonalitdsahoz.



2.4. Mintapélda

y3=z

Hatarozza meg hengerkoordinatarendszerben

1. a kovaridns béazisvektorokat

I 2. a metrikus tenzorokat és
y=y? 3. a kontravaridns béazisvektorokat.
Megoldas:
Az abra jeloléseivel
2t =r
22 =9
==z

A P pont 7 helyvektora

r = ylzl +y212 —|—y323 = zlxl cos z2 + zzml sin z2 + 23m3
alaki, azaz

1

yt=atcosz® y? =alsina? ® =23

Ezzel a Jacobi féle fiiggvénydetermindnsra a

Ayt Ayt Ayt .
*3‘31 78;!2 TZS cosx? —zxlsinz? 0
2 2 2 . .
Jyo = % % % = |sinz? alcosz? 0] =2t (COS2 22 + sin? x2) =z!
ay’ oy 9y’ 0 0 1

ozl ox2 ox3

eredményt kapjuk. Jél latszik, hogy 2! = R # 0 esetén megfordithaté a transzformacio .
A kovaridns béazisvektorok és kovaridns metrikus tenzor szamitast az aldbbiak részletezik — vo.

(2.5)2, (2.9),.

N 87) - 2 - . 2 —
glzﬁ:zlcosx + 19 sinz” = e,
T
-, 0T - 1 2, 1 2 1>
92:@:71'11: sinx” + 191 cosT” =z ey
- 0T =
g3=$213
1 0 0
lgu) = 9 - 91 = |0 (2)” 0
0 0 1

A kontravaridns mértéktenzor a kovaridns mértéktenzor inverze:

adj
g" = 7]659“)7 Go = det (gr1)
0

azaz




A (2.12)5 képlet felhasznélasaval adédik, hogy

—1 11—

11— _ —
g9 =9 =9 9g1=0

2

9
9 =" =9"p=—""5
zt)

7 =9"9 =¢%g = 3.

—~

2.5. Szorgalmi feladat:

1. Igazolja, hogy
1

k _ql
5 Emkl erpqu gq

Imr =
2(7%)

2. Igazolja, hogy
ePar — 5klmgkpglqng

(A (40)2 képletre vezeté gondolatmenetet kell felhasznélni.)



3. GYAKORLAT

INDEXES JELOLESMOD ALKALMAZASA II.

3.1. Szampélda az indexes jel6lésrendszerben

3
y Ismertek valamilyen gorbevonali koordinata-

- rendszer A pontbeli kovarians bézisvektorai az
3 g, y KR-ben. Ismert tovdbbé az @ harom kova-
A rians koordindtéaja.

Feladatok:

e Hatdrozza meg a bazisvektorok altal kifeszitett tetraéder térfogatat! ~o =7

e Szamitsa ki a kovaridns és a kontravaridns metrikus tenzor elemeit! [gx;] =7 illetve [gP9] =7
° frja fel a gorbevonald koordinatarendszer kontravaridns bazisvektorait! g* =?

o irja fel a fenti @ vektort a gérbevonald koordinatarendszer kovaridns bézisvektorai segitsé-
gével!

Megoldas:
A tetraéder térfogata a gj vektorok vegyesszorzatabdl szamolhaté ki:

1 1
Vams = 6<%



gri elemeinek kiszamitasa:

g11 912 913 1 1 1
[gkl ] =921 g2 23| =11 2 2
g31 g32 933 1 2 3

Mivel g szimmetrikus és gi; = gn - g7 18y

— =
gii=91-91 =1
— =
gi2 =01 92 =
- —
g13=9g1-93=1
- —

922 = g2 - g2 =

-
923 = g1 - 93 =2
— =
933 =93 93 =3

gP? elemeinek kiszamitasa el6tt szamitsuk ki a kovaridans metrikus tenzor determinansat:
go=|gm|=1-(2-3—-2-2)—1-(1-3-1-2)4+1-(1-2-1-2)=1

mely egyébként az eléadas alapjan is kovetkezik a go = ('70)2—b61.

Gl G2 @GB3 2 -1 0
[gm]:i G G2 G®|l=|-1 2 -1
go |31 32 (533 0 -1 1

mivel
G"'=2.3-2.2=2
G?*=1-3-1-1=2
G¥=1.2-1-1=1
G?=-(1-3-2-1)=-1=G*
G¥=1.2-1-2=0=G"
GB=—-(1-2-1-1)=-1=G*
Ellen6rzés képpen szamitsuk ki a gx;gP? szorzatot, mely egységmatrixon kell hogy adjon!
1 1 1 2 -1 0 100
12 2(-]-1 2 -—=1](0 1 0
1 2 3 0o -1 1 0 0 1
Szamitsuk ki a kontravaridns béazisvektorokat:
71 :g1zazg.ﬁ+(_1).(ﬁ+g) f0=11 -1
— - = - = =
TP=¢"g =(-1) i1 +2- <i1 +i2) +(=1)- (il + g +i3) =iy — i3
=g =04+ (1) (W i)+ 1 (Wit is) = s
Végiil hatérozzuk meg az @ koordinatait a gz béazisban!
a = ala + CLQQ_Q) + agﬁ
Az ismert képletekkel a fenti el8éllitasban 16v6 a’-k értéke az aldbbiak szerint adédik:
a' = g%as = g'ar + g%as + gPag =2- 142 (-1)+0-(=1) =0
a® = g*a; + g*%az + g*Paz = (1) 14+2-24+(-1)- (1) =4
a® = ¢¥a; + ¢*ay + ¢%Pa3 =014 (=1)-241-(-1) = -3



3.2. Bizonyitsa be

hogy a kovetkez6 egyenlet fennall

Megoldas:
gmr — 7m . 77"
R
itt
Végiil

mely

az adjungalt!

mnr

—5€

4vg

1 1
7€mklewq9_k> : [glq%> - glpE;] = A2
0

emkl ePd

1
ﬁemklerpq (G < 90) - (9p x 90) =

9kqJlp =

mkl 7
€ pqukgql !

4@

_emklerpq

2y

€ e " gpkYql

0

mkl rpq

—5¢C

mkl rpq—=>
ey -

e"klerpa (gkpglq - gk‘qglp)

9kpYlq

[0 % (5 x 99)] =

10



4. GYAKORLAT

INDEXES JELOLESMOD ALKALMAZASA III.

4.1. Mutassa meg

hogy igaz a kovetkez6 determinansokra vonatkozé Gsszefiiggés:

wr| 0 r
|a" | =¢°a, |
Megoldas:
A determinans definicidja alapjan:
i s ki index siillyesztés 1 k
r i S v, S w
|a ’ 3'ezjkersta a’®a"™ = 3'61JkeTStg a’ugj ay 9 =
def.: erstalalal =eupwl|a, | 1
s w T Tuvw iu  ju Kkt r
= ~ 3|€zjkeuvwg gj g ! | Qy, ‘ =
def.: euuwg gJngw 1
— ijk| iu
= ~ 3'euke ’g Ha
3! g0
azaz
’ i ’ _ 0 ‘ rl
a" =9 |a,
Hasonléan belathatd, hogy
— T __ u
lair | =golay | =gola'|
1 .. index emelés 1
k_rst ik _rst
lair | = g e airajsane = 1 = 3,6” € Giu @ gjo s Grw A =
def.: emStqu a'u aw_euuwl a | 1
T ijk euvw
= ~ :3|6J gzugjvgkw|a |
def.: €“"Ygiu gjv Grw=Cijk| Giu | 1 “ =
= m~ 3'6J eijk|giu||ar|:go|ar|
——N
3! 9o
amibdl az is ldthatd, hogy
T u
lay | =1la%|
4.2. Mutassa meg
hogy igaz a
0 _ (~0)2
9'=(")
egyenlet!
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Megoldas:
Az el6adés 33. o. 5.4. szakasza alapjan

—1 3m ——

Jgt=d"%m G =99 G *=9""gm

és igy
406123 — 20 [—>1 72 ?3] — glkg2lgdm [g—k> 7 97;]
L €kim= Y0 €kim
1
’YO
azaz )
(”YO) — erimg Fg? g
—_—
_1]0
vagyis
2
(") =¢
4.3. Lassa be
hogy
5P 6,7
eklmekpq = lp (slq
m m
Megoldas:
A permutéciés szimbdlumok szorzata alapjan (eléadéds 17-18. o. 23. képlet):

k 1 2 3
erme P! = eume P! + eyme™ + egime??
ezen fennti kifejezés csak akkor kiilonbozik zérustél, ha
l=p m=gq l#£#m = +1

hiszen ekkor az alsé és fels§ indexsor egyszerre paros vagy paratlan permutdcié (de csak egy
tag nem zérus)

vagy ha
l=gq m=p l#m=— —1

hiszen ekkor az alsé és fels6 indexsor kiilonb6z6 (ha az egyik paros a mésik paratlan és viszont)
permutécié (csak egy tag nem zérus a jobboldalon)

minden més esetben zérus!

Ezen fennti kifejezés értéke az el6adds alapjan:

k
Chime™PT = 561 — 515/

mely nem més mint a fennti 4llitdsban szereplé determinédns értéke!



4.4. Igazolja

hogy teljesiil a kovetkez6 determindnsokra vonatkozd dsszefiiggés!

1 o
kl| _ = .. ip . jq  kr
}a |— 51 Cidkepgraa’la
Megoldas:
A determinans definiciéja alapjan irhatjuk, hogy
’akl | _ eijkailaﬂakﬁl _

— all (a22a33 _ a32a23)
+ a21 (a32a13 _ a12a33)

+ aSl (a12a23 o a22a13)

amit tehat az elsé oszlop szerint fejtettiink ki.
Indexcsere altal kapjuk, hogy

i o
_ ‘ akl | _ ejz:kazla]2ak3 — eijkaz2aj1ak3
iJ
Mely a mésodik oszlop szerinti kifejtést jelenti.
o213 |akl ’ _ eijka12ajlak3
~—
-1
Ebbdl kapjuk, hogy
pqr kl| _ . . _ip,jq, kr .
e |a |fe”ka a’la Epgr
el epqr | akt | = eijkepqra”’a”ak”
——
31=6
Tehat amit igazolni kellett:
1 ey
kU| _ — 5 . ip 3q kT
}a |7 3'e”keWa a’la

4.5. Szorgalmi feladatok:

e Igazolja, hogy

1 .
_ sj tk
Air = zeijrersta™a

2
e Igazolja, hogy
1
A= §eijke’"3tas a®
e Igazolja, hogy ) .
60" 671 &



5. GYAKORLAT

INDEXES JELOLESMOD ALKALMAZASA IV.

5.1. Allitsa elb a projektor tenzorokat

frja fel azokat a masodrend(i tenzorokat melyek a © vektorhoz a vektor € irdnyd és arra
mer6leges osszetevoit rendelik (| € | = 1).

v
5.1. dbra. Vektor Gsszetevoi

Megoldas:

e az € irdnyba esé vetiilet:

B=(T ) =C(¢-T)=(Toe) T

——
i
— ., ” .

e az ¢ irdnyra meréGleges vetiilet:
— — - — =\ —
vj_:v—n:(l—eoeyv

| S ——
P

5.2. Szampélda az indexes jel6lésrendszerben

Ismertek valamilyen gorbevonali koordinata-
rendszer A pontbeli kovaridns bézisvektorai az
— x® y KR-ben. Ismert tovabba a GVK-ban az @
3 9, hérom kovarians koordinataja.

- =
g1 = 11

Sl
Il
)

|
H\.v_¢
<
[N
)
I
=
S+

Feladatok:

e Szamitsa ki a t,! és 7" transzformdcids tenzorokat!

14



e Transzformélja az @ vektort az y KR-be!

e Transzformélja a g* és g, tenzorokat az y KR-be!

Megoldas:
A 3.1 példdban mar meghataroztuk a reciprok bézisvektorokat:
—1 - -
g =t 2
—9 -
g =12 -3
—3 -
g =113
Ezek alapjan:
1 2 3
R Y 1
l_ = =l _ = —l 1 2 3| _
tE:gE-g =i g = tg tz tz = [-1
1 2 3 0
1 - =1 - - 1 - -1 -
tlzzl~g=zl~(zl—zz =1 ty =iy g =iz~
2 - —2 - (T 2 S -
tl:zl-gzzl-(@—@ =0 ty" =iy g7 =iz
3 - —3 - 3 - —3 _ =
t°=d1-9g°=11-i3=0 lyo =12 g~ =12-
- - - ([
t;lzzi'glzzi' zl—zz):()
- - - ([
t? =iz g7 =1i3- Zz—@):_l
t§3=2§-g3=z§-z§:1
Hasonlé megfontolasokkal kapjuk, hogy
1 2 3
—  — — n _ 1 2 3| _
T =9m - §=Ggm- 17 = [Ty T~ 17| = |1
731 732 T3 1
Mivel
- Kk
i = 1~
ezért
1 — 71 7 71 1 — 1
TIT=g1-i-=19-1-=1 TS =g2- 1= =
2 — - 2 —
7'1*:91-@2:2;-22:0 72*:g2~22:
3 — - 3 — T
7'1*:91'13:@'13:0 TQ*:gg-ziz
1 — _->1 - - - _.>1
7'37:93'1*:(Zl+22+2§ ci==1
2 — T2 - 9
7'3*293~17=<zl+22+z§ - ==1
3 — 73 - 7\ 3
7'3*=g3-27=(2l+22+z§ 1= =1

Ellenorzésként vizsgaljuk meg, hogy vajon teljesiil-e a

t&lTl§ =4,°

0 0
10
-1 1
- =
(-7)=-1
- =
(ig—i§>:1
-
’L&ZO
0 0
10
11
=, 77\ 71
(zl+zz>~zf:1
rdird —79
(Zl—l—lz)-l*:l
= =\ 3
(Zl+lg>'1*10
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relacié?
1 0 O 1 0 O 1 0 O
-1 1 0 1 1 0[=1]0 1 0
0o -1 1 1 1 1 0 0 1
Transzformaljuk az ‘@ vektort az y KR-be!
1
a=12 o = a1 ?1+ as ?2"‘ as ?3
1 —~ — ~
1 2 —1
E} = al71+ag7z+a§7§ ai =7
A szamités a kovetkez6 médon torténik:
1 0 O 1 1
aE = tﬁ a=|-1 1 0 21 =11
0o -1 1 -1 -3

0
[@=l= ) T E
-3 0 4 -3
10 0
ab=alrf=10 4 =3]|1 1 0o|=[1 1 -3
111

A 3.1 példa alapjan

11 1 2 -1 0
[grs]=[1 2 2 6 [¢M]=|-1 2 -1
12 3 0 -1 1

a metrikus tenzor az (z) KR-ben.

Kontravaridns metrikus tenzor az (y) KR-ben:

1 0 0 2 -1 0 1 0 0 1 -1 0
gl=rkrlgpt=11 1 0| |-1 2 -1[|1 1 0o|=|1 0 -1
1 1 1 0 -1 1 1 1 1 1 0 0
Kovarians metrikus tenzor az (y) KR-ben
1 0 o1 1 1 1 0 O 0 0 1
gri=t/t°9s=1|-1 1 O0f|1 2 2||-1 1 Of=|-1 0 1
0O -1 1| (1 2 3 0 -1 1 0 -1 1
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5.3. Igazolja

hogy igaz a kovetkezd allitas!

tﬁl T, 2=4 5
Megoldas:
Mivel
d7 = da'g] = dytiy, d7 =dz'g] = dztgy,
ahol . l
or Or
l k l E
dx aiykdy* dx @dl’*

és
- 07 B o7 Oy B %ﬁ

_or or 07 9zt _ Ox®_,
9=t~ oys Ozt Ol ‘s o

0zl Oxs 0l 0xl Y

amit a d7 fenti kifejezésébe visszairva, majd a d yk—t illetve dzX-t mindkét oldalon elhagyva
kapjuk, hogy

ozt Oyt — = Oxt Oz _, -

DEox = T gk ga % = O

EgyenlOség csak akkor lehetséges, ha

ozt oy . oz Ox2

- =42 htalibadl
OyE Ox! L Oxk Ox! k
~— S~
tkl T tﬁl ’rlg
azaz ha
s __¢s

Ezt kellett igazolni!



0. GYAKORLAT

INDEXES JELOLESMOD ALKALMAZASA V.

6.1. Igazolja

hogy a kovetkez6 kifejezés az adjungalt:

Megoldas
Vizsgaljuk meg a

2AIR _ el]keRstasjatk

kifejezés értékét feltételezve, hogy az IJK és RST is paros permutécié a kiinduldskor! (Ez a feltevés
nem sérti az dltaldnossigot):

IR
2A4°" = agjark + arkxasy — asxary —arjasg = 2(asjarx — ASKaTy)

I=3 R=2
Ha J=1 S=3 akkor
K=2 T=1

32
A’" = ag1a12 — asqa1;

a1 ai2 a3
a1 Q22 a23
az1 asz ass

Vagy altalanosabban
) 1 .. 1_.
ATapy = ie”ke”tarpasjatk = 526111 | arp |
———
[arp lepjk

Ezt kellett igazolni!

6.2. Igazolas

1 .

k

lag: | = 56” P! @i g Cker
Megoldas:

|akl ‘ = epqralpa2qa3r =
= a1 (a22a33 — ag3asz) +
+ a2 (ag3as1 — as1asz) +

+ a3 (a21a32 — a22a31)
Néma indexcserékkel kapjuk, hogy
T s
- | Akl | =e? A1pA2¢A3r = et 2pA1qA3r

ami a determindns masodik oszlop szerinti kifejtést adja. Mivel ep;3 = —1 irhatd, hogy

18
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,
e213 | art | = e’ agparqa3,

vagy altaldnos alakban (a 2 helyére i—t, az 1 helyére j—t, a 3 helyére k—t gondolva):

_ r 17k
eijk | arr | = e’ apajqan, e”
Az e¥*_val val6 szorzas a kivant eredményre vezet:
ijk ijk _pqr
ek | akr | = €7 e a0k,
——
31=6
Végso alakban:
1 .
ijk T
law | = s€77ePT a;pa g0k

3!

6.3. Tenzor transzformacidok

frja fel igazoldssal, majd foglalja tdbldzatba az A masodrendii tenzorra vonatkozé transzformd-
ci6 képleteit, ha az x KR-bél az (z) KR-be torténik a transzformécid!

—k  —l — —
agrgro gr=apg"o g
a 81&8‘#—&70—&1_@ P o ¢
kly D xqg g pq 9 9
k— —1_ p—=  —q¢q
a9k° §g-=0a,9p© g
l

i OxP Ozt 4 p—  —g
la k;airquog _a’quog

ezek alapjan

OxE Oxt &
Apg = Q| =—— —— = G =
Pq Elamp al,q kl p 'q

pa _ k102702 4, g
a’? = a*r——F— = a~"t,'t
Ozk Oxl kL
D L

ap :aﬁax am :a&tp,rl
q Loxk Oxa 1"k 'q

lc‘)xﬁaxq 1
al=a — — =azT,% 1
P k 9xp Orl k‘'p "L

6.4. Mutassa meg

hogy go skaldar M = 2 sullyal.
Megoldas:

do = eggggglgbzggé = egbgtgktfgkptgltgqglqtgmtgrgmr =

= egbgtgktgltgmtlptgqtgrgkpglqgmr = teklmgkpglqgmrtlptgqtgr = thepqrtlptgthT = t290
—_——— ——— —————

t

eklwn' t K ‘ go€pgr
a

Ezt kellett bizonyitani.



6.5. Igazolja

hogy valédi skalar valamely két vektor skaldris szorzatal
Megoldas:
Egyszert atalakitasokkal kapjuk, hogy

r_P s r
agbﬁ =t,7s-a,b" = ayb

~——
oy

6.6. Igazolja

hogy valédi vektor két valédi vektor vektoridlis szorzata!

Megoldas:

¢ = 5pq£a£b2 =

P q
Erimt, b,

g b Ty Ty @b =
_ ) k:é' lym upy —
= EkIlmOq, Oy t£ a -
kpl
= trmgklma b= trmcm
T , T

Cm

20



7. GYAKORLAT

INDEXES JELOLESMOD ALKALMAZASA VI.

7.1. Lassa be

hogy helyes az el6adasanyagban kiadott

0 —s3 s
Spq = /90 s3 0 —st
-5 st 0
képlet!
Megoldas:

Az el6addsbeli (120) képlet alapjan index dtnevezéseket is alkalmazva frhatjuk, hogy

— T __ ™
Spq = —€pgr S = TV Yo Epgr S
(a) (a)

Nyilvanvalo, hogy
811 = S22 = 533 =0

A tobbi elem
3 3
s12 = —+/go €123 8 ° = £/qo s
21 9 213 (a) 9 (a)
_ a2 2
513 =~V 90 ega‘%(i) £ go(i)

s'=Fg0

S = — e
3= Voem e

g1
(a)
Ezt kellett igazolni.

7.2. Igazolja

hogy
gg_k’oﬁ ZEMT?T

Az & tenzor kifrdsaval kapjuk, hogy
Erpqg)r o ?p o 71] Ec) o E) = Erpqg)répkéql = Eklr?T

Ezt kellett igazolni.

7.3. Lassa be

hogy igaz az eléadason felirt
(D 8) = (s

21
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formula!

Megoldas:
Egyrészt:
Q-é:dk}slr — tr(D

8) =dy 5"

masrészt:

S-D=s"d? — tr(S-D)=s"d

A néma indexek alkalmas dtnevezésével azonnal kapjuk, hogy a két képlet azonos.

7.4. Mutassa meg

hogy az el6adason felirt
(D 5" =5 D

formula mindkét oldala ugyanazt az eredményt adjal
Megoldas:
Egyrészt
tr (D S)=tr (dug" o g's""gP o g% =tr (duspy™g" o g9) =
= tr (dklslq?k 0 g9 = dklquslq = dqlslq

masrészt pedig:

Jie>)
IS

= Skl7k © ?)l dpq7p © 7""- = Skldpqgkpglq = Skqqu
Q.u.e.d.

7.5. Sajatértékek vizsgalata

Legyen A1 és Ay a karakterisztikus egyenlet két kiilonboz6 gyoke, azaz a sajatértékfeladat két
kiilonboz6 sajdtértéke. Jelolje ny és ny a vonatkozé egységvektorokat. Ekkor

(A-MD)-T=0 &  (A-dl)-m=0.
Innen, elsé esetben az na-vel, mésodik esetben pedig az ni-el torténd skalaris szorzéssal azonnal
adédik, hogy
ng - A-ny = \ng - ny és ni-A-ng = X\ong - na.
A szimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos osszefiiggések alapjan
Ezen utébbi egyenlet figyelembevételével képezve az fenti egyenletek kiilonbségét, az

(A — X2)ny -np =0 azaz az nons =0 tehat n L ng

eredményt kapjuk, ami azt jelenti, hogy a kiillonboz6 sajatértékekhez tartozo f6iranyok merolegesek
egymasra.

Tegyiik fel, hogy komplex szdm a A\; sajatérték. Ekkor a vonatkozd féiranyt add
A7t = N7

egyenletnek komplex a jobboldala. A baloldal pedig A valés volta miatt csak akkor lehet komplex,
ha az 7 is komplex. Kévetkezésképpen az i felirhaté a

— = —
N1 = N1Re + 2N 1Im

alakban. Nyilvanval6 az is, hogy a Ao = A; # A — a feliilvonds a komplex konjugéltat jeloli —
ugyancsak sajatérték, a vonatkozd féiranyt pedig ugyancsak konjugélassal kapjuk azaz:

— N = . — —
A-ng =\ vagyis A-nf = dony



23

Emellett _
— — —
N2 =M1 = N1Re —?MN1Im
n1 - s = 0 egyenletnek. Ugyanakkor az nj és na-t adé fenti

Mivel A\; # Ao fenn kell allnia az
képletek felhaszndlasaval

77{ : _2> = (ﬁlRe + iﬁllm) : (ﬁlRe - iﬁllm) = ﬁ>1Re : WlRe + Wllm ﬁ>1Im = H771>||2 7£ O;
azaz nem zérus az ny - 1y skaldrszorzat. Az a feltevés tehdt, hogy a A; komplex ellentmondésra

vezet. Kovetkezésképpen valdsak a A\, (k = 1,2,3) sajatértékek.

7.6. Szampélda
Hatdrozza meg a valamely gorbevonali koordindtarendszerben egy adott pontjdban az A tenzor

sajatértékeit és féiranyait ha az adott pontban ortogondlis egységbazisu a KR!

8 0 25
[akl] = 0 —10 0
25 0 =35
Vegyiik észre, hogy a 2. koordinatavonal féirdny hiszen a1 = azs = 0. A vonatkozé sajatértéket
jelolje ()\). Ez nyilvanvaléan a maéasodik oszlop diagondlis eleme: (/\) = —10. A karakterisztikus
egyenlet
air — Agi ai2 ais api; — A ai2 ais
P3(X\) = —det (A— X)) = — azi a2 — Ag22 ass =—| az  ax—A  as
asi asz2 ass — Ags3 asi asz2 asz — A

A— )\> (/\— /\> =0
(b) (c)

=\ - A])\Q + A A=A = <)\ — ()\)) <

Mivel nem ismerjiik a karakterisztikus értékek sorrendjét azokat jelolje ezeket egyszeriien ()\), i\) és
a

M. A karakterisztikus polinom

(e)
85 — A 0 25
Ps(\)=—| 0 —10 — A 0 | =A%—40)\* — 4100\ — 36000 = 0
25 0 —35— )\

alaku, ahol
Ar= X + X+ A =40, A = —4100, Arrr = X A A = 36000,
(@) () (o (a)(b)(c)
Itt a fétengelyek KR-ét véve alapul és a késébbiek kedvéért kiirtuk képletszertien is az Ay és Ay
(a)

skaldrinvariansokat. Ha A # (/\) akkor dtoszthatjuk a Ps (\) = 0 karakterisztikus egyenletet a A— A

gyoktényezovel
Ps; (A
3 () _ </\— A) </\— /\> :)\2—<>\+ /\>/\+ AN =0.
A=A (b) (e) () (o) (®)(e)
(a)
Nem nehéz észrevenni, hogy
A
A+ A=A4,—A=50 & A =" —_3600.
®) (o (a) (b)(e) (3)

A
>)\+;\H>\250)\36000

Kovetkezésképp a
M — (AI - A
(a)

(a)
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masodfoku egyenlet megolddsa megadja a két hianyzé sajatértéket: (i\) = 90, (/\) = —40. Nagysag

szerint rendezve

A=XA=90, A=A=-10, A=2A\=-40
IR0 @ (a) @ (@

Nyilvanvalé mostmar az is, hogy gs = (ﬁ; Az (ﬁ; vektor az
2 1

n 1 n L
a1 — A a2 ais (1)2 85 — A 0 25 (1)2 0
a1 agy — A a3 ("il) = 0 10—\ 0 (717’) =10
asl aso asz — A n 3 25 0 -35—A n 3 0

1) 1
ER megoldasa. Fiiggetlen egyenletek véalasztdsa utdn kapjuk, hogy:

—5nt4+25n3=0 — nl=5n3
(1) (1) (1) (1)

—-100n2 =0 —~ n2=0
(1)

250t —125n3 =0
(1) (3)

Mivel

1 0
nkgkml:[5 0 1] 0 2
0 0

1 1
n = ———— (591 +935) = —= (591 + 95

1O /nkgynt V26
az eredmény. Ennek alapjan az (ﬁ; kiszamitasa egyszertien torténhet, ha figyelembe vessziik, hogy
3

a sajatvektorok jobbsodratu ortogonalis bazist kell, hogy alkossanak:

1
V26

1
m=nxn=—_(0g+93) X g =

3 @O @ 26

(Ber2s g +esg!) =



8. GYAKORLAT

SAJATERTEK FELADAT VIZSGALATA

8.1. Szimmetrikus tenzor matrixai

Az (z) gorbevonali KR P pontjdban ismertek a

10 14 7 5 0o -7
[gr] = |14 21 10 [¢""]=1]0 1 -2
7 10 5 -7 -2 14
metrikus tenzorok.
A
1 0 O
B=bygrog! bri] =10 4 6
B 0 6 13

tenzor szimmetrikus.
Szamitsuk ki a tenzor vegyes indesii és felsd indexes koordinatdit!

Megoldas:
5 0 =7 1 0 0 5 —42 -91
[bkl} = [gk"bnl] 0 1 —=2]-]l0o 4 6] = 0 8 _90
-7 -2 14 0 6 13 -7 76 170

nem szimmetrikus a matrix!

1 0 O 5 0 -7 ) 0 -7
(0] = [bkmg™] =10 4 6| |0 1 —2/= |-42 -8 76
0 6 13 -7 -2 14 -91 —-20 170
nem szimmetrikus a métrix!
5 —42 -91 ) 0o -7 662 140 —1225
"] = | " bpmg™ | =0 -8 —20|-|0 1 -2 =] 140 32 —264
be -7 76 170 -7 -2 14 —1225 —-264 2277

szimmetrikus a matrix!

25
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8.2. Ferdeszimmetrikus tenzor vizsgalata

Legyen
é = quﬁp o 7‘1

tenzor ferdeszimmetrikus. Hatdrozzuk meg a tenzor skalarinvariansait, sajatértékeit és a vonatkozé
féirdnyokat.

Megoldas:
Az s, tenzor karakterisztikus egyenlete a sajdtvektorokkal kapcsolatos !

(8pg — Agpg) n? = gpi (Slq - Aalq) nf

egyenlet alapjan

l l
= |5pq — Agpgl = — |9l |3 g = A0 q| =0.
Melybdl egyrészrol:
— |pq — Agpql =

= goA’—
1 klm _pqr )\2

- ge € (skpglqgmr + JkpSiggmr + gkqglqsmr) +
1 X

+ geklmepm (Skpslqgmr + SkpJlqSmr + gkqslqsmr) A—
1

- ?eklmepq'r' (Sk:pslqsmr + SkpSlqgSmr + Skqslqsm'r)

[spql

maéasrészrol:

go (N> = SyA* + S A= Spr) =0
A fentiek egybevetése alapjan irhaté, hogy

1 S11 912 913 gi1  Si2 913 gi1 giz2 S13
Sr=—1q1521 Gg22 g23| +|g21 S22 g23| +|g21 g22 S23
S31 932 G933 g31 S32 933 g31 932 533

De hasonléan felirhaté, hogy

k k 11 22 33
Sr=68%=9""8mr =9 S11 +9g° S22 +g° 533 +
~— ~— ~—~
0 0 0
12 21 13 31 23 32
+ (g"%s21 + 9" s12) + (9"%s31 + %' s13) + (97523 + g7523) =0
0 0 0
Mig felirhato6 az
1 S11 S12 913 g11  Si12  S13 S11 912 S13
Srr = ; S21 S22 g23| + |g21 S22 S23| + [S21 g22  So3
0 $31 532 33 931 S32 S33 531 932 533

Osszefiiggés is. Mivel S; = 0 igaz, igy fennall az is, hogy

1 1
S = _Eskpsp = _§smn$nm

1 Az hogy
511 = S22 = s33 = 0, illetve s12 = —s21, 513 = —s31, S23 = —832
nem garantalja, hogy
311 =0 322 =0 stb.
hiszen példaul
sby = g s = Ml s11 + 912801 + g 3831
~—~

=0
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Az eléjelviszonyok tisztdzasira tegyiik fel, hogy ortogondlis? a KR. Ekkor gi; = 0 ha k # [ és
grk > 0. Ortogondlis KR-ben
sy =g"sn =g s11 4+ g"%s01 + g 531 =0

illetve hasonléan addédik, hogy

Masrészt az is fenndll, hogy

12 10, 2 1 2k 11 22
ST=9 8 =9 9 Sik=9 g 512

ugyanigy adédik, hogy
13 = gllg33g,, §23 = g2 5.

Kovetkezésképpen

azonos eléjelt. Ez azt jelenti, hogy
SII =—2=S Snm =
= 5 [512521 N S ITE ] =

= 1 [812812 + 5% 5oy +] >0

2
1 0 s12 si13
Srir = ™ skl = % |52 0 s23| = — [s12523831 + 21832513 = 0
0 0 0
s31 sz 0

Az invaridnsokkal felirt karakterisztikus egyenlet
A2+ SrtA=0 A>0

Kovetkezésképpen a A = 0 az egyetlen valds sajatérték.
A hozza tartozé m sajatvektorra nézve fennall, hogy

(s-2p) =T

azaz, hogy
0

I
e
I

De mivel
— — —
S =5, XM

. — s — . . . .7 e s
mely szerint s, és 0 ||. A ferdeszimmetrikus tenzor vektorinvaridnsa a tenzor fSirdnya.

2 Ez nem sérti azz 4ltaldnossigot, hiszen invaridns mennyiségrél van szé.



9. GYAKORLAT

PELDAK INDEXES JELOLESRENDSZERBEN

9.1. Sajatértékek, sajatvektorok meghatarozasa

Valamely gorbevonali KR egy P pontjaban

g1 = 11, 9225227
—1 _ 1 —2 52
g = ) g _2’577

a kovarians és kontravarians bazisvektorok kovetkezéleg

1 0 0 1
[gmn] =10 i 0 és [gkl] =10
0 0 1 0
a metrikus tenzorok tovabba
- 1 0 0
0 0 1

— -
gs = 13,
7=
0

0

1

1 0 O

0 2 0

0 0 1

a két transzformdciés tenzor. Adott a B = F - ET tenzor vegyesindexes alakjanak maétrixa a

gorbevonalu KR tekintett pontjaban:

104 30 0
[B”] =1]120 40 ©
0 0 48

Ellenorizze, hogy szimmetrikus-e a tenzor majd szamitsa ki a tenzor sajatértékeit, sajatvektorait,

illetve ha pozitiv definit akkor a négyzetgyokét is!
Megoldas:

1. A tenzor szimmetridjanak ellendrzésére szémitsuk ki a kontravaridns koordindtdkat (osszete-

viket):

104 30 O 1 00 104 120 O
[B™"] = [B"g™] =120 40 0| [0 4 O| = [120 160 O
0 0 48] 10 0 1 0 0 48

Mivel B™" = B™™ a tenzor szimmetrikus.

2. A karakterisztikus egyenlet az
104 — A 30 0
—|BP, = AP =—]] 120 40-X 0 ||=(A—48) ‘ {101125 A 4032 A} ’
0 0 48 — A

= (A —48) (A\* — 144X + 560)

28
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alakban irhaté le, ahonnan
A1 = 140 Ao =48 és A3 =4
a harom sajatérték. Kovetkezdleg pozitiv definit a tenzor és van négyzetgyoke.

. Nyilvénval6, hogy a g3 irdny mésodik féirdny

n =93
2
Az elsé f6iranyt add
— k—
=n gk

vektor a
(104 — X)) nt +30n?=-36n'+30n%=0
1) 1) (1) (1)
vagypedig a
120n ' + (40 — X)) n?=120n"' — 100 2
(& (1 1) (1)
egyenletekbdl szamithaté. Az eredmény
5
1 2
n-=-=n
1) 6 (1)
A féiranyok merélegessége miatt az is nyilvanvald, hogy
n3=0
1)

A normadlési feltétel szerint

25 1
nkgkznl_n1911n1+n2922n2_( + > n?=1

—+-]n°n
(1) (1) 1) 1) 1) (1) 36 4) 1 @
ahonnan
nz——ﬁ és nl——5
n V34 1 V34
Végeredményben

— 1 — — 1 (—>1 6—)2)
W= —— (571 +633) = —— (571 + -
1) m(gl 92) \/32 g 49

A harmadik féirany abbdl a feltételbdl addodik, hogy jobbsodrati kartéziusz KR-t alkotnak a
féiranyok egységvektorai:

— - = 1 — 1 —9 —
= = —— (55, +6 — — (5e1395 6 -
(7;) (711) X (”) 34( g1 +6g3) x g3 \/3—4( €1325°G "~ + 6e23197)
V9o 1n—1  —2 1 —1 =2 1
_ 6 -5 — _ (6 _5 = ——(6g7 — 20
ﬁ34( g 9°) 136( g ) 136( g1 — 2093)
. A f6tengelyek KR-ében
B=MToR+ MR om +\Won =

- 1 @ 2 @ 3 3

=1407 o +487 oW +4m oW
m o @ 66

a B tenzor matrixa és

V=VIOnon +VA8TW o +2n o n
1 @ @ @ 3 G

a tenzor négyzetgyoke, hiszen

I,
I
I
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5. Az (z) gorbevonali KR-re térve at irhatjuk, hogy

140 6 1
V= 31 (591+6g2)o0 (571 + 472) + V48g3 0 g% + 8 (6g1 —20g3) 0 (6" —577°) =
140 1
={ T —"(2597 +3093) + — (3697 — 120g3) p 0 g’ '+
34 68
31140 5
+ { o (591 + 695) — = (697 — 209—2’)} 0G24+ V487303
azaz, hogy
504140 + 36 _, 60+4/140 — 120 _, 1
V= g1 + g2p09 +
68 68
154/140 — 30 18140 + 100
+ g1 + o gt +VA8gz 0 g?
68 68
Kovetkezésképp
501140436 15/140—30 0
68 68
[Vm} — | 60v/140-120  18v/1404+100 0
q 68 68
0 0 V48
és amint az némi szdmoldssal ellendrzésként addodik:
[ 501/140+36 15v/140—30 0 501/140+36 15/140—30 0
68 68 68 68
[Vm Ve ] — | 60v/140—120  18+/140+100 0 60v/140—120  184/140+4100 0 =
" n 68 68 68 68
i 0 0 ++/48 0 0 +4/48
[104 30 0
= (120 40 O | =[B"].
| 0 0 48

9.2. Hatarozzuk meg

hogy mi az Osszefiiggés

agr a; a a”y
determinédnsai kozott!
Megoldas:
A determinansok szorzéastételét felhasznilva

laxt| = |gxma”}| = go |a"}]

= [grma™" gut| = g |a™"|

= la" gni| = lai"| 9o
Kovetkezbleg

|a,"| = la"t]
Ugyanigy irhatjuk, hogy
@™ = 19" | = ¢° |am|
= 6" ang™| = (9°)° |amnl

n| =

= |a*.g™| = |a", | 4°
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9.3. Polaris felbontas képzése

Valamely gorbevonali KR egy P pontjdban

g1 =1, 9225227 gs =13,
=T, 7272, 7 =72
a kovaridns és kontravarians bazisvektorok kovetkezéleg
1 0 0 1 00
[Gmn) = [0 % 0 és ¥ =10 4 0
0 0 1 0 0 1
a metrikus tenzorok tovabba
- 1 0 0 1 00
r =7 =10 5o & [f]=]o 20
0 0 1 0 0 1

a két transzformdcios tenzor. Adottak az F tenzor kontravaridns-kovaridns és kovaridns
kontravaridns koordindtai az (x) gérbevonali KR-ben:

0 —08 —12 0 -32 —12
[Fi]=12 o0 0 F]=105 0 0
0 06 34 0 24 34

Hatarozza meg a tenzor polaris felbontasait!

Megoldas:

1. Els§ 1épésben a C = C* g 0 gl = FT - F tenzort szémitjuk ki:

0 05 O 0 —0.8 —-1.2 1 0 0
[CF] = [(FT),F5]=[-32 0 24| |2 0 0 | =10 4 12
-12 0 34 |0 06 34 0 3 13
2. A karakterisztikus egyenlet mostmar a
1—2A 0 0
—lem —acm|=—|| 0 4-x 12 :(A-1)H4gA 1313A”:
0 3 13— X

= (A—1) (A\* = 17A + 16)
alakban ifrhaté fel, ahonnan
A =16 és A=Az =1
a harom sajatérték. Kovetkezbleg pozitiv definit a tenzor és van négyzetgyoke.

3. Nyilvanvald, hogy a g7 irdny a mondjuk mésodik féirany

Az els6 foiranyt ado

vektor a
(4—=X)n?+12n3%=-12n?4+12n° =0
1 1) (1) (1
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vagypedig a
3n?+(13-X\)n®*=3n?-3n3
) ) 1 e

egyenletekbdl szamithaté. Az eredmény

nl=0
(1)
A normadlési feltétel szerint
2 2 3 3_ 2,2 _
(711) Fgun & ) = (le) 922(711) + (7}) 922(71&) (922 + g33) (711) (711)
1
= (—I—l) n2n?=1
4 (1) (1)
ahonnan 5
2 3
n‘=n°"=—
n @ V5
Végeredményben

— 2 2 < —92 —>3)

n = — —+ = — +

5= (92 +33) NACEARE
A harmadik f6irdny abbdl a feltételbdl adédik, hogy jobbsodrati kartéziusz KR-t alkotnak a
féiranyok egységvektorai:

2

— 2

— = _ 2 — - _ _“ .73 -2\ —
(?)—(?)X(g) \/5(92+93)X91 \/5(52139 +e3129 )
2\/90 —s 3 T 3 1 — =
= —_— — = —_— — = —_— 4 — Q-
\/5(9 J°) \/S(g 9°) 7 (42 — 53)
4. A fétengelyek KR-ében
C=MTonm+non+\non =
- 1 @ (2 (@) (3) (3)
=16mom

n+non+mnon
1 @O @ @ 6 3

a C tenzor diddikus alakja és

U=4non+mnon+mnomn
- “» O @ 9 6 G
a tenzor négyzetgyoke, hiszen
v=c.
5. Az is nyilvdanval6, hogy
U'l=-Ronm+Tnonm+non
- 40 O @ @ @ 6

6. Az (z) gorbevonali KR-re dttérve frhatjuk, hogy

_ 6—> —
U=~ (gz+g3)0<4g +9
-

1071+{@+£)+

)
16 1
(B@+m-tum-m}e7°

_|_



azaz, hogy

3 17
U:—> —1 © 90— —2 14 - —3
U 109 + 592+53 °cg-+ 592+593 °g
Kovetkezésképp
1 0 0
[ol=10 3 %
17
0 5 37
és amint az némi szamolassal ellenorzésként adddik:
1 0 O 1 0 O 10 0
orn)= o 5 2| o s 2= jo 4 12l =jon
317 3 17
05 3]0 5 % 03 13
Az is addédik, némi szdmolédssal, hogy
_ 1 1 1
U= L@@ ({704 7)o T 4 L UE - @) e (77 - 77) -
1 1
=giog'+ 2*0(_5-1-_3))"'5(49_2)—%)) 0 g+
1,5 = 1 —3
+ 5(2-&- 3)—5(492—93) °oyg
17 3 3 2
U71:—> —1 = 99— —2 9= L— —3
Y gio g t5092 5909 Ty g2 T 09
1 0 0
—1\m 17 3
[(U™) 7] = |0 0, 5
0 —3% 3
Valéban _
1 0 O 1 0 0 1 00
Uk (U1 *] = |0 % ﬁ 0 ;%3 —2§ =10 1 0
0 £ 5] |0 —55 £ 0 0 1
7. A forgaté tenzor kiilonboz6 alakjai pedig az alabbiak szerint adédnak:
0 —-0.8 —-1.2] |1 0 0 0 —-0.5 0
[RE] =[F; (U ) ]=|2 o0 0 |10 %3 -2l=12 0 0
0 0.6 3.4 0 —35 % 0 o0 1
1 0 0] f0 —-05 0 0 —-05 0
[Rom) = [geRY,] =10 2 0| |2 0 o0|=]05 0 0
0 0 1|10 0 1 0 0 1
0 —-05 0|1 0 O 0 -2 0
[R,"] =[Rnsg°™]= 105 0 0f |0 4 0Ol=1]05 0 O
0 0 1110 0 1 0o 0 1
1 00 0 -2 0 0 -2 0
[R*m] = [¢""R,"] = [0 4 0] |05 0 Ol=|2 0 0O
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Ellendrzésként szamitsuk ki az R - QT szorzatot:
0 —-05 0 0 05 0 1 00
Q5. @), =[Q%Q =2 0 0 |-2 0 0|=1{0 10
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Az (y) KR-ben
1 00 0 —-05 0|1 0 O 0 -1 0
[qu]:[tp”antqm}: 02 0{fo5 0o ofllo2o0=[1 0 o0
o - - 0 0 1 0 0 {10 0 1 0 0 1

a forgato tenzor.
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8. Végezetila V. = I - QT képlet alapjan kapjuk, hogy

0 —08 —1.2] 0 05 0 1.6 0 —1.2
(VR] = [FF(RT)] = [FF.R®] =12 O 0 -2 0 0ol=|0 1 o0
0 06 34|00 0 1 -12 0 34
amivel
16 0 —1.2][16 0 —1.2 4 0 —6
VvEvi]=10 1 0 0 1 0 |=[0 1 0
-12 0 34| |-12 0 34 -6 0 13

Maésrészrol, mivel V:=F.F T méd van az ellenérzésre is:

0 08 —12]1[ 0 05 0 4 0 —6
[F¥(FT)s] = [F*,F]=12 0 0 |[|-32 0 24/ =]0 1 0
0 06 34| |-12 0 34 6 0 13

Ezzel a feladatot megoldottuk.

9.4. Allitsunk el8 ortogonalis tenzort!

Az elballitott geomatriai kép alapjan a det (ka) = 1 esetben a @ ortogonalis tenzort forgatas-
nak, vagy forgaté tenzornak nevezik és R-el jelolik. Az R forgaté tenzorok az ortogonalis tenzorok
egy alcsoportjat alkotjat. o o

Ortogondlis tenzorok tébbféleképpen képezhetSek. Legyen (e, €, €2) és (€, €,, e¢) két egy-
mastdl kiillonb6zé ortonormaélis vektorharmas.

_ — = —>_1 il T —>_O
€r €r =€y €y =€ €; = €r €y =€y € =€y-€; =

el =1 — = = _ =

—_)._)— . —_). =
en = €¢ €y =€ €¢ =6y

=0

Sl

Melybdl a kovetkezo
Q-Tod+5 08+ 07
tenzor ortogondlis, hiszen

QT Q= (o0& +8 06 + & o) (G oG+ 08+ 0&) = Gow +& 08+ 0F =

I~

illetve hasonléan belathatd, hogy

Az is nyilvanvald, hogy

G=Q-¢ ¢=Q& e=Q-&
illetve
?:Q—l.a’:QT.g; 57’: —L@ZQT.@’ QzQ‘l-a’:QT-e_;

irhaté, hogy
és
ea=R-& e =Re e=e=REe

ami vildgosan mutatja, hogy a e_g vektort onmagdra képezi le az R tenzor, mig az e_g és 6_7; vektorok
rendre az e, és e_y) vektorokba fordulnak el.



9.5. Igazolas
Legyen @ egységvektor. Igazolja, hogy az aldbbi tenzor ortogonalis:

in—Q?oE’

Megoldas:

Ekkor felirva

Q.QT:(i—Q?oE)).(£—2703):£—2707—2707+47-E)-(6’07):£

9.6. Mutassa meg

hogy Q" ortogonalis tenzor! Ha tudjuk, hogy @ ortogondlis, tovdbbd n egy pozitiv egész szam.

Megoldas:
n = 1-re igaz a feltevés szerint, mely alapjan tudjuk, hogy
Q" -0 a-1
Ha n = 2 akkor a kovetkezét kapjuk:
T T
¢-2¢ (@) -(e9 -¢"¢
Ekkor felirhaté, hogy
T
@ (@) =@ @ Q=0 =1
= \= = X X = = =
I

mely az n = 2-re torténé igazolas volt. Hasonléan belathatd az n > 2 esetekre is az allitas.



10. GYAKORLAT

DERIVALIS GORBEVONALU
KOORDINATARENDSZERBEN

10.1. Christoffel szimbdlumok

Vannak-e azonosan zérus Christoffel szimbdlumok egy ortogonalis
gérbevonali koordinatarendszerben?

Megoldas:

Az el6adédson elhangzottak alapjan, az els6faji Christoffel szimbdlumokra érvényes a kovetkezo
Osszefiiggés:

1
5 (apgrs + argps - asgpr) .

Azonban tudjuk, hogy egy ortogonalis koordinatarendszerben:

gkk #0 gk =0, ha K#L

Fpr,s =

Ezen utébbi feltételeket kihaszndlva irhatjuk, hogy

1
kv = 3 (Oxgrm +0rLgmx —Omgrr) =0 ha K#L#M
illetve

1 1
Ippy = 5 (Opgpm + Opgpnv — Omgpp) = *iaMgPP
1

1
F'pmp=Tupp= 5 (Opgmp + Omgprp — Opgnmp) = §3M9PP

1
Lppp = §aP9PP

Ezen fenti képletek segitségével viszonylag gyorsan meghatarozhatéak a Christoffel szimbdlumok,
ortogondlis gérbevonali koordindta rendszerben.

36
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Hatarozzuk meg a Christoffel szimbdolumokat hengerkoordinata rendszerben!

A megoldashoz sziikségesek a kordbbi gyakorlaton mér felirt kovarians és kontravarians metrikus
tenzorok matrixai:

1 0 0 1 0 0
gl = {0 («1)* 0 d*"1=10 =)™ o
0 0 1 0 1

Megoldas:

Az el6z6 feladatnal felirt formulak segitségével azonnal kapjuk, hogy

1
I'pp1 = *53191313 I'pp2=Tpp3=0
v = 5519MM Porro =Tsr3 =0
Fppp=0

ahonnan kovetkezik, hogy
— 1 _ 4 — — 1
F22)1 = —X = -T €S F1272 = F21,2 =X =T

a nem azonosan zérus elséfaji Christoffel szimbdélumok.
A nem azonosan zérus masodfaju Christoffel szimbélumok indexemeléssel adédnak:

1 11
Py =Ta219" =—2" = —r

2 _ 2 22 _
Iy =T =T21,290"=—F=-.

10.2. Igazoljuk
hogy a metrikus tenzor kovarians derivaltja eltlinik, azaz
Gri:m =0

Megoldas:

e Az eldadason elhangzottak alapjan irhatjuk, hogy
Grtzm = Gktom — UiinGst — DionGks = Ghkom 9L+ Gim - 9k — Uingst — Dibnrs =
=T5m0s - 90 + U595 - 9k — Dingst — Tingsk = 0
e Legyen ¢ = clg; vektor allandé. Kovetkezésképp a
2= (&) - (¢F) = g

szorzat is dllandd. A tovabbiakban azt fogjuk kihasznélni, hogy élland6 vektor és allandd
skalar kovarians derivaltja zérus, azaz

—2 k l k1l k1 k1
(C );m :C;mc gkl+c C;mgkl‘FC C gkl;m = C C Gkl;m =0

Mivel ez az egyenlet barmilyen konstans ¢ # 0 vektorra fennall, igy

gklym = 0.
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10.3. Igazoljuk
hogy az epsilon tenzor kovarians derivaltja eltlinik, azaz

par
e’ =0.

Megoldas:

e felhaszndlva a kontravarians tenzorok derivalasi szabdlyat, irhatjuk, hogy
et = el L+ 1], e + T eP™" + T ePe?
ahol
=g GG 0 = T [G°07q" ) ~ i [dP9° 9" T [P 979" =

'm
— _TP sqr __ 149 psr __ 17" pqr
- Fmsa 1—‘WLSE Fmsa

amivel rogton adédik, hogy az

et =0.
— —
e Legyen @ = a,gP és b = b, g9 konstans vektorok @ # 6), b # 0ésaTxb #*
—
0. Kovetkezésképpen a ¢ = @ x b vektor is allandé. Mivel allandé vektorok kovaridns
derivaltja zérus, irhatjuk, hogy
Chom = (P apby).,,, = "1 L apby + P apmby + P apbym = P, a0 = 0
N
Mivel ez az egyenlet barmilyen nem azonosan zérus és egyméssal nem parhuzamos @ és b -re
igaz, igy fennall a
et =0.
10.4. Igazoljuk
hogy
l
(\/90);3 = (70);3 =0l
Megoldas:
Tudjuk, hogy
———
Yo€123 = €123 = [919293] -
~—
1
A szorzatderivalds szabalyanak alkalmazasaval kapjuk, hogy
(70)., = 100s = 0s [919293) =
— ———

= [(8591) 9293] + [91 (0592) 93] + (9193 (3:93)] = Ty [99295] + Tz (919193 + T3 (9192 91

1 2 3 l l
=T €123 + [ise123 + 13123 = €123, = Yol

Ez egyben a feladat megoldésa is.



11. GYAKORLAT

HEJELMELETI PELDAK

10.1. Téruszra épitett térbeli KR vizsgalata

Hatarozzuk meg a vazolt téruszra épitett térbeli, illetve feliileti koordinata rendszer béazisvek-
torait, a metrikus tenzorokat, a gorbiileti tenzort és a gorbiileti viszonyokat. A szamitdsok soran
az abra jeloléseit alkalmazzuk.

10.1. dbra. Jelolések a toruszhoz kétott rendszerben
Megoldas:
A P pont helyvektora
7 = (ao + by cos 1:2) cos xlz + (ao + bg cos mQ) sin xli_g + bg sin ng
alakid. Az is leolvashaté az dbrabdl, hogy
— — —

2 17 2 177 2%
a3 = COSXT”COSXT 1] + COSxT™SINT 19 + S x 13

a téruszfeliilet P pontbeli kiils6 normélis egységvektora. A P pontbeli bazisvektorok az eléaddsban

39
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elhangzottak szerint szamithatok:
G=07T =0 ($+ 333@) = (31?) + 2% (01a3) =
= — (ao + bg cos :172) sin xlz‘_l) + (ao ~+ by cos zz) cos xli_2>+
+ x> (— cos 2 sin xlz 4+ cos x? cos l‘ll-g)) =
3 271 i 177 3 201 .. 17
=— [ao—i— (b—i—x )cosx ]smx i1+ [ao—i— (b—i—x )cosx ]smx io
g_f = 32? = 82 (?4‘ (E3£> = (82?) + 1'3 (82@) =
= — (bo + a:s) cos z! sin zzi_f — (bo + x?’) sinz! sin 1172i—2) + (bo + z?’) cos :c2i_3>

%’:637:63 (?4—1‘3@) :a_?:

A bazisvektorok birtokaban némi szamoldssal, adédik a metrikus tenzor maétrixa:

o [ao + (bo + x?’) cos x2]2 0 0
lgr] = [gx - 9i] = 0 (bo +2%)° 0
0 0 1

melybdl jol latszik, hogy a toruszfeliiletre épitett térbeli gorbevonali KR ortogondlis.
A feliileti koordinatarendszer metrikus tenzora lokalizaldssal hatdrozhaté meg:

(ao + bg cos x2)2 0

[aaﬁ] = [?aﬁ} = [gaﬁ (x’Y,O)] = 0 bg

Mivel a fenti matrixok diagonalisak a kontravaridns mértéktenzok is kénnyen szamithatok:

1
[ao+(bo+23) cos z2]? 0 0
[gkl] _ 1 _ 0
(bo+a3)?
0 0 1

% 0
[aaﬁ] — [(ao+b060312) X ]
(bo)?
Az el6adason elhangzottak alapjan:

1
[baﬁ] = _5904573

_ [~ (a0 + by cosx?) cosz* 0
ms:O - 0 _bO

a kovarians gorbiileti tenzor.
A vegyes indexes alak indexemeléssel adddik:

] = b”] - [ O

<« —_
bo

Mivel b2 = byt = 0 az 2! = &ll. és 22 = &ll. koordindtavonalak gorbiileti vonalak. Az
el6adasban elhangzottak alapjan pedig, kovetkezik, hogy

2
ag + bg cosx ,
Rl =3 es R2 = bo.
cos T

a fogorbiileti sugarak.
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10.2. Igazolja

hogy fennall a kovetkezd Gsszefiiggés:

1
AD = —09; (v/909"F 0, ®) .
0 z( gog Ok )

Megoldas:
Az el6adédson elhangzottak alapjan irhatjuk, hogy
AD = g™ (0r®), = [9" (0:®)] O + T} Lg™ (01) =

= g& (9" (0x®)] + (‘/‘(T\/Ogijs)gs’f (D) = \/1%81 {0 [¢" (9:9)]}

ami egyben a példa allitasanak igazoldsa is.

10.3. Igazolja
hogy a kovetkez6 kifejezés igaz:

kisqp = Oklipg = Gkm R 1 + ami R gy, -
Megoldas:

A héromszor kovaridns ay,q tenzor p szerinti
S S S
(akl;q);p = (aki;q0p) — kaasl;q - Ijlpaksm - quakl;s

kovarians derivaltjaval — felcserélve a p és g indexet a kivonandéba torténo helyettesitéskor — irhato,
hogy

Akligp — Wklipg = (Wktiq) Op — Dipasisg — Tiparsig = (anisp) O — Tigsiip + T'ig sy
Ebben az egyenletben ay.q az eléadédson felirtak alapjan szamithato:
Akl,q = (aklaq) - Fk?a7rzl - Fl(;nakm
Alkalmas indexcserékkel helyettesitve az utébbi képletet a Dy,q), kiilonbségre a
Drigp = artigp — ahispg =

= 8p (aklaq — FkZlCLml — Fl;”akm) — Fk; (aslaq — Fsznaml — Fl(;nasm> _
. (aksﬁq S rsyakm) -
— 8, (akla,, T g — rl;,"akm) — 132 (@510 — Tt — Ty ) —

-T (aksap =Ty ams — FS;”akm) —

eredményt kapjuk. Vegyiik észre, hogy a fenti egyenletben az aldhuzott parok Osszege zérus.
Konnyen ellenérizhet6 az is, hogy azon tagok sszege amelyben az amiOp, axm0Op, AmiOp €S apmOqy
parcialis derivaltak megjelennek ugyancsak zérust ad eredményiil feltéve, hogy az s néma indexeket
m-re nevezziik at ahol sziikséges. A végsé eredmény rendezés utan adddik:

Okligp — Aklipg =
= agm (0" — OpL " + T Ty0 — LT 7) 4 ami (8T 5 — 0p it + T 0Tyt =TT 7).
A zérdjelben all6 kifejezések rendre R™;  és R™, . Ez egyben az allitdsunk igazoldsét is jelenti.

Mivel haromméreti térben a gorbiileti tenzor zérus értéki a kapott eredmény azt is jelenti, hogy
masodrendii kovarians tenzorok kovaridns derivaltjai esetén a derivalasok sorrendje felcserélheto.
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10.4. Igazoljuk

felhasznalva a determinansokkal és adjungéltakkal kapcsolatos ismereteinket, hogy a feliiletre
épitett térbeli gérbevonald koordinatarendszerben:

1
det (gr1) = |gwt| = geaﬁgewggmggu
1
gkl _ %eklmepqrglqgmr

ahol g% = ¢! =0 és ¢%° = 1.
Megoldas:

Az eléaddsokon elhangzottakra tekintettel, irhatjuk, hogy

1 1 1
‘gkl| = geabcepqrgapgbqgcr = g [(Qeabcepqrgbqgcr)gap} =

Aap
= é [A°" gon + A% gos + A% gan + A33933]
Az utébbi képlet tovabb egyszeriisodik, ha figyelembe vessziik, hog
9a3 = g3a =0
és hogy A" az adjungélt, kovetkezésképp

gaTerm = glﬂ'AhT + gQﬂAQW =2 |gk:l|
933 A% = A% = |g|

hiszen g1, A?™, gar A?™ és g33A33 rendre a |gx;| determinéns els6, mésodik és harmadik sor szerinti
kifejtése.
A fentiek alapjan, illetve felhasznélva az el6addson elhangzottakat

1 1 1
‘gkl| = g (2A33933 + A33933) = A¥ = 563&563Tyga79ﬁu = ieaﬂ?)eru?)go”_gﬁu.

A metrikus tenzor inverze

kl
w_ AT
9o
Az adjungaltak szamitasara szolgalé képlet felhasznédlasdval innnen a
1
kl __ klm _pqr
=—e""e
290 Jiq9mr
eredmény kovetkezik. Eszerint, kihasznéalva a permutacios szimboélum értelmezését
1 1
grwr — ﬂ (eli)\?)e‘n'x?)g)\xgg:s + €K3A6W3X9339,\X) — ;emk3eﬂx3gAX
0 0

Tekintettel az eldadason felirtakra és az A% = |gy| egyenletre, a g* szerkezetére a kovetkezd
Osszefiiggések irhatdk fel:

1
g37T — gﬂ'S — % (eSAueﬂ3p9A3gup 4 63)‘”6“'{39m9u3) =0
33 _ LeB)\ue?mpgA Gup = iABS =1
= 5 = =
290 " g0

A ¢g""-re egy atalakitott formulat is fel tudunk irni:

KT __ kA3 X3 _ _KA3_mXx3
9" =gV gl gny = 5™ g

Utébbi egyenletnek, amint az a metrikus tenzorral torténd atszorzasokkal konnyen kimutathatd,

A
Ikr = ExA3E€nx39 X

egyenlet a pérja.



