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1. FEJEZET

Alapfogalmak

1.1. VEKTOROK (ISMETLO ATTEKINTES)

1.1.1. Vektoralgebrai 6sszefoglalé. A vektort (geometriailag) iranyitott egyenessza-
kasznak tekintjiik.
Tulajdonsagai:
— nagysag (avagy abszolut érték),
— irdny (ezt a vektor un. tartéegyenese, hatéasvonala hatarozza meg),
— iranyitas (ez azt mondja meg merre mutat tartoegyenesén a vektor),
— mértékegység (a vektorok jelentése altalaban valamilyen fizikai vagy geometriai
mennyiség)
A nullvektornak vagy zérusvektornak az a jellemz&je hogy zérus az abszolut értéke.
Az egységvektor egységnyi abszolut értékd vektor.
Az aldbbiak, csak jelolésben, tehat a vonatkozo miiveletek értelmezésének elhagyasaval
tekintik at a vektorok kozotti miiveleteket :

— additiv mitiveltek, 6sszeadas, kivonas pl:

at+tb=c;
— szorzas skalarral:
pa+Ab=c;
— két vektor skalaris szorzata:
a-b=b-a=c
(pont a miivelet jele);
— vektorialis szorzés:
axb=-bxa=c;

— diadikus vagy tenzoriélis szorzas:

1.1.1 a®b a®b)l =b®a
(1.1.1)

ahol T a transzponalt jelolése (diadok Gsszegének transzponaltja az egyes diadok
transzponaltjainak Osszege) — maga a diadikus szorzat a

ab (ab)’ =ba
alakban, azaz kiillon mtveleti jel nélkil is szedhets, de a o szimboélum is lehet
mitiveleti jel (a jelen munka mindig a ® szimbo6lumot hasznalja majd mrtiveleti
jelként)

— héarom vektor vegyes szorzata:
l[abc] = (axb)-c=a-(bxc)
=(bxc)-a=b-(cxa)
=(cxa)-b=c-(axb);

1



2 1.1. Vektorok (ismétls attekintés)

— kétszeres vektorialis szorzat szamitas, kifejtési tétel:
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c;

— diadikus szorzat és vektor skalaris szorzata:

(1.1.2a) (a®@b)-c=a(b-c)
(1.1.2b) c-(a®b)=(c-a)b

(nem mindegy, hogy a diadot jobbrol vagy balrél szorozzuk skalarisan a vektorral!).
— diadikus szorzat és vektor vektorialis szorzata:

(1.1.3a) (a®b)xc=a®(bxc)
(1.1.3b) cx(a®b)=(cxa)®b
Ha kartéziuszi KR-t alkalmazunk a vektorokkal, tenzo-

rokkal kapcsolatos miiveletek végrehajtasa soran, akkor —
Osszhangban az abraval és eltérGen a gyakorta hasznélatos

x, y és z a koordinatatengelyek,
e,, e, ¢és e, a koordinatatengelyek pozitiv iranyaba
mutaté harom egységvektor

jelolésektsl
yl, y? és y? jeloli a harom koordinatatengelyt, és
iy, iy és i3 az 1, 2 és 3 jeld koordinatatengelyek po-
zitiv irdnyaba mutato egységvektor.

L.1. abra. Kartéziuszi KR Indexes jelolésmodban a mennyiségeket (ezeket valamilyen

bet jeloli) indexekkel latjuk el. Megjegyezziik a késGbbiek

kedvéért, hogy valamely eqgyindexes mennyiség felsd indexes értéke dltaldban nem egyezik
meqg ugyanezen mennyiséq also indexes értékével.

1.1.2. Linearisan 6sszefiiggd, linearisan filiggetlen vektorok. Linearisan fligget-
lenek az a;,as,...,a,; n>2 |a|>0 i=1,...,n vektorok , ha a
pra;+peas+...+pra, =0
egyenletnek csak trivialis megoldasa van, azaz ha
prL=py=..=p,=0.

Linearisan osszefliggbek az aj,as,...,a,; n>2 |a| >0 ¢=1,...,n vektorok, ha
létezik legalabb két zérustol kiillonbozd p;.

Az alabbiakban sorra vessziik két, harom és haromnéal tobb vektor esetén a linearis
fiiggetlenség (Osszefliggdség) eseteit:

Két vektor: Két parhuzamos vektor esetén, amint az azonnal lathato a

pra; +pras =0 | -ay
egyenletbdl az aj-el torténd szorzéas utan, linearisan Osszefiiggéek a vektorok, hi-
szen ekkor
A2-a1
b1 = —p2 .
ar-a

Az utoébbi képlet azt is mutatja, hogy végtelen sok a megoldasok széma.
Ha nem parhuzamosak a vektorok akkor az

pra; +peag =0 |>< a
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egyenletbdl az a, vektorral jobbrol térténd szorzas utan az
p1a; Xag = 0
——
#0
eredményt kapjuk, ahonnan azonnal koévetkezik, hogy
pP1= 0 9
hiszen zérustol kiillonboz8 az a; X a, vektorszorzat.

Ugyanigy adodik az a; vektorral balrdl torténd vektoridlis szorzassal, hogy
pP1= 0.

Kovetkezésképp két nem parhuzamos vektor mindig linearisan fiiggetlen.

Ha lineéarisan fiiggetlenek az a;, as vektorok, akkor barmely az a; és a, altal
kifeszitett sikkal parhuzamos vektor kifejezhets az a; és as linearis kombinacioja-
ként: azt mondjuk, hogy sikbeli bazist alkotnak az a; és as vektorok.

Harom vektor: Ha a harom vektor komplanéaris (egy sikban van), akkor

[a1 as ag] = 0

és a harom vektor linearisan Osszefiiggs. Valoban,

(a) ha nem parhuzamosak, akkor azért, mert barmelyik megadhat6 megadhato a
maésik kettd linearis kombinacidjaként ;

(b) ha kett6 parhuzamos, akkor azért, mert ez a ketts linearisan Gsszefliggd;

(c) ha mindhérom parhuzamos, akkor pedig azért, mert a (b) szerint van kozottik
két linearisan Osszefiiggd vektor.
Ha a harom vektor nem komplanaris (nincs egy sikban), akkor

[ajasaz] = a, #0
kovetkezéleg a
as X ag
p1a; +peas+pzaz =0 - azxXap
a; X as
szorzatokbdl a
pilaiazaz] =0 polajaras] =0  pslajaas] =0
vagy ami ugyanaz a
=0 p2=0 p3=0

eredményt kapjuk. Eszerint a harom vektor linedrisan fiiggetlen.
Négy vagy tobb vektor: Elgszor négy vektort tekintiink.
(a) Ha kett6 parhuzamos, vagy harom egy sikban van, akkor az el6z6ek alapjan
linearisan Gsszefliggbek a vektorok.
(b) Tegyiik fel, hogy harom vektor, mondjuk az a;, as, és ag nem komplanaris. Az

m n 1
as X ag
2 31
p1a; +peas +pzaz+pray; =0 <4 azxag 3 1 9
axay 4 9 3

szorzatokbol, tekintettel a képletsor jobboldaldn allo tablazatra, illetve az m,
n és i bettik tablazattal definidlt értelmezésére a

pilas az as] +pslasana,] =0 i=1,2,3

eredmény kovetkezik. Mivel az ay nem lehet egyidejtleg az



4 1.1. Vektorok (ismétls attekintés)

As aAj

a; a; Aaltal kifeszitett sikokban

a] A
a fenti egyenletek koziil legalabb egynek van nem trivialis megoldasa. Négy
vektor tehat mindig linedrisan Osszefliggs. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
négynél tébb vektor is mindig linearisan Osszefiiggs.

Tegyiik fel, hogy a;, as, és a3 nem komplandaris, azaz [a; as as] = a, # 0. Ekkor, fennall
a fentiek alapjan a

= —&al—@%—@@ = Ma; + Aqas+ Aza3
P4 P4 P4
A N
A1 A2 A3
egyenlet. Az egyenlet szerint tetszéleges a, vektor kifejezhet6 a nem komplanaris a;, as,
és ag vektorok segitségével. A nem komplanaris a;, ay és ag vektorok tehat az euklideszi
tér egy béazisat alkotjak.

1.1.3. Vektor tetszéleges (ferdeszogili) bazisban. Az a;,as és ag bazisvektorok-
hoz értelmezés szerint a

Ao X Aag ag X ag a; X Ay
(1.1.4) al = ;oa’= ; a’=

a, a, a,

reciprok vektorok (reciprok bazis) tartoznak (tartozik).
Konnyen ellenérizhets, hogy a béazisvektorok és reciprok béazisvektorok kozott a

v [ 1lhak=I B
(1.1.5) a'al_{()hak7éz kl=123

Osszefliggés all fenn.
Mivel bézist alkotnak az a;, as és ag vektorok barmely v vektor kifejezhets segitsé-
glikkel a

(1.1.6) v =v'a; +v’ay +v’a3

alakban, ahol v!, v? és v rendre a v vektor a;, as, és ag-ra vonatkozo koordinatéjat jeloli.
Az (CTH) képlet alapjan, kihasznalva az (CTH) Osszefiiggést a

(1.1.7a) v'=v-al; v*=v-a} P=v-.a’
alakban kapjuk a v® koordinatakat. Témoren:
(1.1.7b) vi=v-a’; i=1.23.

Visszahelyettesitve a vi-re vonatkozo képleteket elemi dtalakitasokkal kapjuk, hogy

(1.1.8) v =v'a; +v’ay+v’ag = a;(a'-v)+ay(a® - v)+az(a®-v)
azaz, hogy
(1.1.9) v=[a®a tay®a’taz®a’]-v,

T

ahol a megjelolt képletrész az I egységtenzor kell legyen, hiszen az I onmagéra képezi le
a v vektort.
Az ([LTH) és ([CIY) képletek kozotti gondolatmenet ismétlésével irhatjuk, hogy

(1.1.10) v=uva' +va’ +v3a’°
ahonnan — ismét kihasznalva az ([LII) Osszefiiggést — kapjuk, hogy

(1.1.11a) v =V-a; Uy = V-ap; v3=V-as.
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Az utobbi egyenletben &ll6 vy, vy és v3 a v vektor a!, a%, a® bazisra vonatkoztatott
koordinatait jeloli. Témor alakban:

(]_]_]_1b) vVi=V-a;.
A fentiek alapjan fennall, hogy
v=al(a;-v)+a’(ay-v)+a’(az-v)
S~—— ~—— ——

1 V2 v3

azaz
(1.1.12) v=[a'®a +a’®@ay+a’®a) v,

I

ami egyben azt is jelenti, hogy az I tenzor ismét az egységtenzor, pontosabban az ([LT.9)
alatti alak transzponaltja — visszautalunk itt az ([LI]) képletet kovets magyarazatra.

1.2. KOORDINATARENDSZEREK

1.2.1. Ferdeszogi KR-ek (altalanositas). Az [ abra egy, az (z!, 2% 2?%), vagy
roviden (z) az modon jeldlt, ferdeszogi egyenesvonaltt KR-t szemléltet. Az x!, 22 és 2®
koordinata tengelyek iranyat és iranyitasat az egyméstol kiillonbozd, és egymassal nem
90°%-0s szbget bezard g, go és g3 vektorok jelolik ki. A ferdeszogt szo jelz6ként torténd

lokalis bazis

1.2. dbra. Ferdeszogi egyenesvonali KR

hasznalata arra a koriilményre utal, hogy a koordinatatengelyek nem merdélegesek egy-
masra. Felhivjuk arra is a figyelmet, hogy a g1, gs és g3 vektorok nem sziikségképen
egységvektorok. Fel fogjuk tovabba tételezni, hogy

(1.2.1) Yo = (818283 # 0.

Ez egyben azt jelenti az el6z6 szakaszban leirtak alapjan, hogy bazist alkotnak a gq, g
és g3 vektorok.

A g1, g9 és g3 vektorok alkotta béazist kovaridns bdzisnak, magukat a bazisvektorokat
pedig kovarians bdzisvektoroknak nevezzik majd. A kovaridns jelz§ egyrészt arra utal,
hogy a bazisvektorok egymastol valdé megkiilonboztetését also indexpozicioban elhelyezett
szamok teszik lehetévé. A kovarians szd emellett arra is utal, hogy ezek a bazisvektorok
eleget tesznek egy a L2l szakaszban részletezett transzformécios szabalynak a (ZZal)
egyenletnek.

Az abra feltiinteti a tér tetszéleges P pontjanak

(1.2.2) r=az'g +1g, +2°gs




6 1.2. Koordinatarendszerek

a helyvektorat, valamint a P ponthoz kotott és a gq, gs és gz vektorok altal kifeszitett
un. lokélis bazist. Ebben a lokalis bazisban adjuk majd meg a P térponthoz kétott fizikai,
vagy geometriai mennyiségeket leiré tenzorokat.

A jelen esetben minden egyes térpontban azonos a lokalis bazis. Gérbevonali KR-ek
esetén azonban, amint azt késébb az [LZH pontban majd latni fogjuk, pontrél pontra
valtozik a lokalis bazis.

Vegylik észre, hogy

(1.2.3) gi

Az ([CI3) képlet alapjan a
g2 X g3 9 83X81. 3 81X82
g = g =

) Y

Yo Yo Yo

or

= _— =123
axz ? 1=

(1.2.4) gl =

modon értelmezziik a g; (i = 1,2,3) vektorokhoz tartozo reciprok vektorokat.

Megjegyezziik, hogy az (CZ4) képletekkel értelmezett g!, g? és g* vektorok ugyancsak
bézist alkotnak. Ennek bézisnak, mivel a fels§ indexpozicioban van elhelyezve a bazisvek-
torok megkiilonboztetését segité szdmozas, kontravarians bdzis a neve.

A helyvektort ad6é ([CZZ) képletben allo z!, 2%, 3 koordinatak az tn. kontravaridns
koordindtdk.

Specialis esetben, ha egymaésra kolcsondsen merélegesek és egységvektorok a kovaridns
bazisvektorok, azaz ha kartéziuszi KR-é valik a ferdeszogi KR az

(1.2.5a) yl=a' =2, =2
és
(1.2.5b) i=i'=gi=g', h=i’=g=g", i=i"=g3=¢g

Osszefiiggések allnak fenn a kontravaridns koordinatak és a vonatkozo bazisvektorok ko-
zOtt.

1.2.2. A bazisvektorok tovabbi tulajdonsagai. A béazisvektorokat azonosito sza-
mok indexként jelentek meg. Tomdrebb és igy ditekinthetobb irdsmod elérése érdekében
abban dllapodunk meg az indexek tekintetében, hogy a latin betis index az 1, 2, 3 a gorog-
betiis index pedig az 1, 2 értékeket veheti fel anélkil, hogy erre eqyéb jeldlésben kiilon is
felhivndnk a figyelmet. Az indexekre vonatkozo megallapodasunk szerint a

g, kifejezés onmagaban a harom kovarians bézisvektort, a

gh  kifejezés pedig a hdrom kontravaridns bazisvektort jeldli.

A két indexes 0%, 6%, §,%, 6,y Kronecker szimbolumot (Kronecker deltat) a

5kl

| f1 hak=I
(126) 5t —{ 0 ha k£l

5191

kifejezés értelmezi. Mivel az értelmezés szerint a 6%, és 6, a k és | indexek minden lehet-
séges értékére megegyezik egymassal ezek esetén kozombos az indexek sorrendje.

Visszaidézve a bazisvektorok és a reciprok bazisvektorok kozott fennéllo ((CTH) egyen-
letet (a*-nak g¥, a;-nek g felel meg) frhatjuk, hogy

(1.2.7) ghg =0

Figyeljiik meg, hogy mindkét oldalon azonos az indexek sorrendje és pozicidja.
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Megmutatjuk a tovabbiakban, hogy fennall a

1 1
%= g'g’e’ = — = ——
Yo o [81828s]
vagy ami ugyanaz a
1
(1.2.8) Vo= —
Yo

Osszefliggés. Az igazolas a kétszeres vektorszorzatokkal kapcsolatos és a lentiekhez illesz-
kedGen az (axb)xc=(a-c)b—(b-c)a alakban kiirt kifejtési tétel alkalmazéasan nyugszik:

a b ¢

L o~ oo~ o7/ 1 81
g2><g3=$( g5 X g1 )><(g1><g2)=¥[gs-(glxgz)g1—0]=—~
Kovetkezsleg
11
To=g"(g"xg’)=g" g1 —=—
Ss—% Yo

5t =1

Az is latszik az igazolas elss lépéseként irt egyenlet jobb és baloldalanak egybevetésébdl,
hogy

2\ 3

g =gixgi =88

Yo
Ez az egyenlet azt mutatja, hogy g; vektor a reciprok béazis egyik reciprok vektora. Ha-
sonloan lehet ugyanezt igazolni a gy és g3 bazisvektorok esetén. Kovetkezbleg az eredeti
g1, 82, g3 bazis a reciprok bézis reciproka.

A tovabbiakban fontos szerepet jatszik az egyenletek egyszeriibb irdsat szolgalo un.
Einstein féle dsszegezési konvencio. Az dsszegezési konvencid azt irja eld, hogy a kilonbozd
indexpozicicban lévd azonos (néma) indexek szerint dsszegezni kell.

Igy példaul

(1.2.9) 0P =0 40%+6% =3

vagy

1 ha r=m

r¢l _ srosl r 2 r ¢3 __ ST
R S, LN RN L LR L CE) 0 ha r£m

., mivel a kifejezés értéke {
A ¢, végeredmény elgallitdsa a kovetkezd modon foglalhaté szavakba: a &, -el torténd
szorzas hatasara az els§ deltaban allo [ néma indexet &t kell nevezni a masodik deltaban
allo nem néma index nevére — azaz az m névre — és ekkor elhagyhaté a méasodik delta.

A szavakba foglalt megfigyelés alapjan szokés a Kronecker szimbolumot indexdtnevezd
operdtornak nevezni.

Vegyiik észre, hogy az 6sszegz6 (néma) index is dtnevezhets: 6%, = ', =™

Tovabbi fontos megdllapodds, hogy egyenletek irdsa sordn az énmagdban (énmagukban)
dllo, nem néma (a képletben nem ismételt) indezet (indexeket) szabad indexnek (indexek-
nek) fogjuk nevezni.

1.2.3. A permuticids szimboélum, vektoriilis és vegyes szorzatok. Azt fogjuk
mondani, hogy a klm indexharmas paros permutacioja az 1,2,3 szdmoknak, ha 123, 231
vagy 312 az értéke. Paratlan permutaciorol beszéliink, ha a klm indexharmasnak 132, 321
vagy 213 az értéke.
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paros paratlan

1 1
S
3 2 3 2
N~ S ~_ 7

1.3. abra. Paros és paratlan permutaciok

Figyeljiikk meg, hogy az 1, 2 vagy 3 szamok egyikét elsének véve a paros permutaciok az
oramutato jarasaval egyezd irdanyban, a paratlan permutaciok pedig az 6ramutaté jarasaval
ellentétes iranyban olvashatok le az 1,2,3 szamokat korok segitségével szemléltets abrarol.

Az also és felst indexes permutdcids szimbdlumot az

€klm vagy e’

modon jeloljik. A permutécios szimbolumok értelmezését a

1 paros

(1.2.10a) erm =4 —1 haa klm péaratlan permutécioja az 123-nak
0 nem

és a
1 paros

(1.2.10b) P =¢ —1 haa pgr paratlan permutécioja az 123-nak
0 nem

képletek adjék.
Az (C2ZT), (CZ3) és az (CZTI0al) képletek egybevetése alapjan a
(1.2.11a) 8k X 81 = YoCkim8""

alakban irhato fel a gy, és g; bazisvektorok vektoridlis szorzata.
Ugyanigy ellenérizhets, hogy

(1.2.11Db) gl x gl =~,ePmg, .
Legyen
(1.2.12) ‘ Eklm = Yo €kim és gPdm =~y ePI™ ‘

Az egym és PP mennyiségeket (objektumokat) alsdindexes (kovarians), illetve felsGindexes
(kontravarians) permutdcids tenzornak fogjuk nevezni.

Az elnevezésnek az a magyarazata, hogy epszilon tenzor tenzor un. valoédi tenzor. Ezt
késsbb az (BI0) osszefiiggéssel kapcsolatos gondolatmenet igazolja — a részleteket illetGen
lasd a B9 oldalt.

A permutéacios tenzorok segitségével
(1.2.13) g X8 =cumg" &  g'xgl=c""g,

a bazisvektorok vektorialis szorzatai.

Az [CZTTalb) és az (CZID) felhasznalasaval

(1.2.14a) (81 818 = (8k X 81) 8 = Volrir 8" 8r = VoChim = Ekim
am
a harom alsoindexes (kovarians), és
(1.2'14]3) [gp gq gS] — (gp X gfI) . gm = ,yoequ g, - gs = ,yoepqs — ghes
5

T
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a harom felsGindexes (kontravarians) bazisvektor vegyes szorzata.

1.2.4. Permutacioés szimbo6lumok szorzatai. Az aldbbiakban megvizsgaljuk, hogy
milyen értékeket vehetnek fel az

kqr klr - klm
)

€kim€ €kim€ €s €kim€

szorzatok.

Vegyiik észre, hogy az elsd esetben egy index (ez a k), a masodik esetben két index (a
k és 1), a harmadik esetben pedig valamennyi index dsszegez6 (néma) index.

Mivel a mésodik és harmadik eset az elsébdl szarmaztathatd érdemes az utobbit vizs-
galni el6szor. Ha kifrjuk az

kqr __ 1gr 2qr 3qr
erime " = eyme I + egme™ + ez e’

haromtagn Osszeget és visszaidézziik a permutacios szimbolum definiciojat, akkor kapjuk,
hogy az Osszeg

— csak akkor kiilénbézik zérustol,
(a) ha
l=q, m=r, l#m
és ez esetben 1 az értéke (ekkor ui. az also és fels6 indexharmasok egyszerre
vagy paros, vagy péaratlan permutéiciok — a jobboldalon pedig csak egy tag
kiilénbozik zérustol)
(b) vagypedig, ha
l=r, m=q, l#m
és ez esetben —1 az értéke (ekkor ui. az also és fels indexharmas kiilonbo6z6
permutacié — ha az egyik paros a masik paratlan és viszont — és ismét csak
egy nem zérus tag van a jobboldalon),
— egyébként pedig, mindig zérus értékd.
Nem nehéz ellendrizni, kihasznalva a Kronecker szimboélum ([L2Z6) alatti értelmezését,
hogy a
6,96, —0,"9,,1
kifejezés ugyanezen értékeket veszi fel. Kovetkezésképp, tekintettel az ([CZI2) és az (CLZ)
képletekre is

(1215) Eklmgqu = eklmequ = 5lq5mr - 5lr5mq

az elsG szorzat.
Az utébbi képlet alapjan kapjuk meg a masodik szorzat értékét :
Erme™” = epme™ = 6 6,7 =66, =26,".
3 S

Innen

(1.2.16a) EptmE™" = epmeT =20, 7.

Ami a harmadik szorzatot illeti, a fenti képletbdl az

(1.2.16b) Exime"™ = epme’” =26, = 6.

eredmény adodik.
A masodik szorzat egy alkalmazasaként fejezziik ki a g"-et az (CLZIJ); egyenletbdl.

Ha atszorzunk e"-el, akkor

klr klr _.m
€ Bk X8I =EkmE 8
——

26,,"

m
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az eredmény, azaz

1
(1.2.17a) g = 55”’“ gL Xg .
Ugyanigy adodik, hogy
(1.2.17Db) gL = 5 Erim & X g™

1.2.5. Gorbevonalu koordinatarendszerek. Az (y) kartéziuszi KR-ben a P pont-

nak

r=y"i,
1,2

a helyvektora. Legyen (z', 2%, x*) harom nem feltétleniil azonos dimenzi6ji valos véltozo,
amelyek mindegyike a valos szamok egy-egy részhalmazan (vagypedig a valds szamok
teljes halmazéan) fut végig. Tételezziik fel, hogy létezik az

(1.2.18) y" =y (2t 2%, 2?)
fliggvényharmas, amely differencialhato és kolecsondsen egyértelmtd, ha az y™ a tér egy

B tartoméanyanak valamely pontja. Mivel a differencialhatosag miatt a P pont elemi
kornyezetében fennéllnak a

ayt oy o' o
Eys) do' + == 92 do? + -7 903 da? = dy!
8y 0y? 0y?

1.2.19 =

( ) Eys) do' + == 92 do? + -7 903 da? = dy?
Oy’ oy’ oy’ 3
axld +8 dx —i—agdx =dy

egyenletek az ([CZIY) kapcsolat csak akkor fordithaté meg az elemi kornyezetben (csak
akkor kolesonosen egyértelmt a P pont elemi kirnyezetében), ha a dz*-t tekintve isme-
retlennek van megoldasa az ([L2ZTIY) linearis algebrai egyenletrendszernek. A megoldhato-
sagnak az a feltétele, hogy

oyt oyt 9yt

gz 21‘2 1313
(1.2.20) Jyz = az azQ ai’g #0,

oy oy oyd

ozl 0xz2 0z8
azaz zérustol kiilonbozé kell legyen a J, , Jacobi féle fiiggvénydeterminans. Ha a B tar-
toméany minden pontjaban teljesiil az ([LZ20) feltétel, akkor a kapcsolat megfordithato a

teljes B tartoméanyban, azaz létezik az

(1.2.21) " ="y % %)
inverz fiiggvényharmas.

A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy kolcstnosen egyértelmi (azaz megfordit-
hato) az (CZIX) fiiggvénykapcesolat. Ez esetben nyilvanvaloan zérustol kiilonbozik a

ozt 9z 9zl
<9y <9y <9y
_ | 9z2 9z%2 922
(1.2.22) Ty=| 55 5= 55 | #0,
oz 9x®  9z3
By By By

Jacobi-féle fliggvénydeterminans is.

Az ([CZZ0) egyenlettel adott ™ harmast a P pont gorbevonali (kontravaridns) koor-
dindtainak nevezzik.

A kés6bbiek kedvéért megallapodunk abban, hogy valamilyen kontravarians, mondjuk
az =¥ koordinéta szerinti parcidlis derivilas esetén a nevezében &llo k felsS index a teljes
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derivaltat tekintve als6é indexnek mindsiil, és igy megjelenhet Osszegezd, illetve szabad
indexként is. Ezzel a megéllapodassal a

™
~ Ox
tomor alakban frhato fel az ([CLZIJ) egyenletrendszer. Megjegyezziik, a megallapodast,

anélkiil, hogy kimondtuk volna, mar korabban is alkalmaztuk az (LZ3) egyenlet esetén,
ahol az 7 valojaban alsé pozicioban all6 szabad indexként szerepel mindkét oldalon.

m o__ k
(1.2.23) dy™ =~ da

1.4. 4bra. Gorbevonalu KR

Tekintettel az (CZIF) fiiggvénykapcsolatra a P pont
(1.2.24) r=r(z', 2% 2%) =y (2!, 2%, )i, + P (2t 22, 2%)ig P (ah) 22, 2P)is
helyvektora a pont z* gérbevonali koordinatainak fiiggvénye. Az
r(z', 2* = allando, 2° = 4llando) r(z' = allando, 2%, 2° = allando) ,
és
r(z! = allando, 2? = allando, °)

2 ¢s 2% a paramétere. Magukat a térgorbéket, mivel csak a gorbe

térgérbéknek rendre xt,
paramétereként szereplé gorbevonalt koordinata valtozik a gorbék mentén, xt, 22, illetve
23 koordinatavonalaknak szokéis nevezni.

Az

1 1,2

r(z' = allando, 2%, %), r(z', 2* = allandé, %), r(z', 2% 2 = allando)

gorbiilt feliiletek mentén allando értéktek az !, 22, illetve 2® gdrbevonald koordinatak.
Ez okbol S, Sy és S3 koordinatafeliilet a neviik. Nyilvanvalo, hogy az o', 22, és 2 koordi-

natavonalak az Sy és Ss3, az S és o, illetve az S; és Sy koordinatafeliiletek metszésvonalai.
A koordinatavonalak

or oyt oyr. Oy,
&= or'  ox! ht ozt b2t ozt '
or 8y Oy? oy
1.2.25 —
( ) g2 02 o2 i+ Dp2 ir+ 6:E2
:8r:6yi+8y2, 8y3,
&3 ox3  ox3 ' ox
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érintGinek zérustol kilonbozs a

_ | o2 oy®  oy? _
Yo = ozl 922 923 | Jy,x

vegyesszorzata, ha kolesonosen egyértelmd az (CZIF) fiiggvénykapcsolat. Mivel ez felte-
vésiink v, # 0, kovetkezik tehat, hogy kovaridns bazist alkotnak a P pontban a koordiné-
tavonalak

Jor
- Ot
érinté vektorai. Ez a bazis a pontrdl pontra valtozoé un. lokalis bazis, amely altalaban
ferdeszogt de bizonyos esetekben (pl. henger KR, avagy gémbi KR) ortogonalis (utéb-
bi esetben bazisvektorok kolesondsen merélegesek egymasra). A (reciprok béazisvektoro-
kat)[kontravaridns bézist] most is (g* jeloli) [a gF reciprok bazisvektorok alkotjak| és
valtozatlanul érvényesek a bazisvektorok vektoridlis szorzatainak, valamint a kovarians
és kontravarians béazisvektorok szamitasanak az [L21 és szakaszokban megismert
képletei.

Magatol értetddik, hogy a P pont fizikai allapotat leird valamennyi tenzor megadhaté
ebben a bazisban.

Az a vektor példaul az

(1.2.26) g

(1.2.27) a=a'g +a’g,+a’gs = a1g' +asg® +asg?®
vagy tomoren az
a=a'g, = ag"
alakban irhato6 fel, ahol altalaban
(1.2.28) a'#ay, a’ #ay a® #as .

A fenti képletekben all6 a? és a;, rendre az a vektor kontravarians illetve kontravarians
koordinatait jeloli. A vektort tekintve

1 2 3 . 1 2 3
ag, ag, ags es @Gg , a8, as3g

az a koordinatairanyt Osszetevsi a kovarians illetve kontravarians bazisban.

GYAKORLATOK

1. Vizsgalja meg vajon linearisan fiiggetlenek-e egymastol a kozos alkalmazési ponti
ap, as és ag vektorok:

ap :2i1+i2—|—3i3 ap :2i1+i2—|—3i3
Ay = 5i1 + ]_0i2 + 213 Ay = 6i1 + 712 + 513
Ay = 6i1 + 312 + 913 Ay = 9i1 + 10i2 + 8i3



2. FEJEZET

Az indexes jelolési moéd alapjai

2.1. MUOVELETEK INDEXES MENNYISEGEKKEL

2.1.1. Objektumok, sokasagok. A jelen szakaszban bevezetésre kerils jelclések, je-
161ésbeli megéllapodésoknak, 6sszhangban az eddigiekkel, az a f6 célja, hogy egyszertibbé
tegyék a vektoridlis, illetve a tenzoridlis egyenletek irasat.

Az |ax]{aP} szamharmast (valtozoharmast) |alsdindexes| {felsGindexes} vagy egyinde-
zes harmasnak, rendezett sokasédgnak (objektumnak) nevezziik.

Kézi szamitashoz az egyindexes sokasagok sorvektorként illetve oszlopvektorként mat-
rixba rendezhetdk a

a = [a1 a2 as],
vagypedig a
a1
ap = a9
as

modon.

A felsGindexes a? sokasig ugyanilyen médon foglalhatoé sor-, vagy oszlopmétrixba.

Az egyes egyindexes sokasdgok egymastol valé megkiilonboztetését a sokasagokat azo-
nosito betik eltérése teszi lehetévé.

Megallapodunk abban a tovabbiak soran — anélkiil, hogy erre a megallapodésra kiilon
is felhivnank a figyelmet — hogy az

ag és a?f

egyindexes sokasag ugyanazon vektor kovarians és kontravaridns koordinatait jelenti va-
lamilyen lokalis ferdeszogti bazisban.

Ami a széhasznalatot illeti az egyszertiiségre torekedve azt fogjuk mondani, hogy az a;,
vagy az aP vektor.

Ha oszlopmaétrixba rendezett vektorokat hasznalunk valamilyen okbdl pl. szamitasok
végzése soran, akkor azok szedésben az

aq a
(2.1.1) l[ag] = | a2 | , illetve az [aP] = | a®
as a?

modokon jelennek meg.
A bevezetett jeloléssel az a+b = c vektorosszeg vagy az

ar+bx = cy vagypedig az a4k ="

alakban irhato fel.
Tovabbi fontos kérdésre vilagitanak ra az alabbiak.
Tekintstink két, az (1) és (2) jeld, ferdeszogi KR-t. Legyen

a, valamint a
(1) ©))

13
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az (1) és (2) jeld ferdeszogii KR-ben vett szamharmas (valtozoharmas). A két harmas
akkor adja ugyanazon vektor kovarians koordinatait a vonatkozé KR-ekben, ha fennall az
k k
O'E T oS

egyenlGség. A fenti képletbdl, amint részletesen is latni foguk a 7. szakaszban, az kovet-
kezik, hogy csak akkor alkotja ugyanazon vektor harom kovaridns koordinatajat az (1) és
(2) jeld ferdeszogi KR-ben értelmezett

ar, valamint a

1) (2
hérmas, ha alkalmas transzforméacios Osszefiiggés teljesiil a tekintett két harmas kozott.

Az
agby,  apb?, av', albp , vagy c*

mennyiségek kétindexes, illetve mdsodrendi sokasdgok, objektumok. Ezek is matrixba ren-
dezhetsk ha megallapodunk abban, hogy balrol jobbra haladva az els6 index (fiiggetleniil
attol, hogy alsé vagy felss) sort, a masodik index pedig (ugyancsak fiiggetleniil attol,
hogy also avagy fels6) oszlopot azonosit. A mondottak alapjan az axb; szorzat, vagy a ¢,
sokasag a

aq b1 Cl,lbg Cl,lbg Cll 012 013
akbl = a9 b1 azbg a263 s Ckm = C21 C22 C23
a3b1 agbg agbg C31 C32 C33

modon rendezhetd, illetve foglalhaté métrixba.
Visszaidézve és részben kihasznalva az (CZH) és (CZ7) képleteket a kétindexes ob-

jektumok tipikus példaiként adédnak a kovaridns és kontravarians bazisvektorok
(2.1.2a) 0" =gr-g" és =" 8k

szorzatal. Kozos méatrixuk
1

alakt. Ezt ugyanolyan modon szedtiik mint az ay illetve a? vektorok oszlopmatrixait.

A kovarians bazisvektor kovarians bazisvektorral vett, illetve a kontravarians béazisvek-
tor kontravarians bazisvektorral vett skalarszorzata a gy és gP? kétindexes objektumokat
értelmezi:

g11 G912 913
(2.1.3a) Ikl = 8k 81 [gr] = | 921 922 Go3
g31 932 933

gll 912 913

(2.1.3b) gl =gP.g?. (g7 = | g* ¢2 ¢*

g31 g32 g33

Vegyiik észre, hogy a (ZI3alb) képletek a gy és ¢gP? kétindexes sokasdgok maétrixait is
tartalmazzak.
Megjegyezziik, hogy:
1. Fennallnak a skalarszorzat kommutativitasa miatt a

(2.1.4) Ikl = Jik » g =g"

relaciok. Ezek azt fejezik ki, hogy szimmetrikusak a gy és gP? kétindexes sokasagok
matrixal.
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2. Béar vektorok skalarszorzataiként értelmeztiik a 6,, 6™, gu és g? kétindexes so-
kasdgokat latni fogjuk késébb, hogy ezek a mennyiségek az egységtenzor kiillonb6z6
alakjai.

Hdromindexes sokasdgnak tekintheték az

par
€kim » €

permutacios szimbolumok, valamint a bel6liik képzett

T o T
Ekim = YoChim , €1 =~el

szorzatok az tn. epszilon tenzorok (az utobbi mennyiségeket az (CZI2) egyenlettel értel-
meztiik, tenzor mivoltuk igazolasat a oldalon leljiik fel).

Visszaidézve az szakasz megallapodésait a latin (és gorog) indexek értékérsl,
az Osszegezési konvenciorol és ezzel Osszefiiggésben a néma és a szabad index fogalmérol,
valamint kihasznélva a sokasagokrol mondottakat is a

11 1 1
621 C22 C23 a2 b2
031 032 033 a3 = b3
c’y Cy g a b

egyenlet, ez formailag linedris egyenletrendszer a c*, = egyiitthatokkal, az a™ ismeretlennel
és a b* zavarotaggal, a

(2.1.5) ¢t a™="b"

tomor alakban irhato fel, ahol a pirossal szedett, az egyenleteket szamlalo index a sza-
bad index, amely mindkét oldalon ugyanabban az indexpozicioban kell, hogy &alljon. Ha
ezt a szabélyt nem tartjuk be sériil az indexegyensily elve, amely azt mondja ki, hogy
egy indexes jelolésmodban irt egyenlet minden tagjdban azonos azaz vagy felsg, vagy al-
s6 indexpozicioban kell, hogy legyen(ek) a (az azonos) szabad index(ek). A tobbesszam
hasznalata az utéobbi mondatban arra utal, hogy egynél tobb szabadindex is lehetséges.

2.1.2. Vektorok koordinatai, indexemelés és siillyesztés. Kiindulva az
(2.1.6) a=a"g, = a,g’

egyenletbdl, majd kihasznalva az (LIT8) képletet, a Kronecker delta indexatnevezs ope-
rator voltat, valamint (a ZZT3alb) osszefiiggéseket azt kapjuk, hogy

(21.7a) R X

Ha még a fenti két képletet is helyettesitjiik a lenti atalakitasok utolso lépésében, akkor
adodik, hogy

(2.1.8a) a-g"=a,8"g" =aq¢" = 1 =a",
EI7)

(2.1.8b) ag=dg g=dw=_1 =a.
ETTm)

Osszegezve:

(2.1.9a) a-g =a, a-g"=a",

(2.1.9Db) g =a . a,g’ =a™,

Szavakban: az |a; kovarians koordinata|{a™ kontravarians koordinata} az a vektor |kova-
rians g|{kontravarians g™} bazisvektorral valo skalaris szorzata.
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A [2I.9D), » képletek az indexemelés és indexsiillyesztés szabélyai. Segitségiikkel meg-
adhat6 az [a; kovarians|{a™ kontravarians} koordinaték az {a* kontravaridns}|a, kovari-
ans| koordinatakkal feltéve, hogy ismertek a gy, és g"™ objektumok.

A (ZI3al), » képletek szerint a

8k 81 = gkl
~—~—
a
szorzat a gy vektor [-ik kovariéns, a
g’ gt =g"
~—~—

szorzat pedig a gP vektor m-ik kontravaridns koordinatija. Kovetkezésképp a g és gP
béazisvektorok a

(2.1.10) g =gug'| 6 | g"=¢"8n

alakban irhatok fel. Szavakban: az indexemelés és siillyesztés (2100, » alatti szabélyai
a bézisvektorokra is vonatkoznak. A ([ZTI0) » Osszefiiggések kovetkezménye, hogy
g8 = gug”"g - &m = grg”"0", = gug”
\,p_/ Hl,_/
5, 5

m

avagy, elhagyva a lépéseket, hogy
(2.1.11) 5.7 =g g"” .

Kiirva a képletben szereplé objektumok matrixait

100 g11 J12 913 911 912 913
01 0|=1]9a1 g2 923 921 922 923
0 0 1 g31 932 933 931 932 933

az eredmény, ami azt jelenti, hogy a [gy] métrix a [¢'P] matrix inverze és viszont. A fenti
képlet alapjan azt fogjuk, mondani, hogy a by és a d'? sokasdgok egymés inverzei, ha
fennall a

(2.1.12) b d'? =6,7

egyenlet. Ezzel a szohasznalattal élve a g sokasig a g7 sokasdg inverze és viszont. Az
inverz fogalmar6l masodrendd tenzorok esetén a [ETH alszakaszban esik majd részlete-
sebben sz6.

2.1.3. Miiveletek vektorok kozott. Az alabbiak az indexes jel6lésmod alkalmazésa
mellett tekintik at a vektorokkal valé mitiveleteket.

Szorzds skaldrral :
Tekintstiik az
a=a"g, = a,g’ és b = b'gy = b,g*
vektorokat. Ha a
c=cg, = cpg?
vektor az a vektor és a A skalar szorzata, akkor
c* = \aF

c=)\a, vagy ¢, = Aa,
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Additiv midveletek:

Az a és a b vektorok A és u skalarokkal silyozott c Gsszege (kiilonbsége) a
ck = NaF £ pub®
c=JXlatub, vagy a ¢, = Aay =+ b,

modon {rhato.

Ismét hangstlyozzuk a (2I0) egyenletet kovets bekezdés lényegét: a szabad indexek
egy egyenlet minden tagjaban azonos (vagy felsg), vagypedig als6 indexpozicioban kell,
hogy legyenek.

A fenti képletek jol szemléltetik az indexes jelolésmod ama elényét, hogy nem kell
feltiintetni a vektorialis egyenletek irasa soran a bazisvektorokat.

Skaldris szorzds:
Kihasznalva a (2.1.3D) sszefiiggést, illetve az indexemelés és siillyesztés (2.1.90) -
alatti szabalyat a
c=a-b=aqa,g’b,g"=a, ¢"b,=a’b, =
. \a;—/
(2.1.13) =a, g’y = a, VP = a, b’ =alg, b’
~~ —~—
bp algqp
alakban kapjuk az a és b vektorok skalarszorzatat.

A ([ZTT3) egyenlet egy jelolésbeli megallapodast titkroz: ha nem egymas mellett allo
vektorok kozott kell végrehajtani skalaris (vagy vektorialis) szorzést, akkor azt a fentieknek
megfelel§ feliil nyitott téglalapszert vonalazas segitségével szedjiik, oly modon, hogy a
miveleti jel a vizszintes vonalszakasz kozepén jelenik meg. Az is kiolvashatd, mint szabaly
a fenti képletbdl, hogy néma indexpér esetén az egyik lesiillyesztése a masik felemelésével
kell, hogy tarsuljon és viszont és ez a szabaly mindig érvényes, hiszen a néma indexpar

T st

dtnevezhetdk:
q o _ k
a’by =a, 0P =a, b .
Vektoridlis szorzds:

Az a és a b vektorok c¢ vektorialis szorzata a bazisvektorok vektorialis szorzatat

ado (CZIJ); » képletek felhasznalasaval irhatok fel

axb=a'b'g,xg =eunat'g" =c,g" =c,
azaz
(2.1.14a) Cm = Epma" b’
illetve
axb=a,b,g’xg!=e""a,b,g =c'g, =c,
azaz
(2.1.14Db) " =eP"ayb, .

Az indexemelés (indexsiillyesztés) (21.90), » alatti szabalyait kihasznélva atalakithato

a (ZI140) egyenlet:
kI

T T T
Cm =€ Grm = € Grmapby = € Grmprgg a”a’ .
—_————

Masrészt a (ZT.T4al) képlet szerint:



18 2.1. Miiveletek indexes mennyiségekkel

EgyenlGség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymassal a kapcsos zardjellel megjelolt
részek:

(2.1.15a) Extm = €7 GpkJqiGrm -

Ugyanilyen modon igazolhato, hogy
(2.1.15b) e = ey g™ .

A [ZIT5alb) osszefiiggések szerint [az alsoindexes| {a felsdindexes} epszilon tenzor
tgy kaphaté meg |a felsGindexes| {az alsdindexes} epszilon tenzorbdl, hogy az utébbi
valamennyi indexét [lestillyesztjiik|{felemeljiik}.

Vegyes szorzat:
Az a, b és d vektorok d vegyes szorzata a ([ZTThal) osszefiiggésbdl kovetkezos
d=[abc] = (axb)-c =e""a,b,g, csg° = " a,b,cs0,° = P a,b,cs

. L.
képlet alapjan a

(2.1.16a) d = e’ aybycy

alakban irhato fel. Hasonléan kapjuk, hogy
(2.1.16b) d = epmatblc™ .

Diadikus szorzds:

Az a, b vektorok diadikus szorzata masodrendii tenzor, amelyet a
C=a®b

modon frunk, ahol ® a diadikus szorzas mitveleti jele. Figyelembe véve az a és b
kiilénbozs elallitasait a C' tenzor a
(2.1.17) C=ab, g"®g" =y 8" 08" =
~~
Cpq
= apbngs gp ® gs = Cps gp ® gs =
——
cp®
=a,9"b, g ®g1 =", g gl =
——
c’y
= apgprbngs g R8s =c"g Qg
—_——

CT'S

alakokban irhato fel, ahol altalaban
¢, #Fc).

A ([ZTT0) képletben allo gP @ g? etc. diddok a bazistenzorok, melyek indexei balrél
jobbra haladva ugyanabban a sorrendben kovetik egymast, mint néma parjaik a ¢ mellett.
Mivel indexes jelolésmodban sem a bazisvektorokat, sem pedig a bazistenzorokat nem
irjuk ki az egyszerd irasmod biztositasa kedvéért az elhagyott bézistenzorokban all6 ba-

zisvektorok sorrendjét a kiirt tagok szabadindexeinek sorrendje hatarozza meg. Tekintsiik
erre példaként az eddig megismert objektumok segitségével felirt

s
dlm = _glmsd

egyenletet, amelyben pirossal szedtiik a szabadindexeket.
El6fordulhat, hogy valamilyen okbol eltér egyméstol egy indexes jelolésmodban irt
egyenletben az egyes tagok szabadindexeinek sorrendje. Ez esetben az a megéllapodas,
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hogy a tényleges sorrendet az egyenlet baloldala, vagypedig a baloldalon allo legelss tag
hatarozza meg. Ezzel a megallapodéassal élve a fenti egyenlet a
dlm = gmlsds

alakban is megadhato.

Bar az utobbi megallapodas egyértelmtien meghatarozza a bazistenzort alkotd béazis-
vektorok sorrendjét, lehetdség szerint torekedni kell arra, hogy indexes jelolésmodban irt
egyenletek esetén minden taghan azonos legyen a szabadindexek sorrendje.

GYAKORLATOK

1. Vizsgalja meg, hogy melyik kifejezés értelmes indexes jel6lésmodban a lentiek ko-
zil. Irja ki részletesen az értelmes kifejezéseket.

i af i apnb” iii. " amn, iv. ™amm
V. ap,b’? vi. ap, b vii. a", ™" viii. eijkajk
2. Azonos vagy eltérd jelentéstiek-e a
i. a,"d, ii. d,a," iii. a,,,c™" iv. a,,c¢"

kifejezések ?
3. Mutassa meg, hogy
aklbkbl =0 s
ha ap; — —Qak-
4. Tgazolja indexes jel6lésmodban, hogy
l[ax (bxc)] gk =a.c" bp—a.b" ¢
és, hogy
[(axb)xc|-gr=a.c b,—b.c" ay.
5. Mutassa meg indexes jeloléseket alkalmazva, hogy
(axb)-(cxd) = a,c" bpd" —a,d" bc" .
6. Igazolja indexes jel6lésmodban, hogy

(axb)x (cxd)=[abd]c—[abc]d = [cda] b—[cdb]a.






3. FEJEZET

A determinans

3.1. A DETERMINANS ES AZ ADJUNGALT

3.1.1. Determinéns indexes jeldléssel. A determindns a matrixnak tekintett a?,
objektum elemeibdl képezhetd, mint az 6sszes olyan hdromtényezds szorzat dsszege, amely-
ben a szorzatok minden sorbél és minden oszlopbdl csak egy-egy elemet tartalmaznak,
elgjeliiket pedig az donti el, hogy névekvs sorszam (oszlopszam) szerint rendezve a szor-
zotényezdket a sorszamok (oszlopszamok) altal alkotott harmasok paros vagy péaratlan
permutécidi-e az 1,2 és 3 szdmoknak: paros permutacio esetén pozitiv, paratlan permu-
tacio esetén negativ az elGjel.

A determinanst az

11
@y Qo Q3
(3.1.1) |a™,| =det(a?,) = | a®, a*y a%

modokon jeloljiik.
A jol ismert els6 sor szerinti kifejtéssel

(3.1.2a) |a™,| = a'y(a’ya°s — a?30%) —a'y(a*ya’y — a’ya’y ) + a'5 (0% 0%y — a’yay)

a determinans értéke. Némi szamolassal és a permutacios szimbolum tulajdonsidgainak
felhasznélasaval ellenérizhetd, hogy a

1. sor 2. sor 3. sor

AN
|amn| — ebar alp a2q a/3r —
(3.1.2b) e = a'ya’ya’s —a'a’ya’s+
e +a'ya?ya®, —atya? P+
€3qr 4 &130,210,32 . a13a22a31

képlet is az els§ sor szerinti kifejtése a determinansnak hiszen a p index az oszlopokat
szamlalja.

Ha felcseréljiik a p-t és g-t a permutécios szimbolumban, akkor elGjelvaltas kdvetkezik
be. Ha emellett a p-t ¢-ra, a ¢-t pedig p-re nevezziik at a

3 3

| ,m | _ gqpr, 1 2 ___pqr 2 1
|a™, | =e""a" 0" a’, = e""a” 0" a”,

alakot kapjuk, ami azt tiikrozi, hogy a sorcsere elGjelvaltozast eredményez.
Visszaidézve, hogy €?'® = —1 az utobbi képlet atirhato:

o213 |a™, | = e ap aq ar :

Innen, egyméstol kiillonbozs betiiket téve a téglalapocskakban all6 szamok helyére, az

(3.1.3) el a™, | = e a' jdl a,

21
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eredmény kovetkezik. Szorozzunk most at e;ji-val és hasznaljuk ki, ¢jk-t gondolva kim

helyére, az ([L2I6H) Gsszefiiggést:

ijk| m J) ik
eijre’"| a™, | = egpe®"a’ a’ a
——

re
6

Innen

k
r

(3.1.4a) la™, | = 3 Gk ePral

a determinans értéke. Ugyanigy igazolhato, hogy

1 ..
(3.1.4b) |G| = 3 etk e’ g Qg
mn 1 i iq  kr
(3.1.4¢) la™"| = 3 €ijk epgra’ta’a
és, hogy
n 1 ijk pP.,q. T
(3.1.4d) la,,"| = 3¢ ety

Vegyiik észre, hogy a fenti négy képlet azonos szerkezett, barmelyik jobboldala megkap-
hato a masikbol, ha alkalmas indexemeléseket, illetve indexsiillyesztéseket végziink.

3.1.2. Az adjungalt és az inver. Feltételezziik a tovabbiakban, hogy az indexként
allo nagybeti rogzitett (nem futo) indexértéket jell. Tekintsiik az
Ijk

s t
e eRStajak

szorzatot. Ha ebben az Gsszeghen a nem zérus tagokat keressiik csak, akkor fel kell téte-
lezniink, hogy

I#35#k és R#s#t.
(Feltételezziik tovabbé, ez ui. nem sérti az altalanossagot, hogy parosak a szorzatot szami-
tasa soran az elséként tekintett IJK és RST permutaciok.) A fenti szorzatot add Gsszeg

szamitasa soran minden lehetséges esetet a rogzitett IJK és RST indexekkel adunk majd
meg. Legyen Al az dsszeg fele. Ezzel a jeloléssel és az Osszes lehetGség figyelembevételével

I Ijk st
2A°p =eepga®;a’), =

S

(3.1.5)

az Osszeg, ahonnan — visszatérve a megszokott kis indexekhez — a

r

(3.1.6) A = 5 e, o a’; a’y

alakban frjuk az A’ -et. Az A’, jelentése az A’ (BT alatti részletes kifrasabol olvashato
ki. Eszerint A’ az a”;-hez (az r-ik sorhoz és i-ik oszlophoz) tartozo elGjeles aldeterminans.
Valoban, ha pl. I =2, R=3, akkor J =3, K=1¢és S=1,T = 2; kovetkez6leg

2 1 2 1 2
A%y =ajza"—a a’y,

ami az a3,-hoz tartozo elGjeles aldeterminéns.
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Az allitas altalanosabb igazolasat adja az alabbi atalakités:
1 1

a”, A", =a", 5 e epgral,a”, = 5 Crar e a™ al, ad", =
a I3 szerint |ak,|emar
_lemqre |ak|_|ak|5m
) par | 1] = (@ 1|0,
26m,,
ahonnan
(3.1.7) a™ ﬂ =0
a "lab| P

Ugyanilyen médon mutathaté meg, hogy

) 1 ..
Alr — — ezykerst ag; Qy,
(3.1.8) 2 ’
Air = 5 €ijkCrst a™ atk )
és
1 :
(319) Air = 5 ez’jk€TSt a'sj atk )
amivel
AmP
Ay T = 0,7 am™t 2 ="
mn m s P
o n Anp P
a — = :
m 7 m
||
A [BI7) és (BTI0) képletekben 4llo
An Anp A AP
— — —2 valamint n
|a”] gl |a*7] |as'|
tortek tekintettel a (Z1T2) képletre és képlet kapcsan mondottakra az a™,, a,,,, ™" és

a,,” sokasagok (objektumok) inverzeit adjak.

3.2. ALKALMAZASOK

3.2.1. A szorzastétel. Tekintsiik a

CuU — aus bsv
szorzatot. A szorzat determinansa a [B.LAd) képlet alapjan a (BI3) figyelembevételével
szamithato:

1 . .
d| _ — _pqr k., l.m_ — _pqr hp kil j3,m __
(3.2.1) el = o e epm e, c e = o e’ epim a, by a,'b a, 70" =
_l pqr o, h i g bkblbm_l hij | z||bt|_| z||bt|
- 3,? ap aq ar/fklm h Y Yj T 3 €7 Chij |Ay, s | = |Gy s
ehid|a,,?| enijlbst] 3!

Szavakban: két matrix szorzaténak determindnsa a métrixok determinansainak szorzata.
A szorzéstétel egy alkalmazasaként tekintsiik a

(a) Gkl glq = 5kq
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szorzatot. Legyen

(3.2.2) 90 = |gul és 9°=14".
Az (@) baloldalanak g,¢g° a determinénsa, a jobboldalnak pedig
1 0 0
6,9=10 1 0|=1.
0 01
Kovetkezésképp

329

3.2.2. Osszefiiggés v, és g, kozott. Mivel a (Z110), alapjan

g1 =91p8", 8270287,  83= 038
az (CZTZalb) és az (LZH) képletek felhasznalasaval irhato, hogy

1
Yo = |818283] = 91p 924 935 (87878°] = 91p 924 935 — €'’
[123] 1p2q3[ ] 1p2q3ﬁy

o
gPIT =~ ePaT

azaz, hogy
(70)* = € g1p 9oq 935 = 9o
—_———
gO
vagyis
(3.2.42) (1) = 0.
Ugyanigy mutathaté6 meg, hogy
(3.2.4b) (v°)?=g°.

3.2.3. Az ey, mint determinans. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy
6 02 o°
5t 6,2 0,°
A determinanst kifejtve az els6 oszlop szerint a

0t (0,70,,° = 6,,20°) +0,1 (6,,°0,° = 6,%6,,%) +0," (0,70,° = 6,26,
eredményt kapjuk. A fenti kifejezés értéke

(3.2.5a) Chim =

m

0, ha klm nem permutécio (ekkor ui. van legalabb két azonos index a klm indexek

kozott, kovetkezésképp a determinans legalabb két sora azonos);

1, ha klm paros permutaci6 (ekkor ui. (a) klm, Imk, vagy mkl megegyezik az 123-
al és igy a pirossal szedett szorzatokat magaba foglalo tagok egyike 1, a mésik
ketts pedig zérus, mivel az utobbi esetben kiilonboznek a d-k indexei; (b) a kékkel
szedett szorzatokat tartalmazo6 tagok mindegyike zérus, mert itt is kiilonboznek a
d-k indexei) ;

, ha klm paratlan permutécié (ekkor ui. (a) kml, lkm, vagy mlk megegyezik az
123-al és igy a kékkel szedett szorzatokat magaba foglalo tagok egyike —1, a masik
ketts pedig zérus mivel az utobbi esetben kiilonboznek a d-k indexei; (b) a pirossal
szedett szorzatokat tartalmazé tagok mindegyike zérus, mert itt is kiilonboznek a

0-k indexei).
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Ezt kellett bizonyitani.
Hasonlé gondolatmenettel adodik, hogy

(3.2.5b) S I
857 057 65"
A BEZ3Rab) képletek kovetkezménye, hogy
5k1 5l<;2 5k;3 5117 5161 51T 5kp 5kq 5kr
(326) ek-lm €pqr = €k-lm qu,r = 5l1 5l2 5l3 5217 5261 52T = (slp (slq 5l7’
5.1 6.2 68| | 0" 8,7 84 P 54 5T

Az allitas belatdsdhoz a determinénsok szorzastételét kell visszafelé alkalmazni és figye-
lembe kell venni, hogyha igaz az allitas, akkor a

5k 1 5k2 5k3 5117 5161 517“ 5kp 5kf1 5kr
51 1 51 2 51 3 5217 52 q 52 r — 5lp 51 q 51 r
6,0 0,2 0,73 (R R N 0,/ 6,7 9,

szorzat példaként vett és kékkel szedett eleme az els6 matrix mésodik soranak és a maso-
dik matrix els6 oszlopanak kell legyen a szorzata. Valoban, kihasznalva, hogy egy Gsszeg
tomoren is irhatd az Osszegezs index felhasznéalasaval és atnevezs operatornak véve az
egyik deltat azt kapjuk, hogy

5l151p+5l252p+5l353p == 5l858p = (slp .
Ugyanilyen moédon eljarva a fennmaradé nyolc elem esetén megkapjuk végiil az allitas
teljes igazolaséat.

GYAKORLATOK
1. Igazolja, hogy
ago — gogpq .
pq

2. Igazolja, az el6z6 feladat alapjan, hogy

Pq

4 Ing, =g
OGpq ’






4. FEJEZET

Tenzorok

4.1. A MASODRENDU TENZOR

4.1.1. A maéasodrendii tenzor geometriai fogalma. Els6ként visszaidézziik kissé
eltérd jeloléssel az [CT3 szakasz néhany eredményét. Tekintsiik az egymastol linearisan
fiiggetlen kovetkezsleg bazist alkotd vy, vy és vs vektorokat. Ez esetben [vq vy vs] # 0 és
bézist alkotnak a

* 1 Vo X Vg * o V3 XVp \*,3_ Vi1 X Vg

Vi=e——— VS = , = —
[Vl Vo V3] [V1 Vo V3] [Vl Vo V3]

reciprok vektorok is. KovetkezGleg tetszdleges v vektor megadhato a
v=p'vi+p’va+pivy

alakban, ahol a

(4.1.1) pl=v-vl, pPP=v-v?, és PP =v-v

skalarok a v vektor v; vektorokra vonatkoztatott koordinatai.
A masodrendd tenzor fogalménak bevezetéseként megvizsgaljuk a homogén linedris
vektor-vektor fiigguények tulajdonsagait. Azt mondjuk, hogy homogén linearis a

(4.1.2) w =f(v)

vektor-vektor fliggvény, ha teljesiil az

(4.1.3) f(p'vi+p*vo+p°vs) = p'f(vy) +p*f(va) + p*F(v3)
fiiggvényegyenlet.

4.1. abra. A v vektor leképezése a w vektorra

Geometriailag a fenti egyenlet olyan fiiggvénynek tekinthetd, amely a tetszdleges O,
pontbol felmért v vektorok harommeéretii terét leképezi az ugyancsak tetszéleges O,, pont-
bol felmért w vektorok harommeéretd terére — aIl abra az (y) kartéziuszi KR-ben szem-
lélteti a leképezést. A v vektorokat targyvektoroknak, a w vektorokat képvektoroknak
nevezziik. Roviden az mondhato, hogy a w vektor a v vektor képe.

Nem elfajuld a leképezés, ha a v vektorok teljes terét a w vektorok teljes terére képez-
ziik le; elfajulé (nem megfordithato) a leképezés, ha a v vektorok terét sikra, egyenesre,
avagy pontra képezziik le.

27
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Jelolje rendre
(4.1.4) wy =f(vy), wy = f(vy) és  wy="f(v3)

a bézist alkot6 vy, vy és vz vektorok képeit. Nyilvanvalo a [ETZ), @ELD) és L)
Osszefliggések alapjan, hogy

(4.1.5) w = f(v) = f(p'vi +p*vao +pPvi) = p'wy +p*wa +pPws .

Ez az Osszefliggés azt jelenti, hogy a leképezést egyértelmiien meghatarozza a vy, vy és vs
vektorok wy, wy és ws képe. A (L)) egyenlet és a diad jobboldalrol vektorral torténd
skalaris szorzéasanak (LI Zal) alatti szabélya segitségével tovabb alakithato a fenti képlet:

(4.1.6) W:f(V)=W1\*11-V+W2\*/2-V-I—W3\*/3-V:

= [w1®€31+w2®€32+w3®{?3] v,

. /

W
ahol
(4.1.7) W =w, v+ Wy @Vi+ W3RV

a leképezés masodrendi tenzora.
Megjegyzések:
1. A fentiek szerint a tenzor barmilyen bézis és a bazis harom képvektora segitségével
— ez most a wy, és a v¥ harmas — megadhato.
2. Ennek ellenére érdemes a tekintett KR-hez igazodni (gorbevonala KR esetén a
lokalis bazist hasznalni); a kovetkezd szakasz ezt kérdést taglalja.

4.1.2. Masodrendi tenzor lokalis bazisban. Mivel a ferdeszogii KR bazisvekto-
rait és a gorbevonali KR lokalis bazisat kifeszit6 bazisvektorokat ugyanugy jeloltik, az
alabbiak mindkét esetre vonatkoznak. A késébbiek kedvéért azonban a gérbevonalit KR-el
kapcsolatos szohasznalatot részesitjiik elénybe.

Jelolje most a a képvektorokat, és d a targyvektorokat. Az el6z6 szakasz gondolatme-
netének lépéseivel, de a gorbevonalit KR lokélis bazisat véve alapul irhatjuk, hogy

a=f(d)=f(d'g +d’g+d’gs) = d'f (g1) +d*f (g2) +d’f (g3) ,
~—~— ~—~— ~—~—
a as as

ahol d* a d vektor g;-hez tartozo kontravarians koordinatija, az a; pedig a g; bazisvek-
tor képe. A fenti képlet a d¥ =gl -d és ax d¥ =axgh-d = axr gl - d Osszefiiggések
figyelembevételével alakithato tovabb:

a=f(d)=f(d'g +d’gy+d’gs) =a,d" +ay,d*+azd® =
= [a®g'+a,®g’+a;®g%]-d.

. /

A
Itt
A=a,0g' +a®g’+a;0g’ =a,0¢g’
a leképezés tenzora. Mivel
a; = am’gk =a’;8s
az A tenzor az

(4.1.8a) A=a,gtog =ad g 08
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alakokban adhat6 meg. A diadban all6 masodik g’ bazisvektor 7 indexének lesiillyesztésével
tovabbi két alak kaphato:

A=a,g'g"0g =a'g'g.®g,
—~ v,
ay, a’s

vagyis
A=q/'g'0g =a"g,0g.

A fenti képletekben a bazisvektorok gF®g’, g, ®g’, g*®g; és g,®g; diadikus szorzatait
bdzistenzornak nevezziik.

Figyeljiik meg, hogy a diadok ay,, a®;, a,! és a*! egyiitthatéinak barmelyike megkaphato
barmelyik masikbol az indexemelés és siillyesztés megismert szabalyaival.

Indexes jelolésmodban, amikoris nem irjuk ki a bézistenzort, az ay;, a°
egyiitthatokat masodrendd tenzornak nevezziik.

A fentiekhez kot6ds egyszeri példaként megmutatjuk, hogy a

l

4 sl
a, és a

79

me'eg,  &legfeg,  gee, & Meeg

tenzorok mindegyike az I egységtenzor, amely minden vektort onmagéra képez le.

Valoban, ha a fenti felsorolasban szerepls els két tenzort megszorozzuk jobbrol skala-
risan az u, g" vektorral majd kihasznéljuk az indexemelés és siillyesztés szabalyait illetve
a Kronecker delta indexatnevezd operator voltat, akkor a

(4.1.9a) I-u=(gu gk®gl) (u"g,) = gu gkélrur =guu' g’ =u,g",
L
valamint a
(4.1.9b) Iu=(5'g"0g) (ug,)=06g"gnv =8 ug"=ug
L.

eredményt kapjuk. Ez azt igazolja, hogy a g g ®@g' és a 6,' g ®@g; tenzorok az egység-
tenzorok.

A masik két eset vizsgalatat gyakorlatra hagyjuk.

Indexes jelolésmodban a (ELT9alb) egyenletek az

(4.1.10) g b =y és 5klul = uy

alakban irhatok fel. Az els6 a méar jol ismert indexsiillyesztés szabélya, a méasodik a Kro-
necker delta segitségével torténs indexatnevezésé. Mivel a (ELII) szerint egyik esetben
sem valtozik meg az u vektor a gy ¢és 0,' mennyiségek az egységtenzort adjéik indexes
jeloléssel.

Végezetiil megjegyezziik, hogy a metrikus tenzor elnevezés onnan szarmazik, hogy a
ds ivelem négyzetének

or Jor
2 _ _ k I _ k..
(4.1.11) ds* =dr-dr = de : @dx = gpdz” dx
képlete magéba foglalja a metrikus tenzort. Ez a mennyiség a tér metrikajanak egy jel-
lemzdéje.

4.2. TENZOROK TRANSZFORMACIOJA

4.2.1. A kovarians bazisvektorok transzformacioja. A B2 abra baloldala — az
(a) jeld abrarészlet — az (y) kartéziuszi, valamint az (z) gérbevonala KR-t (ez piros szinnel
van rajzolva) szemlélteti kiilon is feltiintetve a P ponthoz tartozoé lokalis bazisokat. Az
abra jobboldal — (b) jeld abrarészlet — két gorbevonali KR esetén szemlélteti a lokalis
béazisokat. Ezek koziil az els6 a baloldali abrarészleten mar szerepls (z) gérbevonalu KR,
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lokalis bazisok

4.2. abra. (a) Egyenes és gorbevonala KR-ek (b)) Két gorbevonala KR

a mésodik pedig az (&', &2, €3), vagy tomor jeldléssel az () gorbevonalt KR.

Valamely skalar, vektor illetve tenzor megadhato barmelyik, azaz mind az (y) karté-
ziuszi, mind pedig az (z) és az (§) gorbevonali KR-ben. A tovabbiakban azt a kérdést
vizsgaljuk, hogy miként szamithatok at ezek a mennyiségek az egyik KR-bdél a masikba.
Magat az atszamitast, erre utal kdzvetleniil a jelen szakasz cime is, tenzorok transzfor-
méacidjanak nevezziik. Az (y) és (x), valamint az (z) és (£) KR-ek kozotti transzformacios
szabalyokat egymassal parhuzamosan tekintjiikk at, oly moédon, hogy a baloldali oszlop-
ban az (y) és (v) KR-ek kozotti Osszefiiggések, a jobboldali oszlopban pedig az (z) és (§)
KR-ek kozotti Osszefiiggések szerepelnek majd.

A jelolések egyértelmiivé tétele kedvéért abban allapodunk meg, hogy a vektorok, a
masod, vagy magasabbrendi tenzorok bettjele minden koordinatarendszerben ugyanaz. A
kiilonbségtételt a vektort, tenzort azonositod beti elétt felsd indexként megjelend aposztrof
segiti majd az (y) kartéziuszi és (§) gorbevonali KR esetén. Ez a megallapodas nem
okozhat félreértést mivel a két esetet, a fentiek szerint parhuzamosan targyaljuk majd.

Nem alkalmazzuk az aposztrof jelet olyan mennyiségekre, amelyeknek kiilénbozé a
bettjele (tehat az (y) KR bazisvektorai esetén, illetve a koordinatédk esetén). Tovabb
segiti a megkiilonboztetést a jelen a B2 alszakaszban valamint az Bl fejezetben a fenti
abraval 6sszhangban 4ll6 szinek alkalmazéasa az indexek esetén.

Mivel kartéziuszi az (y) KR az (L2Z5D) és (CZB)alapjan fennallnak a

(4.2.1a) it =i, ‘g =01, és gt ="

osszefiiggések. Ez egyben azt jelenti, hogy barmely kartéziuszi KR-ben a gy és g metrikus
tenzorok megegyeznek az also-, illetve felsGindexes Kronecker deltaval.
A P pont helyvektora az

(42.2) r=y" (', 2 23i, +y’ (2", 2% 2Di +y’ (2f, 2%, )iy = r=r(z', 2% 2%)
=y ii+y ity'i =r(¢, &% ¢)

alakban adhaté meg, ahol kdélcsonosen egyértelmtiek az

(4.2.3a) =2y y Y, valamint az vt =2 (€, €267

fliggvények, azaz

(4.2.3b)  Jp, = g—;k £0 és Jpe = ng £0
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A bézisvektorok szamitasaval kapcsolatos ([CZ20) osszefiiggés alapjan

. or or 0zf ox?® ) , or or 0z° ox?®
1. = = B :gs— €S gk: k: s k:gs—k’
dy ox® Oy dy 0& oxs 0¢ o€
gs t, S 8s t,°
vagy ami ugyanaz
. or® s . / Ox* s
(4.2.4a) i, = gsc‘?y =t°gs és gL = gsﬁ—fk =1."gs.
Ha skalarisan megszorozzuk az utobbi egyenletet gl-el, akkor a
ox® ox®
A ! s ! ! / ! ! s ! !
1, - = — s° — t s” = t . = — s = t s° — t
g =g, 88 glg | R T kglg k
ds ds
illetve a
o' o'
4.2.4b tl=—"=i g tle2 o, gl

eredményt kapjuk. A ([EZ2ZZal), » képletek a g, bazisvektorok (y), illetve (£) KR-be valo
értelmezik.

A ([EZZaDb), 2 képletekre vezets gondolatmenet ismétlésével kapjuk meg a g-t i,,-el
illetve ‘g,,-el kifejezve:

or or Oy ] | or dr og&m m
- = 2 =1 T, == —— = mT
8= 54~ By o l 87 5 ~ gem o BT
~~— = ~—
i Tl /g m Tl m
azaz
ay . agm m
(4.2.5a) g =g 7in=n"1 | 8= "5 ‘g =7,""8m .
A fenti egyenletbél az i", illetve a g¥ bazisvektorokkal torténd skalaris szorzéssal a
. 8y .. 1k agm/ 1k k
g1 :Wl ‘1 =T | g8 :ng'g =T
/6 /6771]‘:
illetve a
oy . o5

eredményt kapjuk. A [EZEH) képletekkel értelmezett 7, ¥ ugyancsak transzformacios ob-
jektum.

4.2.2. Osszefiiggés a transzformacios objektumok kdzott. Az ivelemvektor szé-
mitasara szolgald

(4.2.6) dr=dal g, =dy" i | dr = da'g, = d¢¥ g, |
képletekben, tekintettel a ([EEZZa)-ra is
oy ., . 0z ) N A Ox®
dy :@(W, IZ@gs €s d¢ :%dn’f, /ng@gs-
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Ha behelyettesitjiik az utobbi osszefiiggéseket a [EZH)-be, és elhagyjuk mindkét oldalon
a dz!-et, akkor kapjuk, hogy

oy" 0x*® o Ox®

4.2.7 = — g E =— —g.
(42.7) 8= 54 oy B s 817 9al 9 &
EgyenlGség csak akkor lehetséges, ha

oy Ox* s ) OEF O s
(428&) w ay :51 €S %@ =0 ,
vagy a ([{L240)-re, valamint a ([L250)-re is tekintettel, ha
(428b) Tl t 5= (sls | le tk.s — 5lS .
Ugyanigy igazolhato, hogy
(4.2.8¢) tln =% | tlns ='7".

Tekintettel a determinansok B.2.11 alszakaszban ismertetett szorzastételére — konkrétan
a (BZT) osszefiiggésre — irhatjuk, hogy
|letks‘ = ‘ 518‘ y vagy ‘Tzk| ‘tks| = |5zs| )
——
t T

ahol a 7 ¢és t rendre a ;" és ¢,° determinénsa. A fenti 6sszefiiggésbdl azonnal kivetkezik,
hogy

(4.2.9) Tt=1.

Szavakban: a 7 és t egymas reciproka.

4.2.3. A kontravarians bazisvektorok transzformacioja. A [ 2Z15H) képlet sze-
rint

g -i :%:Tl | g-g = Ozl =T -

Mivel valamely a vektor a; kovarians koordinatija az a; = g;-a mdédon szamithato a fenti
képlet

azi" vektor | a'gh vektor

[-ik kovaridns koordinataja. Kovetkezésképp

. Ay oEm
(4210) 1" = w gl — Tl gl | /gk' — axl g = Tl k gl )
Ha most atszorzunk ¢,"-el, illetve ¢,"-el és kihasznaljuk a (A2.4b)) és ([BE22Ral) osszefiiggé-
seket, akkor a
axr i — a'rr ay gl | a«rr ,gk. _ al‘T al'k gl
dy oy Ox! Oxk Oxr Ol =7
—_———— ~————

o,

o,

illetve a két oldal feleserélésével a
_ axr : r axr 1k
— 9

(4.2.11) g’ i"=1¢"i g =gt =t""g

Oxk

eredményt kapjuk.
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A (EZha), EZTT), E2ZI0) és a ([EZa) osszeftiggések felhasznalasaval tablazatba

foglalhatok a bazisvektorok transzformacios képletei:

(4.2.12)

dy
r axT' T
g :8y 1" =t¢,"1
. o0x?® 5
1 :@gs:t 8s
g _ oy ,
1 :8xrg =T 8

_agm/ _ m !/

& =77 8n="7""8n
ox"

gr: aék /gk :tkr /gk
/ dx* s
gk:—agkgs:tk gs
1l agl ro__ I T
g=5-8 =78

1. tablazat. Bazisvektorok transzformacioja

4.2.4. Vektorok transzforméacioja. Az a vektor barmely lokalis KR-ben megadha-
t6. A vektor

r roor
a=ag =aq g

elgéllitasabol, felhasznalva az [[l tablazat képleteit az

0x* oE™
g gs = a, afk /gk: _ ,ak /gk: | /am Igm — /am ail gl — algl
illetve az
ox?® oE™
/ /
(4213) ap = Ag @ | a; = Qu W
Osszefliggések kovetkeznek. Ugyanigy kapjuk az a vektor
a=a'g ="a""g,
elgallitasabol, hogy
T Tagl/ 1l ) ,kafL’T T
a'gr=a o m=ag | R
azaz, hogy
¢! ox"
4214 /1 — T T — !k
( ) @ =a = | a ="a e
A [EZT3) és ([EZT) képletek tablazatba foglalhatok:
o ay / o / _ agm / m !
a = L a,=T1,""a a Bl =7, A,
ox” ox”
G’T:ai " =t.""a ar_azklk_tkrlak
(4.2.15) s s
, Oz L , Ox 5
a —@as—t Qg ak—@as 1, as
/ :ay a=7"a" lal_aglar_Tlar
ox" " - O T

2. tablazat. Vektorok transzformécioja
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Az (y) és (z) KR-ek k6zotti transzforméacio tablazat baloldali oszlopaban allo képleteit
formalis igazolas nélkiil kozoljiik.
Megéallapithato az [l és Bl tablazatok egybevetése alapjan, hogy
— az ay, 'a; és 'a;, kovarians koordinatdk ugyanugy transzforméalodnak, mint a g, i
és 'gy. kovarians bazisvektorok;

— aza",'a és'a kontravarians koordlnatak ugyanugy transzformaldédnak, mint a g”,
i és gl kontravarians bazisvektorok.

4.2.5. Masodrendii tenzorok transzformacioja. Az A masodrendii tenzor bér-
mely lokalis KR-ben megadhato. Az A tenzor (z) és () KR-ben vett

A=aqy,g’0g ="y, 8"®g, A=d, g wg'=""g'vg,

alakjai kozott az [[l tablazat felhasznalaséval, azaz a bézisvektorok transzformacios kép-
leteinek helyettesitésével teremthetiink kapcsolatot:

(4.2.16a) A=aq,g’®g=a o” Ozt Fogl=t ta,,g"0g =0, g"0g

e pq 8 g pqafk 8£Zg g E U Gpg 8 g k8 g
oE" Ozt

(42.16b) A =d" g@eg'=d", —aip ol g.og =71t d g og =d g g

Hasonl6 gondolatmenettel taldlhaté meg a fennmarad6 hat transzformacios formula. A
transzformécié Osszes képletét, beleértve azt a hatot is, amelyet fentebb formélisan nem
igazoltunk, a B tablazatban foglaltuk Gssze:

85’“ och oxP Ox4
Upg = OxP Ord ay = Tp kT My a = oEk el pq = tkptzq pq
k ael
APl — daP dat Ikl — ¢ Py a1kl Tkl — €™ 9¢ a1 =1krla
( ) ock ¢! ko daP Ot P
4217 l .
aP :axp 23 Ik — Py Ligk ok :8§ d? AP — 7 kg gp
q agk Ord l k 'q l l orp agl q p 7l q
k !
0= 65 8$qal:7_k;tq/al b — Qa? 85 q_tpTlaq
P Opp €1 poL Tk BT gk aza ¢ kola Tp

3. tablazat. Masodrendd tenzor transzformacioja az (£) és (x) KR-ek kozott

A tablazat baloldali oszlopa az () KR-bél az (x) KR-be, a jobboldali oszlop pedig az
(x) KR-bdl az (§)-be torténd transzformécio képleteit tartalmazza.

Megéallapithato az [, Bl ésBl tablazatok egybevetése alapjan, hogy a kovarians, illetve
kontravarians indexek mindig ugyanugy transzformaloédnak mindkét irdanyban, fiiggetleniil
attol hogy bézsisvektorokrol, vektorokrol, avagy mésodrendi tenzorok koordinatairdl van
s70.

Maga a kovarians jelz6 arra utal, hogy a kovarians (als6indexes) bazisvektorok azono-
san transzformalodnak (egytitt valtoznak).

Bar nem igazoltuk formélisan, és nem is irtuk ki a mésodrendd tenzorok (y) karté-
ziuszi és az (x) gorbevonali KR-ek kozotti transzformaciojanak szabalyait azok azonnal
megkaphatok a Bl tablazatbol, ha a kék indexek helyére zold indexeket és az £ helyére y-t
gondolunk.
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4.2.6. Tenzorok szorzatainak transzformacidéja. Tekintsiik az

A=ayg'®g!, B=V, g ®g’
maéasodrendd tenzorokat. A
(4.2.18) C=A®B=qay,",g'®g'®g,®g°
——

Prq s

diadikus (méas néven tenzorialis) szorzat esetén nem nehéz meggy6zGdni arrol, felhasznalva
az [l tablazat képleteit, hogy

(4219) /Ck‘lmn :tkpth Trmtns Cpqrs

az (v) KR-bdl az () KR-be torténd transzformécio képlete.
Az A, B tenzorok

D=A-B=q,g'®g!t,g og =

(4.2.20) =

= Ay, b 87007 8" = a,, 01,g'®g° =d,g'®g’

skaléris szorzata mésodrendd tenzor, amely koveti a masodrendii tenzorok transzforma-

civjaval kapcsolatos Bl tablazatban részletezett szabalyokat, azaz

Idkl = tkptlsdps = tkptls Qpq bqs’
A kapott eredmény szerint a néma indexek nem transzformdlodnak, de megmutathatod
hogy

(4221) Idkl :tkptls Apq bqszlalq,bqs
Az utoébbi képlet igazolasat gyakorlatra hagyjuk.
Megjegyzések:

1. A ([EZIR) képlettel adott C két méasodrendii tenzor diadikus (tenzorialis) szorzata.
Mivel a szorzatban megjelend

g'®g'®eg 0’
bézistenzor négy bazisvektor diadikus szorzata a szorzatot negyedrendd tenzornak
nevezziik. Ez egyben azt jelenti, hogy a magasabbrendd tenzorok alacsonyabbren-
di tenzorok tenzoridlis szorzatanak tekinthetdk.

2. A (ZTI9) képlet két masodrendi tenzor skalaris szorzata. Skalaris szorzas, a (L2.19)
képlet megszabta moédon, magasabbrendd tenzorok kozott is végezhets.

G YAKORLATOK

1. Igazolja, hogy a 0%, g, ®@g; és g™ g, ®g; tenzorok minden vektort 6Snmagara képez-
nek le.

2. Mutassa meg, hogy fennall a ([EZT9) osszefiiggés, amely azt mondja ki, hogy két
tenzor skalaris szorzatanak transzforméltja megegyezik a transzformalt tenzorok
skalaris szorzataval.






5. FEJEZET

A tenzorfogalom altalanositasa

5.1. TENZOROK ERTELMEZESE INDEXES JELOLESMODBAN

5.1.1. Valodi tenzorok.

Valodi skaldr. Akkor nevezziik a (£) és (z) gorbevonalia KR-ekben egymaéstol fiiggetleniil
értelmezett @(zt, 22, x3) és B(EL, €2, €3) fiiggvényeket valddi skaldrnak (zérusrendd, vagy
nulladrendd tenzornak) ha azonos az értékiik a KR transzformacié soran, azaz

(5.1.1a) D¢, &%) =2 [2'(¢, 67,87, 2%(¢1, 6%, ¢%), 2*(¢1, €%, €%)]
avagy
(5.1.1b) (', 2%, 2%) =@ [¢! (2!, 27, 2°), (', 2%, 2%), (2!, 27, 2°) ]

A valodi skalar a tér egy adott a skalar értelmezési tartoméanyéban fekvé pontjaban KR-
t6l fiiggetleniil ugyanaz az érték.

Valodi vektor. Visszaidézve a2l szakasz képleteit és a2l tablazatot, és kiilon is kiemelve
az értelmezés hatterét megvilagitd képletek koziil az
' =t,a'g" = a, g’
Osszefliggést azt mondjuk, hogy:
a (€), illetve az (z) gorbevonala KR~ekben egymastol fliggetleniil értelmezett

'an, @ és ‘al, a"
haromelemt sokasagok (objektumok) kovaridns, illetve kontravaridns vektorok (elséren-
di tenzorok), ha fennéllnak kozottitk a vektorok transzformaciojaval kapcsolatos és a 2
tablazatban Osszegezett képletek, pl.:

‘ap, =t,° as és a=da T
etc.

Valodi mdsodrendd tenzor. Visszaidézve a L2 szakasz képleteit és a Bl tablazatot, to-
vabba kiilon is kiemelve az értelmezés hatterét megvilagito képletek koziil az

/akl /gk:®/gl — tk:p th pq /gk®/gl = Upq gp®gq

Osszefiiggést azt mondjuk, hogy:
a (£), illetve az (x) gérbevonalu KR-ekben egyméstol fiiggetleniil értelmezett

k 11

1kl Pq p . q
a @y Ay, Ay

/ . X /
A K1y Apg; a -, 3 a
kilencelemti sokaségok (objektumok) rendre kovaridns, kontravaridins, kontravaridins ko-
varidans indexd, illetve kovaridns kontravaridns (vegyes) indexd mdasodrendd tenzorok, ha
fennallnak kozottiik a mésodrendi tenzorok transzformaciojaval kapcsolatos és a Bl tab-
lazatban osszefoglalt képletek, pl.:

/ 1 Pr q Ik kyq

ap=1,"1," apq vagy a® =1,"t," a”,
etc.

37
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A valodi vektort egyszertien csak vektornak, a valodi tenzort egyszertien csak tenzornak
szokas nevezni.
Megjegyzések:
1. A vektor mint els6rendt tenzor értelmezésekor nem vetettiik fel azt a kérdést mi
a feltétele, hogy az

a?, b,
tipusu sokasagok (harmasok) ugyanazt a vektort adjak.

2. A masodrendii tenzor értelmezésekor nem vetettiik fel azt a kérdést mi a feltétele,
hogy a

bpq7 bpq’ P4

tipust sokasagok (kilencelemi objektumok) ugyanazt a masodrendi tenzort adjak.

Qpg;

A fenti kérdések megvalaszolasat gyakorlatra hagyjuk.

Harmad és magasabbrendd tenzorok. Altalanositva a valodi vektor és valodi masodrendd
tenzor értelmezését azt fogjuk mondani, hogy:
a (€), illetve az (z) gorbevonala KR~ekben egymastol fliggetleniil értelmezett
a¥ . d

lm> qr

huszonhételemt sokasagok (objektumok) ugyanazon egyszer kontravaridns kétszer kova-
ridns indexd harmadrendd tenzorok, ha fennall kozottik a

(5.1.2) ar, =T, 0t A,

transzforméacios Osszefiiggeés.
Tovabbmenve azt fogjuk mondani, hogy valodi n-edrendii tenzorok a (&), illetve az (x)
gorbevonali KR-ben egymastol fiiggetleniil értelmezett

ny index nq index
/b kl... 2 b ST... . _

pqr... €S UVW.., m +n2 =n

~—~ ~

ng index ng index
objektumok, ha fennall kozottiik a

nki.. k l Uy vy ow ST...

(5.1.3) b g =TT 0T

Osszefiiggés.

Masként és az indexpoziciotol fiiggetlen értelmezés érdekében tekintsiink két n indexti
objektumot az (£) illetve az (z) gérbevonali KR-ben, melyekre balrol jobbra szamlalva
az indexeket az azonos sorszamu indexek azonos (vagy mindkettd felss, vagy mindkettd
also) indexpozicioban vannak. A két objektum ugyanaz a valodi n-edrendi tenzor, ha
a fels6 indexek (kontravarians indexek) a kontravarians indexekkel kapcsolatos, az also
indexek (kovarians indexek) pedig a kovaridns indexekkel kapcsolatos transzforméacionak
megfelelGen transzformélodnak.

5.1.2. Tenzorok-e a korabban megismert objektumok. Az alabbiakban azt a
kérdést valaszoljuk meg, példaként véve a legtipikusabb eseteket, hogy tenzorok-e az el6z6
szakasz értelmezéseit véve alapul az eddig megismert 5’3, Grsy GP4, Ekim, €LY, €xkim, €91, Yo,
Y, go, 9° objektumok.

A tovabbiak a tipikus esetekre vonatkozoan vizsgaljak a felvetett kérdést:

(a) Amint az kitiinik az [0l tablazat felhasznalasaval adodo

(5.14) 6r, ='g"'g, = Tkptpl g' g = Tk;ptpl &,
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osszefiiggésbdl a 6%, indexatnevezs operator (a Kronecker delta) masodrendii ten-
zorként transzformdalodik. Ez azt jelenti, hogy ‘6%, és 6k ugyanaz a tenzor (valodi

tenzor).
(b) Az (a) alatti gondolatmenet lépéseivel azt kapjuk, hogy
Ox" Ox® s
(5.1.5) ,gkl:/gk',gl:@a—glgr'gs:tk by Grs,

ami az jelenti, hogy ‘g, és g,s koveti a masodrendii tenzorokkal kapcsolatos transz-
formécio szabalyait. Kovetkezésképp mindketts ugyanaz a tenzor (valodi tenzor).
(c) A (b) alatti lépésekkel kapjuk, hogy

oxk ozl ox™
5.1.6 e uve = 1€ug gw] = — =t ke e me
( ) € [g gv8 ] agu agv agw [gkglg ] w Uy Uy €kl

azaz, hogy ., €8 €pm koveti a harmadrendi tenzorokkal kapcsolatos transz-
formécié szabélyait. Kovetkezésképp mindkettd ugyanaz a harmadrendd tenzor
(valodi tenzor).

(d) Irjunk u, v és w helyére 1, 2 és 3-at az (BL0) képletben. Kapjuk, hogy

€123 ="Yo€123 = tlktzltgm Exim Yo 5
~  ——
i 6, F|=t
avagy
(5.1.7a) Yo =17

ahol t a [¢,”| determinanst jeloli. Az (BIZa) képlet szerint nem valodi skalar az a
(&) és (z) gorbevonalu KR-ekben ugyantgy értelmezett

7o =[g1'82'g3] , Yo = 818283
vegyesszorzat.
A késébbiek kedvéért az
(5.1.7b) Vo=t M=1

alakba irjuk at az (ELL7H) képletet.

(e) Alakitsuk at oly moédon az (L6 egyenletet, hogy kapcsolatot talaljunk a (&) és
(x) gorbevonali KR-ekben tekintett permutécios szimbolumok kozott. Az egyenlet
baloldala az

! 1
6uv’w - /yo euvw

a jobboldala pedig az

kgl m ! kgl m
g’u/v’w:tu tv tw €kimYo = TT = Y ;tu tv tw Ckim

alakban irhato fel. Egyenléség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymassal a
bekeretezett képletrészek. Kovetkezbleg fennall az

(5.1.8) Cuvw =ttt L™ ehim s M=-1

egyenlet.
Megjegyzések:
1. Mivel M # 0, a permutaciés szimbo6lum nem koveti a harmadrendii tenzorokkal

kapcsolatos transzformécio szabalyait. Kovetkezéleg a permutécios szimbélum nem
valodi tenzor.



40 5.2. Miveletek tenzorok kozott

2. Az (BI7D) és (1Y) képletekkel adott eredmények a kovetkezs modon altalanosit-
hatok. Azt mondjuk majd, hogy M sulyu tenzor a (£) és (x) gorbevonali KR-ekben
értelmezett n-edrendd — visszautalunk itt jelolések tekintetében az (BI3)) képletre
és el6zményeire —

Ibklmpqr... és bsrmuvw...
objektum, ha
(5.1.9) B e = T T L T
Az M =0 esetben valodi a tenzor. Az M # 0 esetben pszeudo, vagy altenzorrol

beszélunk.

5.2. MUOVELETEK TENZOROK KOZOTT

5.2.1. Additiv miiveletek és jel6lésbeli megallapodasok. Az aldbbi miiveletek
egy részérél méar esett szo a 213 alszakaszban — v.06. 0. Részbeni ismétlésiiket a
tenzorjelleggel kapcsolatos éllitasok megfogalmazasa indokolja.

Az aldbbiakban a tenzor tipusdn az indexkiosztas milyenségét értjiik. Az d*,; és dPd,
tenzorok harmadrendiiek, de kiilénb6zd tipustiak, mivel az els§ egyszer kontravarians,
kétszer kovarians a masodik pedig kétszer kontravarians, egyszer kovarians tenzor.

Egyszeri belatni, hogy két ugyanolyan rendid és tipusi valodi tenzor dsszegezhetd és a
stlyozott 0sszeq is valodi tenzor.

Kovetkezésképp fennallnak az aldbbiak:

Két vektor silyozott dsszege.
Az ay, és by, valodi vektorok

Cl, = /\ak + ,U,bk
stlyozott Gsszege (A és p a stlyok) valodi tenzor.

Két mdsodrendi tenzor sulyozott dsszege.
Az a,? és b, valodi mésodrendd és azonos tipusi tenzorok

cpl = Aap? £ puby?

stlyozott Gsszege (A és p a silyok) valodi masodrendii tenzor. (A tipus azonossaga feltétele
a szabadindexek egyensulyanak.)

A harmad és magasabbrendi tenzorok Osszegei hasonld6 moédon képezhetsk. Példaként
alljon itt az a*;, és b¥;,. valodi harmadrendii tenzorok c¥;,. Gsszege:

Cklr = )\aklr iubklr .

Felhivjuk ismét a figyelmet arra a (ZI.0)) egyenlet kapcsan megfogalmazott szabalyra,
hogy a szabad indexek az egyenlet jobb-, és baloldalan minden tagban azonos indexpozi-
cioban kell, hogy legyenek. Ez a kivetelmény a fenti egyenletek esetén lathatoan teljesiil.

Az aldbbiak néhény eddig hallgatolagosan alkalmazott és néhany tovabbi jelolésbeli
megdllapodast 6sszegezésszerten tekintenek &t.

A wektort szimbolikus frasmodban allo félkovér kis és nagybetd egyarant jeldlheti.
Indexes jelolésmodban a vektor koordinatait ugyanez de kurzivan és indexszel szedett kis
illetve nagybetti bett jeloli. Az index lehet alsé, vagy felsé.

Szimbolikus irasmoédban délt félkdveér kis és nagybeti egyarant jelolheti a mdsodrendd
tenzort. Indexes jelolésmodban a mésodrendd tenzor koordinatait ugyanez de kurzivan és
indexekkel szedett kis illetve nagybetii jeloli. Az indexek lehetnek alsok, vagy felsok.

Szimbolikus irasmod esetén félkovér kaligrafikus nagybetd jeloli a harmadrendid ten-
zort. Fzzel a megallapodassal 6sszhangban

(5.2.1) E=cung @g' 0" =" g,0g,08;
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az epszilon tenzor.

Negyedrendi tenzorok szimbolikus szedése esetén, amint azt mar lattuk a (EE2ZIR))
egyenlet kapcsén, kettGsen irt nagybetd a szimbolikus jel6lés. Ezzel 6sszhangban negyed-
rendd a
(5.2.2) D=dy""g" g ®g,0g,

tenzor.

Indexes jelolésmodban a szimbolikus jelolésmod kurziv kis-, vagy nagybettje jeldli a
harmad-, illetve magasabbrendd tenzort az indexek kifrasaval.

Megjegyezziik, hogy a bazistenzor kifrasa esetén az indexpoziciok és a csatlakoz6 ba-
zisvektorok 6sszhangban kell, hogy legyenek.

5.2.2. Skalaris és diadikus szorzatok.
Két valodi vektor skaldrszorzata.
Legyen ay, al és b,, b valodi vektor. Ekkor a vektorok
c=apb"=a’b,=ay g b, =d g,
skalarszorzata valodi skalar. A szorzat szimbolikus irasmodjat illetGen visszautalunk a (Z2T13))
képletre.

Madsodrendi tenzor és vektor skaldrszorzata.
Legyen a d;™, dg., d's, d™ valoédi masodrendii tenzor. Legyen tovabba c,,, ¢ valodi
vektor. Nem nehéz belatni, hogy valodi vektor a D tenzor és a c vektor jobbrol vett

(5.2.3a) a=D-c | ar = di" ¢, = disC®
| al=dle,=d'

illetve balrol vett

(5.2.3b) b=c-D | b, =c,d™L = c’dg
\ bl =cpd™ =c"d,

skalarszorzata. Nyilvanvalo, hogy altaldban

A teljesség kedvéért a képletek baloldali oszlopa szemlélteti a szorzatok szimbolikus iras-
modjat. Ezt a megallapodést, az attekinthetGség kedvéért a tovabbiakban is alkalmazzuk.

Keét mdsodrendi tenzor skaldrszorzata.
Tegyiik fel, hogy valodiak az a;®, ais, a %, a
Ekkor valodi masodrendd tenzor a két tenzor

(525) C=A-C | ckl:akmbml:akmbml

kl s s
| ¢ =aps b’ = a;’ by

km és b,™, by, b, b™ masodrendd tenzorok.

skalaris szorzata.
Megjegyzések:

1. A ¢y és ¢! alakok szamitdsat nem tartalmazza az (B2H) képlet. Az indexes jelo-
lesmod szabalya ennek ellenére kiolvashato az (B2ZH) képletbdl: (a) az els6 szor-
zOtényezs utolsd indexe és a masodik szorzotényezé elsé indexe kiilonb6z6 index-
pozicioban kell, hogy legyen; (b) a két index néma indexpart kell hogy alkosson.

2. Nyilvanvalo, hogy altalaban

(5.2.6) A-C+C-A .
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Kettds (kétszeres) skaldris szorzat.
Az alabbiak a kettds skalaris szorzat értelmezését adjak kellg altalanossaggal a negyed-
rendid C és D tenzorok segitségével szimbolikus irdsmodban:

1
(52.7) C--D=c,",,g"Rg,®g ®g" d"  g,0g 28" ®g" =
L . 1

=Cp'rs 8 OB ®0,0%dM,, g ®g" =¢,"d",, 8" ©g. 08" g
Indexes jelolésmodban

n rs _ ns Jjr _ nr s _ nrs
Cm rsd vw_cmrdsvw_cm sdrvw_cm drsvw

a kettds skalaris szorzat értéke.
Megjegyzések:

1. Szimbolikus frasmoédban a szorzotényezsk kozé helyezett két egymaést kdvets pont
a kettds skalaris szorzat miiveleti jele.

2. Az értelmezés szerint az els6 szorzotényezé |utolso el6tti| {utols6} bazisvektorat
a masodik szorzotényezd [els6| {masodik} bazisvektoraval kell skalarisan 6sszeszo-
rozni. A megmarado6 béazisvektorok egyiittese valtozatlan sorrendti diadként alkotja
a bazistenzort.

3. Az eredmény mint tenzor rendszama néggyel kisebb, mint a két tenzor rendszé-
méanak Osszege.

4. Indexes jelolésmodban az els§ szorzotényezs |utolso el6tti] {utols6} indexe néma
indexpart kell, hogy alkosson a méasodik szorzotényezd [els6| {masodik} indexével.

5. Valodi tenzorok kétszeres skalaris szorzata ugyancsak valédi tenzor.

6. Két valodi masodrendi tenzor kettds skalaris szorzata valodi skalart eredményez.
E szorzat felét energia tipusu szorzatnak is szokas nevezni.

Két tenzor dltalanos (diddikus) szorzata.
Az A és B masodrendi tenzorokra nézve a

(5.28) C=A®B= | Cklpq = akl bpg
=a* by g8 ©g’0g!

egyenlet adja az altalanos vagy diadikus szorzatot.
Megjegyzések:

1. Két tenzor altalanos vagy diaddikus szorzata olyan tenzor, melynek rendszama a
két tenzor rendszdmanak Osszege.

2. Indexes jelolésmodban tgy kapjuk meg a szorzatot, hogy egyszertien egymas mellé
irjuk a két tenzort.

3. Két valodi tenzor altalanos szorzata ugyancsak valodi tenzor.

A kontrakcio.

A kontrakcié szimbolikus irasmoédban a bazistenzor két kilénbozs bazisvektora kozott
végzett skalaris szorzas. Indexes jelolésben (a) indexek egybeejtése, ha kiilonb6z6 index-
pozicidban 1év6 két indexekrdl van sz6; (b) azonos indexpozicioju indexek esetén pedig le
kell siillyeszteni (ha mindkét index fels6), vagy fel kell emelni (ha mindkét index also) a
tekintett két index egyikét az indexegybeejtés el6tt. A D harmadrendd tenzor esetén

(5.2.9a) ., g, g g = dkm e, =a | dkm. =a*
L.
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az utolso el6tti és az utolsd bazisvektorok kozotti kontrakcio. Az elsé két bazisvektor
tekintetében pedig ugyanilyen moédon a

(529b) dklm gk®gl ®gm — dklm 9kl gm = | dklm gkl = dkkm = bm
L.
::dkknlgnlzzb

eredményt kapjuk.
Megjegyzések:

1. A kontrakci6 kettével csokkenti a tenzor rendjét.

2. Valodi tenzor esetén a kontrahalt tenzor is valodi tenzor.

3. A kontrakci6 fogalmanak felhasznélasaval azt lehet mondani, hogy a kettds skaléris
szorzat a két tenzor altalanos szorzatédban az els6 tenzor [utolso el6tti] {utolso}
indexe és a masodik tenzor [elss| {masodik} indexe kézotti kontrakeio:

(5.2.10) € 55] aPl = e d

5.3. FIZIKAI KOORDINATAK

5.3.1. Vektorok fizikai koordinatai. Fizikai koordinatakon vektorok esetén egy-
ségvektorok alkotta bazisra vonatkozo koordinatédkat értiink. A fogalom bevezetését az
indokolja, hogy a bazisvektorok, kévetkezéleg a tenzorok skaldrkoordinatai altaldban kii-
16nb6z6 dimenzidjiak és a maguk a bazisvektorok tobbnyire nem egységvektorok.

Ki fogjuk hasznalni a tovabbiakban azt a megéllapodast, hogy a nagybetiis index
rogzitettnek tekintett. Ezzel 6sszhangban

gr i a metrikus tenzor gi1, goo, g33 skalarkoordinatainak egyike,

és ugyanigy

g"* a metrikus tenzor ¢!, ¢?2, ¢ skalarkoordinatainak egyike.

Figyelembe véve, hogy az

L
8K , L g
€S e =

IKK \/ gL

vektorok egyarant egységvektorok az a vektor tekintetében irhatjuk, hogy

(5.3.1) ex =

3

(5.3.2a) a*gp = Z Virra ex =a<* e,
L N—
K=1 a<K>
és
3
(5.3.2b) ag' =Y Vgtaget =aqs e,
— —_——
a<L>
ahol

(5.3.3) a~f> = \/gKKaK és acrs =V gtlag

a keresett fizikai koordinétak.
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5.3.2. Masodrendii tenzorok fizikai koordinatai. Az a*; masodrendd tenzor ese-
tén abbol indulunk ki, hogy a b' vektor c* képét kapjuk meg akkor is, ha a tenzor és a
vektorok fizikai koordinatéival irjuk fel a vonatkozo leképezést. A vonatkozo

c*=ak b

egyenlet alapjan, fizikai koordinatédkra térve at a c” és b' esetén, azt kapjuk, hogy

3
<E> Z ok, VIKK p<L>
Y
=1 VYLL
————

Q<K><L>

ahonnan a tenzor jobboldali fizikai koordinatait értelmezs

(5.3.4a) a“f>_ o =a¥, JKK
grr
jeloléssel
(5.3.4b) > =aF o b5
Hasonl6 okoskodassal kapjuk a tenzor baloldali fizikai koordinatéit, ha a
d9="0b"a,?

leképezést alakitjuk a4t a d? és bP vektorok fizikai koordindtainak helyettesitésével:

3

3
d<Q> _ Z p<pP> apQ 9Q ’
1 gpp

|

acp><Q>

Itt

5.3.5a A-p <;>::(IP; —
( ) <>
gpp

a tenzor baloldali fizikai koordinatéit adja, amivel
(5.3.5b) 457 = h<P> ¢, <>

Az ay; és aP? alakokhoz tartozo bal és jobboldali fizikai koordinatak meghatéarozéasat gya-
korlatra hagyjuk.

GYAKORLATOK

1. Vizsgalja meg, milyen feltételek teljesiilése mellett ugyanaz a vektor az
a? és b,

sokasag (harmas) az (x) gorbevonali KR-ben.
2. Vizsgélja meg, milyen feltételek teljestilése mellett ugyanaz a tenzor az

q A Pq
pg, b1, P, €sad

sokasag (kilencelemtd objektum) az (z) gérbevonali KR-ben.

Mutassa meg, hogy valédi tenzor a gP? metrikus tenzor.

[gazolja, hogy valodi tenzor a kontravarians €P?" tenzor.

Mutassa meg, hogy nem valodi skalar a v° = [g! g2 g?| vegyesszorzat.

Igazolja, hogy pszeudotenzor a felsGindexes permutacios szimbélum.

Mutassa meg, hogy nem valodi skalarok a metrikus tenzorok a g, = |gu|, 9° = |9
determinansai.

NS Tt W
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8.
9.

10.
11.

12.

Igazolja, hogy valodi skalar két valodi vektor skalaris szorzata.

Mutassa meg hogy valodi tenzor két ugyanolyan rendd és azonos tipusi tenzor
stlyozott Osszege.

Mutassa meg hogy valodi tenzor két valodi tenzor [skalaris|tenzorialis szorzata.
Igazolja, hogy az ay; tenzorhoz az

KK

A<KL> = AKL
grr
jobboldali fizikai koordinaték tartoznak. Hatarozza meg a tenzor baloldali fizikai
koordinatait is.
Vezesse le az aP? tenzor bal és jobboldali fizikai koordinatait.






6. FEJEZET

Masodrendii tenzorok

6.1. MASODRENDU TENZOROK EGYES KERDESEI

6.1.1. A tenzor transzponaltja. Legyen A masodrendii tenzor. Legyenek tovabba
tetszGlegesek a v és w vektorok. Azt fogjuk mondani, hogy az A’ tenzor az A tenzor
transzponaltja, ha barmely v és w-re fennall a

(6.1.1) v-Aw=w-AT.v

egyenlet.
Az A méasodrendd tenzor

(6.12a)  angteg, a* g0, ay' g*®g, a* gL og
alakjaihoz tartozo transzponaltakat rendre
(6.1.2b)  (a"),g*w@e’,  (f)emed,  (F))g'es,  ()"mee
jeldli.

Az alabbiakban, kapcsolatot keresiink az A és AT kozott. A transzponaltat értelmezd

(ETT) egyenletbsl kovetkezs
w-AT.v—v-A-w=0

kiilonbség részletezése soran a (E12alb), alatti alakokat hasznaljuk fel. Ekkor a kivonando
atalakithato a

k ! Ik
v, 8" (0" gr®g') - wig, =v,aPqw! =uw’av,=w" 8, a* 87 v, =
—_—— E— ~—~— ~—

A gpgl 8k g?

=| w,g” (a" g'®gr) v'g,

modon. A kisebbitendd tekintetében pedig a

we (01 gog) v = uy (07)7,

J/

-~

AT

Osszefiiggés all fenn. Mivel a kiilonbség zérus teljesiilnie kell egyrészrél a keretezett kép-
letrészek alapjan irhato

(6.1.3a) w-[AT—a" g'og] v=0,
mésrészrél pedig az alahtzott képletrészek alapjan irhato
(6.1.3b) w, ()P, v —w’a’v, =0

egyenletnek. A ([E13al) egyenlet csak akkor allhat fenn tetszéleges v és w esetén, ha
(614&) AT = akl gl ®gk .

Visszaidézve, hogy az A tenzor (E1.2al) alatti elallitasahoz (vagy ami ugyanez az els kap-
csos zarojellel megjelolt képletrészhez) képest forditott a bazisvektorok sorrendje a (E1Zal)

47
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jobboldalan (a bazistenzort alkot6 diadban) azt a szabalyt olvashatjuk ki a (GIZal) képlet-
bél, hogy a masodrendi tenzor transzponéltja a bazistenzort alkoté diddban a béazisvekto-
rok szorzasi sorrendjének felcserélésével kaphaté meg. Témoren: a transzpondlds mivelete
a bazistenzort alkoto diddok szorzdsi sorrendjének cseréje. Az utobbi mondatban arra utal
a tObbesszam, hogy a fenti eredmény érvényes az A tenzor (G1.2al), 34 alatti alakjaira is:

(6.1.4Db) AT = ayg'eg = a'glog = d"gog.

Ennek igazolasa a (E13al)-ra vezetS gondolatmenet szinte szoszerinti ismétlésével tortén-
het. Az igazolast gyakorlatra hagyjuk.

Visszatérve a (6.1.30) alatti képlethez a kivonandéban végzett indexemelések (siillyesz-
tések) utan kiemelhetd a w, v? szorzat:

wy o7 (@)%, ~a 7] =0.

Tetsz6leges w), és v? esetén csak akkor allhat fenn az utébbi egyenlet, ha

(6.1.5a) (aT)pq =a =gaatg?.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy tgy kaphaté meg az indexes jelolésmodban (a bazis-
vektorok elhagyésdval) irt o, tenzor (aT) P, transzponaltja az eredeti a”, tenzorbol, hogy
poziciéik meghagyésa mellett felcseréljiik az indexek sorrendjét. Ez az eredmény a masik

harom, vagyis az ay, a,' és a* alakra is érvényes:
(6.1.5b) (a") = au (a"))l =dy (a")* =d'* .
Az igazolast ismét gyakorlatra hagyjuk.

Megjegyzések:

1. Mivel méasodrendii tenzor esetén az els6 index sort, a méasodik oszlopot szamlal a
tenzor matrixaban kiolvashat6 a (EIBhalb) képletekbdl, hogy a tenzor transzpo-
naltjanak matrixa a tenzor matrixanak transzponaltja.

2. A transzponalas mivelete bazisvektorok sorrendcseréje a bazistenzorban. Kovet-
kezésképp

(6.1.6) (A7) = A

Fennall, hogy a tenzor transzponaltjanak determinansa megegyezik a tenzor determi-
nansaval.
Tekintsiik az A és B mésodrendii tenzorok

(6.1.7) C=AB | ck =a" b™
szorzatat. A (GIhal) alapjan irhato
()5 = =a™ bk = (BT) %, (7)™,

képlet szerint, ha

(6.1.8) C=A B, akkor Cc"=B"-A".

6.1.2. Szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzorok. Felbontasi tétel. Azt
fogjuk mondani, hogy [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} az A tenzor, ha barmely v
és w-re fennall a

(6.1.9) v-Aw=xw-A-v

egyenlet, ahol a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} esetben [pozitiv| {negativ} a jobbol-
dal. Mivel barmely v és w-re fennall a tenzor transzponaltjat értelmezd (GIII) egyenlet
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a (ET9) és [ETT) kiilonbségebol az kovetkezik, hogy a [szimmetrikus| {ferdeszimmetri-

kus} A tenzor eleget tesz a
(6.1.10) w-(+tA-A").v=0

feltételnek. Innen a v és w vektorok tetszGlegessége miatt az kovetkezik, hogy akkor
szimmetrikus az A tenzor, ha megegyezik a transzpondltjdval :

(6.1.11)

Mivel a szimmetrikus A tenzor, megegyezik a transzponéaltjaval a (E10alb) alapjan irhato,
hogy

(6.1.12a) (aT)pq =a, =d,, (aT) ol = QU = Qg

(6.1.12Db) (")) =dy=aq, (a" )" =d* =a".

Ferdeszimmetrikus tenzor esetén a ([EII0) egyenlet tetszéleges v és w-re torténd fenn-
allasabol az kovetkezik, hogy az A tenzor ellentettje a transzpondltjinak :

(6.1.13) A=-AT.

Konnyd meggy6z3dni rola, hogy ez esetben a (EIIZalb) képletek helyére az
(6.1.14a) (aT)pq =a, =—-d’,, (aT)kl =y = —ay ,
(6.1.14b) ("))} =d\y=—a,, (") =d'* = —a

osszefliggések lépnek. Azonnal kovetkezik a (B IZalb) képletekbdl, hogy a ferdeszimmet-
rikus A tenzor esetén

(6.1.15) ag™ =agg =a" =a"* =0.

Altalanositasok és megjegyzések:

1. Azt fogjuk mondani, hogy egy tenzor valamely két indexére nézve [szimmetrikus|
{ferdeszimmetrikus (antiszimmetrikus)}, ha a tekintett két index sorrendcseréje
esetén (ekozben az indexek megérzik poziciojukat) a tenzor [nem valtozik meg]
{elGjelet valt}. Ha pl.

ki = dimi vagy L=t

akkor |a D| {az F} tenzor szimmetrikus [a 2. és 3. jeld] {az 1. és 2. jeld} indexek
alkotta indexparjara nézve.

2. Az £ permutacios tenzor ferdeszimmetrikus barmely indexparjara nézve. Szokés
ezen tulajdonsaga miatt abszolut ferdeszimmetrikus tenzornak nevezni.

3. Az A tenzor értelmezés szerint

pozitiv definit w-A-w>0
pozitiv szemidefinit i _ i w-A-w>0
negativ szemidefinit ha barmely w; [w| > 0 esetén w-A-w<0
negativ definit w-A-w<0

Legyen a D valamilyen méasodrendi tenzor. Az

(6.1.16) D,,=-(D+D")

1
2
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egyenlettel értelmezett méasodrendd tenzor szimmetrikus, hiszen Dy, = DSTZ. [Vegyiik fi-

gyelembe az ellenérzés soran, hogy (DT)T = D/|. Ugyanigy kapjuk, hogy a

(6.1.17) D,,=-(D-D")

| —

egyenlettel értelmezett mésodrendd tenzor pedig ferdeszimmetrikud] mivel D, = —DZSZ.
A ([BTI6) és (EIID) egyenletek folyomanya az tn. felbontasi tétel:

(6.1.18) | D=D,+D,,. .|

Eszerint az egyenlet szerint barmilyen masodrendi tenzor felbonthat6 egy szimmetrikus
és ferdeszimmetrikus tenzor 6sszegére. A D tenzor kovarians alakjara forditva a figyelmet

1
(6.1.19) d(im) = B (dim + dimi)
a tenzor szimmetrikus és

1
(6.1.20) djim) = 3 (dim — dri)

a tenzor ferdeszimmetrikus része. A fenti képletek jel6lésbeli megéallapodést is kifejeznek:
a [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} részt [kerek| {szogletes} zarojelben &llo indexpar
jeloli.

Megjegyzések:

1. A (BETT9) egyenlet kovetkezménye, hogy szimmetrikus tenzor kovarians alakja-
nak matrixa is szimmetrikus. Ugyanigy ellenérizhetd, hogy a szimmetrikus tenzor
kontravarians alakjanak matrixa is szimmetrikus.

2. Szimmetrikus tenzor kovarians kontravariéns, illetve kontravaridns kovariédns alak-
janak altalaban nem szimmetrikus a matrixa. Kivételként emlithet6k az egységten-
zor 0,7 és 0% alakjai, melyeknek szimmetrikus és azonos a matrixuk. Emiatt ezek
irdsanal, amint erre mar a Kronecker delta értelmezése kapcsan ramutattunk, ko-
z0mbos az indexsorrend.

6.1.3. A vektorinvarians. A (EI20) egyenlet mas, a vektorinvarians értelmezését
megkonnyits alakra hozhato az (L2ZIH) képlet értelemszeri figyelembevételével:

1 1 1
(6.1.21) d[lm] = 5 (5ZQ5mr _5lr5mq) qu = 5 c?s Elms qu = —Elms (—5 cirs dqr) .

A kerek zarojelbe foglalt képletrész alapjan irhato

1 1
(6.1.22) d@ = =5 dygixg' = ~5 e dy, gs

N——
d(a)s

osszefiiggés a D tenzor d@ = d(® g, vektorinvariansat értelmezi.

A képletbdl kiolvashaté a vektorinvarians szamitasanak szabalya: irjuk a diadikus
szorzas miiveleti jele helyére a vektorialis szorzas miiveleti jelét a tenzor elGallitasaban, és
szorozzuk meg az eredményt —1/2-vel.

Az invarians sz6 arra utal, hogy valodi vektor a d(®* vektorinvarians, ha a dgr valodi
tenzor. Ennek formalis igazolasat gyakorlatra hagyjuk.

A ([BEIZ0) és (EI22) egyenletek egybevetése szerint
(6.1.23) ) = —Etms A * .

1Az angolnyelvii szakirodalom a Dgyy és Dgiew moédon jeldli a tenzor szimmetrikus és ferdeszimmet-
rikus részét.
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Ha atszorozzuk ezt az egyenletet a tetszGleges b™ vektorral akkor a
(6.1.24a) Ap)b™ = —E4ns AV D™ = €15, D™
illetve szimbolikus alakban irva a

(6.1.24b) D,, b=d%xb

eredményt kapjuk.
A vektorinvarianssal kapcsolatos eddigi eredmények a kivetkez6 modon Osszegezhetdk:
Legyen az S nem azonosan zérus ferdeszimmetrikus tenzor. Ekkor létezik egy és csakis
egy olyan s(® vektor, hogy az

(6.1.25) S.v=sxv

egyenlet minden lehetséges v-re fennall, és megforditva valamely s® vektorhoz tarto-
zik egy és csakis egy ferdeszimmetrikus méasodrendi S tenzor, amelyre nézve a (E1.2H)
barmilyen v-re teljesiil. Ha az S tenzor adott, akkor

1

(6.1.26a) sl — -3 T 5,0
ha pedig az s adott, akkor
O _8(a)3 3(‘1)2
(6.1.26b) ($pal = /G0 | s 0 —gln
_g@2 @1

Megjegyezziik, hogy a (.I126D) a [ETZ3) kovetkezménye. Ennek formalis ellendrzését
gyakorlatra hagyjuk.

6.1.4. Jellegzetes mennyiségek. A D mésodrendd tenzor nyomét, méas elnevezéssel
els6 skalarinvariansat, a

(6.1.27) trD=D;=1--D

kifejezés értelmezi. Nem nehéz ellendérizni, hogy

1
(6.1.28) trD =g, ®g"d,, g’ ®g!=0," ¢*d,, = 6,7d,~ = d.*
L.
az els6 skalarinvaridns szamitasanak képlete. Az értelmezés alapjan konnyt meggy6z&dni
arrdl is, hogy

(6.1.29a) trD=trD7

tovabba, hogy barmely D és S méasodrendd tenzor esetén
(6.1.29b) tr (D+8S)=trD+trS,
(6.1.29¢) tr (D-S)=tr (S-D) ,
(6.1.29d) tr (D-8")=tr (§-D")=8--D=

=tr (D"-8)=tr (§"-D)=S8"--D".

Tekintsiik tovabbra is a D és S méasodrendd tenzorokat. Legyen most a D szimmet-
rikus, az S pedig ferdeszimmetrikus. Ekkor

(6.1.30) D.--S=dyus"=0
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Valéban, ha kiirjuk a jobboldali dsszeget és kihasznéljuk dj; szimmetrikus és s* ferde-
szimmetrikus voltat, akkor kapjuk, hogy

D--S=d; s" +dyy 5% +dsgz3 s
ngs _tdyp S +dzz 57+
0 0 0
—I—dlg 812 —f-dgl 821 +d23 823 —f-dgg 832 —I—dgl 831 —I—dlg 813 =0.
~—— —— ~———
—di2 sl2 —da3 §23 —d31 s31

Hasonl6an kapjuk, hogy a szimmetrikus D méasodrendd és az abszolut ferdeszimmetrikus
€ harmadrendid permutécios tenzor esetén hogy

(6.1.31a) D--£=0 és E--D=0,
vagy ami ugyanaz, hogy
(6131b) dklé“klr =0 és Eklrdlr =0.

Altalanositas: valamely tenzor szimmetrikus és egy mésik tenzor ferdeszimmetrikus
indexpéarja tekintetében végrehajtott kettds skalaris szorzas (kettés kontrakeid) mindig
zérus értékd.

A vektor norméaja a vektor abszolut értéke.

Az S masodrendii tenzor norméajat az |S| (vagy az || S'||) modon jeldljik és az

(6.1.32) S| =VS-- 8 =1/sksp
modon értelmezziik. A D - S szorzat norméja eleget tesz
(6.1.33) |D-S| <|D||S|

Schwartz féle egyenl6tlenségnek.

6.1.5. A masodrendii tenzor inverze. Az A méasodrendd tenzor inverzét a

(6.1.34) Al =(a ) peg'eg =) iawg=...= (") "gog
modon jeldljikk. Az A~ inverz a

(6.1.35a) A-A =1 | ag (@)™ =a' (a7") " =67
és

(6.1.35b) AN A=T | (™) " apmp = (a7") 'ma™, = &%

osszefiiggéseknek koteles eleget tenni. A (BIH); és (BII0); képletek alapjan alkalmas
indexatnevezésekkel irhato, hogy

- m 1 ik _ms
(6.1.36a) (at)im = o] ke a ay, .
Hasonloan kapjuk a (BLF), és (BILI0), képletek alapjan, hogy
_ 1 s
(6136b) (a 1) Im — W €ljkEmst A J atk .
Tekintsiik a
(6.1.37a) C=A B; ckr=ak, 0™

szorzatot, ahol A és B masodrendii tenzorok. A fenti szorzat inverzét a

(6.1.37h) cl=Btl.A () 5= (7Y 5 (@)™
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modon szamitjuk. Valoban, egyszerd szamitassal adodik, hogy
c'CcC=B'"A'"AB=B'I-B=B''B=1I.
—_— ~—
I B
Hasonléan ellenérizhetd, hogy
c-c'=1I

Az A masodrendd tenzor transzponaltjanak inverze eleget tesz a

(6.1.38) (AN t=(ahH"

osszefliggésnek. Szavakban: tenzor transzpondltjanak az inverze az inverz transzpondltja.
Valoban az

(OJT) Im = Qm]
relacio, valamint a (E136a]) Osszefiiggés alapjan adodik, hogy
1 1

[(CLT) lm] -1 _ i |aT' 6ljkemst (CLT) o (aT) = o |a8j| eljkemst aj, Gy = (a—l) ml ]
ag; !

Ezt kellett bizonyitani.

6.2. MASODRENDU TENZOROK SAJATERTEKFELADATA

6.2.1. A feladat megfogalmazasa. Tekintsiik a mésodrendd A tenzorhoz tartozo le-
képezést. Keressiik azokat az iranyokat — ezeket féiranyoknak nevezziik majd —, amelyekre
nézve fennall, hogy az iranyt kijelols

(6.2.1) n=ng"; negnt =1

egységvektor és a hozzatartozo A-n képvektor egymaéassal parhuzamos. A Bl 4bra ezt az
esetet szemlélteti. Ha a két vektor parhuzamos, akkor fennéll az

(6.2.2) A-n=)\n; a®;nt = An”

egyenlet, ahol a A\, hasonléan az ny, ny és nz-hoz,
egyel6re ismeretlen paraméter. A fGiranyt kijelo-
16 n vektort sajatvektornak, a red merdleges sikot
pedig f6siknak fogjuk nevezni. Mivel az I egység-
tenzor minden vektort onmagéra képez le a (B22)
egyenlet atirhato a

(6.2.3a) (A=XI)nA=0 | (a*—\6")n'=0
alakba. Az utébbi egyenletrendszer az n' szAmité-
sara szolgal6 homogén lineéris egyenletrendszer:

1 1,1 2 1 3_
(Z 1 1 A) T; Ta 2n2+a23n 0 6.1. abra. Parhuzamos targy és
(6.2.3b) a*in'+ (a’2— ) n* +a’sn® =0 képvektor
Pt +aPyn? + (a5 — ) n® =0
Vezessiik be az

(624) dkl = akl—)\ékl

jelolést és legyen P3(\)=—|d"|. Ez a fiiggvény \ kobds polinomja, az tin. karakterisztikus
polinom. A (623H) egyenletrendszernek csak akkor van trivalistol kiilonb6z6 megoldasa,
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ha elttinik az egyenletrendszer determinénsa:
(6.2.5) P3(\) = —|d"| = —|a* — A% =

= _%eklmequ (akp — )\5kp) (a/lq - )\51(1) (a’mT - Aém?‘) =0.

A
(6.2.6) PsA) =N — A N+ A A=A =0

egyenlet — az Ay, Aj; és Ajpr skalarok szamitédsara még visszatériink — a A paraméter
értékét meghatarozo karakterisztikus egyenlet. Mivel a () KR-ben

/dk:l — ka dmn tln
a determinansok [BZTl) szorzastételét, valamint a ([EZJ) képletet kihasznalva kapjuk,
hogy
(627) Py(N) = %] = [ 67 |47 ] = —Jd™] = Py
1
Tt=

Szavakba foglalva: a karakterisztikus polinom KR fiiggetlen. A A2, X\ és A\ hatvanyok
—Ayp, Apr és —Ajr egylitthatoi pedig invariansok.

Mivel a karakterisztikus polinom kobos van legalabb egy valos gyoke. Jelolje A\ a
polinom valos gyokét és n; a valos gyokhoz tartozo fGiranyt. Legyen az eddigiektsl eltéréen
és a most kovetkezs gondolatmenetben olyan lokdlisan kartéziuszi KR a () gorbevonali
KR, hogy ‘g1 =n; — ezek a feltevések nem sértik az altalanossagot. Ebben a KR-ben

A= /akl /gk®/gl
az. A tenzor alakja. A ([EZ2) képlet alapjan fennall, hogy
An=A"g =\g .
Részletesen kiirva
tlgr'g! g1 ="a"1"g=\"g1,
~———
5l 1
ahonnan
'allz)\l és 'a21:'a3120.
A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy szimmetrikus az A tenzor. Ez esetben
A O 0
[/ak ] =10 /aQ2 /a23
0 /(132 /a33

és ennek alapjan a bevezetett lokdlisan kartéziuszi KR-ben

A=A 0 0
—‘Idkl‘:— 0 /a22_)\ ,(7,23 —
0 IOJ32 ’a33—)\
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a karakterisztikus egyenlet. A karakterisztikus egyenletnek A = \; és a A-ban masodfoku
szogletes zarojelben szedett szorzotényezd elttinése alapjan

1 )
(6‘2.8) ,\2’3 — 5 |:/a22_|_/a33:|: \/(/a22—|—/a33)2_4 (/a22 /a33— (’a32)2) } =

1 : ‘ ‘
) {'a22 +'a®; + \/(’a22 —'a%y)*+4 (a’,)’

a gyokei. Mivel a diszkriminans (a gyokjel alatt allo kifejezés) pozitiv adodik a kévetkez-
tetés, hogy a szimmetrikus tenzorok sajatértékei valosak.

Ha porzitiv definit az A tenzor, akkor a sajatértékek pozitiv mennyiségek. Valéban, ha
az n sajatvektor, akkor A-n = An, kovetkez&leg a tenzor pozitiv definit volta miatt

(6.2.9) nAn=\Ann=X\>0.
1

Megmutatjuk az alabbiakban, hogy merdlegesek egymasra a kiilonbo6zé sajatértékekhez
tartozo fGirdnyok. Legyen w és A két kiilonboz§ sajatérték. A vonatkozo f6iranyokat m és
n egységvektorok jelolik ki. Nyilvanvalo, hogy fennallnak a

A m=wm és A-n=An

egyenletek. Innen azonnal koévetkezik, hogy

(6.2.10) wvn-m=n-Am=m-An=\m-n,
azaz, hogy
(w—A)m-n=0
——
#0
vagyis
m-n=0.

Mivel |m| =1 és |n| =1 a két kiilénboz6 sajatértékhez tartozo f6iranyok valoban merdle-
gesek.

6.2.2. A fGiranyok szamitasa a gy6kok ismeretében. Az alabbiak a féiranyok szami-
tasat tekintik at, ha ismeretesek a Ps(A) karakterisztikus polinom gyokei. A gyokok nagysagat
tekintve harom jellegzetes esetet kiilonboztethetiink meg: a gy6kok kiilonboznek egymastol (min-
den gyok egyszeres), van két egybeess gyok (egy gyok kétszeres, egy gyok egyszeres), mindharom
gyok egybeesik (egy haromszoros gyok van). A abra ezekre az esetekre kiilon-kiilon szemlél-
teti a karakterisztikus polinomot. Az egyes eseteket az alabbiakban vessziik sorra.

Py(») Py(») Py(0)

6.2. abra. A karakterisztikus polinom gyokei
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(a) Legyenek kiilonbozsek a P3(A) =0 karakterisztikus egyenlet gyokei: A\ > Ay > A3. Jelolje

D™, az n', n? és n3-t ado

(all -) nt+alan?+alsn® =d' ' +dton? +d'sn® =0
(6.2.11) a*1n' + (a®2 —A) n® +a?sn® = d*1n' + d%n*+ d*3n® = 0
a*1n' +a*on?+ (0’3 —N) n® = d®1n' + d®n*+ d*3n® = 0

homogén ER egyiitthatomatrixa d™,, eleméhez tartozo elGjeles aldeterminanst. Vegyiik

észre, hogy
dd* _ 5k
dA '
Egyszerten adodik a (E2ZH)-bol, hogy
/ _ dP3 _ d 1 pqr k 1 m
(6212) PB—H——ageklme dpd qd r =

e |68y dlyd™ a6l d™ +dbydly 5] =

Wl =
DN |

1
=5 ¢ Mepmd'gd™ = D'y + D%+ D%

Mivel a harom gyok kiillonb6zd ezért egyszeres, kovetkezésképp adott Aj esetén legalabb
az egyike a DX g determinansoknak, mondjuk a D33 zérustol kiilonboz6 kell, hogy legyen.
Ha ugyanis nem igy lenne, elt(inne a Pé| A=), derivélt, kovetkezSleg nem lenne egyszeres
a A gyok — lasd alE2 (b) abrarészlet A; = Ay kettSs gyokét, ahol vizszintes az érintd.

Ha nem zérus a D33(\;) determindns, akkor az n' és n? ismeretleneket tekintve
linearisan fiiggetlen az n3-at paraméterként tartalmazé (EZIT) linearis egyenletrendszer
els6 két egyenlete

dllnl —|—d12n2 = —d13n3 s
d21n1 —|—d22n2 = —d23n3
ahonnan
D! D
1 3.3 2 3 3
n =—-—-—=m"n", n"=—n
D33 D33
Itt

D'y =d'yd*3—d?yd's, D*3=d*1d'5—d"1d%s,
D3y =d' d*y—d* d's.
A paraméternek vett n? a normalasi feltételbdl szamithato.
Ha ortogonalis a KR — az n? szamitasat csak erre az esetre részletezziik formalisan —
a ([E21)2 normalasi feltétel az
n'gun'+n®gpnn®+n’gn®=1
alakban ifrhato fel. Az n' és n? helyettesitését kovetSen kapjuk, hogy
3= D%
D 7
ahol
2 2 2
D?= (D'3)" g11+ (D?;)" g22+ (D?3) " g33 -
Az n? felhasznalaséval egységes alakban irhato fel a f&iranyt kijelols n vektor harom
kontravarians koordinatéja:
Dl
oD
(k) D

Az n alatt allo (k) jelzi, hogy a A\ sajatértékhez tartozoan végeztiik el a szamitast.
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Nem nehéz ellendrizni, hogy a kapott megoldas kielégiti a (E2ZTT)) linearis egyenlet-
rendszer harmadik egyenletét. Helyettesités utédn irhatjuk, hogy

d31n1 + d32n2 +d33n3 =

1 1
=D [d31D13+d32D23 +d33D33] A=, = D |d¥1|[x=r, =0

~
Kifejtés utolso6 sor szerint.

(A szogletes zardjelben &llo kifejezés a ([EZTI)) egyenletrendszer egyiitthatoméatrixanak
determinansa.) A fentebb mondottak alapjan minden egyes A\ gyokhoz meghatarozhato
olyan ny iranyvektor, hogy

A-nk:)\knk .

Az ny, vektorok elGjelét szabadon lehet megvalasztani. Kévetkezésképp mindig lehetséges
olyan vélasztas, hogy az nj, ns és ng vektorokhoz tartozo iranyok jobbsodratu kartéziuszi
KR-t alkossanak. Ebben a KR-ben

(6.2.133) A=Xn;®n|+Ayny®ns+ A3 n3®ns

az A diddikus elsallitasa és

l k kl )\1 Y 0
(6.2.13b) [ak} = [a l] = {a ] = [ak] = 8 )E)2 )(\)3

a tenzor matrixa.
(b) Tegytik fel, hogy kétszeres gyok esetén A\; = Ay # A3. Az el6z6ekben attekintett gondo-
latmenet és eredmények valtozatlanul érvényesek maradnak a A3 és ng-ra nézve, azaz

(6.2.14) n;-n3 =0 és ng-n3=0.
Ami a kettds gyokot illeti
Ps(A1) = P3(X2) =0.
A maésodik derivalt (a B2ZT2) képlet alapjan irhato fel:

d
2P” = _d)\ ekpqeklm dlp qu = —ekpqeklm (5lp qu+dlp 5mq> =
= —eMey,, a™y— ekpqekpm dlp = —4d™,,

SN—— N——

209 m, 267

Innen
—%P” =dY1+d%*+d’s=(a'1 =N+ (a®2—N) + (a3 —N) ,

ahol A = A1 = Ay esetén a jobboldalon &all6 Gsszeg legalabb egy Gsszeadanddja zérus,
ellenkezé esetben ui. harom lenne a gyok multiplicitasa. Az n', n? és n? ismeretlenek
meghatarozasara két egyenlet, a (21l valamelyik, mondjuk az els§ egyenlete, vala-
mint a (G27]) normalési feltétel szolgal. Az igy kapott megoldéassal identikusan teljestil
a (EZII) mésodik és harmadik egyenlete. Ez annak a kovetkezménye, hogy

PiA)=0 6 Phr)=0.

Kétszeres gyok esetén a d¥; egyiitthatomatrix rangja egy, kovetkezésképp zérus értéki
valamennyi adjungalt: D', =0. Ebbsl adodoan identikusan teljesiilnek az n'-re vonatkozo

nt = _dill [dlgnz—i-dlgng]
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megoldés mésodik és harmadik egyenletbe torténd visszahelyettesitésével kapott
d'y (d*1n'+d*n*+d*sn®) =

— 42 (d12n2+d13n3) +d d2on?4dt d?snd =

_ (d11d22—|—d21d12) n2— (d13d21—d11d23) 3_

n
3.n2—D%n® =0,

=D
~—~ ~—~—~
=0 =0

illetve

D3;n?2—D?%*n®*=0

~— ~—

=0 =0

egyenletek.

Az ngy vektort tgy érdemes megvalasztani, hogy teljesiiljon az ni-ns =0 ortogonalitési
feltétel. Kettés gyok esetén tehat az egyértelmiien meghatarozott ng féirany mellett a
mésik ketts pedig elvben szabadon felvehetd az ns-ra merdleges sikban, célszeri azonban
betartani az emlitett ortogonalitasi feltételt. Az A tenzor diddikus elGallitasat annak
figyelembevételével kapjuk, hogy most A\; = Ay:

A=) (1®n;+n3®n2)+A3n3@ng =
=\ (N ®n;+n2®ny+n3®n3)+ (A3 — A1) nz®@ns,

g

I

azaz,

(6215) A=)\ (I—n3®n3)+)\3n3®n3.
Figyelemmel arra, hogy a fGiranyokat kijel6l6 ny, no és ns elGjele megvaltoztathato,
mindig biztosithatjuk, hogy az nj, ny és ng vektorokhoz tartozé irdnyok jobbsodrati

kartéziuszi KR-t alkossanak.
(c) Héaromszoros gyok esetén A\ = \g = A3 és
(6216) A=)\ (n1®n1—|—n2®n2+n3®n3):)\11,

kovetkezdleg barmely irany f6irdny. Az ilyen tenzort izotrép vagy gombi tenzornak nevez-
ziik. Az utobbi elnevezést az indokolja, hogy a vonatkozd geometriai leképezés gombot
rendel gobmbhoz. Az is nyilvanvald, hogy az nj, ny és n3 vektorok nem egyértelmtien
meghatarozottak, azonban mindig megvalaszthatjuk ket oly médon, hogy a hozzajuk
tartozo iranyok jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak.

Osszhangban az eddigiekkel, visszautalunk ehelyiitt a2 abrara, a A, sajatértékeket
nagysag szerint rendezettnek tekintjiik, vagyis mindig tgy valasztjuk meg az indexiiket,
hogy fennalljon a

(6.2.17) A > A2 > A3
relacio.

6.2.3. A fétengelytétel. A B2l és B2 szakaszok eredményei a fétengelytételben
osszegezhetSk. A tétel megfogalmazasa elGtt a szohasznélat egyértelmiivé tétele érdekében
az alabbiakban allapodunk meg.

Valamely tenzor mikédési pontjan azt a pontot értjiikk, amelyhez a tenzort kotjiik.
A mikodési pont vagy térpont, ha térpontokhoz kétott tenzorokrol van szd, vagypedig
valamely anyagi test pontja, ha a tekintett anyagi pont fizikai allapotat leiré és az adott
anyagi ponthoz kotott tenzorrol van szo.

A )\ sajatértékhez tartozo un. karakterisztikus teret — ez egy egyenes, egy sik, illetve a
haromdimenzios euklideszi tér lehet — azon n, |n|=1 vektorok feszitik ki, amelyekre nézve
ugyanazt a sajatértéket tekintve fennall a (B21]) egyenlet. A vonatkozo karakterisztikus
tér dimenzidja — egyenesre egy, sikra ketts, teljes térre pedig harom, — a vonatkozo A
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sajatérték multiplicitasa. A szimmetrikus A tenzor spektruma a A sajatértékek a (G216
szerint rendezett

()\1 9 )\2 ) )\3)
listaja, amelyben minden sajatértéket annyiszor vesziink figyelembe amennyi a sajatérték
multiplicitasa.

A fétengelytétel a kiovetkez6 modon fogalmazhatdé meg: Legyen szimmetrikus az A
tenzor. Ekkor létezik a térben olyan ortonormalis bézis melyet az A sajatvektorai feszi-
tenek ki. Legyen ny, ny és ng ilyen bazis, és legyenek nagysag szerint rendezettek a Ay, Ao
és A3 sajatértékek. Ekkor azok kiadjak a teljes spektrumot és

3
(6.2.18) A=> An@m;.
i=1
Megforditva, ha az A felirhat6 a (EZIS) alakban, aholis ortonormalisak az n; vekto-
rok, akkor A, Ay és A3 az A sajatértéke, ni, ny és ng pedig a sajatértékekhez tartozo
sajatvektorok.
Fennall tovabba, hogy:

(a) Az A-nak akkor és csak akkor van harom kiilonb6zs sajatértéke, ha a vonatkozo
karakterisztikus tereket harom egymasra kolcsonosen meréleges és a tenzor miko-
dési pontjan athalad6 egyenes alkotja.

(b) Az A-nak akkor és csak akkor van két kiilonbozs sajatértéke, ha megadhato az

A=wn®n+A (I -n®n)
alakban, ahol |n| =1, és
AM=w, Aa=A3=)\; ha w> A

tovabba

A==, \3=uw; ha w<A\.

Ebben az esetben a vonatkozo karakterisztikus tereket az n altal kijelolt egyenes,
és a rea merdleges sik alkotjék a tenzor miikodési pontjaban.
(¢c) Az A-nak akkor és csak akkor van egy sajatértéke, ha

(6.2.19) A=2)I.

Ekkor a A sajatérték, mig a teljes euklideszi tér a karakterisztikus tér. Megforditva,
ha a teljes euklideszi tér a karakterisztikus tér, akkor az A megadhato a (GZT9)
alatti alakban.

Megjegyzések:

1. A (BEZIX) alatti elsallitast az A tenzor spektralis felbontésanak szokds nevezni.
Az ny, ny és n3 sajatvektorok alkotta bazisban

A 00
(6220) [akl] = [akl} = [akl} = [akl] = 0 )\2 0
0 0 As

a tenzor matrixa.
2. Ismét hangsilyozzuk, hogy a harom sorra vett esetben
— hérom a tenzor miikddési pontjan dthalado és egymésra koélcsonosen merdleges
egyenes,
— egy egyenes és egy rea merdleges sik (kozos pontjuk a tenzor miikodési pontja),
— a teljes tér
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alkotja a karakterisztikus teret. Jelolje U, a karakterisztikus tereket (v =1,2 vagy
3.) Ezzel a jeloléssel barmely v vektor felirhato a

(6.2.21) v=> vg, vi €Uk
K=1

alakban. A (EZZIl) egyenlet azt fejezi ki, hogy (a) a = 3-ra barmely v vektor
az egyszeres gyokokhoz tartozo sajatvektorok(kal parhuzamos vektorok) lineéris
kombinéacioja, (b) a=2-re barmely v vektor az egyszeres gyokhoz tartozo fGirannyal
parhuzamos és egy ra mergleges sikban fekvd vektor sszegének tekinthetd, (¢) a=
= 1-re barmely v vektor onmagéiban a haromdimenzios tér egy vektora.

6.2.4. A karakterisztikus polinom egyiitthatoi, skalarinvariansok. A karakte-
risztikus polinomot adé [EZH) és [EZ2) Osszefiiggések egybevetése alapjan

\3-nek
1
6.2.22a — epme? 8% 5L 6™,
3' p~q
)\Q—nek —Aji
1
(6.2.22Dh) A= 3 ertme’?” (akp 5lq o, —|—5kp alq o, —1—5’“13 5lq amT) :
A-nak
1
(6.2.22¢) A= 3 erme’?” (akp alq o, —|—akp 5lq a™, —|—5kp alq amr) :

végezetiil pedig \-nak —A;;;:

1
(6.2.22d) Arr = 3 ermel?” akp alq a™,

az egyiitthatoja.
A tovabbiakban egyszertibb alakra hozzuk a kapott egyiitthatokat. Tovabb alakitva

az (L2160 és a Kronecker delta indexatnevezs tulajdonsaganak kihasznalasaval a (E222al)
képletet kapjuk, hogy A3-nek

az egyiitthatoja.

Amint arra azBb4 oldalon mar ramutattunk a tovabbi egyiitthatokat jelenté Ay, Aj; és
Ajpyr skalarok invariansok. Az Aj-et ado (02.220) képlet a Kronecker delta indexatnevezs
tulajdonsaganak kihasznalaséval, valamint az (CZ2ZI6al) segitségével egyszertisithetd:

20.P 20,1 20m"
1 .- \ I N 1
(6.2.23) A= 3 (erme™™ a", + epme™™ a' y + epme™ a™,) = 3 2.3a", =d", .

Az eredmény, 6sszhangban a tenzor nyomaval kapcsolatos a ([E1.28) Osszefiiggéssel a A
tenzor els6 skalarinvariansa. Kiirva az Osszeget :

(6224) A[ :Cl,ll +CL22+CL33 .

Vegyiik észre, hogy a (G222H) képlet szerint harom determinans osszege az A;. Kovetke-
zésképp felirhato az

aq (512 513 511 alg 513 511 (512 alg
(6225) A[I a21 (522 523 -+ 522 CL22 523 + 522 (522 a23
a31 (532 533 533 CL32 533 533 (532 a33
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alakban is.
Az Aj; skalarinvaridns az A; atalakitasanak lépéseivel és az adjungaltat értelmezd
(BIZa) osszefiiggés értelemszert felhasznélasaval hozhato megfelels alakra:

1
(6.2.26) A= 3 (uime™™ a*, 'y + exme?'™ ¥, 4™+ egme ™ aly a™,) =

1

m kol k
=_—eMeypa,a, = ft =A%
2 [immr )

Részletesen kiirva
1 1 1 1 2 2
a1 a9 a1 as a“9 a°s
(6.2.27) A=\ 2 o |+| 3 3 3. 43
a~o a7 a’s a“o9 a°sg

(ez a

a11 a12 alg

a22 a22 a23

a33 a32 a33
matrix f6atlojahoz tartozo aldeterminidnsok Osszege), vagy a (G2Z22d) képlet alapjan
a ([E22Z0) osszefuggéshez hasonlo alakban:

all a12 513 a11 (512 alg 511 alg alg

2 2 2 2 2 2 2 2 2

(6228) A[] =|la”1 a’ s ) 3|+ a%s ) 2 3|+ ) 2 Q72 A°3
3 3 3 3 3 3 3 3 3

a1 a9 ) 3 a3 ) 2 A3 ) 3 A9 a3

A képlet szerint az A;;; skalarinvarians az a*; determinénsa:
!

1 1 1
ay a2 a3
(6229) A[[[I CL22 a22 CL23
CL33 a32 CL33

A fétengelyek KR-ében a (G2Z24)), E227), (E2X29) és ([EZ20) osszefiiggések figyelembe

vételével
(6230) A[[[:)\1+)\2—|—)\3, A[]:)\l )\2"—)\2 )\3+)\3 )\1 5 A[[[:)\l )\2 )\3

az invaridnsok értéke.
Az At ado (EZ26) képlet tovabbi, az ([CZIH) felhasznalasan nyugvo atalakitasaval
az

1 1
A= iepq exim aFpa'g = 5 (6,76, —6,%6") a*,d'y = 5 (a") d'y—a¥, aPy)
A7
vagyis az
1
(6231) AII: 5 (A%_akp apk-)

Osszefliggést kapjuk az invariansok koézott. Visszaidézve a masodrendd tenzor nyoménak
[ET2D) alatti értelmezését és a szamitasara szolgalo (EI28) képletet kovetkezik, hogy

Ar=trA és at,a’, =tr (A-A),

amivel

(6.2.32) A= % [(tr A)* —tr (A -A)]

a (EZ3T) képlet szimbolikus forméaban irt alakja.
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6.3. HATVANYOZAS, TENZORPOLINOMOK, DEVIATORTENZOR

6.3.1. Masodrendii tenzorok egész kitevds hatvanyai. Gyokvonas. Az A ma-
sodrendt tenzor n-ik hatvanyan az

(6.3.1a) A"=A-AA - A pn>2

1 2 3 n
kifejezést értjiik. Indexes jel6lésmodban

(6.3.1b) (a™) kl:clzkmgmr cgzrp %Sl )

A hatvanyozéas fenti értelmezése érvényes barmilyen mésodrendd tenzorra.
Legyen a C masodrendi tenzor szimmetrikus és pozitiv definit. Ez esetben 1étezik egy
és csakis egy pozitiv definit szimmetrikus U tenzor, amelyre nézve fennéll, hogy

(6.3.2) C=U’=U-U.
Kovetkezésképp formalisan irhato, hogy
U=VC.
Legyen
3
C= Z )\Z n; X n;

i=1
a C tenzor spektralis felbontasa és definidljuk az U-t az

3
(6.3.3) U=> \n®n
=1

modon. Konnyt meggy6zidni rola, hogy a fenti U teljesiti a ([E32)-et, és arrdl is, hogy
pozitiv definit az U.
Tegyiik fel, hogy két megoldas létezik azaz

C=U*=V?, U+#V.

Legyen n sajatvektor és jelolje A a vonatkozo sajatértéket (e kettds egyike az Osszetartozod
n; és \;-nek). Ekkor

0=(C—\)-n=U*~\)-n=U+VA) - (U=VAI)n.

Legyen

v=(U-V\I)n.
Ezzel

(U+V)-v=0,
azaz,

U-v=—VaAv,
ahonnan az kovetkezik, hogy a v-nek el kell tiinnie, mivel pozitiv definit az U és A > 0.
Ennélfogva fennall tehat, hogy

U-n=+v)n.
Hasonl6 gondolatmenettel kimutathato, hogy

V-n=+v\n ,
vagyis

Un=V:n

C minden sajatvektorara. Mivel az n sajatvektorok bézist alkotnak
Uu=Vv.
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Altalanositas:
— A f6tengelyek KR-ében

(6.3.4a) C*= Z (M) n;@n;

(6.3.4b) C"= Z (M)’ m;®n;

illetve

0 0 (A3)"

ahol az n pozitiv, negativ és tort is lehet, ha \; >0, i =1,2,3

6.3.2. A Cayley-Hamilton tétel. Megmutatjuk alabbiakban, hogy barmely A ma-
sodrendi tenzor kielégiti az

(6.3.5) A~ A A’ + A A— AT =0

egyenletet.

Tekintstik az A — o kiilonbséget, ahol tetszGleges skalar az a. Jeldlje H az A —al
tenzor adjungaltjat. Visszaidézve a (BI) képletet, majd szimbolikus jelolésre térve at a
képlet alkalmazasa soran, irhatjuk, hogy

H - (A-aol)=|A—aoll|I.
A jobboldalon all6 determinans a ([E21) és (E2Z6) alapjan helyettesithetd:
H(OéI—A) = (OZB—A[Oéz—l-A[[Oé—A][[) I.

Azt sugallja az utobbi képlet jobboldala, hogy a baloldalon &ll6 H az a kvadratikus
polinomja, azaz

H=Bd’+Ca+G.
Itt a B, C' és G egyeldre ismeretlen tenzorok. Kihasznalva H fenti polinomialis elgallitasat
kapjuk, hogy

H-(aI-A)=Ba*-(B-A-C)a*+(G-C-A)a—-G-A

Az aldhiizott képletrészek csak akkor lehetnek egyenléek egymassal, ha
B=1, A-C=A[,
G-C-A=A;T, G-A=AI.
A fenti képletek felhasznéalasaval a (63.0]) baloldala tekintetében az

AP — A A+ A A=A I =A3— A T- A+ A T-A— A I =
A~ (A-C)-A’+(G-C-A)-A-A;I=0
eredmény adodik. Ezt kellett igazolni.

A Cayley-Hamilton tétel azt mondja ki, hogy minden mdsodrendd tenzor kielégiti sajdt
karakterisztikus egyenletét.
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Tovabbi Osszefiiggés allapithaté meg a skalarinvariansok koézott, ha vessziik a Cayley-
Hamilton tétel baloldalanak nyomat és kifejezziik a kapott egyenletbdl a harmadik skala-
rinvarianst:

1
A[[[ = g [—A[ trA2+A[AII+tT A3]
Itt a (E232) alapjan
tI’A2 = A%—QA]] .
Kovetkezoleg
1
(636) A[[[ = g [—A?‘I—BA[AII‘f‘akp apq aqk] .

6.3.3. Tenzorpolinomok. Legyen az A tenzor szimmetrikus. Nyilvanval6 ekkor, hogy
az A tenzor

A’ s=234,...
hatvanyai is szimmetrikus tenzorok.
Tekintsiik a
(6.3.7a) H=) o,A", n>3

tenzorpolinomot, ahol valés szdmok az «, egyiitthatok.
A ([E33) Cayley-Hamilton tétel szerint fennall az

A=A A — A A+ A

egyenlet. Az A -val torténd atszorzassal innen az

A*=A A3 — A A2+ A A=
=A; (AI A*— Ay A+AHII) — A A+ A A=
= (Ar—Ar) A%+ (Arrr—An) A+ ArA I

eredmény kovetkezik. A bemutatott atalakitas értelemszerd és ismételt alkalmazaséaval
megmutathato, hogy

(6.3.7b) H = (3,A>+3,A+5,1,

ahol (3,, (1 és [Py valos szamok. Ez azt jelenti, hogy barmely szimmetrikus tenzorpolinom
kifejezhetd a tenzor A° =TI, A' = A és A? hatvanyai segitségével.

6.3.4. Azonos karakterisztikus terd tenzorok. Legyen az S és a T méasodrendd
tenzor. Tegyiik fel, hogy szimmetrikus az S tenzor. Tegyiik fel tovabba, hogy felcserélhets
a két tenzor skalarszorzataban a tényezdk sorrendje:

S-T=T-S.

Ekkor a T tenzor nem valtoztatja meg (valtozatlanul hagyja) az S tenzor karakterisztikus
tereit. Az utobbi allitason a kovetkezsket értjiik: Tegytiik fel, hogy a v vektor az S tenzor
valamelyik karakterisztikus teréhez tartozik, kovetkezésképp, hogy fennall a S-v = Av
egyenlet, ahol A a vonatkozo sajatérték. Ekkor a T'-v vektor is az S tenzor ugyanezen
karakterisztikus teréhez tartozik.

Az allitas formalis igazolasat a skalarszorzatban allo tényezdk felcserélhetGségének
figyelembevételével kapjuk:

S(T-v)|=T-(8-v)=| NT-v)|,
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hiszen a keretezett képletrészek egyenlGsége az jelenti, tekintettel a S-v = Av egyenletre,
hogy v és T'-v az S ugyanazon a karakterisztikus térhez tartozik.
Igaz az allitas megforditasa is. Eszerint, ha valtozatlanul hagyja a T" tenzor az S tenzor
karakterisztikus tereit (terét), akkor kommutativ mtvelet a két tenzor skalaris szorzata.
Tegyiik fel, hogy 0sszhangban a ([E2Z21]) 6sszefiiggéssel a v vektort a

a
V= E \ Vi EUK
K=1

modon bontjuk fel, ahol az Uk, K € [1,a], (o a karakterisztikus terek szama) az S
karakterisztikus tere. Mivel azt valtozatlanul hagyja a T tenzor fennall, hogy

S'(T'VK) = )\K(TVK) =T- (/\KVK) =T. (S'VK) s K e [1,0(] .
Ha 0sszeadjuk a fenti egyenleteket, akkor kapjuk, hogy

S-T-V:ZS-T-VK:ZT-S-VK:T-S-V.
K=1 K=1

Mivel a v tetszéleges S-T =T'-S. Ezt akartuk igazolni.

Megjegyzések :

1. Ismét hangsulyozni kivanjuk, hogy nem sziikségképpen szimmetrikus a T tenzor.

2. Tegyiik fel, hogy harom az S karakterisztikus tereinek szama. Tegyiik fel tovabba,
hogy a T tenzor is szimmetrikus. Ha felcserélhetd a (B234]) szorzat, akkor azonnal
kovetkezik a fentiekbdl, hogy megegyeznek a T tenzor karakterisztikus terei az S
tenzor karakterisztikus tereivel. Masként fogalmazva azonosak a két tenzor fGira-
nyai. Az ilyen tenzorokat kézds fotengelyi, vagy koazidlis tenzoroknak nevezziik.

6.3.5. Deviatortenzor és gombi tenzor. Legyen szimmetrikus az A tenzor. Az

A
(6.3.8) Ay :A—?II | (aq) *1=a*— = 6%

egyenlet az A tenzor deviatorat (az A -hoz tartozo deviatortenzort) értelmezi.
A deviator szimmetrikus tenzor.
Az A és A, szimmetrikus tenzorok koaxialisak, hiszen felcserélhetd a szorzatuk:

A A=A, A.
Az els skalarinvarianst ado ([E2Z24) képlet alapjan
(6.3.9) (Aa)r =
Ennek figyelembevételével kapjuk a (G2Z32) dsszefliggésbdl, hogy
1 1 1 A A
(Ad)[[ = —5 tr (AdAd) = —5 (ad) kl (ad)lk = —5 (akl — ?I 5kl> (alkl - ?I 5lk>

azaz, hogy
1 A?
(Ad)ll = —5 (akl alk_ —31) .

Az Osszegek kiiraséval és A; helyettesitésével tovabb alakithato az utobbi képlet:

1

(Ad)ll - _6 (30/]{10,[]{—14?) =
1
~ 76 [3 ((a11)2 + (%) + (a33)2) +6(a'ya® +a’say+a’ al's)—

—(a11+a22+a33)2] .
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Innen azonnal adodik a deviatortenzor mésodik invariansanak végsé alakja:

1
(6310) (Ad)[[ = _6 [(all —a22)2+ (a22 —a33)2—|— (a33 —a11)2+
+ 6 (alg a21 +a23 a32 +a31 alg)] .

A fétengelyek KR-ében zérus értékiek a fgatlon kiviil allo elemek. Kovetkezésképp

(Ad)[[ <0.
Visszaidézve a deviator (E3F) alatti értelmezését azonnal adodik az A tenzor
A=A+ A,
6.3.11 A A
(63.11) Ag=A-T1 A=

deviatoros és gombi részekre torténd felbontasa, ahol az A, tenzor az A tenzor gémbi
(szférikus) része.

G YAKORLATOK

1. Igazolja az A tenzor (GIZal), 34 alatti alakjaira is, hogy a transzponélas miivelete
a bézistenzort alkotd diadok szorzasi sorrendjének cseréje.

2. Mutassa meg, hogy az ay, a,' és a* tenzorok transzponaltja a (EI5H) képlet
szerint szamithato.

3. Legyen valodi tenzor a dg. Mutassa meg, hogy ez esetben valodi vektor a

a)s ]' T8
d@ =5 dy

vektorinvarians.

4. Ellenérizze, hogy helyes-e az s,, ferdeszimmetrikus tenzor s vektorinvarianssal
torténs (E1260) alatti elgallitasa.

5. Mutassa meg, hogy valodi skalar a D tenzor di* nyoma (elsé skalarinvaridnsa).

6. Ellendrizze a vonatkozo definicio felhasznalasaval a (E1.294)) és (GI29H) képletek
helyességét.

7. Ellenérizze a (GI29d) és (E1.290) képletek helyességét is.

8. Legyen az a és b tetsz6leges két vektor. Igazolja a vektorokkal kapcsolatos

|a-b| < a]|b|

Schwartz féle egyenlGtlenséget.

9. Legyen a D és S tetszbleges masodrendd tenzor. Igazolja hogy a D - S szorzat
norméja eleget tesz a (E133) Schwartz féle egyenldtlenségnek.

10. Mutassa meg a (GI36a) képletre vezets gondolatmenet ismétlésével, hogy az a,,”

tenzornak .
(@)™ =5 07| eyre™" al a)" .
az inverze.
11. Irja fel az el6z6 gyakorlat alapjan az a™, tenzor inverzének képletét.
12. Igazolja, a f6tengelyek KR-ben végezve a szamitasokat, a Cayley-Hamilton tételt.
13. Mutassa meg, hogy szimmetrikus tenzor a szimmetrikus A tenzor s-ik s=2,3/4, ...
hatvinya.



7. FEJEZET

Specialis tenzorok

7.1. ORTOGONALIS TENZOROK

7.1.1. Az ortogonalis tenzor fogalma. Legyen a Q:Qkpgk ®gP masodrendi tenzor
invertalhato, azaz

det(Q",) #0.
Azt fogjuk mondani, hogy a @ tenzor ortogonélis, ha a
(7.1.1) p=Q-v
és
(7.1.2) s=Q W

leképezésekre nézve — itt v és w tetszGleges targyvektor, p és s a vonatkozo képvektor —
fennall a

(7.1.3) ps=(Q-v)(Qw)=v-Q") (Qw)=v-w

relacio. Az I metrikus tenzor (egységtenzor) felhasznalasaval kapjuk innét, hogy
v-Ql - Qw—v-Iw=v- (QT-Q—I) -w =0

ahonnan azonnal koévetkezik, tekintettel v és w tetsz6legességére, hogy a

(7.1.4) Q- Q=1

Osszefligges teljestilése az ortogonalitas sziikséges feltétele. A (LI feltétel ugyanakkor
elégséges is, hiszen fennallasa esetén

ps=(QVv)(Qw)=vQ - Qw=v-w.
A (LT feltétel kovetkezménye, hogy

(7.1.5) Q"=Q".

Szavakban: az ortogonélis @ tenzor transzponaltja megegyezik a tenzor inverzével.

7.1.2. Az ortogonalis tenzorhoz tartozoé leképezés. Tovabbiakban a Q tenzorhoz
tartozo leképezés geometriai tulajdonsagait vizsgaljuk. A ([LI3)) egyenlet szerint a p és s
képvektorok, valamint a v és w targyvektorok kozott fennall a

(7.1.6) p-S=vV-w

Osszefiiggés. Mivel a w tetszbleges, a w = v vélasztas is lehetséges. Ez esetben p-t kell a
baloldalon s helyére irni:
p>=v2.
Az utobbi egyenlet azt fejezi ki, hogy azonos a képvektor és a targyvektor hossza, azaz
tavolsdgtarto a leképezés.
Jelolje rendre ¢ és ¥ a p és s, valamint a v és w vektorok &ltal bezart szoget —
©, 0 € [0, 7]. A skalaris szorzas értelmezése alapjan az

bl Is] cos o = [v] [w] cos ¥

67
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egyenlet kovetkezik a a ([LT0) képletbdl. Ugyanakkor a leképezés tavolsagtarto volta miatt
pl=Iv[ és [s|=]w]|
azaz
cos p=cos

végsG soron pedig
(7.1.7) =1

ami azt jelenti, hogy a leképezés nemcsak tavolsagtartod, hanem szogtarto is.
Tekintsiikk a Q7-Q = Q - QT =I szorzat determinansat. A determinansok szorzastételét
kihasznalva irhato, hogy

det (QT- Q) = det (Q) det (QT) = [det (Q)]* = det (I) .

Innen kovetkezik, hogy a Q tenzor vegyes indexes alakjara nézve — ekkor ui. az I metrikus
tenzor méatrixa a Kronecker szimbélum métrixa —

(7.1.8) det (Q%) = 1.

Megjegyezziik, hogy a determinansok szorzastételébdl az is kdvetkezik, hogy

(7.1.9) det (Q*") = det (Q",g™) = det (Q") —

o

ahol g, = det (g,s) -

A ([LTR) képlet szerint a @ tenzor vegyes indexes alakjanak +1, vagy —1 a determi-
nansa. Aldbbiak az elGjelek leképezésre gyakorolt hatasat vizsgaljak, utat nyitva ezzel a
leképezés geometriai képének teljessé tételéhez. Az [also indexes| {felss indexes} alakot
tekintve

1 7 a 1 s
(7.1.10) gk = —iskleml illetve qz(7 ) = _561”5@

a @ tenzor vektorinvariansa.
Megmutatjuk, hogy

(7.1.11) Q- q% =+q@

ahol az elGjel pozitiv, ha det (ka) =1 és negativ, ha det (Q";) =—1. Az atalakitasok soran
indexes jelolést alkalmazunk, és fel fogjuk hasznélni a (L) és (CIH) alapjan irhato

(7.1.12) I=Q'Q=Q"-Q
vagy ami ugyanaz a
~1
o] = Q" Q= Q" Quu

Osszefliggést. A lépések nagy szama miatt toreksziink az atalakitasok részletes leirasara.

A vektorinvarianst ado ([ZITI), képlet felhasznalasaval a (CITT) egyenletbdl

1 1
kp (a) _ ~kp ) _ 2 rs \ 7 e LN Y —
Q (:Zp Q { 5prsQ } 2€pT’SQ Q l

2
erle
1 kp ! L1 Kl
= 35 oCprs e ml — T Yo — " det mi
VI Q@™ Qi =~ 30— et Q)

det(le)ekml
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kovetkezik. A (LT9) képlet helyettesitése és a ([LI8) Osszefiiggés kihasznalasa utéan —
tekintettel a ([LII0); egyenletre is — a bizonyitani kivant eredményt kapjuk:

a 1 1 m sm
Q" g\ = —=go—==e""" det (Q",g°™) Qi =

27 /9

= det ( ks) {_%gkwd@ml} = iq(a)k

A most igazolt ([ZII) sszefiiggésbol a Q7 -vel torténd atszorzassal és a (CI12) képlet
kihasznalasaval és a két oldal felcserélkésével a

Q"-q"“ =+q"“,
vagy ami ugyanaz a
(7.1.13) q?-Q = +q¥

alakok kovetkeznek.

q®
A V=D

7.1. abra.
(a) Forgatas (b) Forgatas és tikrozés

A (LTI és (CII3) képletek segitségével teljes egészében tisztazni tudjuk a leképe-
zés geometriai jellegét. Tekintsiik a v targyvektor q(@-val parhuzamos és arra meréleges
Osszetevikre torténd felbontasat :

V=V|+VL
vixq9=0 v, -q“=0,
majd vizsgaljuk meg, részletesebben a

P=Q-v=Q v|+Q v,

leképezést.
Mivel a v|| parhuzamos a q®-val, és mivel a leképezés tavolsagtarto a v képe
p| =V azaz énmaga, ha det (ka =41
p| = —V| azaz Oonmaga tiikorképe, ha det (ka =—1

A q@-ra merdleges v, Osszetevs képe, azaz p, is merdleges a q®-ra. Valoban,
a (CTI2) felhasznalasaval irhatjuk, hogy

4@ p, = @ Qv = +q@v, 0.
——
iq(a)
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Geometriailag ez azt jelenti, hogy a v, megtartja a sajat sikjat — a v tamadaspontjan
atmend és a q(@-ra merdleges sikra gondolunk ehelyiitt — és természetesen hosszat is a
leképezés soran.

Ha p, = v, akkor a v, helyben marad a leképezés soran. Ez egyben azt is jelenti,

hogy

— a det (ka) =1 esetben, amint az az el6z6ekbdl nyilvanvalo, a Q tenzor 6nmagara
képezi le a v vektort, azaz

(7.1.14) Q=1I,

— a det (ka) =—1 esetben pedig a v -t 6nmagéra, a v)-t pedig 6nmaga tiikorképére
képezi le a Q tenzor, kovetkezSleg az egymasra kolesonosen merdleges 1,2 és 3 jeld
tengelyek altal kifeszitett lokalis béazisban — a részleteket illetGen a (b) abrara
utalunk — a

10 0
(7.1.15) [Q"]=101 0
00 —1

képlet adodik a tenzor matrixara

Ha p, # v, akkor a v, elfordul a v a tamadaspontjan dtmend és a q®-ra merdleges
sikban. Az elfordulas v szoge minden v -re — végigfutva gondolatban a targyvektorok
teljes halmazat — ugyanaz kell, hogy legyen, ellenkez& esetben ui. nem volna szogtarto a
leképezés.

Maga a leképezés pedig

— a det (Q";) =1 esetben a v vektor tamadaspontjihoz kétott q® mint tengely
koriili forgatés, hiszen a tengelyre esé v|| képe onmaga, a v pedig a forgatas ¢
szogével elfordul a q'®-ra mersleges és a v tamadaspontjan atmend sikban,

mig

— a det (Q%,) = —1 esetben fentiekhez a v fenti sikra torténd tikrozése jérul —
forgatéas + tilikrozés, hiszen a v tiikkorképe 6nmaga.

A kapott geometriai kép alapjan a det (ka) =1 esetben a @ ortogonalis tenzort
forgatasnak, vagy forgatod tenzornak nevezik és R-el jelolik. Az R forgatd tenzorok az
ortogonalis tenzorok egy alcsoportjat alkotjak.

7.1.3. Ortogonalis tenzorok elGallitasa. Ortogonélis tenzorok tébbféleképpen ké-
pezhetSk. Legyen az (a, b, c) és (A, B, C) két egymastol kiilonb6z6 ortonormalis vektor-
harmas:

(7.1.16) ara=b-b=c-c=1, a-b=b-c=c-a=0,
o A-A=B-B=B-B=1, A-B=B-B=C-A=0.

A

(7.1.17) Q=a®A+bB+cxC

tenzor ortogonalis, hiszen a ([LII0]) felhasznalasaval azonnal kovetkezik, hogy
QT Q=AA+BB+C®C=I=a®a+bb+c®c=Q-Q".

Az is nyilvanvalo, hogy
(7.1.18) a=Q-A , b=Q8B .. ¢=QC -
A=Q a=Q a B=Q ‘b=Q ‘b C=Q c=Q" -c

A leképezés forgatas, ha det (ka) =1. Ez az eset forog fenn példaul, ha a vektorhdrmasok
jobb-, vagy balsodratiak.
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Ha c = C és a leképezés forgatas, akkor

(7.1.19) Q=R=a®kA+bB+CxC
és
(7.1.20) a=R-A b=R-B C=R-C

ami vildgosan mutatja, hogy a C vektort 6nmagara képezi le az R tenzor, mig az A és B
vektorok rendre az a és ¢ vektorokba fordulnak el.

7.2. A VEGES FORGATAS TENZORAI

7.2.1. A véges forgatas tenzoranak geometriai elGallitasa. Véges szoggel (azaz
nem kis szoggel) torténd forgatéas esetén a abra alapjan konstrualhatjuk meg a le-
képezés tenzorat. A forgatas n tengelyét az n, |n| =1 vektor jeloli ki. A forgatas szogét

7.2. dbra. Véges forgatas

pedig a 1, 1 € (0, 7) jeloli. A v = O—1>4 vektort a forgatas egyel6re ismeretlen R tenzora a
p= OB vektorba forgatja el (képezi le).

Az alabbiakban, 1épésrdl 1épésre haladva, elgallitjuk az R tenzort.

Leolvashat6 az abrarol, hogy

— _ ——
(7.2.1) p:VH—I—OB/:VH—l—ODI—I—DIB/
Itt
(7.2.2a) vi=nn-v)=(nen) v,

és az is igaz, hogy
(7.2.2b) vi=v—v| =T —-n®n)-v.
Az OD'B’ derékszogt haromszog egyik, az OD’ befogoja tekintetében az abra szerint az

(7.2.3) TD/:VLCOSw:COS@/}(I—n@n)-V
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— —
osszefliggés all fenn. Vegyiik észre, hogy az ON’ vektor ugy adodik, hogy az OA’ = v,
vektort elforgatjuk 7/2-el az éramutato jarasaval ellentétesen az n tengely koril. Kovet-
kez6leg

—
(7.2.4) ON'=nxv, = nx(v| +v,)-v=nxv.
——

ez a tag zérus
Masrészt

ON' =08,
amivel
(7.2.5) D'B'"=0B'sinty) =ON'sin .

Az ON’ és D' B’ parhuzamossagat is kihasznalva a (CZ4) és (CZH) egybevetése szerint

—

D'B'=sinynxv.
Ha ebbe a képletbe helyettesitjiik a

nxv=I-(nxv)=(Ixn)-v
atalakitast, akkor kapjuk, hogy
—

(7.2.6) D'B'=siny (I xn)-v.
A ([[ZZa), [CZ3) és ([CZH) osszefiiggések felhasznalasaval a p-t ado ([C2ZT]) egyenletbsl
a

p=[n®n+costy (I —n®@n)+sinyy I xnl-v

(7.2.7) = [cos T+ (1—cos) n@n+sin g T xn]-v

eredményt kapjuk, ahol

R=cost)I+(1l—cosy)n®@n+siny I xn,

7.2.8
( ) Ry = cos ) gy + (1 —cos ) ngng +sin ¢ ey n'

a véges forgatas tenzora.

7.2.2. Ortogonalis-e a véges forgatas tenzora. A kapott eredmény alapjan azt a
kérdést vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett ortogonalis a ([[CZF) altalanosité-
sanak tekinthetd

(7.2.9) Q=cosVI+(Qr—cosy)n@n+siny I xn,
tenzor, ahol a Qrrr egyeldre ismeretlen paraméter.
A kérdeés tisztazasa a Q- Q7 szorzat vizsgalatat igényli.
Nyilvanvalo, hogy
(7.2.10) Q" =cos) I+ (Qrrr—cosy)n®n, Q = Q)"

a @ szimmetrikus része. Vegyiik azt is észre, hogy

(7.2.11) (Ixn)" = (gk®gk xn)T =ghxneg=-nxgegt=-—nxI.
Kovetkezsleg

(7.2.12) Q=Q +sinyyIxn & Q'=Q" —sinynxI,

amivel

(7213) Q- Q"=Q"- Q" +sinv [Ixn)- Q" —Q* - (nxI)|—sin?¢ (Ixn)-(nx1I).



7. Specialis tenzorok 73

A végs6 eredmény elallitasahoz sziikség lesz a (ICZI3) Osszefliggés részeinek atalakitasaval
kapcsolatos és a kovetkezdkben magyarazattal részletezett képletekre:

(a) A Q-ot értelmezs ([CZIM) alatti Osszefiiggést is felhasznélva kapjuk, hogy
(7.2.14a) (Ixn)-Q"=I-(nxQ")=nxQ" =nxI cost.

(b) Ugyanilyen modon adodik, hogy:
(7.2.14Db) Q (nxI)=(Q" xn)- I=Q"xn=1Ixn cosy.

(¢) Az utobbi Osszefiiggés felhasznalasaval:

(7.2.14c) (Ixn)-(nxI)=(g"®g,xn)-(nxg'®g)=
= (g xn)-(nxg)g'@g =g (n'n-g')g"wg =

8k [nx (nxg)]
= (nknl—5kl) g"og =non—1I.
(d) A QF szimmetrikus tenzort ado (CZIM) képlet alapjan:

(72.14d) Q" (@) =Q*-Q* =
=cos?p T+2cost) (Qrr—costh) n@n+(Qry—cos)’ n@n =
=cos’ ¢ I+ (Q7;;—cos’¢)) n@n.

Felhasznélva, illetve helyettesitve mostmar a (CZI44l. . .,d) részeredményeket a Q-Q”
szorzatot ado ([CZTJ) képletbe a

(7.2.15) Q Q" =cos’ Y I+ (Q?II—COSQ w) n®n+sin?y I —sin*¢yn®n
=I+(Q7;—1) n®n

eredményt kapjuk. Akkor ortogonalis a ([LZY) képlettel értelmezett @ tenzor, ha egység-
tenzort ad a Q- Q7 szorzat. Azonnal latszik a (CZIH) Osszefiiggés alapjan, hogy ennek
a

Q?II:17 azaz a Q[][Iﬂ:l
relaci6 fennallasa a feltétele.

A tovabbiakban tisztazzuk a Q;; jelentését. Tegyiik fel, hogy ortonormalis bazisban
vagyunk és fennall a

n=g =g
egyenlet. Ez esetben

det(QQT) = det(QQT) = |ka er| = det(I+ (Q%[[_]-) n®n) =
1+Q7;,—1 0 0

= 0 10 :Qin-
0 00

A kapott képlet szerint Q777 a @ tenzor harmadik skalarinvariansanak vehetd.
Osszegezve a szakasz eredményeit igazoltuk, hogy a ([ZZ3) képlettel adott tenzor orto-
gonalis, ha Qr;r = +£1, ahol Q;; a tenzor harmadik skalarinvariansa. Q;; = 1-re a (LZ9)
alatti elgallitas megegyezik a véges forgatas R tenzoraval. Kévetkezésképp ortogonélis az
R tenzor.
Szokas a véges forgatas Ry, tenzorat a

(7.2.16) ¥ =gt =un
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forgasvektor, illetve a hozzatartozo
(7.2.17) Vi = —EpumP™

ferdeszimmetrikus forgastenzor segitségével is felirni.

A ([CZT4) forgasvektor helyettesitésével adodik a ([C2ZF)-bol

1_;Osw¢k¢l sn;@b

a véges forgatés tenzoranak méasodik alakja.
Tekintsiik most a

W) = s V™ €y g = € g V" Uy gu =
= (0 0" =" ') W gy = Ve Vi — g V"

(7.2.18) Ry = cos g+ Extm P

atalakitast, ahonnan

V0 = YW1+ g " 1y
Az utobbi eredmény ([LZIR)-ba torténd helyettesitésével

1—cosv sm@/)

Ry = cos v gy + 0 (YiesW° 1+ g V" ) — @/) Ektm Y
azaz
1—-cos sin
(7.2.19) Ry = g+ T¢ Ui W5+ L4 U

a véges forgatas tenzoranak harmadik alakja.

7.2.3. A polaris felbontasi tétel. A véges forgatassal kapcsolatos eredmények is
megjelennek a kontinuumok alakvaltozasi elméletében nagy jelentGségti poléris felbontési
tételben:

Legyen pozitiv az F = F*, g, ®@g! mdsodrendi tenzor determindnsa:

(7.2.20) |F*%| > 0.
Ez esetben mindig megadhato az F az
(7.2.21) |F=RU=V-R|

alakban, ahol az U és V' pozitiv definit szimmetrikus tenzorok, mig az R tenzor forgatds.
Emellett mind U, mind pedig V' egyetlen :

(7.2.22) U=VF" F, V=VF-F".

Az F=R-U és F=V - R el6allitasok az F' un. jobboldali és baloldali polaris felbontasai.
Az igazolas els6 lépésében megmutatjuk, hogy

F'.F ¢ F-F'
egyarant szimmetrikus és pozitiv definit. A szimmetria azonnal kévetkezik az
(FT.F) =F" - (F")' =F".F,
(F-FT)' =(F")".FT=F.F"
atalakitasokbol. Az is fennall, ha a v tetszéleges vektor, hogy
v-F-F'.v=(F"-v) (F"-v)>0,
v-F'.F-v=(F-v)-(F-v)>0.
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Mivel az F invertalhato az F-v =0 (F.v =0) egyenletnek csak v = 0 esetén zérus a
jobboldala. Kévetkezésképp

F'.F és F-FT

egyarant pozitiv definit.

Unicitas. Legyen az F' = R-U az F egy jobboldali polaris felbontasa. Mivel az R
forgatas teljestilni kell a

F'.F=U"-R"-R-U=U?
I

egyenletnek. A négyzetgyokvonassal kapcsolatos unicitasi tételt is kihasznalva megélla-
pithato, hogy egy és csakis egy olyan pozitiv definit és szimmetrikus U létezik, amelyre
igaz, hogy a négyzete F'-F. Mivel U egyetlen, a (ZZZ1); alapjan adodo

R=F.U"'

is egyetlen.
Létezés. Ertelmezziik az U-t a (LZ22); Osszefiiggeéssel és legyen

R=F.U'.

Annak igazolasdhoz, hogy a ([CZZI); polaris felbontés, mar csak azt kell megmutatni,
hogy az R forgato tenzor (vagyis det(R) >0és RT-R=1).

Mivel det(F) >0 (feltevés volt) és det(U) >0 (U pozitiv definit), az kovetkezik, hogy
det(R) > 0. Masrészt

T p_gpr-1. 7T . 77-1 _
R -R=U "F -F-U =1
U2

vagyis valoban forgaté tenzor az R.

Ezzel a igazoltuk a jobboldali poléris felbontés létezését és unicitasat.

Ertelmezziik most a V' tenzort a

(7.2.23) V=R U-R"

modon. Mivel az R és U egyetlen, a V is az.
Vegyiik észre, hogy a V' szimmetrikus és pozitiv definit.

Valéban

(a) a szimmetria azonnal kovetkezik a
VI—(RU-R)' =R (RUT=RU-R" =V
atalakitasbol.

(b) Ami a pozitiv definitséget illeti tetsz6legesnek tekintve a v vektort irhatjuk, hogy

v-Vv=v-RU R  .v=v-RVU-VU-R" .v=
\%

— (VU-B"-v)- (VU-B'-v) = (VO .B"-v) 20,

ahol VU - R invertalhato (zérustol kiilonboz6 a determinansa), ezért csak v =0
esetén lehet a jobboldal zérus: a V' tehat pozitiv definit.

A (LZZ3) egyenlettel értelmezett V-re nézve az is fennall, hogy
f— . . T . f— . p—
V-R=R-U-R . R=R-U=F,

ami azt jelenti, hogy V - R a baloldali polaris felbontas.
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Végezetiil vegyiik azt is észre, hogy
V*=RUR  RUR =F F".
—— == H;—/
F I F

Ez egyben azt is jelenti, hogy fennall a a ([CZZ2), egyenlet is.

G YAKORLATOK

1. Igazolja, hogy az ortogonalis tenzorok Osszege és szorzata nem sziikségképp orto-
gonalis tenzor.

2. Legyen P, @ és R ortogonalis tenzor. Igazolja, hogy a P-Q - R szorzat is ortogo-
nalis tenzor.

3. A P tenzort permutacios matrixanak nevezziik, ha [p,ﬂ egy-egy soraban és osz-
lopaban all6 harom elem koziil kett6 zérus, a harmadik pedig egységnyi. Mutassa
meg, hogy ez a tenzor ortogonélis.

4. Legyen az a egységvektor. Igazolja, hogy az alabbi tenzor ortogonélis:

Q=1I-2a®a

5. Legyen a Q ortogonalis tenzor. Legyen tovabbéa n pozitiv egész szam. Mutassa
meg, hogy Q" ortogonalis tenzor.



8. FEJEZET

Tenzorok analizisének elemei

8.1. DERIVALASOK GORBEVONALU KR-BEN

8.1.1. Bazisvektorok analizise. Ha valamely, mondjuk az u vektort parcialisan de-
rivalni kell az 2* koordinatdk szerint, akkor a bézisvektorokat is derivalni kell. Az (y)
kartéziuszi KR-ben érvényes

a_u_i(ukz)_a_ukz %_
oyl Oyt B oyt R oyl
képlet helyére gorbevonala KR-ben a

ou 0 ou” 0g

1.1 — =— (u® =— k 2k

(8.1.1a) oxt  Or! (u"91) Ox! gy u oxt’
vagy a

ou %) o Oup og”

képletek lépnek, mivel a bazisvektorok is a hely fliggvényei. A (BT Talb) képletek vilagosan
mutatjak, hogy a béazisvektorok derivaltjainak fontos szerepe van a vektorok és tenzorok
gorbevonali KR-ben torténd derivalasaban.

Az ([CZZ0) és ([CZ2) osszefliggesek felhasznalasaval konnyen belathato, hogy
og. or g Pyr Pyr  Ox”
(8.1.2) = = = i, = g,
oxt  Oxkoxl  Oxk  Oxkox! Oxkoxt Oyr
A tovabbiakban megallapodunk abban, hogy a helykoordinaték szerinti parcialis de-
rivalast, 0sszhangban az indexes jelolés szellemével, a

(8.1.3) air(...):(...)arz(...),r; a%(...):(...)ap:(...),p

modon szedjiik. Szavakban: az alulsé indexsorban irt vessz6 utédn &allo és a koordinatat
azonosito index is jelolheti a koordinata szerinti parciélis derivaltat. Ez a jelolés az illetd
mennyiség alulsé indexsoranak legvégén kell, hogy legyen elhelyezve.

A T}, méasodfaju és I'y;, elséfaju Christoffel szimbolumokat a

(8.1.4) 8O =8 =158 =Tu g

egyenlet értelmezi. Hangsulyozzuk, hogy ez esetben a vessz6 utan allo6 r index nem par-
cialis derivaltat jelol. Ha atszorzunk skalarisan a g? vektorral, akkor tekintettel a (B2
Osszefiiggésre is, a

Oz
ol —_T9 _,p ¥
(8.1.5) gk 8 =Ly =y" n dyP

képletet kapjuk I'}} szamitasara. A (BI2) és (BILH) osszefiiggésekbol egyarant kovetkezik,
hogy a qul és I'y; » Christoffel szimbolumok szimmetrikusak a &l indexpér tekintetében:

(8.1.6) r2=rj, Py v =T r

7
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Késtbb, a szakaszban igazolni fogjuk, hogy a Christoffel szimbélumok nem ten-
zorok.

A (BT egyenlet gi-val torténd skalaris szorzasa utéan, ezuttal az els6 egyenlGségjeltél
jobbra allo képletrészeket hasznositva a

Iaghegr =Tu, g’ g
N—~— ~—~—
09y gar

azaz a

(8.1.7) Ly =Thrg™

egyenletet kapjuk, ami azt fejezi ki, hogy I'y; , birtokdban F,gl az r index felemelésével
adodik. Ha a (8T4)-ben g, helyére g" = ¢g"°g,-t irunk, majd atszorzunk skalarisan g,-val,
akkor a
F,I:;nl gr 8¢ = Fk;l,rgrs 8s 8¢ = 1-‘kl,r grs Gsq »
e N d S~——
9rq Gsq 0"q
azaz a

(818) Pkl,q = P/:l grq

eredmény adodik. Szavakban I'y; , a I'j, masodfaji Christoffel szimbolum 7 indexének
lesiillyesztésével szamithato.

A g" fels6indexes béazisvektorok a! szerinti parcialis derivaltja ugyancsak megadhato
a Christoffel szimbolumok segitségével. Valoban, ha a 0%, Kronecker szimbolumot parci-
alisan derivaljuk az x; szerint és felhasznaljuk a (B0 Osszefliggést, akkor a

0=0%,=(8"8r) 1 =8"18r+8" 8k,
———

Ta
illetve a
gl g =Ty
Osszefliggés adodik, ahonnan
(8.1.9) gl =-Tlg".

A Christoffel szimbolumok kiszamithatoak a ([BIH) és (BIR) képletek segitségével,
feltéve, hogy mind az x' = z%(y', y?, v3) fiiggvények, mind pedig az y' = y'(z!, 22 z3)
inverz fliggvények ismertek. A Christoffel szimbélumok meghatarozasara azonban tovabbi

lehetGségek is vannak.
Derivaljuk a g,, metrikus tenzort x? szerint és hasznaljuk ki a (ZI3a) és (BT4)

képleteket :

(8110) grs,p:(gr'gs),p:gr,p'gs+gr'gs,p:Frp,s+rsp,r .

A (BIIM) osszefligges alapjan adodo
grs,p:Frp,s+Fsp,ra
gps,r:Fpr,s+Fsr,pa
gpr,szrps,r+rrs,p

egyenleteket 1/2-el szorozva és az elss ketts Osszegébdl az utolsot levonva a

1
(8.1.11) Tpr,s =5 (9rs.p+Gps,r = Gpr.s)

az eredmény kovetkezik.
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Tovabbi lehetGséget kinal a Christoffel szimbolumok szamitasara a ([BI1) osszefliggés
alapjan a gP™ szimmetriaja és a (BII0) képlet kihasznéalasaval irhato

mp
59 " YGmp .k

1
F[?yln = ka,pgpm = 5\(ka,p+rkp,m)lgpm = 9

9mp , k
egyenlet, ha figyelembe vessziik az alabbiakat:

(1) AG™ g, =g,0™, egyenlet —itt G™? a vonatkozo6 adjungalt — g, szerinti parcialis
derivaltjat képezve azt kapjuk, hogy

oG™ g,.  0g, . oG ™1 0Gr
gq — 9 5mr , hiszen =0 és ﬂ — 5Pq
agp?" agp?" agpr 3gpr
—— N —
qu(SPq aifsp

Innen 1/g,-val térténd atszorzassal az

iCTYWLp:gWLq:i ago
o 9o OGmp

Osszefiiggés kovetkezik.
(2) A BZZa) szerint g, = (7,)>.
A fentiek alapjan

(8112) Fkr;n _ l i 390 agmp _ l i 3go _ i 8% .
"2 go Ogmp Ox* 2 g, OxF 7y, Oa*

8.1.2. Tenzorok-e a Christoffel szimbélumok. Vizsgiljuk meg azt a kérdést, va-
jon tenzorok-e a masodfaju Christoffel szimbolumok. A (§) gérbevonali KR-ben a (81.0)
Osszefliggés alapjan — ezuttal mindeniitt kifrva a parcialis derivaltakat és felhasznélva a
béazisvektorokkal kapcsolatos ([EZI0) transzformacios szabélyt, valamint a bazisvektorok
szamitasdnak ([CZ26) alatti képletét, tovabba a lancszabalyt

Tk — '8y gk — 9'gy . og" gm
Pa¢a oc1  gxzm
R S . or Ox™\ Ox* Ok
T 0cracs 9rm® T 9 \ 9z 0cr ) dg1 oxm ©
a masodfaju Christoffel szimboélum. A tovabbiak soran elvégezziik az x* szerinti derivalast,
és ismét alkalmazzuk a bazisvektorok ([CZ20) szamitési képletét:
n s 2,.M k
Tk _ 0g, 0z" Oz te, 0z 0¢ g =
— Jx® 0EP OE4 oEroEe ) Ox™
08y, Ox" Ox® OEF Pxm oLk
B R T N A A A
Pz oLk
=Tt "t Tk :
ns ”p q Tm_'_afpafq axn

Ez az eredmény mar tiikkrozi, hogy a masodfaju Christoffel szimb6lumok nem tenzorok. Ha
ugyanis azok lennének, akkor — 6sszhangban a kovarians és kontravarians indexek transz-
formacios képleteivel — az alahtizassal kiemelt részek egyenlGségének kellene fennéllnia.
A jobboldalon 1év6 mésodik Gsszeadandé jelenléte tehat annak a bizonyitéka, hogy nem
tenzorok a masodfaju (kovetkezésképp az elséfaji) Christoffel szimboélumok.

m

0, =
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8.2. TENZORMEZOK DERIVALTJAI

8.2.1. A derivaltak értelmezése. Legyen az
u(t)

valamilyen tenzor (skalar, vektor, masodrendi tenzor, etc.) skalar fliggvény, amelynek a ¢
skalar a paramétere (ez az id6, vagy valamilyen méas skalar paraméter pl. az s ivkoordinéta
lehet). Az u(t) fiiggvény t helyen vett w(t) derivaltjat, ha az létezik, az
. du 1

(8.2.1) u(t) = i ili% - u(t+a) —u(t)]
Osszefiiggés értelmezi. Mivel két ugyanolyan rangi tenzor kiilonbsége az eredetiekkel azo-
nos rangu tenzor a skalar paraméter szerinti derivalas nem valtoztatja meg a tenzor rang-
jat. Az u(t) fiiggvény sima, ha az 1(t) derivalt létezik és folytonos a tenzor skalar fliggvény
értelmezési tartomanyaban.

Tegyiik fel, hogy differencialhat6 az u(t) a ¢ helyen. Ekkor a (82Z1]) szerint

lim & fu(t+a) —u(t) — ais(t)] = 0,

a—0 v
azaz
(8.2.2) u(t+a)=u(t)+ua+o(a),
ahol
lim ofa) =0,
a—0

vagyis o(a) gyorsabban tart zérushoz, mint . A ([B2Z2) képlet azt fejezi ki, hogy az
u(t+a)—u(t)
kiilonbség linearizalhato a t helyen.
Tekintsitk most az A(r) tenzormezét (az 2A(r) skalar,
vektor, mésodrendd vagy magasabbrendi tenzor lehet a P
At 0 pont kérnyezetében). Az (r) fliggvény differencialhaté az
P r helyen, ha az
A(r+Ar) —2(r)

I r+Ar kiilonbség felirhato az
(8.2.3) A(r+ Ar) —(r) = DRA(r)[Ar|+o(Ar)
alakban, ahol DR(r) a derivalt,

O

D2A(r)[Ar]

homogén lineéris fliggvénye a Ar-nek, mig az o(Ar) tag
8.1. abra. Ar szemléltetése gyorsabban tart zérushoz mint a Ar. Maga a homogén li-
nearis tag a

(8.2.4) D2A(r)[Ar] = lim 1 [RA(r+aAr)—A(r)| = % [RA(r+aAr)]| ,_,

a—0
modon szamithato.
Példaként tekintsiik a ¢(r) = r-r skalarfiggvényt. A ([B2Z4) Gsszefiiggés alapjan

Do(r)[Ar] = - <

o+ aln)]|,, =

r-r+2ar-Ar+o’Ar-r)| =
a=0

= (2r-Ar+2aAr-r)|,_,=2r-Ar

a=
a Ar-ben linearis tag.

A BZO) és (BZD) értelmezések KR fluggetlenek.
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A homogén linearis tag () gorbevonali KR-ben torténd szamitasahoz feltételezziik,

hogy

Ar = Azl gy .
Mivel a K index rogzitett ezzel a valasztassal (a) gy iranya a Ar a P pont kornyezetében,
(b) és ezért tigy tekinthetd, hogy az 2A(r) a t=x" skalar fiiggvénye, a masik két koordinata
pedig rogzitett. Kovetkezdleg

A(r+Ar) =A( 2" +Az"),
t «

ami egyuttal azt jelenti, hogy a homogén lineéris tag a ([B22) részeként megjelens v
formula alapjan szamithato:

\d;‘/ a=AzE=0 « AzxE =0 Ar
dt

Az utobbi képlet alapjan a

0
8.2.6 V=g—
(8.2.6) & ok
egyenlettel értelmezziik a nabla operatort. Vegyiik észre, hogy
gk 9 1l al,k 9 11 9

R T N T
ami azt jelenti, hogy valodi vektor a nabla operator.

8.2.2. Gradiens, divergencia, rotacié. A nabla operator felhasznalasaval a (82.1)
Osszefliggés koordinatairanytol fiiggetlen, azaz tetszéleges Ar-re érvényes modon a
(8.2.7) DRA[Ar]| = (AR V) Ar
alakban irhato fel, ahol

eV ha az A skalar, ezt ¢ jeloli
(8.2.8a) ARV =< vV ha az A vektor, ezt v jeloli
T®V ha az 2 tenzor, ezt T jeloli

az 21 jobboldali gradiense.
Az A baloldali gradiensét, a fentiekhez hasonlé6 moédon az

Vip=pV
(8.2.8b) VoA = { Vv
vVeT

alakokkal értelmezziik.
A jobboldali gradienssel

(8.2.9) DA[Ar] = Ar- (VR A)

az 2 tenzor linearis része a P pont kornyezetében.
Els6, vagy magasabbrendi tenzor esetén az

v-V Vv
(8.2.10) AV = T-V és VA= V.- T

képletek értelmezik a jobboldali és baloldali divergenciat.
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Els6, vagy magasabbrendi tenzor esetén az

vxV V Xv
(8.2.11) AxV = { TxV és  VxA=<{ VxT

képletek értelmezik a tenzor jobb-, és baloldali rotaciojat.
Valamely tenzor gradiense, divergenciaja, rotacidja eggyel magasabbrendd, eggyel ala-
csonyabb rendt, ugyanolyan rendd tenzor, mint az eredeti tenzor.

8.3. KOVARIANS DERIVALT

8.3.1. Vektormez6 gradiense és divergenciaja gorbevonala KR-ben. Tekint-
siik az u=u"* g, vektormezst. A bazisvektorok derivalaséval kapcsolatos ([8I4l) dsszefiig-
gést kihasznalva, majd alkalmasan nevezve at a néma indexeket, irhatjuk, hogy

Ju
(8.3.1) @:u,l:Uk,lgk‘l‘ukgk,l:uk,lgk+ukrlilg5:

= [ukJ—l—uSFfl] gk -
Az utoébbi képlet alapjan az

(8.3.2) ub=uf | +uTh

mésodrend( tenzort az u* kontravarians vektor kovaridns derivdltjdnak nevezziik. Az u* .,
kovarians derivalt az u vektor z! szerinti parcialis derivaltjanak gj, iranyt vektorkoordi-
nataja.

A kovarians derivaltat itt, és a tovabbiakban is, pontosvesszé utéan allo és a derivalasi
valtozot azonosito alsé index jeloli.

A bevezetett jeloléssel atirhato a (R32) Osszefiiggés:

ou

(833) %:u,l:uk;lgk.
Ennek az egyenletnek az alapjan adodik, hogy
0 ou
(8.3.4&) u®V:u®%gl:@®gl=uk;zgk®gl
a jobboldali, és
0 ou
(8.3.4b) V®u:gl@®u:gl®%=uk;zgl®gk

a baloldali gradiens.

Ha az uj g* alakban adott az u vektormezd, akkor a ([B3.2)-ra vezetd gondolatmenet
ismétlésével és a felsGindexes bazisvektorok derivaltjat adé (BI9) képlet felhasznalasaval
kapjuk a vektormez& jobboldali gradiensére az

0 0
(8.3.5) u®V:ukgk®@gl: (%ngk>®gl:
l

= [Uk,lgkﬂ“dkgk,z} ®g' = [Uk,lgk—ukrﬁgs} ®¥g =
= [ur—u T g"og’,
vagy ami ugyanaz az

(8.3.6) u®V=u;, g"og
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képletet, ahol

(837) uk;l:uhl—ukle

az u; kovarians vektor kovaridns derivaltja.

A (B32) és (B3) képletekbdl az is 1atszik, hogy egy vektor kontravarians és kovarians
koordinatainak kovaridns derivaltjai nem azonosak. (Lasd még a B3 alszakaszt.)

Az u vektor divergencidja az u és a V skalaris szorzata. A (832), (8373, valamint
a (B30 és (B3) képletek felhasznalasaval kapjuk, hogy

(8.3.8) uwV=Vu=u*,grg=u",6 =uf=u" +uTk =
Zuk;zgk'glzuk;zgklzgkl (wi,i—uel'y)
8.3.2. Tenzor gradiense és divergencidja gorbevonali KR-ben. Tekintsiik a

T =t" g, ®g; masodrendt tenzort. A tenzor jobboldali gradiensének szamitasa a (B3.1),
-re vezetG 1épésekkel torténhet :
P

0
(8.3.9) TV = ax—m(t“gk@@gz) ®g" =
=[t" L gr®gi+tY g m@g i+t g Rg m| @8 =
= [t" ngr@g TS, g 08+t g O, g ©g™ =
=[tM 4T 4+ T tH] grogog™
:tkl;mgk®gl®gm7

tkl

ahol

(8310) tkl;m:tk17m+Fs]:ntSl+Fslrntks

a t* masodrendi tenzor kovarians derivaltja. A ([B3I0) vezets atalakitdsok lépéseivel
kapjuk, hogy a t*;, t;' vegyes indexes, valamint a tj; kovarians alaknak rendre

k k k ;s s 41k
i =t Lt =1 %,

(8.3.11) tlim =t =TSt T

kL,
tkl;m:t m_rk%tsl_rlﬁntks

a kovarians derivaltja.

A T tenzor jobboldali divergenciaja a (B2ZTI0),, a (83), valamint a (B3I0) egybe-
vetése alapjan a

(8.3.12a) T-V=t", g0g-g" =t" g
——
§;m
illetve a bazisvektor elhagyaséaval és a kovarians derivalt részletezésével a
(8.3.12b) thm =tk Dk pem ks

alakban irhato fel.
Ha egyenesvonaluva valik az eredetileg gorbevonala () KR, akkor allandéak a gy,
g! bazisvektorok, kovetkezésképp elttinnek a Christoffel szimbélumok. A kovaridns deri-

valasokkal kapcsolatos (B32), 837, ®B3TIM) és (B3I) képletek pedig a szokvanyos

parcialis derivalasokra egyszertisodnek.
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Legyen differencialhato a dklp gr ®g! ®gP harmadrendii tenzor. A (&), 8&LI) fel-
hasznélaséval ismételve meg a (B3I0) és (B3I képletekre vezetd gondolatmenetet a

(8.3.13a) (d*, g ®g ®g")®V =
= (d", gr®g' ®g’ ) @gm=d",.,, 8P R’ Rgm
eredmény adodik a tenzor jobboldali gradiensére, ahol

(8313b) dklp;m = dklp,m—}_rrlfls dslp _Flin dksp _Ppsm dkls

a tenzor kovarians derivaltja. Nem nehéz meggy6zddni arrél az eddigiek alapjan, hogy a
dklp tenzornak pedig

(8.3.14) d" . =dM ATt 4T dM T d™

a kovarians derivaltja.

8.3.3. A metrikus és epszilon tenzorok kovarians derivaltjai. A metrikus ten-
zorok kovarians derivaltjai zérus értéktiek:

(8.3.15) g =0, 6%, =0,  gy.,=0.

m

A fenti egyenletek koziil csak az els6t igazoljuk mivel a méasik két esetben is hasonléan
kell eljarni. Els6 lépésben felirjuk a (B3I0) alapjan a kovarians derivaltat, majd helyette-

c stz

tagja esetén, kihasznalva a bazisvektorok derivaltjaival kapcsolatos ([BI9) osszefiiggést a
parcialis derivalasokat :

(83.16) ¢, =" + Ty 9"+ 9" =g" -g'+g" g AT g+, 9" =
=-T;.8 g ~T,.g% 8"+ g +T, g™ =0.
Ugyancsak zérus értéktiek az epszilon tenzorok
(8317) gqu;m - O, gklr;m - 0

kovarians derivaltjai.

Az alabbiak csak a (B317), Osszefliggést igazoljak. Legyen az a = a,g? és b = b,g?
tetszbleges, de allando vektor, melyre |a] # 0, |b| #0 és ¢ =ax b # 0. Mivel allando az
a=a,g’ é b =10,g7 vektor zérus a kovarians derivaltjuk:

p:m =0, byim=0.

Képezziik, kihasznalva, hogy a szorzatderivalas szabalya a kovarians derivaltak esetén is
érvényes, a két vektor ¢” = e a, b, vektoridlis szorzatanak kovaridns derivaltjat. Mivel
allando a c vektor, fenn kell allnia a

T _ (cPar —
Cm = (5 apbq);r—
— oPar pqr pqr — oPar —
=ePl apby+ePTay mby+etapby =" a,b, =0
~—— ~N—~ —

0 0

egyenletnek. Az alahtzott tag csak akkor tiinik el tetszéleges a, és b, esetén, ha
et ., =0.

Ezt kellett igazolni.
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A B3TID) és [B3ID) osszefiiggések kovetkezménye, hogy nincs hatéssal a kovarians
derivalt értékére a képletekben megjelens metrikus, vagy epszilon tenzor. Ha az A méa-
sodrendt tenzor akkor fennéll példaul, hogy

(gkla'ls);m :gklals;m

(8.3.18a) e -
(gmna s);r =gmn 0 4.,

és

(8.3.18h) (€7 @rs) sm = €77 rssm

T —
(gklra’ s) in = E g @ s;n
stb., ahol a;s és a”, az A tenzor kovarians, illetve kontravarians-kovarians koordinétai.

Vagy pl. a T tenzor jobboldali divergencidja a (B3.I20) tsszefliggés alapjan az alabbi
modon is felirhato:

(8.3.18¢) = (0" ) =15 g
8.3.4. Vektormezd rotacidoja. A Laplace operator. Az u vektor jobboldali uxV
rotaciojara a (B30) és (B30) felhasznalasaval az
0

8.3.19 xV=upghx—gl=
( ) u ukg X558

0

= (W“k gk) xg'= Uk;lgk xg'= 5klruk;1gr
x
—_—
uk;lgk

eredményt kapjuk.
A Laplace operatort a (83.8) segitségével kapjuk, meg ha uy helyére ¢ -t gondolunk,
ahol ¢ egy skalarmezd:

(8.3.20a) Np=V -Vo= (gl il) ( k%) =gl g" (o 1).=9"(01).1,

Ox & ork
ahol
(8.3.20b) (D r)u=0u—T50.s.
Ugyanigy mutathat6 meg, hogy a
(8.3.21) Aup=g" Uk, rs
kifejezésben
(8.3.22) 97 )

a Laplace operator, amely miikédtetheté barmilyen tenzorra.

8.4. A RIEMANN-CHRISTOFFEL-FELE GORBULETI TENZOR

8.4.1. A derivalasok sorrendje. A Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor fogal-
ménak bevezetéséhez vizsgaljuk meg a kovaridns derivalasok sorrendjében bekovetkezd
valtozasok hatasat. Legyen az a,, a hely fliggvényében legalabb kétszer differencidlhato
vektormez6. Vizsgaljuk meg miként szamithato a
(8.4.1) Drngp = Gm; qp— Gm s pg

kiilonbség, ha elvégezziik a kijelolt derivalasokat. A ([B3Il); derivalasi szabaly alkalma-
zésaval — a,, felel meg ¢,;-nek — a kisebbitendére nézve az

— _Ts R k]
am;‘lp_(am§q),p Fmpas;q Pqpa'm;s
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eredmény kovetkezik. Felcserélve a q és p indexek sorrendjét a kivonandot kapjuk, mellyel
azonnal szamithato a kiilonbség:

(8:4.2) Digp = (am;q) p— (Am:p) ,q_FrsanS;q_FranGS;p =
= (am,q_rfanS) T (am,p—rrsanS) N
=0 (a&q—F;"an) +I'7, (a&p—ngar) =
={0, L}, =0 b+, —TLT2 bay.
Tomor alakban

(8.4.3) Am;qp — Am;pg :leqpal ’
ahol

1 o 1 l l s l S
(844) R mqp - aqrmp_aprmq+rqsrpm_rpsrqm

az un. Riemann-Christoffel féle gorbiileti tenzor. Vegyiik észre, hogy leqp formailag egy-
szer kontravaridns, haromszor kovaridns negyedrendi tenzor. Visszaidézve, hogy a Chris-
toffel szimboélumok a metrikus tenzorbol képezhetsk — v.6.: (BTl —, azonnal adodik
a kovetkeztetés, hogy R’ figgetlen az a; vektormeztol. Az is kiolvashato a (BZA)
egyenletbdl, hogy csak akkor cserélhetd fel a kovarians derivalasok sorrendje, ha azonosan
zérus a Riemann-Christoffel tenzor.

Ha az a; valodi vektor, akkor az a,, g €s a,.pq kovarians derivaltak valodi tenzorok.
Mivel két valodi tenzor kiilonbsége ugyancsak valodi tenzor, a (B4 baloldala, kovetke-
zésképp a jobboldal is valodi tenzor. Ha a (BZA4) jobboldala valodi tenzor — ne feledjiik,
hogy az a; valodi vektor —, akkor az leqp Riemann-Christoffel tenzor ugyancsak is valo-
di tenzor. Kovetkezbleg koveti kontravaridns indexe, és kovarians indexei tekintetében is
az (L13) alatti szabalyt. Fenn kell tehat allnia a

ox' oy* oyv oyv
8.4.5 R ='R*
( ) map Y Oy® Qx™ Ox4 OxP

egyenletnek. Mivel az (y) kartéziuszi KR-ben a béazisvektorok derivaltjai és igy a Christoffel
szimbolumok is azonosan zérusok kovetkezik (BZA)-bdél, hogy 'R*,,, = 0. Ez viszont
a (BZH) szerint azt eredményezi, hogy

l
(8.4.6) R',.,=0.

Szavakban: A Riemann-Christoffel-féle gorbiileti tenzor azonosan zérus a hdrommeéreti
euklideszi térben. A kovaridns derivdldsok sorrendje pedig felcserélhetd.

8.4.2. A Riemann-Christoffel tenzor tulajdonsagai. Az alabbiak a tenzor legfon-
tosabb tulajdonsagait veszik sorra. A tenzor alsdindexes alakja indexsiillyesztéssel adodik

a (BZ2)-bal:
(84.7)  Rimgp=91s R’ ppar = (L3,,94) 951— (LgOp) 91+ T Caqi—T e Topi -
Az R alkalmas alakra torténd transzformalasa érdekében a
0L 1 =0y (anp gsl) = (anp aq) ga+T, (g0,
egyenletbe helyettesitjiik a ([(Z13al) és ([BI4) osszefiiggések felhasznalasaval adodo
(951),0=85,0°81+8s81,¢=Tgs, 1+ Tt s

képletet és kifejezziik az eredménybdl a (F fnpﬁq) g« tenzort:

(848) (F ;p aq) gsi = aq 11mp,l - F?fmp (FQS ! +Pq178) :
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A [BZ) osszefiigges, valamint a (BZH)-bol a ¢ és p indexek felcserélésével adodo képlet
(BZ8)-ba helyettesitésével és alkalmas indexsiillyesztéssel az

leqp = aq Fmp,l_ap qu,l -
—Tp Usq i+ T ) 10, Tsp 1+ T )+ 15, Tsg =10 Tap i =
=0y i1 = 0p Tong 1+ 9% (T Tsq,t = TingUsp 1)

eredményt kapjuk. Az utobbi egyenlet jobboldalanak elss két tagja atalakithato a (BIT)
képlet segitségével:

O.T l:l aQle 82gpl N aQme

4= pms 2 | 0x10xP  Oxi0x™ Ox10x'|’
1[ 0%gm 0? %G um

a1!711qm,l:§|: Jmi Jal g ] .

OxPOx?  JxPdx™  OJxPix!
A kapott képletekkel

R :1 gy 0*gimq _ P14 _ 0 Gump
(8.4.9) Ty | grmoxe T 9oz dxmoxP  Oxldxd

+g s (Frfzprsq T Frfzqrsp ; l)

a Riemann-Christoffel tenzor értéke.
Kiolvashato a (BZ9) osszefiiggésbdl, hogy

(8410) leqp = —leqp s leqp = _lepq :

Ez azt jelenti, hogy a Riemann-Christoffel tenzor ferdeszimmetrikus az elsé és masodik
indexparja tekintetében. Az indexparok cseréje viszont nincs hatassal a tenzor értékére,
azaz

(8‘4‘11) leqp = _qulm :
Ugyancsak a (BZY) kozvetlen helyettesitésével ellenérizhets, hogy
(8412) leqp+Rlpqm+qumP =0.

A tenzor Osszesen 81 eleme koziil csak
Ri212, Riziz, Rases, Ri2iz, Raaz és R3iz

nem azonosan zérus és fiiggetlen.

8.5. GORBE MENTI KOVARIANS DERIVALT

8.5.1. A derivalt értelmezése. Legyen
(8.5.1) r=y" [z'(t),2%(t),2°(t)] ik tet,to] ta>t
a szakaszonként sima L térgorbe egyenlete, ahol ¢ a gorbe paramétere. Tekintettel arra,
hogy ismeretek az y*(x1, 22, x3) fiiggvények, azt is mondhatjuk, hogy
k=2t

az L térgorbe egyenlete az (z) gorbevonalu KR-ben.
A tovabbiak az L térgorbe sima iveire vonatkoznak.
Legyen

k
p dr

8.5.2 _drt
(8.5.2) vt=—
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Az r(t) vektor ¢ szerinti derivéaltja az £ térgorbe érintGje. Az (CZ26) és (BRZ) dssze-
fiiggések felhasznalasaval irhato, hogy
dr  dr dzfF
dt ~ de* at © 8%
Legyen az A= A(z!, z?, x3) differencidlhato tenzormezs. Az altalanossag megszoritas

nélkiil feltételezhetjiik, hogy az A tenzor g-adrendd (¢ >1) az L térgoérbén (és annak kor-
nyezetében). Az A tenzormezs t paraméter szerinti derivaltja az £ térgorbén, tekintettel

a B0, (CZ26) és (RZH) képletekre
dA  JAdz? 0A 0A _0A
At Oxr dt_axpv_% P Qg
alakia. Ha g =1, akkor vektor az A tenzor. Tegyiik fel, hogy ez az eset forog fenn, és gon-

doljunk a* g;-t az A helyére. A (BR2), (B3D) és (B33 Osszefiiggések felhasznalasaval,
az utobbi képlet esetén a¥-t gondolva az u”* helyére, adodik, hogy

da_ Oa dz? B Oa

0
D4 — = = P— | — (g P
(8:54) dt ~ 9z At Oxr " L‘?xp (a gk)} !

(8.5.3)

g gy’ =(A®V) v

=g (ak7p+inas) W =gnak

Ha g = 2, akkor masodrendii tenzor az A. Tételezziik fel, hogy A =a* g, ®g,;. A &RI)
osszefliggésre vezetd gondolatmenet 1épéseivel, ezattal a (B30) alapjan irhato

p
?PU :

0
—a"g0g = (akl,mﬂLrslﬁn a8l+rslm aks) 8rR8

Ox?
képletet ¢és a (B3IM)-et hasznalva fel a
dA 0 Xl
(855) E:Up% (a gk@gl) =

— (akl,p+FplZ a51+FplS a*) v greg =a" P grRg
eredmény kovetkezik.
A ([BEA)-bsl kiolvashato, hogy a
da
T
paraméter szerinti gérbe menti derivalt

vpak;p = (ak’p—i—Fprsas) P

(8.5.6)

k P
a . pv Bk

vektorkoordinataja abban kiilonbozik a formailag vektornak vehetd
da*  Oa® dxP koo
et = Q v

dt  Ozp dt P
derivalttol,hogy az utébbi deriviltban nincs figyelembe véve, hogy L térgérbe mentén
nemcsak az a*, hanem a g, béazisvektor is valtozik.

Bevezetjiik, felhasznalva a (BRI és (BL) képleteket is az értelmezéshez, a t para-
méter szerinti abszolit, vagy belsd derivdlt fogalmdt, melyet vektormezs esetén az
dak  da”
(8.5.8) — = — 4P fa®

(8.5.7)

egyenlet értelmez.

Vegyiik észre, hogy a fenti definicié akkor is hasznalhato, ha az a* vektormezs csak
a L térgorbén ismert. Ha az A tenzormezs nemcsak az £ térgorbén, hanem az £ térgor-
be kornyezetében is adott és differencialhatd — ez a (B és a (BLH) levezetése soran
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hallgatolagos feltevés volt —, akkor a derivalhato az z? szerint és igy a (B.8) jobboldala
a (BR) és (BRA) egybevetése alapjan atalakithato:

da*
ot
Masként fogalmazva, ha a differencialhatdé A tenzormezs ismeretes az L térgoérbe kornye-
zetében is, akkor a (- --)/dt operator a

(8510 Q) =0r)y

egyenlettel értelmezhetd.
Ha az A masodrendd tenzor csak az L térgorbén van értelmezve, akkor a (BALJ)
definiciénak a (B0.0) Osszefliggésbdl adodoan a

5akl dakl
- = pT k8l pml ks
(8.5.11) 5 P +oPTa®+0P T a

k
P

(8.5.9) =P (ak’p—l—Fp@as) =v"a

egyenlet az analogonja.

Koénnyen belathato, hogy a ([BLI0) alatti értelmezés nemcesak vektormezére, hanem
barmilyen rendd tenzormezdére is érvényes feltéve, hogy a tenzor nemcsak az L térgorbén,
hanem annak kornyezetében is ismert. Ha zérusrendi a tenzor, azaz skalarrél van szo,

akkor
1) d

5t dt’
Nem nehéz beldtni, hogy a tenzorok abszolut derivaltjaira érvényes a szorzatderivélas
szabalya. A g™ &% g,, metrikus, valamint az eP?" és £,,, epszilon tenzorok abszolut
derivaltjai zérus értéktek.

8.5.2. A térgodrbe geometriajanak elemei. A dr ivelem vektor
(8.5.12) ds®* = (dr)? = dr-dr

négyzete egyben az elemi ivhossz négyzete is. A ([EZH),, valamint a a ([Z13al) Osszefiig-
gések felhasznalasaval a fenti képletbdl az

da® dz!
8.5.13 ds? = g dzFdet = gy —— —— dt?
( ) S Jr AT " AT 9kl U Q&

eredmény kovetkezik. Eszerint az L térgorbe [ hossza integralassal adodik:
t2 d k d 1 t2
(8514) [:/ gkl%d—idt:/ \/gklvkvldt.
1 1

Ha a t helyett az s ivkoordinatat tekintjiik az £ térgorbe paraméterének és s(t') = 0,
tovabba s > 0 ha t > t!, akkor

[=s, ha t>t'.
A tovabbiakban feltételezziik, hogy az s ivkoordinita az L térgérbe paramétere. A A
érintSiranyt egységvektor tekintettel az (C2Z20) osszefliggésre a

dr dr dzf dzF

8.5.15 A= — = —
( ) ds dx* ds ds

gk

alakban irhato, ahol

dz*
8.5.16 p A p—
( ) e
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az érintiranyt egységvektor kontravarians vektorkoordinataja. Mivel a A\* egységvektor

dz* da!
ds ds
Vegyiik észre, hogy az utébbi egyenlet a (RLIJ) képletbdl is kovetkezik, ha dt helyére
ds-t irunk.
Ami az abszolut derivaltakkal kapcsolatos ([BOE) és (B II) osszefiiggéseket illeti

a (BR2) és (BRTH) egybevetése utan, ds-t frva a dt helyére a

dak B da*

§s  ds pm
(8.5.18) Saf daH
— =+ Fplﬁn a™ 4-vP Fplm atm

0s ds

képletek adodnak. Ha az A tenzor az L térgorbe kdrnyezetében is ismert, akkor a (E5T0)
alapjan adodo

(85.19) D) =Xy

derivalési szabaly is alkalmazhato.
Ha az n* vektor merdleges a A érints egységvektorra, akkor elttinik a két vektor
skalaris szorzata:

(8.5.20) n-A=gun"AN=0.

Az n vektort a gérbe normalisanak nevezziik. Ilyen végtelen sok van a gérbére merdleges
sikban.

8.2. abra. Erint6, normalis, binormalis

A ([BLTD) egyenletben allo kvadratikus tag értéke allando és egy. Abszolut derivaltja
zérus értékid:
19 N
= — (g NN) =g —A"=0.
9 5s (le ) Gkl 55
A BE20) és (BRZT) képletek egybevetése szerint a dA!/ds vektor az L térgdrbe egyik
normalisa. A \'/ds normélissal parhuzamos egységvektort pu'-el jeldljiik és a

(8.5.21)

R = —
(8.5.22) = 5s
guput =1,  £>0
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egyenletekkel értelmezziik. A képletekben allo k az L térgorbe gorbiilete. Ez pozitiv vagy
zérus. A ! egységvektor pedig az £ térgorbe tn. fénormdlisa.
A térgorbe adott pontjaban a A érinté és p fé6normalis altal kifeszitett sik a gorbe
simulosikja.
A K gorbiilet reciproka az £ térgorbe R gorbiileti sugara:
1

(8.5.23) R=—, R>0.

Ha a p* és Al merélegességét kifejezd
(8.5.24) g A =0
szorzat abszolut derivaltjat képezziik majd az eredménybe helyettesitjiik a
grptnt =1 & guAN =1
egyenleteket, akkor a

) Sk N
8.5.25 S (gu XY = gu (SNt ) =
( ) 55 (gr " N') = g 55 TR S
Sk Sk
= g N kg = g\ </€ )\k+i> =0
0s —— 0s
gL ARN bE
képletet kapjuk. Legyen
Sk
8.5.26 W=k N+ —.
( ) RAT+—
A (BRZH) egyenlet szerint b* és A merdleges egymésra:
(8.5.27) gub* A =0.

Vegyiik észre, hogy a (BH:20) képletre vezets gondolatmenet a gyu® ! = 1 szorzatra
is alkalmazhat6. Kovetkezésképp fennall a
Y B
e
egyenlet. Ez azt jelenti, hogy merélegesek egymésra a p* és du'/ds vektorok.

A BRZT) és (REZH) képletek felhasznalasaval azonnal adodik, hogy a b’ vektor a u*
fénormalisra is merdleges. A (BL20) segitségével valoban irhato, hogy

(8.5.28) G i 0

5,ul 5,ul
g p = g " (,{)\14-%) =K g N + g pF 35 0,
0 0

A V' vektorral parhuzamos v egységvektort, mivel mind a X érint6 egységvektorra, mind
pedig a p fénormaélis egységvektorra merdleges binormdlisnak nevezziik, és a

(8.5.29) V= PPyt

egyenlettel értelmezziik. Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a AP, u? és 1! vektorok jobb-
sodratu triddot alkotnak, hiszen a ([RI2Y) értelmezs egyenlet felhasznalasaval adodik,

hogy
(8.5.30) yt =PI =1

A BR29) és a (BR2E) egybevetésébd! a

v =10t = kA

ot

ds
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vagy atrendezve a

oy l
8.5.31 — =7 =g\
( ) 5. =TV Tk
eredményt kapjuk, ahol a 7 E 0 az L térgorbe torzidja az adott pontban.

Tovabbi hasznos Osszefiiggés vezethetd le, ha a (BZ) egyenlet abszolut derivaltjat
képezziik, majd helyettesitjiik a (R22) és (B3T) képleteket és kihasznaljuk, hogy zérus
a parhuzamos vektorok vektorialis szorzata:

ovt oA o

s et 5—sp patert, % = R P PP+ ePIN, (T — KAg) = =T P 1A,
Ha figyelembe vessziik, hogy jobbsodratu triddot alkotnak a v%, A, és pu? vektorok a
gl? y, )\, vektorszorzatra a u' érték adodik. Ezzel

Sv!
8.5.32 — =—7u.
(8.5.32) 5o = TH
A BEZ2) BR3D) ¢és (BA32) képletek az tn. Frenet formulak.
G YAKORLATOK

1. Tegyiik fel, hogy u* valodi vektor. Igazolja, hogy ekkor valodi masodrendd tenzor
az u®.; kovarians derivalt.

2. Tegyiik ismét fel, hogy u* valodi vektor. Mutassa meg, hogy ekkor valodi skalar
az u* . divergencia.

3. Igazolja, hogy zérus értékiek a 6%, és g ki.m KOvarians derivaltak.

Igazolja a (B3TH) egyenletben részletezett 1épésekkel, hogy errr  =0.

5. Mutassa meg, kétféleképpen is, hogy €,..,,, = 0.

s



9. FEJEZET

A feliiletek differenciadl-geometridjanak alapjai

9.1. A FELULET GEOMETRIAJA

9.1.1. Goérbevonali KR a feliileten és a feliilet kornyezetében. Az (y',y?, %)
kartéziuszi KR-ben egy feliilet egyenlete kétparaméteres fiiggvény. Az altalanossig meg-
szoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a vizsgalt sima S feliilet egy (z!, 2%, x®) gorbevonali
KR 23 =0 koordinétafeliilete; az x!, 2% gérbevonalt koordinaték pedig a feliilet paraméte-
rei. Az o', 22 koordinatak kétdimenzios gorbevonalit KR-t, mas, gyakori elnevezés szerint
feliileti KR-t alkotnak az S feliileten.

Az x? koordinatavonalak, feltevés sze-
rint, a feliiletre meréleges egyenesek, az x®
koordinata pedig az S feliilett6l mért elGje-
les tavolsag. Az igy felépitett (x!, 22, 2%) gor-
bevonaltu KR-t feliiletre épitett térbeli gor-
bevonalit KR-nek, vagy a rovidség kedvéért,
kovetve az eddigi szohasznélatot egyszertien
(2!, 2% 23) térbeli gorbevonali KR-nek ne-
vezziik.

Az S feliileten tekintett (az S feliiletre
lokalizalt) illetve az S feliileten értelmezett
mennyiségeket feliilvonéssal jeloljiik. Ez alol
a jelolésbeli megallapodas alol csak egyes
esetekben — konkrétan a bazisvektorok, met-
rikus tenzorok, a gorbiileti tenzor és az &€
tenzor esetében — tesziink majd kivételt.

Leolvashato a @1l abrarol, hogy az S fe-
lillet tetszSleges P pontjanak T =t (z!, 2?) a
helyvektora. Legyen az a3 az S feliilet nor-

malis egységvektora a P pontban: 9.1. abra. Feliiletre épitett KR
(9.1.1) ag-az=1.

A P pont helyvektora, tekintettel az x3 koordinata fenti értelemezésére

(9.1.2) r(z', 2%, 2°) = (2t 2?) +2’ag (2t %)

alaku.

Az r(z1, x5) helyvektor ismeretében a P pontbeli kovarians béazisvektorok az ([LZ20))
képlet alapjan derivaldsokkal kaphatok meg:

= 3
8o =T o = r,a+x a3 q
g3 =T33 =as.

Vegyiik észre, hogy a (@11 és ([@TI13)); képletekbdl adodoan

(9.1.3)

(9~1‘4) g3-gz=az-az=1,
93
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ahonnan z% szerinti derivalassal

(9.1.5a) 83,0°83 =a3 o a3 =10
adodik. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
(915b) 83, = A3

vektor meréleges a g3 bazisvektorra. Ha emellett azt is figyelembe vessziik, hogy r ,-az =0
(T o a feliilet érintdsikjaban fekszik, ag a normalis), akkor kapjuk, hogy

(916) 93a = a3 = 83 8a :gB’(f,a+xga3,a) =0
A ([@I3) és (@10 képletekbdl azonnal kovetkezik, hogy
g1 g1z 0
(9.1.7) o) = [gr-&]=| 921 922 O
0 0 1

a kovaridns metrikus tenzor szerkezete.

A g" kontravarians bazisvektorok az (CZI1d), (CZI3); és (B2ZZa) képletek alapjan
szamithatok. Ha m = 3 a maésik két index csak az 1,2 értékeket veheti fel ezért kapjuk,

hogy

(9.1.8a) 8o X 85 = /o Cap38’ = €ap3g®
azaz, hogy
(9.1.8b) 81X 82 = /o €1238°

ahol a vektorszorzat nyilvanvaléan meréleges a feliiletre. Kovetkezésképp

1
(9.1.9) g? = g1 X gy =Aaz.

vV Yo
Itt a A egyel6re ismeretlen paraméter. Ugyanakkor, tekintettel a (I3)),, (TT9) és (@1
Osszefiiggésekre

1 :633 =g;-g>=\ay-ag
ahonnan \ = 1, kovetkezésképp
(9.1.10) gl=gy=a’=ay.
A g' és g? bazisvektorok a ([ITJ)-re vezets gondolatmenet ismétlésével és a (LTI0)
felhasznalasaval adodnak:
(9.1.11) 8o X 83 = 0358 |

L1 1 , 1 1
(9.1.12) g =——=gxXg=—=gxaz, g =

B3 X 81 =
Vo V90 V0 VY%
Az utoébbi egyenletbdl, tekintettel a ([ILI)-re, azonnal kovetkezik, hogy a g' és g? me-
réleges a g® = a3 vektorra — as a feliilet normalis egységvektora — és igy

az X gy .

gP=g’g’=a3-a;=1,
g3a:ga3:g3'go¢20.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy a kontravaridns metrikus tenzor szerkezete ugyanolyan,
mint a kovarians metrikus tenzoré:

(9.1.13)

11 12

g g- 0
(9.1.14) " =g"g]=1] ¢ ¢* 0

0 0 1

A ([@IIT4) 6sszefiiggés abbol is kivetkezik, hogy g™ inverze g-nek.
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Az (L2110H), [CZ13), és B2.40) osszefiiggések felhasznalasaval azonnal adodik, hogy
a (IRl egyenletnek a

(9.1.15) g x gh = /g0 BB = caP3g3

képlet, a (ITII)-nek pedig a

(9.1.16) g% x gb =g, |

az analogonja. A (IT0)-bol, megismételve a ([LIT2)-ra vezets gondolatmenetet,
(9.1.17) g1 = “xg’= g?xa’ 3y ol — adx gl

g Xg y 2= —F=8 X8
Vo° Vo° VY° Ve
kovetkezik.

A feliilet P pontjaban az x®=0 helyettesitéssel képezhetsk a bazisvektorok és metrikus
tenzorok. A kovarians bazisvektorok és a metrikus tenzor a ([II13)s, ..., L17) képletek
felhasznalasaval a

ga = 8a 1'770 =ayg =T 4,
(9.1.18) = &l 7)
g3 = g3(27,0)
33 = g33(27,0) =az =1,
(9119) gaB = g3o¢ = 9304(1‘7’0) = Qq3 = A3q
Gop = op(27,0) = ap ,
alakban irhatok fel, ahol az a, vektorokat és az a,g tenzort rendre a (LIIR); és ([TId);

Osszefiiggések értelmezik.
Az a, vektorok az (z', 2?) feliileti gorbevonalt KR kovarians bazisvektorai, a,s pedig
a vonatkozo metrikus tenzor.

A P pontbeli kontravarians bazisvektorok és metrikus tenzor lokalizalas, illetve a (112),

@ETI0), (@T13), [@CITI4) képletek segitségével kaphatok meg:

o 1
g2 X g3 = az Xas,

1
9o Vo
1

g =g'(:7.0)=al =

(9.1.20) g?=g’(z7,0)=a*= azxay ,

g3 = gg(l"yao) =a’ = as

7= P 0)=a® =1,

(9.1.21) §* = g* = ¢**(27,0) = a®® = a**
g% = ¢*P(27,0) = a®? .

Itt

(9.1.22) ao = Jo = go(z",0) .

A kontravaridns béazisvektorok a (35); szerint, kihasznalva a ([IITI).-t és a (TLZI);-et,
indexemeléssel is szadmithatok:

3_ 53 _ =3l5 33
a =g =g g=a az=asz,

A

(9.1.23) o _so_ oy _ odg _
a’=g"=g¢"g =g¢""gn=a"a,.

Az a® vektorok az (xt,2?) feliileti gérbevonaltt KR kontravarians bézisvektorai, a®?
pedig a vonatkozoé kontravarians metrikus tenzor.
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Az a.p és az a”7 metrikus tenzorok kielégitik a ([ZII]) egyenlet analogonjat:
(9.1.24) aopa’ =46," .

A feliileti epszilon tenzort, felhasznéalva az (CZIZalb), BZZab) és [TITIX) Osszefiig-

géseket, valamint a permutacios szimbolum [L2.3 szakaszban adott értelmezését az

Eap = &:aﬁ3 = &:aﬁg(l',y,()) = \/a_oet:vBB >

e = goB3 = 28327 0) = 3

(9.1.25)

egyenletek definialjak, ahol

(9.1.26) a’=g°=g°(27,0) .
Mivel
(9.1.27) B e

fennallnak az

51125222811282220,

(9.1.28) " o1
€12/ ao =€ "Va, =1, €21/ o ="V a’ = —1
egyenletek.
A
aBf _ 5 as B Bs
e =0,% " —9,"6,%,
(9.1.29) g A TR e

85)\8&)\ — 5ﬁa ’ gaﬁgaﬁ —

osszefliggések az (CZTIH), (CZI6alb) képletek feliileti analogonjai. Konnyen belathato
a ([@LI29), osszefliggeés felhasznalasaval, hogy a feliileten tekintett b,” méasodrendd tenzo-
roll determinansa a

1
(9.1.30) b,°| = §5O‘ﬂsmbakbﬁ“

moédon szamithato.

A feliileti koordinatarendszer bazisvektorait illetGen, tekintettel a (T18a), (TITIH),
[@TIm), @TI4) egyenletekre, valamint a feliileti epszilon tenzor ([II2H) alatti értelme-

7ésére, az

a, Xag= e_aggaB = eagaB

9.1.31

( ) a® x a’ =293, = £*Fa,

(9.1.32) , x a3 = Zagga’ = 2pa’
o a® x a® = £%%a, = ¢f°a,

Osszefliggések allnak fenn.

1A b.” tenzor az un. gorbiileti tenzor, melyet csak késébb a a (LIZH), Gsszefiiggéssel értelmeziink.
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9.1.2. Christoffel szimbolumok. A g;; metrikus tenzor szerkezetébdl — v.6.: (1)
— kovetkezik, hogy

(9.1.33) Gamp=0.
A ([@T33)) képlet kihasznalasaval a (BT9), (BT4), illetve (BITI) dsszefiiggésekbdl az

alabbi egyenletek adédnak a Christoffel szimboélumok szamitaséara:

(9.1.34) I35, =T373=1r33=0,
1
Faﬁ,3 =8a,3'83 = _5 9ap,3 = haﬁ(xla x2’ .%'3) )
1
(9135) Pga,ﬂ =83a"83= 5 Jap,3 = _haﬂ(xla "L‘27 1'3) )

1
F/@)\,,u = 5 (gAu,n_anp,A _gn/\,u) .

A h,p mennyiséget a (LI3H), egyenlet értelmezi.

Az elvben tizennyolc kiilonbozé elséfaju Christoffel szimbolum koziil az az 6t, mely-
nek indexei kézott a harmas legalabb kétszer fordul el — v.6.: ([@134]) — azonosan zérus.
A mésodfaju Christoffel szimboélumok a ([BIH) képlet baloldala segitségével hatarozha-
tok meg. A szamitasok soran vegyiik figyelembe, hogy a (LIhal) és (LI34) egybevetése
alapjan

(9.1.36) 830-83=0,
és hogy
(9.1.37) gs3=asz3 =0
hiszen a g5 = a3 vektor fiiggetlen az 23-t6l. Nem részletezve az egyszerti atalakitasokat a
(9.1.38) Iy =T3 =T3 =0,

L35 =8ap 8 =80 85,
(9.1.39) Ty =gsa-g'=-g",8,

Fgﬂ =8a,5°8"

eredmény adodik, ahol a ([LT39) » esetén megfelels indexcserékkel helyettesitettiik a (KIT0)-
et 1s.

A maésodfaju Christoffel szimbolumok indexemeléssel is elGallithatok, ha az elséfaju
Christoffel szimbolumok ismertek. Valoban a (BI1) képletbe helyettesitve a (LT34))-et és
kihasznalva, hogy a g* speciélis szerkezetti — v.6.: ([L3) — azonnal megkapjuk (T35)-
at. Ugyanilyen modon, a (I30) felhasznalasaval, és az eredmény (EI39)-el torténd
egybevetésével ellendrizhetd, hogy

Fé:’ﬂ = Faﬁ,Bg?’g = haﬁ =88 g3 )
(9‘1_40) Pgl‘a = F3a,ggﬁ" — _haﬂgﬁu — _hau — gg,a-g“ ,
Ff;g = F3o¢,pgpu = 8a,p -gh.

Hasonloan az elséfaju Christoffel szimbolumokhoz, azok a masodfaja Christoffel szimbo-

lumok, melyek indexei kozott a hdrmas széam kétszer fordul el§ zérus értéktek.
A

9a3 = 8a 83 =10
kifejezés x® szerinti derivalaséval a

80,3831 8a"835=0
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eredmény kovetkezik, ahonnan a (III0) és a g, = g.,.8" képlet helyettesitése utan, te-
kintettel a ([LILZ0);-re, és a ([TTA0)s-re, a
(9.1.41) Fiﬁ—kgaufg3::hug——hﬂ“guazzo

Osszefiiggést kapjuk.
A Christoffel szimbolumok feliileten vett értékei lokalizalassal kaphatok meg a (1.34),

@T3H), (@T3Y) és ([T40) képletekbdl:

Elsdfaji Christoffel szimbolumok :

(9.1.42) D33, =T3,3=Cr33=0,
Tags = — % 9op 3|30 = Bas 83 = a5 a3 = hap(27,0) = bag ,
(9.1.43) Ts0,8 = % 9aB3l 39 = 83,083 = A3.0 a3 = —hap(27,0) = —bag ,
Corp = % (G T Grpr — Grap) = % (@ F Qrpr — Qrrp) -

Mdsodfagiu Christoffel szimbolumok :

(9.1.44) Ly =ry =T3 =0,

[25=hap(27,0) =bap = 8ap- 8 =—8", 8z =ang-a’ =—a’ ,-ag,

(9.1.45) Ig:—@%ﬂ@:%ﬁ:%my:y@g:%mwzww%,

f‘gﬁ ~ Pga’p(:[’y’(])gp“ = Fgﬂ(l"y’(]) =8a,8" gl'= Aq,p g,

Az S feliilet b, gorbiileti tenzorat a ((LLZ3),, vagy a (L143), egyenlet értelmezi A A
b, a gorbiileti tenzor vegyes indexes alakja. Vegyiik észre, hogy b,s szimmetrikus az a
és [ indexekre nézve. A LT3 szakaszban megmutatjuk majd, hogy valodi feliileti tenzor
az S feliileten értelmezett gorbiileti tenzor.

A (@TZH), képletbdl kovetkezik, hogy

(9.1.46) Iyg =-V .8 =8a=2a3,.

A [@TE), (@T3) és a ([(ITIY) egybevetése alapjan

(9.1.47) gy =8, +2°TY g, =(5,"—2°b,") g, = (6, —2°b,")a, .
Legyen

(9.1.48) w, =6,"—x%b," .

Ennek az osszefliggésnek a felhasznéalasaval a (A7) atirhato a

(9.1.49) 80— 11 By = a2
alakba. A fenti képlet a P pontbeli g, = a, bézisvektorokat, azaz az (z!,2?) feliileti
KR bazisvektorait transzformalja a P pontbeli g, bazisvektorokka. Ezek az 2® = allando
feliileten tekintett bazisvektorok.

Vegyiik észre, hogy a u,” tenzor feliilvonéssal jelolt 7 indexe az x3 = 0 koordinatafe-
lillethez tartozo, vagy ami ugyanez, az (z', z?) feliileti KR-ben tekintett tenzorindex.

2A gorbiileti sz6, mint jelzé geometriai hatterét a alszakaszban tekintjiik at.
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9.1.3. Feliileti tenzorok. Legyenek &' és &2 4j gorbevonalt koordinaték az S feliile-
ten:

(9.1.50a) £ =¢¥(at 2?).

Legyen tovabba

(9.1.50b) & =a".

Fel fogjuk tételezni, hogy kolcstndsen egyértelmii a ([LIhH0al) fiiggvénykapcsolat, azaz
g

9.1.51 Jew= |22 £0.

( ) &= 5.5 7

A (€4,62,83) és (a!, 2%, 2®) feliiletre épitett gorbevonalt KR-eket a2 abra szemlélteti.
Ha valamely

Jgmnr ! jmnr . 77kl _ 77kl
'd ='dm,(&,0) és Y, =d" ,(27,0)

pq
tenzorok
77p3 7p3 o B3 7aB3
/d i V3(£’Y7O) = /d i V3(£’y) €8s daﬁ 03(1‘7’0) = daﬁ 03(1‘7)
részei (altenzorai) kovetik a koordinata transzformacié soran, dsszhangban az (I3) kép-
lettel, a

- - Oz 0z” OV
9.1.52 doP (z7)="'d™3 (&7 —
( a’) 0'3(3: ) V3(€ )agﬂ aé-p oro
vagy ami ugyanaz a fenti szabaly megforditésat jelentd
- - 0E™ 0P Ox°
9.1.52b ‘AT () =dP (a7 =
( ) V3(£ ) 0'3(1" )axa &Cﬁ aé-l,

transzformécios torvényt, akkor a vonatkozo
A€ s A ()

altenzorok ugyanazon feliileti tenzorok. Masként fogalmazva a fenti altenzorok, valodi
feliileti tenzorok.
A feliileten értelmezett mennyiségékre forditva tovabbiakban a figyelmet tgy is fogal-

mazhatunk (LI HZalb) alapjan, hogy
hTL(EY) 6 R ()

ugyanaz a kétszer kontravarians, egyszer kovarians feliileti tenzor, ha a

_ - 0x® 0P 0¢°
af Y — 1| TP Y -
(9153&) h y(l‘ ) h 0'(S )agﬂ agp al»l/
vagy ami ezzel ekvivalens, ha a
_ _ 0™ 0P Ox”
1T TP 7\ — Hab ¥ >
(9.1.53b) (&) = W) 5 e 5uP g

egyenletek teljesiilnek.

Kimutathato, hogy a

Jop = Gap 68 §*° =a™"

metrikus tenzorok, egyiitt a 6,°, 67 Kronecker szimbolummal a feliileti KR egységtenzo-
rai. A (@IZ0) képletekkel értelmezett feliileti epszilon tenzorok ugyancsak valodi mésod-
rendd tenzorok.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a b, s gorbiileti tenzor is valodi masodrendii feliileti
tenzor. Az atalakitasok soran sziikség lesz a (£1,€?) és (z!, x?) feliileti gorbevonalu KR-ek
béazisvektorai kozott fennallo transzformacios képletekre. Szem el6tt tartva, hogy (LI3)
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([@ITIR) képletek csak annyiban valtoznak a (€1, €2, €3) KR-ben, hogy &-t kell frni x helyére,
tovabba kihasznalva, hogy
‘G =a=0
az S feliileten irhatjuk, hogy
or or oz  Ox"

9.1.54 g = — - &

(9-1.54) 89~ 568 ~ 0 0¢  0¢ B
Kovetkezik a (€1, €2, €%) KR értelmezésébsl — v.6.: (L2 abra, illetve a jelen szakasz els6
bekezdése —, hogy

(9.1.55)

9.2. abra. KR-ek a felilleten

A ([@TZ3) osszefiiggés alapjan, kihasznalva a ([IIHH)-et is, kapjuk, hogy

/ 8/7 /= a/, _
baﬁ: 8—50‘gﬁ " 83— 8—50‘&3 83

a gorbiileti tenzor a (&1, €2) feliileti KR-ben. A ([LL54)) transzformacios képlet helyettesi-
tése és a szorzatderivalas szabalyanak alkalmazasa utan innen a

o [0x~ ox* (0 Ot
b=, =|— =g, || @3=— (—g,. | 8 g, -8
eredmény kovetkezik. Utobbi képlet tovabb alakithato, ha

— figyelembe vessziik, hogy a g, vektor meréleges a g3 vektorra és
— kihasznaljuk, hogy

0 0 Oa°
ot Oxo 9Ex”’

tovabba, ha
— a (@TZ3) egyenlet alapjan felismerjiik, hogy megjelenik a képletben a by, :

" 02" 0x° (O _ - _ax“%b
Ba — 85’6 aga axo. g g3 = agﬁ aga KO -+
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Osszevetve ezt az Osszefiiggést a (LhaD) transzformécios képlettel azonnal adodik a
kovetkeztetés, hogy a b,g gorbiileti tenzor valodi feliileti tenzor.

Mivel valodi tenzorok linearis kombinécidja is valodi tenzor a ([LIZY) képlettel értel-
mezett p,” tenzor is valodi tenzor.

9.2. A FELULET BELSO GEOMETRIAJA

9.2.1. Meusnier tétele. Az S feliileten vett ivelem vektornak nincs g3 iranyu 6ssze-
tev@je:

(9.2.1) dr = g,dz* = a,dz* .

A

ds® = dr-df = g,d2® - ggda” = gupda®da’ =

9.2.2
( ) :glldxldxl+2§12dl’1d3§'2+§22d.%’2dl‘2

ivelem négyzet az S feliilet elsd alapformdja. A Gauss altal bevezetett klasszikus
gu=an=A4, g12=a12 =B, Goz = ag =C
jelolésekkel a fenti egyenlet a
dr-dr = Adz'da! +2Bdatda? + Cda?da?

alakba irhato at.
A ([@TA3), képletbdl kovetkezik, hogy

(923&) g3,a = _baﬁgﬁ
azaz, hogy
(9.2.3b) dgs = g3 .dz” = —baﬂgﬁdxa

A @ZT) és (23D) egyenletek skalaris szorzatat képezve az S feliilet mdsodik alapfor-
mdajdahoz jutunk:

dgs - dF =—bapg dz® - g,da" = —bapd” dz*dz’ = —bagda*da”

9.24
( ) = — blldIL'ldl’l — 2b12dl’1dl‘2 — b22d172d$2

A Gauss altal bevezetett
b =D, bia = D’ ) Q29 = g
jelolésekkel
dgs-dr = Ddztda! +2D'datde® + D" da?da?

a méasodik alapforma alakja.
A abra olyan feliileti gorbéket szemléltet, ezeket rendre h, és h jeloli, melyeknek
a P pontban kozos érint6jik van. Vegyiik észre, hogy a h, gorbe
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9.3. abra. Osszefiiggés gorbiiletek kozott

az S feliilet egy normalmetszete, mivel a h, gérbét kimetszé N, siknak a P pontbeli feliileti
normalis, az x® koordinatavonal az egyik tartoegyenese. A h gorbe ugy szirmaztathato
példaul, hogy az N, sikot elforgatjuk a h, gérbe P pontbeli érint&je koriil, és az elforgatott
sik, ezt N jeloli, valamint az S feliilet metszésvonalat tekintjiik.

A kovetkezSkben azt a kérdést vizsgaljuk, hogy van-e valamilyen kapcsolat a h, és h
gorbék P pontbeli gorbiiletei kozott.

Legyen x® = z(s) a h gorbe egyenlete, ahol s az ivkoordinata. A h gorbe érintdje a

dr or dz® da®

A= \Ng, = — = = o
Bk ds Oz~ ds ds Ba
képletbdl szamithato, azaz
dx®
9.2.5 A= — N =0.
( ) dS Y

A )3 koordinéta (8sszetevd) eltiinése azt a nyilvdnvalo geometriai tényt fejezi ki, hogy a A
érinté egységvektor az S feliilet érintGsikjaban fekszik és igy nincs a feliilet normalisaval
parhuzamos Osszetevdje.
A h gorbe gorbiilete a (BH22) képlet alapjan szamithato:
oA

gzﬁu, k>0,

ahol k a gorbiilet, a p normélis pedig a gérbe simulésikjaban, ez most az N sik, fekszik.
A BETT) ¢s (R32) képletek felhasznaldsaval, az utobbi esetben A~ gondolva u* helyére,
a fenti egyenlet atalakithato:
5)\k = pyvE S P k mkyr] s
ﬁpzxgk:)\ N, 8L =A [)\ LA ] gL =
=N [N AT AN g+ AT [N +T2 N g5
A kovetkezs 1épésben hasznaljuk ki a (2H), a ([@14H); Osszefiiggéseket:

(9.2.6) K= AT [N+ TENT] B+ brpA"NEs
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A [@Z0)-re vezets gondolatmenet a h, gorbe esetére is érvényes. Az eredményt ille-
tGen figyelembe kell venni, hogy a p, vektornak nincs az S feliilet érintGsikjaban fekvo
osszetevije. Kovetkezésképp

(9.2.7) Ko by = brp A" A g3 .
A ([@Z70) ([@TZ8)-be torténd helyettesitésével a
=N [N +T XN 8y 4 ko g

képlet adodik. Végigszorozva ezt az egyenletet p -val a

(9.2.8) ‘ Kk cosV = Kk, = allando ‘

eredményt kapjuk. Szavakban: mindazon feliileti gérbékre nézve, melyeknek kozos az érin-
t6jik a P pontban a k cos v mennyiség invarians azaz allandé értékd. Ez Meusnier tétele.
A h és h, gorbék

egyenletekkel értelmezett gorbiileti sugarait felhasznalva ([ZR)-bol az

(9.2.9) R= R, cos v

Osszefliggés kovetkezik. Az utobbi képlet szerint R egy R, atfogdju derékszogl haromszog
¥ szog melletti befogdja.

Az S feliilet P pontbeli g5 = a3 normalisira mint tartoegyenesre illeszkeds N,, N/
siksor a h,, h, gorbéket metszi ki az S feliiletbsl. A h,, hg, stb. normalmetszetekhez
tartozo k) eldjeles gorbiiletet a (LZZ7)egyenlet as—al valo skalaris atszorzésaval kapott

(9.2.10) H(n) = bﬂp)\ﬂ)\p

egyenlet értelmezi, ahol A a normélmetszetet meghatérozd egységvektor (annak érintd
vektora), tovabba

~ akKp) =k, hap, g3=p, a3>0
és

— akm =—kKoha p, g3=p, a3<0.
AT abran vazolt esetben p,-a3 < 0.

9.2.2. Gorbiileti tenzor. A (IZT0) képlet szerint a normal metszet () elGjeles
gorbiilete, vagy ami ugyanaz az S feliilet gorbiilete a normal metszetben, a P pontbeli
érintG egységvektor és a gorbiileti tenzor kétszeres skalaris szorzata. Fz az a kortilmény
ami miatt a b,pg tenzort gorbiileti tenzornak nevezik.

Az S feliilet R, el6jeles gorbiileti sugarat a feliilet h, normal metszetében az

(9.2.11) 1/R(n) = —/-i(n) = —bﬂp)\ﬂ)\p

egyenlet értelmezi. A negativ elGjelnek az a magyarazata, hogy az S feliilet h, normal
metszetében akkor tekintjiik [pozitivnak| {negativnak} a gorbiileti sugarat, ha a feliilet
g3 = ag normaélisa a gorbiileti [kozéppontol el|{kbzéppont felé} mutat.
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x3

9.4. abra. A feliilet normalisa koriil forgatott stkok és a feliilet metszetei

Az S feliilet P pontjaban a K(n) elGjeles gorbiilet folytonosan valtozik, ahogy az N,
sikot forgatjuk a feliilet normalisa koriil (kivéve, ha az S feliilet gémb, vagy sik a P pont
kérnyezetében). Ugy is fogalmazhatunk, hogy az eljeles gorbiilet folytonosan véltozik,
amikor az érinté egységvektor forog a P ponthoz illesztett érintésikban. Felmeriil tehat a.
kérdés, hogy melyik az a A\™ irany, amelyre nézve szélsGértéke van a normalgorbiiletnek a

(9.2.12) TupA™N = 4 AN = 1

mellékfeltétel fennéllasa esetén. A kérdés megvalaszolasa, amint az a kittinik majd a kdvet-
kez$ gondolatmenetbdl, a gorbiileti tenzor sajatérték feladatara vezet. Ezt azért részletez-
ziik a2 szakasz eredményeire torténd részletes hivatkozés helyett, mivel (a) a gorbiileti
tenzor mindossze kétméreti tenzor (b) a gondolatmenet variaciés megfontolason alapul
(c) a gondolatmenet megadasa 6nmagaban teszi olvashatova a jelen fejezetet.

Legyen a x egyel6re hatarozatlan Lagrange féle multiplikator. A felvetett geometriai
probléma az

(9.2.13) F(N,x) = bag AN — x(agg AN —1)
funkcional szélsGértékének meghatéarozasaval ekvivalens. A

F
(9214 = (o= Xag)V = (0,7~ X8,/ =0

szélsGértékfeltétel homogén linearis ER a A\g szamitasara. Trivialistol kiilonb6z6 megoldas
feltétele — ilyen megoldas a ([ZZI2) mellékfelétel miatt kell, hogy létezzen — a ([ZT4) ER
determinansanak elttinése:

bl—X\ b2

1
(9215) 621 b22_)\

Legyen

1
(9.2.16) Br=0b" é  Bp=Ib’|= igaﬁgwba%ﬁ".
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A ([@IZTH) determinans kifejtésével a

X’ —2Hy+K =0,
H=DB;/2, K =By

(9.2.17)

masodfokt egyenlet adodik a x Lagrange féle multiplikator szamitasara. A xy multiplikator
a ([@ZT4) egyenlet \*-val torténd végigszorzasaval és a ([LZIZ) mellékfeltétel kihasznala-
saval kapott

(9.2.18) bapA* N — X0 AN = b AN —x =P A N\g—x =0
egyenlet szerint, tekintettel a (LZI0)-re, a keresett normélmetszetbeli gorbiilet.

A ([@ZT7), egyenlet x 1) és x(2) gyokei a fégorbiiletek. A gyokok és egyiitthatok kozotti
Osszefliggések szerint

(9.2.19) Xot+txe =20,  xoxe=K,

ahol H a kozépgorbiilet, mig K |, az Gn. Gauss gorbiilet, a két f6gorbiilet szorzata.

Ha a (@ZTM); egyenlet gyokei kiilonboznek egyméastol, akkor csak egy megoldasa van
a vizsgalt geometriai probléméanak.

A vonatkozd Ay és Ag vektorok a b,pg gorbiileti tenzor fGirdnyait, vagy ami ugyanaz, a
feliilet egymasra kolcsonosen meréleges fometszeteit jelolik ki. Valoban, ha a 1y és x(2)
[@ZT)-be torténds helyettesitésével kapott

bas N = X100 A
oy T XORg

(9.2.20)
bog N = Ao\
B(Q) Xe) ﬁ(2)

egyenleteket rendre végigszorozzuk
A és A “-val
(2) 2
majd pedig a két egyenlet kiilonbségét képezziik, — kihasznalva ekozben, hogy a gorbiileti
és metrikus tenzorok egyarant szimmetrikusak, akkor a
9.2.21 — Aag ANNP = — AAy=0
( ) (xXa)y —x@) 50 & (X X(Q))(l) o
eredményre jutunk, ami vildgosan mutatja, hogy a fGiranyok kolcsonosen merélegesek
egymasra.
Konnyen igazolhato, ismét kihasznélva a gorbiileti és metrikus tenzorok szimmetridjat,

hogy a ([LZI7); egyenlet gyokei valosak.
A ([@ZTT) egyenletbsl adodik, hogy

1 1
(9.2.22) R(l) i — és R(g) B
X(@) X(2)
a fégorbiileti sugarak.

A ([@ZT)) egyenlet alapjan konnyen belathato, hogy a f6gorbiileti sugarak a
(9.2.23) 10,7+ Rnyb,”| =0
egyenlet megoldésai.
A féiranyokat mindeniitt érinté feliileti gorbéket gorbiileti vonalaknak szokéis nevezni.
Sik és gombfeliileten barmilyen feliileti gérbe gorbiileti vonal.
Legyenek kiillonboz6ek a x(1) és x(2) gyokok kiilonbozGek. Legyen tovabba &', &2 a
gorbiileti vonalak altal alkotott feliileti KR. Ebben a KR-ben

_ Iy 1 . _ N2
(9224) Al = (i\) a, €S AQ = é\) ay ,
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ahol az ‘a; és 'a, vektorok elGjelét tgy szokas megvalasztani, hogy egyiitt az ‘a; = a3
vektorral jobbsodrati KR-t alkossanak. A gorbiileti vonalak ortogonalitasa miatt

(9.2.25) 'a19="a5 =0.
A ([@ZT4) egyenlet alapjan irhato
(Bap = x(1)'@ap) ,(i\)ﬁ =0

Osszefiiggést végigszorozva '(i\)o‘—val, kihasznalva tovabba a (L224]) és (LZ20) osszefiiggé-
seket, a fenti képletbdl a
(9.2.26) b1y ="by; =0.
eredmény adodik, mivel a gorbiileti tenzor szimmetrikus.
A ([@220) és ([220) egyiittes fennallasa esetén a
¢'=allando & 2 =allando
koordinatavonalak gorbiileti vonalak.

Tekintettel a (LI24)) és (Z2H) képletekre a gorbiileti vonalak KR~ében

/.12 22

2 S 7 ’ 12
0,°="a;,'a"+a;5'a™ ="ay;'a* =0
ahonnan

(9.2.27) 12 =2 =)

hiszen szimmetrikus a feliileti metrikus tenzor. Ami a gorbiileti tenzor vegyes indexes

alakjat illeti a (2Z20) és (Z21) felhasznalasaval adodik, hogy

(9.2.28a) b 2="b,"a"*+'b,/a* =
Hasonl6an mutathato ki, hogy
(9.2.28b) byt =0.
A ([2TY), @224), (X284 b) kihasznalasaval a
9.2.29a =N Ng="b AN+ AT N =""
( ) XO=0a 0 @770 ) T 0 02T

Ugyanigy mutathato6 ki, hogy

(9.2.29b) X2) = by
A ([@IZ2ZRalb), ([EZ29ab) és ([TZTIT) egybevetésébdl:
b0 X 0 ~1/R 0
9.2.30 b= ! — | X _ )
( ) [b"] { 0 by’ } [ 0 X 0 —1/Rg

a gorbiileti tenzor vegyes indexes alakjanak szerkezete a gorbiileti vonalak KR-ében.

Ha
(9.2.31) K= L =1b,”| >0

L. XMX(2) R(l) R(Q) ™ )
azaz pozitiv a Gauss féle gorbiilet, akkor a P pontban azonos a fégorbiiletek, illetve
a gorbiileti sugarak elGjele (mindkét f6gorbiilet negativ, vagy pozitiv, illetve mindkét
gorbiileti sugar pozitiv, vagy negativ).

A

K=0
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esetben — egymastol eltérd fGgorbiileteket tételezve fel — az egyik f6gorbiilet zérus. A
vonatkozo f6gorbiileti sugar pedig végtelen. A masik f6gorbiilet mind pozitiv, mind pedig
negativ elGjeld lehet.

A

K <0

esetben a fégorbiiletek, illetve a f6gorbiileti sugarak kiilonbozé elGjeltek.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy a zérus gorbiiletd irdnyokat megado

(9.2.32) K= bag AN = b, X" \g =0

egyenletnek az irdnyt kijelol6 A* vektorra vonatkozdan

valosak és kiilonbo6z6ek K <0
valosak és egybeesnek a gyokei, ha K=0
konjugélt komplexek K>0

Mésként fogalmazva a P pontban és a P elemi kornyezetében a feliilet \* zérus f6gorbiileti
iranya altal kijelolt {normalmetszetei }[normalmetszete]

{ két egyenest alkotnak, K <0 }.
| egy egyenes, K=0].

A K > 0 esetben a P pont kiérnyezetében minden normalmetszetben azonos eljelt és
zérustol kiilonb6z6 a gorbiilet és igy nem létezik egyenes normalmetszet.

A ([@IZ32)-bol adodo iranyokat aszimptotikus irdnyoknak szokas nevezni.

[smeretes a geometriabol, hogy az ellipszoid gorbiiletei azonos elGjeliiek. Egy para-
bola esetén a parabola tengelyére és a parabola sikjara mer6legesen torténd eltolasaval
generalt hengerfeliilet alkotéi mentén zérus a gorbiilet. A hiperbolikus paraboloid, az un.
nyeregfeliilet, gorbiiletei pedig kiilonbozbek lehetnek elGjeliikben.
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x3

9.5. dbra. Elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontok a feliileten

A fentiek alapjan azt mondjuk, hogy a feliilet

B elliptikus K > 0 (nincs aszimptotikus irany).
P pontja parabolikus pont, ha K =0 (egy aszimptotikus irény).
hiperbolikus K < 0 (két aszimptotikus irany).

A@H abra az S feliilet egy-egy elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontjat szemlélteti.

9.3. KOVARIANS DERIVALAS A FELULETEN

9.3.1. Feliileti menti és feliileti kovaridns derivalt. Legyen u = u(z!, 22, 23) az
S feliiletre épitett térbeli gorbevonalit KR-ben értelmezett vektormezs. Az u vektormezé
S feliileten torténd valtozéasat az x feliileti valtozok szerint vett derivalt tiikrozi.
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A kontravarians koordinatakkal (6sszetevikkel) felirt
(9.3.1) a=u(z",0) = u"g, +u’gs = u"a, + a3

felbontéasbol kiindulva, a (B32) Osszefliggésre gondolatmenet megismétlésével, tovabba
a (@CI22), [@TZ3) képletek felhasznalasaval az u vektormezs x® szerinti parcialis deri-
valtjdnak szamitésara az

(9.3.2) u(z7,0)0, =1, = a“‘aa,{+ﬂ3‘aa3
Osszefliggést kapjuk, ahol

(9.3.3) ", =", =" 4T "+ u’ =u”  +T 5 a" b, u’
és

(9.3.4) =0, =0’ AT =0, +bastt”’

A [@33) és ([@T34) képletek egy jelolésbeli megallapodast is tiikkroznek. A rovid fiiggsleges
vonal utan all6 gérég index ui. azt kivanja hangsilyozni, hogy itt az S feliileten és feliileti
paraméterek szerint torténik a kovarians derivalas. Ezért ezt a derivaltat felileti ment:
kovarians derivdltnak nevezziik.

Hasonl6 modon, a (830), ®3D), (@TT42) és ([TTA3) felhasznalasaval képezhetjiik az

u vektormezd 4, kovarians osszetevikkel felirt

(9.3.5) u(2,0) = g +usg’ = u,a” +uza’

alakjanak derivaltjat az S feliileten:

(9.3.6) u(z7,0)0p =10 o = U, ,a" +Ugy,a3

ahol

(9.3.7) Uyjo = U o = Uy o — Dl =D 3 = Uy, o — T 7l — Dol
és

(9.3.8) Uy = Us, o = Us o — D bylls = T o + Do Ty,

ismét feliillet menti kovaridns derivaltak.

A (@33), @34), @370) és [@3F) derivaltak jobboldalan allo utolso tag, tekintettel

a gorbiileti tenzor (LIZH) alatti értelmezése alapjan irhato

(939&) baﬁ = _g37a gﬁ = _ag,a ag
és
(9.3.9b) b =-g°,-g'=-a’,-a"

képletekre, a vonatkozo Osszetevsk S feliiletre merdleges valtozasanak hatasat fejezi ki.

A (@33), @33), @370) és ([(T3F) képletek fennmarado része a feliilet érintésikjaban
fekv Osszetevok feliilet menti valtozasat jeleniti meg. Mivel az 4 és s koordinaték,
vagy Osszetevlk esetén ez az x® szerinti parcialis derivalt, ugy is fogalmazhatunk, hogy a
feliilet menti valtozasok szempontjabol ezek az mennyiségek skalédrként, azaz zérusrendi
tenzorként viselkednek.

A [@33)-re és a ([L3D)-re vezets gondolatmenet megismétlésével az u vektor feliilet
érintGsikjaban fekvs OsszetevGjének x® szerinti derivaltjara, kihasznalva azt, hogy igy az
=1y

koordinata Osszetevs zérusnak tekintett — az

[0"(27,0)8k0a] = (a“aﬁ)va = U 2%
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illetve az

(U (27,0)8%0s] = (usa") , = U, ,a"

K|l o

eredmény adodik, ahol

(9.3.10) "y, =u" , —Thar
és
(9.3.11) U)o = U, o — T 7l

rendre az u"(z7,0) = u"(2”) kontravarians és az u,(z?,0) = u,(27) kovarians altenzorok
(vagy az el6zGek szerint értelmezett elsérendd feliileti tenzorok, illetve feliileti vektorok)
an. felileti kovaridns derivdltja.

Amint az fentebb jol lathato, a felileti kovaridns deriwdltat két révid parhuzamos
fiiggSleges vonal utan allo gérog index jeldli.

Nyilvanvalo, hogy a feliileti kovarians derivalt nem tiikrozi a feliiletre meréleges irany-
ban bekdvetkezs valtozasokat. Az S feliiletre merdleges valtozasok hatasa — az a® és ag
bazisvektorok megvaltozasanak van z? iranyt dsszetevsje — a (I3.4) és a (I3 képletek-
ben jelenik meg, ha ott az

@ =1u3=0
helyettesitéssel éliink:
(9.3.12) % o = bagtl” Uiy o = by Uy -

Vegyiik észre, hogy az S feliilet (z!, %) kétméretii terében érvényes ([I310) és (E31T)
képletek a harommérett térben érvényes (B32) és [83) képletek analogonjai, mivel a

u—u, '—-r és k— Kk, [ — a, §—T

betticserékkel azonnal megkaphatok a (B32) és (B3) képletekbol.
A [@3T0) és [(@33), valamint a ([(T3TT) és ([(L370) egybevetésébdl kovetkezik, hogy

—K _ =K k=3
u ‘a—u ”a—ba u-,

(9.3.13)

Ugla = Ug|la ™ b/{au3 :

Az S feliiletre épitett (z', 2%, 23) gorbevonalt KR-ben az u(x!, 22, 2%) vektormezs az
23 koordinatavonal mentén is valtozik. Az S feliileten az
(9314) (uag) ‘xszo = u,3|$3:0

derivalt jellemzi a valtozast. A (I33), (34 és ([I3H), valamint a (@34), (@31) és
[(@3)-ra vezets gondolatmenet megismétlésével az
u,3|x3:O = (uﬁ;ggfe"}_ug;ggi’)) |:v3=0 )

(9.3.15) Wy =u" 3+ T35u"

valamint az
_ K 3

u,3 3=0 — (u/{;:}g +U3;3g ) ‘CESZO I
= ’I_LK

(9.3.16) Uy, s—Thag,
Uz;3 =1Usz 3
képleteket kapjuk a (L3I alatti derivalt szamitasara.
A tovabbiakban magasabbrendii tenzorokra altalanositjuk az eddigi eredményeket.



9. A feliiletek differencial-geometriajanak alapjai 111

Legyen a dklp(xl, 2%, %) differencidlhaté harmadrendi tenzor. Az S feliileten tekintve

a tenzor valtozasat a

dklp(lﬁao) = d%lp
értékek viselkedését kell vizsgalni. A (R3I3D) derivalasi képlet alapjan a
(9.3.17) d", = db,, = dy, ,+Tpd’), =T odt, =T d"

egyenlettel értelmezziik a dklp tenzor feliilet menti kovarians derivaltjat. Ha a dklp tenzor
valodi tenzor a harommeéretd euklideszi térben, akkor a

K 73 JK 73
d AT ) d AT d d 33
altenzorok rendre harmad-, mésod-, elsé-, illetve zérusrendi feliileti tenzorok, hiszen vala-

mennyien kovetik a (IZITDHZalb) transzformécios torvényt. A fenti altenzorok feliilet men-
ti kovaridns derivaltjai, kihasznalva a (3I7), illetve a gorbiileti tenzorral kapcsolatos

(@TZ) és ([@TZH) képleteket, a

3mroy

d" Mrlp = d rip T
(9318&) = _K)ﬂr,p + f:a _J/\ﬂ + f:ng)ﬂr - f)(\jpdﬁ F/\pdni’ﬂr f;r’pjﬁ)\a - fjpjﬁx\i’» =
= K)ﬂr, p + F:O‘ J/\7r - Ffp nmr - F;pdﬁx\a - bpﬁd_B/\ﬂ - b)\pdﬁ37r - bﬂpdﬁ)ﬁ )
jBM\p jgkfr;p
(9 3. 18b) = Cz3)\7r P + F dd/\ﬂ + F Cz3)\7r - F)\pczz3 - F)\pjgi’ﬂr f;pjg)\a - fjpjg)ﬁ =
= CZB)\TI', p F)\pczgmr - FTI'pJBAO‘ + bpadax\ﬂ - b/\pd337r - bﬂpczg)\iB )
C{ﬁiﬁlp - 7’63#;/) -
(9 3 18C) = 7K37r,p+f‘/fa 7037r+1_j/f3d3 _FJJK _F3 Jm?ﬂr _FIJUNCZHBU _FSNJKB?) =
= 7n37r, p + flfa 70371' - f;pj —b KCF?)W + b Ud,i - bﬂpjﬁfﬂ?) )

Js33\p - d333;p =
(9.3.18d) =d’y ,+ T2 A%+ T hdy T d s — T3
= ,Fb,,d755+0,7d 5+ d,

73 no 33 m3 33 __
3pd 33_F3pd 3U_F3pd 33 —
3m,p

modon szamithatok. A d**; kétszer kontravarians, egyszer kovarians altenzor tekintetében
a fentiekhez hasonléan mutathato ki a (R3I4]) képlet alapjan, hogy

d 3lp = ™y, =
(9.3.18e) =d". +r CAT A T d g+ T ) d g+ T jyd™y =Ty d™, — T3 d™y =
— dli}\ + F dax\3 T F dlio‘ _ bpnd_B/\B _ bp/\d/i33 4 bpadn/\o

a feliilet menti kovamans dervdlt.

Adry, d3 dR,, dPsy és d™y altenzorok feliileti kovaridns derivaltjai rendre a

JK}‘WHP - CZH)"E P + F;UJU)\W - Ffpdﬁaﬂ - F?prKAU )
CFMHP - Jg/\mp - I;/{Tpa_zgmr - fT?pd_B/\a )
(9.3'19) CZH37T||P - JKBW, p + fIfJCZJBw - f‘gpdﬁfﬂa )
J333||p = J333,p )
Ay, =d™y + T d™y+T 0 d ™,
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egyenletek értelmezik. A ([L319) feliileti kovarians derivaltakat felhasznalva a (L3IRal . . . ,e)

feliilet menti kovaridns derivaltak az alabbi alakban irhatok fel:
Jn)\fr\p - J"‘M”p - bpﬁjgx\fr - bApJKBW - bﬂpﬂiﬁm ;
Jngp - Jg/\ﬂllp + bpadgz\n - b/\pd_337r - bijgxg )
(9.3.20) Jmfﬁ\p = d",— prCF?ﬂr + prJHmr - b?TpCZHB?, ,
J333|P - &333”0 - bapcf"% + prJ303 + prJgBU )
Ay, = d™y, —b, A — b P+ b, 7d™,

3o

3lp 3llp

Vegyiik észre, hogy a (L320) feliilet menti kovaridns derivaltak, hasonloan a (314
felillet menti kovarians derivaltakhoz, két részbdl allnak. A jobboldalon allo elsé tag,
azaz a feliileti kovaridns derivalt, a feliilet érintGsikjaban fekvé tenzorkomponensek feliilet
érintésikjaban végbemend valtozéasat tiikrozi. A jobboldalon all6 méasodik, az in. jarulékos
rész, tekintettel a (L3T4) képletekre az S feliiletre merdleges tenzorosszetevok feliilet
menti valtozdsanak hatasat fejezi ki.

A R (x7) =tk (27,0), %, (27) = tF,(27,0), és £, (27) = t,,(27,0) masodrendd tenzorok
feliileti, és feliilet menti kovarians derivaltjaival kapcsolatos Osszefiiggések a

(3195, (E3Td)5 és (3T

tovabba a

@E320)5, [@320); és ([@T320),
képletekbdl adodnak a

Jklg _ 7?Icl ’ Jn/\a =0 7
d*s, —1*,, =0,
d_BZp - Elp ) d_n)\a =0

cserékkel, illetve helyettesitésekkel.

A £} (x7) =t,}(27,0) egyszer kovarians, egyszer kontravarians alakra vonatkozo képle-
teket minden magyarazat nélkiil kozoljiik.
Feliilet: kovaridns derivdlt mdsodrendi tenzorra:

@F|

n/\”pzfﬁ)\ _'_fwnzax\_i_f\/\fno
"M =t p_'_F t7) _F)\ptﬁa ;
IAN _ I o
i ”p—t A EE AT
t

KMlp — Ii _'_F tJA+FAp Ko *

@F|

(9.3.21)

Felilet menti kovaridns derivdlt mdsodrendd tenzorra:

ITEAN  _ ITRA  __ Ik kI3 Ark3
t lp = t p = t | —bp t b "t
IK iy n KE3 K
(9322) t )‘|P:t /\§P:t /\”P_b t/\ b)‘Pt?”
e TA _ 1N _ n 3
by Ip_tm;p_ K ||p b _bp/\t
tn)\|p —lexp n)\||p+b/@pt3>\ b>\p K3 *

Vegyiik észre, hogy az S feliilet kétméretd terében érvényes (L3ZT); 4 képletek rendre
a haromdimenzios térben érvényes (B3I0), (B3TIT)); 3 képletek analogonjai, hiszen a
latin bettiket gorogre cserélve rendre megkaphatok a a (B310), (R3II)):... 3 képletekbol.

Ami a (@3T10), (@310); a (IZ3T19) és a ([@T3Z) feliileti kovarians derivaltak feliilet

menti kovarians derivaltakkal valo kapcsolatat megado és a jarulékos tagokat tartalmazo
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a ([313); a ([@320) és a ([(L322) osszefiiggéseket illeti az alabbi szabélyszertiség olvashato
ki az utobbi képletekbdl:

Ami a széhasznalatot illeti

— eredeti tenzornak nevezziik azt a feliileti tenzort (ezalatt magéan az S feliileten értelmezett
tenzort kell érteni) vagy azt az altenzort (az utobbi a haromdimenzios térben értelmezett
és az S feliiletre épitett KR-ben értelmezett tenzor vagy ennek egy altenzora az S feliiletre
lokalizalva) melyet derivalni akarunk,

— derivdldsi indexnek nevezziik azt a gordg indexet, melyre vonatkozéan a kovarians deri-
valtakat képezni karjuk,

— tekintett indexnek nevezziik az eredeti tenzor azon indexét, amely a jarulékos tag forrését
ad6 bazisvektort azonositja.

A kovetkezs szabalyszertiségek figyelhetsk meg:

— a jarulékos tag mindig az eredeti tenzor és a gorbiileti tenzor szorzata,

— aszorzat elGjele {negativ} [pozitiv], ha a tekintett index {gorog index} [a harmas szam],

— a gorbiileti tenzor egyik indexe, ez mindig als6 index, a derivalési index,

— ha a tekintett index gorog beti, akkor a gorbiileti tenzor mésik indexe mindig a tekintett
index, amely megtartja az eredeti indexpoziciot, azaz {fels6} [also|, ha a tekintett index
is {fels6} [also|, a tekintett index helyére pedig a harmas szam kertiil,

— ha a tekintett a harmas szdm, akkor a gorbiileti tenzor masik indexe néma gorog index,
melynek pozicioja {fels6} |also|, ha a tekintett harmas index {als6 } [felss|, mig parja a
tekintett harmas index helyén jelenik meg,

— az eredeti tenzor tobbi indexe nem véaltozik.

Kimutathaté a metrikus tenzor, és az epszilon tenzor kovarians derivaltjaval kapcso-

latos (R31H) és (B3TID képletek, valamint a ([I322), illetve a ([I320) Gsszefiiggések se-

gitségével, kihasznalva a metrikus és az epszilon tenzorok szerkezetét, hogy

— KA =K\ __ — = o
(0.3.23) p=9"1,=0, Grxlp = Iralp = 0.5
" A s A
0% =057, =0,
és, hogy
(9324) 5'€A3|p:8_'€)‘3”p:0, E_K)\3|p:8_l€)\3||p20‘
A [@323)-re forditva mondjuk a figyelmet, a [831H);, [@32),, és (TTI) alapjin a
=KX __ =KX __ =K\ K=3\ A=K3 _ =K\
0=g p =9 1p=9 IIP_bpg _bpg =9 p

eredmény, vagyis a bizonyitani kivant allitds kovetkezik. A tOobbi esetben a fentiekhez
hasonléan lehet eljarni.

9.3.2. Riemann-Christoffel gorbiileti tenzor tenzor az S feliilet kétméreti
terében. A tovibbiakban, kihasznédlva majd a szakasz gondolatmenetét, arra a
kérdésre keressiik a vélaszt, hogy mi a feliileti kovarians derivalasok sorrendjének hatasa.
Legyen az i, legalabb kétszer folytonosan derivalhato feliileti vektormezs.

Elttinik a

(9325) DH)\p :a/@H)\p_a/@Hp)\

kiilonbség, ha a derivalasok sorrendje felcserélhets. A (L3211, derivalasi szabély felhasz-
nalaséaval, és a

t/-e)\ - anH)\
cserével

u/@”)\p - (unH)\),P Ffepuaﬂ)\ F)\pumﬂa
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a (@32H) jobboldalan allo elss tag. Feleserélve a A és p indexeket, majd a fenti képlet és
az eredmény (L3 2H)-ba torténd helyettesitése utan
(9326) Dn/\p = (ﬂli”/\)vp o (anﬂp),)\ o f/gpaanx\ _'_fig/\aanp

a kiilonbség. A feliileti kovarians derivaltakkal kapcsolatos ([311) képlet alkalmas index-
cserékkel torténd helyettesitésével, nem részletezve a nem tul bonyolult formélis atalaki-
tasokat, innen az

(9.3.27) Uglinp — Unjjpr = Rym\pﬂv

eredmény kovetkezik, ahol

(9.3.28) RY\,=0\% 0,0y + Ty T ~T" Ty

a feliileti Riemann-Christoffel féle gorbiileti tenzor.
Tekintsiik a ¢, feliileti masodrendi tenzort. A fentiekhez hasonl6 médon mutathato

ki a (L3T9); majd a (@320), felhasznalasaval, elss 1épésben a

K K 2 Ik IK
Arafp = w68 A%y = i

helyettesitésekkel, hogy

(9329) EK}\”WX_.EK)\”XW - .EKMRM _.EM/\RKMXW

a kétszeres feliileti kovarians derivaltak kiilonbsége.
Mivel a ([Z32]) a feliileti Christoffel szimbolumokat és azok derivaltjait tartalmazza
a feliileti Riemann-Christoffel tenzor fiiggetlen az 4, vektormez6tsl.

Az
Il —-v, m—=kK, q— A, p—p

betticserékkel a haromdimenzios esetre érvényes

egyenletbsl — v.6.: (BZH) képlet - az S feliiletre torténd lokalizalassal, tovabba a (BZ4)

, (@328 és a gorbiileti tenzort értelmezd ([IT4H); o képletek felhasznéalasaval a
0= a)\f:ﬁ - aP]‘f\/l\lli _'_f)l\/of;n - fgof;ﬁ +f/l\/3f§n - f:3f/:\3n ’

vagy ami ugyanaz a

(9.3.30) RY ) = 03 bps =D,y

Osszefliggés adodik. Hasonlé6 modon a
Il =3, m—=K, ¢g—=> A, p—p
betticserékkel kapjuk, ismét kihasznalva a (14H); o, valamint a (1Z4)) Gsszefiiggéseket,
figyelembe véve tovabba a gorbiileti tenzor és a Christoffel szimbolumok szimmetriajat,
hogy
(9 3 31) Rg/i)\p = a/\fgn _apf)%i +f§af§/€ - fgafj\jn
J. :b/{p,)\_bli)\,P—i_bUAf;ﬂ_bUpf;ﬁ:O'

A v index lesiillyesztésével majd a Kronecker szimbolum és a ([I1.29); képlet felhaszna-
lasaval a ([I330) alatti kifejezés atalakithato:

= bv)\b/m - prbM = 51/195/4%19/\%% - 51/905,{%/)@[)19/\ = (51/195n¢ - 5u¢5xﬁ)bﬂ/\bp<p

— Jp3 _ ) _ Jp3
= Eur3t v bﬁ)\bcpp = Euk€ wbﬁ)\bgop = €ur3 € v bﬂ/\bgop

(9.3.32) R

VKD
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Az utébbi képletben, amint az e,,.3 és %3 tulajdonsagait kihasznalva — v.6.: a permutacios

szimbolum [LZ3 szakaszban adott értelmezését az — konnyen ellenérizhetd
(9.3.33) " barbep = €xp3 by -

A (@333); képlet helyettesitése utan (L332)-bol, felhasznalva a determinansok szorzéas-
tételét, a Gauss gorbiilettel kapcsolatos ([L2ZI6) 5 képleteket, valamint a (I2)-t, az

(9.3.34) R,5p = €unserps|byr| = e,,,ige,\p3|b¢“0aw| = eynserp3 K a,

eredmény adodik, ahol mind K, mind pedig a, kiilonbozik zérustol. Ez egyben azt is
jelenti, figyelembevéve a ([LI2X)-at, hogy

(9.3.35) Rysy, =R

(A nagy gorog index nem Osszegezs, hanem rogzitett index, amelynek értéke vagy egy,
vagypedig kettd lehet.) és, hogy

(9.3.36) R1212 - R2121 = _R2112 = _R1221 #0.

Utobbi egyenlet kivetkezménye, hogy a feliileti kovarians derivalasok sorrendje, ellentét-
ben a térbeli esettel, altalaban nem cserélhetd fel.

A [@33A)-bal, kifejtve a |byy| determinanst az

2:0

VKX

(9337) R1212 = bllb22 - bl2b12
és a
R
(9.3.38) K==z
Qo

képletek kovetkeznek.

A [@TZ3); és a ([(I32]) képletek szerint R4;, megadhatod a gos = aqp metrikus tenzor
és derivaltjai segitségével. Ennek a koriilménynek alapjan a (I338) egyenlet geometriai
jelentése a kovetkezSképpen fogalmazhatd meg:

A K Gauss féle gorbiilet, ami az S feliilet haAromméreti térben valé viselkedésének egy
mérdszama, meghatarozhato a feliilleten végzett hosszmérések segitségével. Visszaidézve
a (23T képletet, és pontositva az el6z6 mondatot azt mondhatjuk, hogy a két gorbiileti
sugar szorzata mindig meghatarozhato az S feliilet kétdimenzios terében végzett méré-
sekkel, annak ellenére, hogy a f6gorbiileti sugarak a feliilet mint haromdimenzios alakzat
jellemz6i.

A (@337)) képlet kibovitésével és a feliileti kovarians derivaltakkal kapcsolatos (321]) 4

egyenlet felhasznélasaval, pontosabban a
texllo = brplns €8 Taalp = Dor|in
cserékkel, a kib&vitett egyenletbdl a
0="Dbyrpr— f;)\b(m —T %oy — [b,i,\p — f/‘\’pb(m — fgpb(,)\]
vagy ami ugyanaz a
(9.3.39) brpr = Diexp

eredmény kovetkezik. Utobbi egyenlet szerint a A és p indexek tekintetében szimmetria
all fenn. Kovetkezésképp

(9.3.40) b = 0.

Ez az 6sszefiiggés a differencidlgeometria Gauss-Codazzi féle egyenletének tenzoriélis alak-
ja.
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Az S feliileten tekintve a ([RIZl) és (RI) Osszefiiggéseket, kihasznalva tovabba a
gorbiileti tenzorral kapcsolatos ((II4H); » képleteket, a

8a,8 = aa,3 = I'J5a, +bapas

(9.3.41) - _ 3
go"ﬂ = aa’ﬂ = Fﬂo‘aa" —|—bﬁ°‘a

és

(9342) g375 =az g = —bﬁ"aa

eredmény adodik a béazisvektorok derivaltjainak szamitasara. A (L3ZT),» egyenletek
Gauss formulai. A ([IZ372) egyenlet pedig Weingarten képlete. A (342 egyenletet ska-
larisan szorozva 6nmagéaval a

(9.3.43) 83,0835 = by 4oy’ = ,bos

osszefiiggés kovetkezik, ahonnan a dz®dx®-val térténd atszorzassal megkapjuk az S feliilet
harmadik alapformdjdt:

(9.3.44) daz-dag = b, byp dz®da”
Legyen
(9.3.45) Cap =, bos = baga” byg .

Vegyiik észre, hogy c,s szimmetrikus tenzor. A bevezetett jeloléssel

(9.3.46) daz-dag = cup dae®da? = ¢y; datdz! + 210 Azt dz? + cop dz?da?

a harmadik alapforma alakja.

A ([@332), @334) és ([@IZH); egybevetése alapjan irhato
bl/)\bpli - bl/pb)\li =V Aok aoe/\pK = 5Vn3€)\p3K

egyenlet a”?-val torténé végigszorzasaval a

(9347) b,,)\b,ipayp—byyb,\n —Eyn3€)\p3anK =0
eredmény kovetkezik. Az
(9.3.48) EvnsEapst”’ = —a™

Osszefliggeés — ennek igazolasat gyakorlatra hagyjuk —, valamint a (ZTH), illetve a (2T7),
felhasznalasaval (L341) a

(9349) bﬁ”b,,,\—QHb,ﬁ,\—l—amK =0

alakban irhat6 fel. Felemelve a A indexet a (349)-bol a gorbiileti tenzorra vonatkozd
Cayley-Hamilton tételt kapjuk:

(9.3.50) b b —2Hb 46 K =0.
A ([@373), illetve ([@329)-ba torténd helyettesitésével kapott
(9.3.51) | box—2Hby + Ka, =0

egyenlet a harom alapformaban all6 G.x = @y, bex €5 C.y tenzorokat, vagy a dzda*-val
torténd atszorzas utan magét a harom alapformat kapcsolja 6ssze.



10. FEJEZET
Integralatalakitasi tételek és parcialis integralas

10.1. INTEGRALATALAKITASI TETELEK
10.1.1. Bevezets megjegyzések. A leggyakrabban elGfordulo integralatalakitasi té-
telek targyalasa soran a tételek

— szimbolikus alakban,
— az (z) gérbevonalu KR-ben,

illetve ha az alkalmazasok szempontjabol sziikségesnek latszik, akkor
— az (§) feliileti gorbevonali KR-ben is

bemutatasra keriilnek.
A tételek szigoru igazolasara terjedelmi okokbol nem keriil sor. Vézlatos bizonyitast
csak a Stokes tétel esetén adunk.

10.1. dbra. Az infinitezimélis ABC haromszog
10.1.2. Stokes tétele. Tekintsiik az infinitezimalis ABC haromszoget és vezessiik be
az
(1011) I'AB:dI'] I‘AC:dI']]

jeloléseket. A kovarians bazisvektorok szamitasaval kapesolatos kapesolatos ([C2Z20) képlet
tovabba a

(10.1.2a) dx’}::ck’B—xk}A , dxl}}:xklo—xku
és

or
(10.1.2b) dr = @dxk =g, da”
Osszefiiggések felhasznalésaval irhato, hogy
(10.1.3) dr; = g dxﬂA , dr;; = g dx’}}}A ,

117
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ahol a gorbevonali 2* koordinatak mellett jobbra lenn all6 rémai szamok nem a szokott
értelemben vett indexként szerepelnek. Ez a jelolésbeli megéllapodas nem okoz félreértést,
mert a kontravarians koordinataknak nincs alsé indexiik.

Az ABC haromszoghtz tartozo dA teriiletvektort a

1
(1014) dAzidI']XdI'[]

vektorszorzat értelmezi. A ([LT3) képletek helyettesitésével és a kovarians bazisvektorok
vektorialis szorzatat add ((CZIJ) egyenlet felhasznalasaval innen a

1 1
dA = 5 g X g dx]; dl‘lH == 5 Ekim dx]; dxl[[ gm

A A

vagy ami ugyanaz a

1
(10.1.5) dAp = 5 kim dz? dat,

A

eredmény kovetkezik.

Az ABC haromszog altal kifeszitett sik n,, normalis egységvektorat akkor tekintjiik
pozitivnak, ha a normélis egységvektor felol nézve - v.6. [Tl &bra - az ABC' koriiljarasi
sorrend az 6ramutatod jaraséval ellentétes. Ez a koriiljarési értelem a pozitiv koriiljarasi
irany.

Nyilvanvalo, hogy

(10.1.6) dA,, = n,, dA
ahol dA az ABC haromszog tertilete (a skalaris feliiletelem).

10.2. abra. A h gorbével hatarolt nyitott S feliilet

Legyen az S egyszeresen 0Osszefiiggs, szakaszonként sima nyitott feliilet. Legyen tovab-
ba h az S feliilet szakaszonként sima peremgorbéje. Az S feliilet normalis egységvektorat
n, a h peremgorbe érinté egységvektorat pedig X jeloli. A v vektor a feliilet érint&sikja-
ban fekszik és merdleges a n és X vektorokra. Feltételezziik, hogy v = A xn. Kovetkezsleg
v =1 (a v is egységvektor). A v, A, n harmas jobbsodratu egyenesvonali ortogonalis
KR-t feszit ki (jobbsodratu vektorhédrmas). A h peremgérbe mentén mért s ivkoordinata
akkor pozitiv, ha a pozitiv s irdnyba haladva a h gorbe mentén a feliilet - feltéve, hogy a
pozitiv normalis felsl tekintjiik - a bal oldalon fekszik.

A Stokes tétel elGkészitése érdekében elGszor az infinitezimélis ABC héaromszogén
tekintlink egy részproblémat. Ezt kovetSen az S feliilet esetén alkalmazzuk a kapott ered-
ményt.
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Legyen u = u;, g* az infinitezimélis ABC haromszogon és annak kornyezetében értel-
mezett, folyamatosan differencidlhatd vektormezs. Hatarozzuk meg a

(10.1.7) f u-dr
ABCA

vonalintegral értékét.

A haromszog egyes oldalélein vett integralokat az u vektormezs oldalfelezé pontokban
vett értékei és a vonatkozod rap, rpco, illetve roy vektorok szorzataiként szamitjuk. Az
oldalfelezé pontokhoz tartozo u értékeket pedig az A pontra tdmaszkodo linearis appro-
ximacio adja.

Ezek a kozelitések az ABC haromszog infiniteziméalis volta miatt engedhet6k meg.

Fentiek alapjan

d
f u-drzdr;-(u(A)+u®V|A-ﬂ)+
ABCA 2

d d
+(dryy—dry) - [u(A)+u®V|A (M)} +

2

+(—dryy)- <u(A)+ uoVv|, %) .

Az utoébbi képletbdl indexes jelolésre térve at és helyettesitve a a (ILT2H), (L3 és
B3H) osszefiiggeseket a

1
f ukdxk: (uk(A)—F—uk;l
ABCA 2

1
+ [Uk(A)+ - Uk;l

dxll) dah+
A

2

(daf + XmH)] (dzf —dxf,) +

A
1

ey ) ey = Gon| (ot - aof d)

A A

eredmény kovetkezik. Az egyenlet jobb oldala a Kronecker szimbélummal kapcsolatos
(CZ1) képlet, tovabba az ([LZTH) osszefiiggés értelemszert alkalmazasaval, illetve a ([ILTH)
egyenlet felhasznaldsaval tovabb alakithato:

1
f U dl’k = S Uk
ABCA 2

1

(6 0% — 6%01,) da dafy =

A
1 1
=3 Up 1 e e s dz}' da’f; = 3 (I glhsg s dz7' daf; = (5 stk uk;l) }A dA,

A A
Ha még a (IILLH), illetve a (BT alapjan irhato
(10.1.8) dr = Ads = da¥g,
Osszefiiggést is kihasznaljuk, akkor a
(10.1.9a) %4130,4 u\F ds = (nsgsmuk;l)’AdA
illetve szimbolikus alakban irva, a
(10.1.9b) f u-Ads = (nxV)-ﬁ) dA

ABCA A

eredményre jutunk, ahol az u felett allo és lefelé mutato nyil azt jelzi, hogy a V operétor
az u-ra hat. Ezt a jeldlésbeli konvenciot, ha sziikséges, a tovabbiakban is alkalmazzuk.
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Visszatérve az S feliilethez tegyiik fel, hogy az S feliileten és az S feliilet kornyezetében
értelmezett u vektormezs folytonosan differencialhato. Célunk a (L) vonalintegral
szamitasa ezuttal a h zart peremgorbe mentén a ([ILT9al) Osszefliggés kihasznalasaval.

Elemi (infinitezimalis) haromszogekre osztva fel az S feliilet majd Osszeadva az ele-
mi haromszogeken tekintett ([ILT9al) tipust integralokat megfigyelhets, hogy azokon az
oldaléleken melyek két szomszédos elemi haromszoghdz tartoznak a koriiljarasi értelem
kiilonbozssége miatt a vonatkozo vonalintegralok torlik egymast. Alkalmas hataratmenet
utan (azaz a haromszogek szaméat a végtelenhez, maximalis méretiiket pedig zérushoz ko-
zelitve) bal oldali 6sszeg hatarértéke h-n vett vonalintegral, a jobboldali 6sszegé pedig az
S-n vett feliileti integral:

(10.1.10a) ]{u-)\ds:/(nxV)wlldA:/ﬁ(nxV) dA,
h S S

vagy

(10.1.10b) fuk)\kds:/nsgslkuk;ldA:/uk;lnseslde.
h S S

A ([LTT0alb) egyenletek Stokes tételének szimbolikus, illetve indexes jelolésmodban sze-
dett alakjai.

Ha feliileti KR-ben vagyunk, akkor a [Tl alszakasz negyedik bekezdése és a (I0)
Osszefiiggés alapjan

(10.1.11) ny=az=a’.

Kovetkezbleg ha a feliileten vagyunk, akkor fennallnak a

(10.1.12) nxvza3x@j:g3”papaa
\%

€S

(10.1.13) dou =iy, a"

egyenletek. A ([ILTTT), (LTTZ), valamint ([LTI3) képletek felhasznalasaval kapjuk a
Stokes tétel (LI0al) alatti alakjabol a Stokes tétel feliileti KR-ben hasznélatos alakjat:

(10.1.14) ﬁa,)mds:/se‘?"”’ﬂpw dA.

A képletben ), az i, vektormez6 feliileten vett kovaridns derivaltja. Ennek képzéséhez
elegendd az u, vektormez6t magén az S feliileten ismerni.

Megjegyezziik, hogy a fenti eredmény a Stokes tétel indexes jelolésmoddal irt (LOLTTOD)
alakjabol kozvetleniil is megkaphato, ha figyelembe vessziik, hogy feliileti KR-ben (b) A\3=
=0 (a k helyére p irhato a baloldalon), (b) n, =0, ng =1 (a jobboldalon elhagyhato az
ns, az | és k indexek helyére pedig o és p irhato).

10.1.3. Green tétele. A tételt felilleti KR-ben vezetjiik le Stokes tételébdl indulva
ki. Legyen w az S feliileten értelmezett folytonosan differencidlhaté vektormezs. Legyen
tovabba

(10.1.15) Uu=asxXw.
A ([IITTH) képlet Stokes tételbe, pontosabban a ([ILTI0al) baloldaldba torténd helyette-

sitésével — tekintettel a L2 &bréaval kapcsolatosan mar szerepld

(10.1.16) r=Axn=Axag
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Osszefiiggésre - kapjuk, hogy

(10.1.17) %U-Ads:%)\-(agxw) ds:fy-wds:fuawads
h h h h

hiszen a v vektor az S feliilet érintGsikjaban fekszik. A ([LLT0al) jobboldala a (IITIH)
képlet helyettesitésével és a ([[ILLTZ) osszefligges felhasznalasaval alakithato at. Az atala-
kitasok soran kihasznéljuk a a (IZH), és a ([I3T3)) képletek alapjan irhato

(10.1.18a) Oya’ = 0,a3 = 830 =19,a, =—b,"a,,
(10.1.18b) W, =w",=uw",—b,"w’
tovabba a

(10.1.18c) Oow =w" ,a

illetve a (@T2H) és ([LI29) egybevetésébsl adodo

(10.1.18d) E9PE 3n, = 071

egyenleteket és értelemszertien alkalmazzuk a (I32); képletet. A f6bb lépéseket az alab-
biak részletezik:

(10.1.19) /(nxV)-udA:/e_B"pap-(aaag><W) dA =
S s

= / glop a,- [Fg; Eomwkal +ag x (wk;aak)] dA =
s

= / g% g3y, (D4’ +wl,) dA =
S N——
6%

:/ (0" 7+ b %) dA:/wwnwdA
S A

A (LTT7) és (MILTTY), (MITI0a)-val torténs egybevetésével, 4™t gondolva w™ helyére,

adodik Green tétele:
(10.1.20) %Eﬂ vyds = / ﬂﬂ”ﬂdA .
h s

Figyeljiik meg, hogy a fenti egyenletben nem jelenik meg az u* vektorkoordinata.

10.1.4. A Green és Stokes tételek Altalanositasai. Legyen ® az S feliileten -
lasd L2 abra - és az S feliilet kornyezetében értelmezett tetszéleges tenzormezs. Legyen
tovabbéa a x két tensor kozott értelmezhets barmilyen szorzas miiveleti jele. A szimbolikus
irasmodban irt és igy koordinatarendszertdl fiiggetlen alakt

!
(10.1.21a) ]{CD*)\dSZ/CD*(nxV) dA
h s
és
|
(10.1.21b) ]{A*@ds:/(nXV)*QdA
h s

egyenletek a ([ILTT0al) Stokes tétel altalanositasai. Valoban, ha a * mtveleti jelet a skalaris
szorzas - miveleti jelére cseréljiik és az u vektormezst gondoljuk a ® tenzor helyére, akkor
a (I0LI2TH) egyenletbdl azonnal megkapjuk a Stokes tétel (LT I0a]) alatti alakjat.

A tovabbiakban a feliileti KR nytjtotta elényok is kihasznéalasra keriilnek. Ha a (LT 2Tal)
egyenletben
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— a x helyére a vektorialis szorzas x mtveleti jelét, majd
- a ® tenzor helyére ® xas-t tesziink,

akkor a Green tétel egy altalanositasat kapjuk.
A baloldal atalakitasa soran az emlitett cserék végrehajtasa utan a (ILITH) képlet
helyettesitése sziikséges.

A jobboldal atalakitédsa ismét az emlitett cserék utan, a (LLIZ), (LLIRal . ..,d)
és (@I32); képletek alkalmazésa, illetve helyettesitése kivanatos. Ezt az atalakitast az
alabbiak részletezik:

/—/la /—/la

(Dxaz)x (nxV) = (Dx*az)x (9, a,) =
=g [— (D0,)*E30r a”—i—@*fg‘paa X aﬂ] =
= % 23, [(DO,)xa” + D xb,"a’] =
= — [(D,) *a’ + D xb, a’]

Fentiek alapjan a (ILTZTal) egyenletbdl a

(10.1.22) f@wds:/ [(DI,)xa’ + D xb,a’] dA
h S

eredmény kovetkezik. Ez az 6sszefliggés a Green tétel altalanositdsa. Valoban, ha a * he-
lyére a skalaris szorzés - mitveleti jelét és a ® helyére az u vektormezst gondoljuk és
tekintettel vagyunk a (ILTIRd), illetve a ([OLLIRMH) képletekre, akkor a (ILL22A) Gssze-
fiiggésbdl megkapjuk a Green tétel (ILL2M) alatti alakjat.

Ha a ® maésodrend( tenzor — legyen ez mondjuk az N*-el jeldlt tenzor —, a *-al jeldlt
szorzas a skaldris szorzas és N* = 0 akkor a ([ILLZY) dsszefiiggésbdl, szem elstt tartva,
hogy feliileti KR-ben vagyunk, a

(10.1.23) j{akN“y,\ ds:/ak N dA
h S

eredmény kovetkezik.

10.1.5. A Gauss-Osztrogradszkij tétel. Legyen V' egy a végesben fekv§ térfogati
tartomany. Jelolje S a V' tartomény hatarfeliiletét. Legyen tovabba u a V-n értelmezett
egyszer folytonosan derivalhatd vektormezs. Jelolje n az S feliilet kiils§ normalis egység-
vektorat. Az

(10.1.24) /u-ndA:/u-VdV
S v

Gauss-Osztrogradszkij tétel a ([LT20) Green tétel egy altalanositasanak tekinthetd.

Legyen ® a V-n értelmezett folytonosan derivalhato, egyébként tetszsleges tenzorme-
z6. A Gauss tétel dltalanosabb alakja adodik a ([ILT24]) alakbol, ha az u helyére d-t és a
skaléris szorzas - miveleti jele helyett -t frunk.

(10.1.25) /CD*ndA:/Q*VdV
5 v

Ismét hangsulyozzuk, hogy a * két tenzor kozott értelmezhetd barmilyen szorzast jelélhet.
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10.2. PARCIALIS INTEGRALAS

10.2.1. Parcialis integralasok feliileten. Legyen a d* és ey, az S feliileten — v.6.
abra — és annak kornyezetében értelmezett folytonos és differencialhatd tenzormezd.
Az u, vektormez6t az

up =d kit o €Ll
moédon értelmezziik. A d* és ey tenzormezsk differencidlhatosaga miatt fennall, hogy

Up.a

)

Ez az Osszefiiggést a Stokes tétel (LTI alatti alakjaba helyettesitve a feliileti integra-
lokra vonatkozé egyik parcialis integralasi szabaly adodik:

_ _(gk _ K ki
=Upia= (A", en) o =d", sen+d™ en)a .

(10.2.1) /53%%0% dA:jI{)\pd’“pekl ds—/égapdklpekladA
S h S

A feliileti integralokkal kapcsolatos masodik parciélis integralasi szabaly a fentiekhez ha-
sonld moédon az

P _ (P by _ P by p Ap
“||7r—(d >\M€H>||7r_d/\/i||7"€“+d €
osszefliggeés és a ([ILL20) Green tétel egybevetésébdl kaphato meg:
p A _ p A p Al
(10.2.2) /Sd )\Mnﬂe”dA—f;lupd /\Me”ds—/sd € RdA

10.2.2. Parcialis integralas térfogati tartomanyon. Legyen
uf = dk,em
ahol a d¥,  és '™ tenzorok differencidlhatok az S feliilettel hatéarolt V' térfogati tartoma-
nyon. Koévetkezésképp

k. _ k Im _ gk Im k Im
U;k—(d Im © );k—dzm;ke +d",, ey,

Utobbi egyenlet felhasznalasaval kaphato meg a ([ILL24]) Gauss-Osztrogradszkij tételbsl
a térfogati integralokkal kapcsolatos

(10.2.3) /dklm;kelde:/nkdklmelmdA—/ d*,, €™ dV
\% S \%

parcialis integralasi szabaly.
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